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Introducciéon

La enfermedad de Chagas, también conocida como tripanosomiasis americana, es
causada por el parasito protozoario Trypanosoma cruzi. Se estima que alrededor de
siete millones de personas estan infectadas alrededor del mundo, las cuales se localizan
principalmente en América Latina, donde la enfermedad se considera un importante
problema de salud publica, registrando 7000 muertes por ano [I]. Un detalle importante
a resaltar es que esta enfermedad puede generar un costo total de 7.19 billones de ddlares
anuales a nivel mundial, lo cual es similar o mayor que la carga econémica de algunos
céanceres [2]. A pesar de esto, se estima que el 90% de personas con Chagas no son
conscientes de que son portadores de la enfermedad, y menos del 1% de estas personas
tienen acceso al tratamiento [3].

El Trypanosoma cruzi tiene multiples hospederos [4, 5] y especies de vectores [4,
0]. Los humanos pueden adquirir la enfermedad de Chagas a través de transfusién de
sangre, transplante de 6rganos, consumo de comidas contaminadas, transmisién vertical
y exposicién accidental en el laboratorio, aunque esta tltima es menos frecuente [7, [§].
Sin embargo, la principal ruta de transmisién es a través de la picadura de un vector
infectado [6, [9].

La enfermedad de Chagas tiene dos fases de infeccién, aguda y crénica. La primera
de estas etapas tiene una duracién entre cuatro a ocho semanas [4 [6], mientras la se-
gunda etapa tiene un largo periodo de duracién, el cual varia entre 10 y 30 anos [4} [5].
Esta ultima etapa comienza con un periodo asintomaético, también conocida como forma
indeterminada, seguida de una fase crénica [10, [11].

En la actualidad, no existen vacunas para tratar la enfermedad de Chagas. El tinico
tratamiento disponible es a través de benznidazol y nifurtimox, los cuales matan el
parasito en el organismo. Sin embargo, ambos medicamentos sélo son eficaces casi al
100 % cuando se administran al inicio de la etapa aguda, y su eficacia disminuye conforme
pase mas tiempo desde el inicio de la infeccién.

Por otro lado, a pesar de que el habitat natural de los vectores es el ambiente silvestre,
algunas especies de vectores han colonizado habitats domésticas y peridomésticas [12]. En
areas rurales, donde la enfermedad es comunmente endémica [7], los ambientes doméstico,
peridoméstico y silvestre estdn relacionados [13], [14]. Entre los factores importantes para
la transmisién de la enfermedad, estd la densidad de insectos presentes en la vivienda
[15, 16] y la tendencia de algunas especies a vivir cerca de las casas [16]. Ademds,
consideramos que un factor importante para la caracteristica endémica de las areas
rurales es el estilo de vida de sus habitantes, ya que una practica comin de esta poblacién
consiste en llevar el ganado a pastar a campos fuera de las comunidades, donde la
enfermedad es persistente [17].



4 Introduccion

Como es bien conocido, a lo largo de la historia, las matematicas han estado estrecha-
mente relacionadas con las dindmicas de propagacion de enfermedades. Dicha relaciéon
se da por la necesidad de algunos investigadores por entender ciertos aspectos o carac-
teristicas que presenta alguna enfermedad en especifico, y que no son entibles o vistos
mediante otra herramienta. Los modelos matemédticos son una herramienta comun para
este objetivo, ya que estos nos brindan la posibilidad de acercarnos lo méas posible a un
escenario real de nuestro interés, de tal forma que podemos estudiar y comprender las
caracteristicas del objeto de estudio, sin tener que experimentar en un escenario real.

En el contexto de epidemiologia, el primer resultado escrito que se conoce aparecié
en 1760, y tiene como autor a Daniel Bernoulli (1700-1782), el cual propuso diferentes
modelos matematicos para el estudio de enfermedades infecciosas a través de ecuaciones
diferenciales [18]. Por otro lado, a Ronald Ross (1857-1932) se le atribuye el segundo gran
avance en modelacion matematica, ya que él explicé el ciclo completo de la malaria en
el humano, incluyendo al mosquito como vector y al parasito Plasmodium [19]. El tercer
gran avance es atribuido a Kermack y McKendrick, quienes en sus trabajos estudiaron
enfermedades endémicas, obteniendo como resultado principal el Teorema umbral. Este
teorema nos dice que la introduccién de un numero de individuos infecciosos dentro
de una poblacién de susceptibles podria originar una epidemia sélo si la densidad de
susceptibles rebasa un determinado valor critico [20].

La enfermedad de Chagas no ha sido ajena a este tipo de estudio matematico, ya
que diferentes enfoques para abordar el estudio de esta enfermedad han sido propuestos
[14, 2TH27]. Algunos de estos han considerado la interaccién entre humanos y vectores,
tomando en cuenta las etapas de infeccién en la poblacién de humanos (aguda y crénica)
[14, 23, 26]. Otros modelos describen la dindmica de la enfermedad a nivel celular [28-
32], mientras que algunos estudios se enfoncan en la dindmica de la enfermedad en el
ambiente silvestre [17], 33-35].

En el presente trabajo, buscamos explorar la dindmica de la enfermedad de Chagas
en un area rural bajo tres diferentes enfoques: a nivel exterior, dentro del organismo y la
infestaciéon de viviendas. En el primer enfoque, desarrollaremos un modelo matematico
para describir la dindmica de propagacién de la enfermedad entre los ambientes domésti-
co y silvestre. Para ello, consideramos que la interaccién entre los ambientes estd dado
por el movimiento de los animales domésticos en su dindmica de pastoreo. Para la formu-
lacién del modelo, nos apoyaremos en el enfoque del tiempo de residencia para modelar
el movimiento de poblaciones entre ambientes [36] [37]. En el segundo enfoque, exten-
deremos un caso particular de un modelo que describe la dindmica a nivel celular de
la enfermedad de Chagas, al considerar el efecto de autoinmunidad en la enfermedad
[38]. En este enfoque, daremos condiciones matemadticas para garantizar la persistencia
de la enfermedad dentro del organismo. Finalmente, en el tercer enfoque, basindonos
en el hecho de que la difusién representa la forma cldsica para estudiar la propagacion
de especies [39], presentaremos un modelo para estudiar el proceso de infestacién de los
vectores en un area determinada. Para ello, estudiaremos la dindmica local del mode-
lo planteado, a través de la cual, mostraremos las ondas de invasién que presenta la
dinamica planteada.



Finalmente, el presente trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el capitulo
1 daremos los conceptos preliminares que emplearemos a lo largo de la tesis. En el
capitulo 2 abordaremos la dindamica de propagacion de la enfermedad de Chagas al
considerar el movimiento de los animales domésticos debido al pastoreo. El capitulo 3 se
enfoca en el estudio de la dinamica a nivel celular de la enfermedad cuando consideramos
el efecto de la autoinmunidad. En el capitulo 4 estudiaremos los efectos de la invasién
vectorial, al considerar la propagacién de los vectores como un proceso difusivo. Y por
dltimo, en el capitulo 5 daremos unas discusiones generales acerca de los resultados
obtenidos en este trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos los principales conceptos de epidemiologia matematica
y herramientas matematicas que seran utilizadas a lo largo de la tesis.

A lo largo del presente trabajo consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales
no lineales auténomos para formular nuestros modelos del tipo:

&(t) = f(x), (L.1)

donde f: F — R" y F es un subconjunto abierto de R™. En (L.1)), # = d—f, por lo que
a lo largo del trabajo usaremos indistintamente ambas notaciones. Ademas, la variable

independiente ¢ representa al tiempo, por lo que ¢ > 0.

1.1. Numero reproductivo basico

El ntimero reproductivo bésico, mejor conocido como Ry, es uno de los principales
conceptos empleados en epidemiologia matematica, el cual se define como “el nimero
promedio de infecciones secundarias ocasionadas por un individuo infeccioso, durante
todo su periodo de infecciosidad, en una poblacién totalmente susceptible” [40].

Usualmente este término es usado como un parametro umbral, indicaAndonos la apa-
ricién de un posible brote epidémico. Puesto que, si Rg < 1, entonces un individuo
infectado producira en promedio, durante todo su periodo de infecciosidad, menos de un
nuevo individuo infectado y en consecuencia, la infeccién no se propagara. Mientras que
si Rg > 1, entonces un individuo infectado producird en promedio mas de una nueva
infeccién y consecuentemente, la infeccion podra propagarse.

En el presente trabajo, para calcular el valor de R, consideraremos la definicién del
nimero reproductivo bésico dada por Pauline Van den Driessche y James Watmough
en [4I] y algunas ideas sobre los subsistemas presentes en el modelo a estudiar [42]. A
continuacién detallamos el proceso para obtener el valor de Ry dado en [41].

Considere una poblacién heterogénea cuyos individuos se distinguen por edad, com-
partimento, posicién espacial y/o etapa de la enfermedad, pero pueden ser agrupados
en n compartimentos homogéneos. Sea x = (x1, z2, . .. ,xn)T con cada x; > 0, el nimero
de individuos en cada compartimento. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los
primeros m compartimentos corresponden a individuos infectados. Sea X, el conjunto
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8 Preliminares

de todos los estados libres de infeccion, es decir,
Xs={x>0|z;=0,i=1,...,m}. (1.2)

Para calcular el valor de Rg es importante distinguir las nuevas infecciones de todos los
otros cambios en la poblacién. Sea F;(z) la tasa de aparicién de nuevas infecciones en el
compartimento 2, V;r (z) la tasa de transferencias de individuos hacia el compartimento i,
y V; (z) la tasa de transferencia de individuos fuera del compartimento i. Supongamos
que cada funcién es al menos dos veces diferenciable en cada variable. El modelo de
transmisién de la enfermedad consiste de condiciones iniciales no-negativas junto con el
sistema de ecuaciones:

i :fz(.%‘) :]:Z(.%)—Vz(l‘), 1= 1,...,’1’L, (1.3)

donde V;(z) = V; (z) — V;"(z) y las funciones (F;,V; , V") satisfacen las siguientes
suposiciones.

(A1) Siz > 0, entonces JF;, V;r, YV, >0,parai=1,...,n.

(A2) Si z; = 0, entonces V; = 0. En particular, si z € X,, entonces V; =0, i =
1,2,...,m.

(A3) F; =0sii>m.
(A4) Siz € X, entonces F;(z) =0y V; (z) =0 parai=1,2,...,m.

(A5) Si el vector F(x) es igual a cero, entonces todos los valores propios de D f(xg)
tienen parte real negativa, donde zq es el equilibrio libre de enfermedad.

Debido a las condiciones anteriores, tenemos el siguiente lema:

Lema 1.1. Si xg es un equilibrio libre de enfermedad de (1.3) y fi(x) satisface (A1) —
(A5), entonces las derivadas DF (xo) y DV (x¢) se dividen de la siguiente manera

Df(xo):(g 8) DV(%):(Z 5)4)

donde F y V' son matrices de m x m definidas por

OF; oV; .
pr— pr— —_— < < .
F [amj (:co)] y V [8xj (xg)} conl1<i,7<m

Ademds, F es no-negativa, V es una M-matriz no-singular y todos los valores propios
de Jy tienen parte real positiva.

Luego, la matriz de la siguiente generacién asociada a (1.3]) estd representada
por FV~1 y el valor del nimero reproductivo bésico viene dado por:

RO = p(FV_1)7

donde p(e) representa el radio espectral de la matriz e.

Tras definir el valor del numero reproductivo béasico enunciamos el siguiente teorema:
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Teorema 1.1 (Van den Driessche y Watmough [41]). Considere el modelo de transmi-
sion de enfermedad dado por (1.3)), con f(z) satisfaciendo las condiciones (A1) — (A5).
St xg es un equilibrio libre de enfermedad de , entonces xg es localmente asintoti-
camente estable (LAS) si Ro < 1, e inestable si Ro > 1.

El teorema anterior nos permite relacionar el concepto de estabilidad de un punto
de equilibrio con el valor de un parametro que indica propagacion de la enfermedad,
lo cual es sumamente importante en el estudio de modelos matematicos aplicados a la
epidemiologia.

1.2. Persistencia

La teoria de persistencia busca abordar la pregunta de cuales componentes, de un
sistema biolégico, no se extinguiran en tiempo infinito. En epidemiologia, esta teoria
estudia dos caracteristicas: (1) presencia de una enfermedad, y (2) supervivencia de las
poblaciones hospederas. Usualmente, el estudio de la endemicidad es empleado cuando
se analiza un sistema complejo, en el cual encontrar un punto de equilibrio endémico es
muy complejo. A continuacién damos unos definiciones para poder estudiar el concepto
de persistencia.

Definicién 1.1. Sea X un espacio métrico, con métrica d. Un mapeo ® : [0,00)x X — X
es llamado un semiflujo en X, si

Do Py = Py t,s >0,
donde ®, representa el mapeo ®(t,-) : X — X.

Corolario 1.2. Denotamos por R = [0,00)" al cono de vectores no-negativo en R™.
Sea F': R — R una funcion local Lipschitz,

F(x) = (Fi(z), Fa(x), ... Fy(x), == (x1,22,....,2),

y satisface que
Fj(x) >0, cuando x € R", x; =0.

Finalmente, consideramos que cada solucion de
&= F(x)

que estd definida en un intervalo [0,b), 0 < b < oo, estd acotada en [0,b). Entonces, las
soluciones x de esta ecuacion diferencial ordinaria induce un semiflujo continuo en R},
a través de

O(t,xg) = x(t), moe X, t>0.

Mas ain, ®(0,z9) = xo.
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Definicién 1.2 (Thieme [43]). Sea p : X — [0, 00) una funcion uniformemente continua
no-negativa en X. Asumimos que la composicion

U(t7 37) - p(CI)(t, .%')),

es un mapeo continuo de [0,00) x X — R.
a) ® es llamado débilmente p-persistente, si

limsupo(t,z) >0, VrelX, p(x)>0.

t—o00

b) ® es llamado fuertemente p-persistente, si

liminfo(t,z) >0, VrelX, p(z)>0.

t—o00

c) @ es llamado uniforme y débilmente p-persistente, si existe algin € > 0 tal que

limsupo(t,z) >¢€, VreX, p(x)>0.

t—o00

d) ® es llamado uniforme y fuertemente p-persistente, si existe algin ¢ > 0 tal que

liminfo(t,z) >¢, VoeX, p(x)>0.

t—o00

1.3. Definiciones y resultados generales

Teorema 1.3. (Perko [{4)]) Sea

i= fla,p) . (1.4)

Supongamos que f(xo, o) =0 y que la matriz A = D f(xo, o) de n X n, tiene un valor
propio simple A\ = 0 con vector propio v y que AT tiene un vector propio w correspon-
diente al valor propio X\ = 0. Mds aun, supongamos que A tiene k valores propios con
parte real negativa y (n—k—1) valores propios con parte real positiva y que las siguientes
condiciones se cumplen

wa,LL(an ,UO) = 07
WD 0, o)) £ 0, (15)
w’[D?f (2o, o) (v, v)] # 0,

entonces, el sistema (1.4]) presenta una bifurcacion transcritica en el punto de equilibrio
xo conforme el pardmetro y varie a través del valor de bifurcacion u = ug.

Antes de enunciar las siguientes definiciones, denotamos por > al orden puntual
empleado en R2.
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Definicién 1.3. (Hethcote y Thieme [}5]) Una funcion G : R% — R2 es estrictamente
sublineal si para x € (0,00) x (0,00) fijo y r € (0,1) fijo, existe € > 0 tal que G(rz) >
(14+¢)rG(z).

Definicién 1.4. (Hethcote y Thieme [{5]) Una matriz [a;;] para i,j =1,...,n es irre-
ducible, si para cualquier subconjunto W de indices {1,...,n} con complemento W' no
vacio, existe i € Wy j € W' tal que a;; # 0.

A continuacion, enunciamos un teorema para garantizar existencia y unicidad de un
punto fijo planteado en Hethcote y Thieme [45], al considerar que estamos en ]R%r.

Teorema 1.4. (Hethcote y Thieme [{J, Teorema 2.1]) Sea G(z) una funcién continua,
mondtona no-decreciente, estrictamente sublineal y acotada, la cual mapea el cuadrante
no-negativo en si mismo. Ademds G(0) = 0 y G'(0) existe y es irreducible. Entonces
G(x) no tiene un punto fijo no trivial en la frontera de R%. Mds ain, G(x) tiene un
punto fijo positivo si y sdlo si p(G'(0)) > 1. Si existe un punto fijo positivo, entonces
este es unico.

1.3.1. Ondas viajeras

Al agregar un término de difusién a la ecuacién (|1.1)), esta se convierte en

or  0x?

la cual, si tiene una solucion tipo onda viajera, esta puede ser escrita en la forma
l’(t,y):X(Z), Z:y_Cta

donde ¢ denota a la velocidad de la onda. Sustituyendo esta forma de onda viajera en la
ecuacién (|1.6), X (z) satisface

Xoo+ X, + f(X)=0. (1.7)

Una tipica solucion de frente de onda es aquella donde X es igual a uno de sus
equilibrios, cuando z — —o0, y a otro de sus equilibrios, cuando z — oco. En consecuencia,
observamos que nos encontramos ante un problema de valores propios para determinar el
valor, o valores, de ¢ tal que exista una soluciéon X no negativa de , la cual satisface

lim X(z) =Xp, lim X(2)=Xj,
Z—r00 Z—r—00

donde X y X son los puntos de equilibrio del sistema ((1.6)) al considerar que estamos
en el caso espacialmente homogéneo.



12

Preliminares




Capitulo 2

El pastoreo en la dinamica de propagacion de la
enfermedad de Chagas

Motivados por el estilo de vida de los habitantes de las zonas rurales de Latinoaméri-
ca, en el presente trabajo hemos desarrolado un modelo matemético para evaluar el
efecto del tiempo de residencia fuera del hogar de los animales domésticos en la dindmi-
ca de la enfermedad de Chagas. Esta idea surge de algunas investigaciones en estrategias
de pastoreo para prevenir enfermedades en animales [46-48], y en el papel del tiempo de
residencia, en cada parche, de los humanos en la dindmica del dengue [36].

A continuacién desarrollaremos un modelo matemaético para describir la dindmica
de propagacion de la enfermedad cuando se considera la interaccién entre los ambien-
tes doméstico, peridoméstico y silvestre. Para este propdsito, los habitats doméstico y
peridoméstico son considerados como uno sélo, llamado ambiente doméstico. Conside-
ramos la presencia de humanos, animales domésticos y silvestres como hospederos, y
que una proporcion de animales domésticos se mueven entre ambos ambientes debido al
pastoreo. Tras hacer el andlisis matematico correspondiente, emplearemos un area de la
municipalidad de Yampardez (Chuquisaca, Bolivia) como caso de estudio.

2.1. Modelo matematico

Presentamos un modelo S en dos ambientes (doméstico y silvestre). En el ambiente
doméstico, humanos y vectores domésticos son residentes permanentes; mientras en el
ambiente silvestre, animales y vectores silvestres estan presentes. También suponemos
que una proporcién de la poblacion de animales domésticos pueden moverse entre ambos
ambientes. Por otro lado, ya que los vectores son animales (insectos), es importante
mencionar que a lo largo del presente trabajo definiremos como animales a la poblacion
de animales hospederos de la enfermedad, como por ejemplo: vacas, cerdos, perros, gatos,
entre otros.

Denotamos por H, D4, Dy, W4, y Wy a la poblacién total de humanos, animales
domésticos, vectores domésticos, animales silvestres y vectores silvestres, respectivamen-
te. Por otro lado, ademas del efecto del pastoreo en la propagacion de la enfermedad
de Chagas, también estamos interesados en el impacto de las proporciones de animales
domésticos que son competentes (es decir, aquellos que pueden contraer la enfermedad)
y que se mueven entre ambos ambientes.

13
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Sea Dg = A; + An;, donde A; = w; D 4 es la poblacién total de animales domésticos
competentes, mientras A,; = (1 —w;)Dy4 es la poblacién total de animales domésticos
incompetentes (es decir, aquellos que sélo son fuente de alimento para los vectores, pero
no transmiten la enfermedad, por ejemplo, las gallinas), donde w; es interpretado como la
proporcién de animales domésticos que pueden contraer la enfermedad. De igual manera,
también suponemos que sélo una proporciéon de los animales competentes se mueven
entre ambos ambientes. Sea A; = A,, + Apm, donde A, = w, A; es la poblacién total
de animales domésticos que se mueven entre ambos ambientes y Ay = (1 — wp)A; es
la poblacién total de animales domésticos que permanecen en el ambiente doméstico.
Interpretamos a w,, como la proporcién de A; que se mueve entre ambos ambientes (ver

Figura 2.1)).

Ambiente doméstico Ambiente silvestre

Figura 2.1: Esquema propuesto para la interaccién entre los ambientes doméstico y
silvestre en la enfermedad de Chagas. Los animales domésticos competentes estan dados
por A; = w; D 4, mientras los animales domésticos que se mueven entre ambos ambientes
estan dados por A,, = wnA;.

En el ambiente doméstico, las poblaciones de humanos y vectores son divididos en
individuos susceptibles X}, Xg4, e infectados Y}, Yy, respectivamente. La proporcién
de animales domésticos incompetentes (A,;) no estdn involucrados en el proceso de
infeccién pero cumplen la funcién de fuente de alimento. A; = A, + Ay, es también
dividido en individuos susceptibles X440, Xnda € infectados Yi,ga, Ynda, respectivamente.
Asimismo, en el ambiente silvestre, las poblaciones de animales y vectores estan divididos
en individuos susceptibles X yq, Xuwv € infectados Yy,q, Yiuw, respectivamente. Finalmente,
las poblaciones de animales son medidas en biomasa, mientras las otras poblaciones
(humanos y vectores) son medidas en nimeros de individuos.

Suponemos que la poblacién total de animales (en cada ambiente) permanecen cons-
tantes, mientras que las dindmicas de las poblaciones de vectores tienen un compor-
tamiento logistico e.g.[I7, 27, [34]. También consideramos que la mortalidad vectorial,
independiente de la enfermedad, es una funcién de la densidad de la poblacién vectorial
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y que es distribuida proporcionalmente entre todas las subpoblaciones vectoriales [49].

El estilo de vida de los habitantes de algunas zonas rurales nos permite considerar
que una proporcion de los animales domésticos es llevada a pastar al ambiente silvestre,
incluso permaneciendo en este ambiente por las noches [46] [50]. En el ambiente silvestre,
los animales domésticos interactuan con los vectores, los cuales no necesariamente se
alimentan de hospederos dormidos, ya que se piensa que estos ajustan su alimentacién
a los periodos en los que sus hospederos se encuentran en reposo [51]. Para expresar el
movimiento entre ambos ambientes, primero definimos al tiempo de residencia de los ani-
males domésticos como la proporcién de tiempo que los animales domésticos permanecen
en un ambiente. Denotamos por 7y al tiempo de residencia en el ambiente doméstico,
y consecuentemente, (1 —74) es el tiempo de residencia en el ambiente silvestre. Entre
los ambientes domésticos consideraremos a vacas, cabras, ovejas, cerdos, perros, gatos
y aves de corral, mientras que los animales en el ambiente silvestre se incluyen a los
armadillos y ratas de campo.

Para estimar las tasas de incidencia que surgen debido a la dindmica de propagacion
de la enfermedad de Chagas, solo consideramos la transmisién vectorial y usamos ideas
similares a las expuestas en [I7]. En el ambiente doméstico, la tasa de incidencia relacio-
nada con la infeccién de vectores es denotada por g; vy es determinada por la suma de
las tasas de incidencia asociadas con la infeccién por humanos y animales domésticos.
Sea zp la tasa de picaduras en humanos por vector; asi que la tasa total de picaduras
en humanos en el ambiente doméstico esta dado por z, Dy . Entonces, para calcular la
tasa de nuevas infecciones de vectores, multiplicamos la tasa total de picaduras por la
proporcién de contactos que involucra humanos infectados (Y3 /H) y vectores suscep-
tibles (X4,/Dy), por la probabilidad de que un vector adquiera la enfermedad de un
humano infectado (7, ). De esta forma, la tasa de incidencia relacionada a la infeccién
de vectores debido al contacto con humanos infectados estd dado por

(2.1)

Para la tasa de incidencia de vectores domésticos infectados debido al contacto con
animales domésticos infectados, tenemos dos casos: los animales en el ambiente doméstico
(Ynda), v aquellos que se mueven entre ambos ambientes (Y;,44). Asi, siguiendo una
formulacion analoga a , la tasa de incidencia esa dada por

X dv < Ynda

de . ( 77demda

T, + ZndaDv -
DV Ani +Anm+ndAm> “ ¢ v

ZmdaDV .

- Ty, (2.2
DV Anz + Anm +77dAm) v ( )

Por lo tanto, la tasa de incidencia en la cual los vectores adquieren la enfermedad en
el ambiente doméstico es obtenida al sumar (2.1) y (2.2,

ZhTy ZmdaT v, Nd
YaymaaYn ava :(7h>YXU = YmaXv
g1 (Ya d d ) H hd+<Ani+Anm+T/dAm> da<Xd

ZndaTv
2 YindaXao-
+ <Anz + Anm + 77d14m) nda<dv




16 El pastoreo en la dindmica de propagacion de la enfermedad de Chagas

En forma aniloga calculamos las otras tasas de incidencia:

ZnTh. Ydu
f1 (Yau, Xp) = (hgd) X,

ZmdaTda ndev ZmdaTda (]- - 77d) wi)
YmevaXm a) = = + = Xm a
f2 ( ¢ ¢ ) <Ani + An'm + ndAm (1 - nd) Am + WA ¢

ZndaTda de
Y, vy Xn a) = = Xn a
f3 ( ¢ ¢ ) (Anz + Anm + ndAm) ¢

ZU}(LT[.U)(J. YU)U
Yo, X = = X
f4( wv> wa) ((l_nd)Am+WA> was

ZmdaTv, (1 - 77d) Ymda + ZwaTv, Ywa) X
wv

Yimda: Ywa, Xwv) =
92 Yimda, Ywar Xww) ( (1 —na) Am + Wa

donde f1, fo, v f3 son las tasas de incidencia relacionadas a los hospederos del ambiente
doméstico, mientras fy y go son las tasas de incidencia asociadas a los animales y vectores

silvestres en el ambiente silvestre, respectivamente.

A partir de las suposiciones anteriores, construimos el siguiente modelo:

Xn =M — fi Yaw, Xn) — i X

Yy = fi (Ya, Xp) = pn Yo

Xinda = ttmdaAm — fo (Yav, Yaw, Xinda) — ImdaXmda
Yinda = f2 Yaws Yoo, Ximda) — HimdaYmda

Xnda = findaAnm = f3 (Yav, Xnda) = HndaXnda

Ynda - f3 (Yd'u; Xnda) - ,U/ndaYnda

. ’r‘d
Xav = NavDv — 91 (Y, Yindas Yndas Xdv) — (Mdv + K; DV) Xaw
UV

. ’,"d
de =01 (Yh, Ymdaa Ynda; de) - <,dev + KU
dv

Xwa = ,UwaWA - f4 (wia Xwa) - Mwana
Ywa = f4 (wia Xwa) - Nwana

. r
va = vaWV — 92 (Ymdaa Ywaan'u) - <va + [{:w'u WV> va
wv

Dv> Yau

y T
Yo = g2 (Ymdaa Yua, va) - (va + va WV> Yo
wv

La ecuacion de la poblacién total de humanos es

H:Ah_MhHa

(2.3)

lo cual implica que la poblacién de humanos tenderda a Hy = Ap/up para un tiempo
suficientemente largo, haciendo la ecuacién para Xp en redundante. Por otro lado,
la presencia natural de los vectores en el ambiente silvestre y su entrada al ambiente
doméstico a través de un proceso de difusién continua nos permite considerar condiciones
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iniciales positivas para cada poblacién total de vectores (Dy y Wy ) [17,[52]. Por lo tanto,
ya que para cada ambiente consideramos que la poblacién total de vectores presenta un
comportamiento logistico, las ecuaciones para X, en (2.3]) son también redundantes.

Tabla 2.1: Descripcién de los pardmetros del sistema ([2.3)).

Pardametros Descripcion

Ay Tasa de reclutamiento de los humanos.

LR Tasa de mortalidad de los humanos.

Dy Numero total de animales (medido en biomasa) en el ambiente
doméstico.

Am Numero total de animales domésticos (medido en biomasa) que se
mueven entre ambos ambientes.

Hmda Tasa de regeneracién de los animales domésticos que se mueven
entre ambos ambientes.

Apm Numero total de animales domésticos (medido en biomasa) que
permanecen en el ambiente doméstico.

Lnda Tasa de regeneracién de los animales domésticos que permanecen
en el ambiente doméstico.

Wy Nimero total de animales (medido en biomasa) en el ambiente
silvestre.

Lwa Tasa de mortalidad de los animales silvestres en el ambiente silvestre.

Ajy Tasa de natalidad de los vectores en el ambiente j, con j = d, w.

v Tasa de mortalidad de los vectores en el ambiente j.

K, Numero maximo permitido de vectores en el ambiente j.

Zn Tasa de picadura por vector sobre los humanos.

Znda Tasa de picadura por vector sobre los animales domésticos que
permanecen en el ambiente doméstico.

Zmda Tasa de picadura por vector sobre los animales domésticos que se
mueven entre ambos ambientes.

Zwa Tasa de picadura por vector sobre los animales silvestres.

Th, Probabilidad de que, debido a una picadura de un vector infectado,
un humano se contagie.

Tda, Probabilidad de que, debido a una picadura de un vector infectado,
un animal doméstico se contagie.

Twa, Probabilidad de que, debido a una picadura de un vector infectado,
un animal silvestre se contagie.

o, (T, ) Probabilidad de que, debido a una picadura, un vector se contagie

e un humano (animal) infectado.

d h 1) infectad

w; Proporcién de animales domésticos (D 4) que pueda contagiarse, y
es tal que 0 < w; < 1.

Wm Proporcién de animales domésticos que se pueden infectar (w; D 4)
que se mueven entre ambos ambientes, y es tal que 0 < w,, < 1.

Nd Tiempo de residencia de los animales domésticos en el ambiente

doméstico, y es tal que 0 < ng < 1.

A continuacién normalizamos el sistema ([2.3)) y redefinimos los pardametros de nuestro
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modelo de la siguiente manera:

Yh Ymda Ynda de Ywa wi
L, = — I = — I = I, = y—— Il =
h HO ) mda Am ) nda Anm ) dv qu; ) wa WA ) wv va ’

o ZhTh, Kdv o ZndaTda, Kdv o ZmdaTda, (1 - nd)va
Op =\ ——FF | > Qdaq = ) Amyw = )
HO Ani + Anm + ndAm WA + (1 - nd)Am

6 _ (Z x ) ﬁ _ anaﬂ'vaAnm ,B _ Zmdaﬂ"uandAm
h hTtoyp ) s nd Anz+Anm+77dAm ) md Anz+Anm+77dAm )

a _ ( ZwaTwa, va ) /6 _ (Zmdaﬂ-va (1 - nd) Am) ﬂ _ ( ZwaT v, WA )
. Wa+ (1 =na)A, ) 7" Wa+ (1 —na)An )7 7% Wa+ (1 =na)Am )"

Los parametros e v Se €xpresan las tasas de infeccién asociadas a los hospederos y
vectores susceptibles, respectivamente. En consecuencia, el sistema ([2.3) se convierte en

In = aplyy (1 — In) — puly

Tnda = ol (1 = Inda) = findalnda

Imda = (Ma@dalas + amwlws) (1 = Inda) — mdalmda

Iow = (Budn + Bralnda + BmaImda) (1 — Taw) — (ftaw + Tav) Taw
Twa = qwalw (1= Ia) = ftwalwa

jwv = (/Bmw-[mda + Bawlwa) (1 - va) - (va + rwv) Ly

(2.4)

Es importante mencionar que debido a la normalizacién de las variables y a la definiciéon
de A, v Apm, se asume que el sistema (2.4)) es factible cuando el pardmetro w,, € (0,1).

Ahora, procedemos con el andlisis cualitativo del sistema ([2.4)). Primero, como estu-
diamos poblaciones, daremos condiciones para garantizar positividad de las soluciones
del sistema ([2.4]). Para ello, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1. Fl sistema (2.4) es positivamente invariante en la region

0= {(IhaIndavlmdmldv,lwaalwv) € ]R6 :0< 1), < 1,0 < Inda < 1,0 < Ida < 1,
0< Iy 1,0 < Tpyg 1,0 < Iyg < 1} .

Demostracién. El objetivo es probar que la region ) es invariante bajo accion del
sistema . Para llevar esto a cabo, analizaremos el campo vectorial de (2.4) sobre
las caras del hipercubo unitario 2 y procederemos en forma similar a cuando trabajamos
sobre una region igual al cubo unitario, es decir, igualaremos una variable a cero o uno
y observaremos el signo de la derivada correspondiente a dicha variable.

Por lo tanto, ya que todos nuestros pardametros son positivos,
» si I, =0, entonces I, = aply, >0, Vg, € [0,1],

v i Lyge = 0, entonces Ingy = agalyy > 0, Vg, € [0,1],
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» $i Ippgq =0, entonces jmda = Nadal gy + Umwlws > 0, Vigy, Ly € [Oa 1];

n 511y, = 0; entonces jdv = /BhIh + /Bnd-[nda + /Bdemda > 0; VIh’Indau Imda € [Oa 1];

s 5 Lpg =0, entonces Lyq = dwalws > 0, VI, € [0,1],
w80 Ly = 07 entonces juw = Bmemda + ﬁawlwa > 07 vImdcujwa € [07 1]

De lo anterior, podemos observar que las componentes del campo vectorial sobre las
caras del hipercubo unitario 2 en donde una de sus componentes es igual a cero apuntan
al interior de la region de factibilidad. Con lo cual, podemos garantizar la positividad de
las soluciones, ya que cualquier condicion inicial en £ no cruzard ninguna de las caras
del hipercubo unitario en donde una de sus componentes es igual a cero.

Ahora, procederemos a analizar las componentes del campo vectorial sobre las caras
del hipercubo unitario §2 en donde una de sus componentes es igual a uno.

» Si I, =1, entonces I, = —up <0,

w si [0, = 1, entonces jnda = —lnda <0,

w s I40 = 1, entonces fmda = —lmda <0,

n si Iy, =1, entonces Iy, = — (jtay + rav) < 0,
n si [, = 1, entonces fwa = —lwae < 0,

w i Ly = 1, entonces Ly, = — (tawy + Tww) < 0.

De manera similar, podemos observar que las componentes del campo vectorial sobre
las caras del hipercubo unitario 2 en donde una de sus componentes es igual a uno
apuntan al interior de la region Q2. Por lo tanto, tras demostrar que el campo vectorial
asociado al sistema apunta al interior del hipercubo unitario en cada una de sus
caras, podemos concluir que la region de factibilidad 2 es invariante. Con lo cual queda
terminada la prueba.

Por otro lado, para garantizar la existencia de una solucién del sistema , seguimos
un resultado dado en Perko [44] p. 189]. De esta forma, ya que € es un subconjunto
compacto de R® y FF € C1(Q2), donde F es el campo vectorial asociado al sistema, ,
entonces para cualquier condicién inicial en €2, el sistema tiene una unica solucién
definida para todo t € R.

2.1.1. Numero reproductivo basico

Tras probar la positividad del sistema , procederemos a calcular el nimero re-
productivo basico (Rp). Para llevar esto a cabo, consideraremos la definicién del nimero
reproductivo bésico dada en [41] y algunas ideas sobre los subsistemas presentes en el
modelo a estudiar presentadas en [42].
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Siguiendo la construccién del nimero reproductivo basico, el cual explicamos a de-
talle en la seccién de preliminares (ver [Seccién 1.1)), primero definimos el vector de
aparicion de nuevas infecciones (F(z)), el de transferencia de individuos al comparti-

mento i (V;"(z)) y el de transferencia de individuos fuera del compartimento i (V; (x)),
donde z = (Iha Indas Imdas Lav, Twas Ium)- Luego,

aplay (1 — 1) 0 prlp
adaldv (1 - Inda) 0 H'ndalnda
(ndadaldv + Olmijv) (1 - Imda) —+ 0 — Hmdalmda
Fla) = V@) = o], V(@) =
@) (BrIn + Bnalnda + Bmalmda) (1 — Iav) @ =10 @) (Bdv + Tdv) Taw
awalwo (1 - ]wa) 0 Nwalwa
(ﬂmwjmda + Bawlwa) (1 - va) 0 (va + va) Twv

Ademsds, para demostrar que nuestros vectores anteriores cumplen las hipdtesis plan-
teadas en la también definimos el conjunto de todos los estados libres de
infeccién (Xs), lo cual es igual a

X,={z>0]2;=0,i=1,...,6} ={(0,0,0,0,0,0)}.

Tras definir los vectores F, VT v V™ v el conjunto Xg, se observa que se satisfacen
las condiciones (A1) — (A5) (ver[Seccion 1.1)). Con lo cual, podemos definir la matriz de

la siguiente generacién FV !, donde

0 0 0 ap 0 0 Lh 0 0 0 0 0
0 o 0 age 0 0 0 finga O 0 0 0
po |0 0 0 mwewe 0 amu| |00 e 0 0 0
" | Br Bnd  Bmd 0 0 o[ o 0 0 (Hdv +7Tav) O 0
0 0 0 0 0 Quwa 0 0 0 0 Hwa 0
0 0 fBme 0  Baw O 0 0 0 0 0 (fws +Twv)

Luego, el valor de R es igual al radio espectral de la matriz de la siguiente generacion,
lo cual esta dado por

R2 + R2 R2 —R2\?>
Ro= (Dgw)ﬂ/(w) + R, R, (25)

donde

Ro = \/Rip, + Rhon, + R, » Rov =/ Ripw, + Rivw, (2.6)

son los nimero reproductivos de los ambientes doméstico y silvestre, respectivamente

(ver [Figura 2.2)). Mientras,

anBh _ Odafnd _ NdQdaBmd
—— 5 Rp,No =77~ — Rom.=(|7—7F7T ~ —
(N/dv + rd'u) Hh (Hdv + Td'u) HMnda (N/dv + rd'u) Hmda

amwﬁmw / awaﬂaw
Ma Wy \/(va + Tw'u) Hmda ’ WolWa (,uwv + T’LU’U) Mwa ’

son los nimeros reproductivos de H-D,,, Dy-Anm, Dy-Am, Ap-Wy v Wo-W,, respec-

tivamente (ver [Figura 2.2)).

A continuacién, para mostrar la importancia de algunos ciclos de transmision de la
enfermedad sobre el niimero reproductivo bésico, enunciamos la siguiente proposiciéon:

Rup, =
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(a) Ambiente doméstico (b) Ambiente silvestre
Figura 2.2: Ciclos principales de infeccién del sistema (2.4). (1) H-Dy, (2) Dy-Apm, (3)
D,-A,,, (4) Ap-W, and (5) W,,-W,.
Proposicién 2.2.
(a) Dado R; < 1, para todo i = D,W. Si Rp,m, R, w, > 1/2, entonces Ry > 1.
(b) SiR; >1>R; parai,j=D,W ei#j, entonces Rg > 1.

(¢) SiR;>1 para todo i = D,W, entonces Ry > 1.

Demostracién. Dada la estructura de Ry, la prueba de (b) y (c¢) son inmediatas. La
prueba de (a) se sigue de la siguiente manera:

R} + R} R2 — Ry \?
- (R ) o (BB R) s, R

- (RQD +RY,
2

> + Rp, M, Ryvaw,

(RQDUMQ + Rinw,
> 2

) + Rp, M, Rvaw,

> Rp,m, Rm,w, + Rp,m, Ry,w,
>1.

De lo anterior, se sigue que Rg > 1. Con lo cual se concluye la demostracion. O

2.1.2. Extincion y persistencia de la enfermedad

El punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema (2.4]) siempre existe. Denota-
mos este punto por Fy = (0,0,0,0,0,0). A continuacién, estableceremos nuestro primer
resultado asociado a la extincién de la enfermedad.
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Proposicion 2.3. FEl equilibrio libre de enfermedad, Ey, es localmente asintdticamente
estable (LAS) si Ry < 1, e inestable st Rog > 1. Ademds, si Ro = 1, entonces la matriz
jacobiana evaluada en el equilibrio libre de enfermedad (FEy) tiene al menos un valor
propio igual a cero.

Demostracién. La demostracion de la estabilidad del equilibrio libre de enfermedad se
sigue del Teorema[I.1. A continuacion haremos la demostracion para el caso Ry = 1.

Se sabe que dada una matriz A de n X n, su polinomio caracteristico asociado tiene
la forma

p(\) = (=) A" + (=D)" T Tr(ANT 4 - det(A).

Luego, es claro que si det(A) = 0, entonces la matriz A tiene al menos un valor pro-
pio igual a cero. Por lo tanto, primero vamos a calcular la determinante del jacobiano
evaluado en el equilibrio libre de enfermedad. De esta forma, se tiene que

— U 0 0 ap, 0 0
0 —Hnda 0 Qdq 0 0
0 0 —Hmda Nd&da 0 Amw
DF(EO) N 5/1 Bnd 6md - (,udv + rdv) 0 0 ’
0 0 0 0 — lhwa Qg
0 0 Bmw 0 Baw - (va + va)
en Consecuencia,
det(DF(EO)) = HwalhMndatbmda (/Ldv + rdv) (va + va) 1-— ah—ﬁh—
22 (/"dv + Tdv)
daBnd - Nd%daBmd . OmwBmw _
Hnda (,udv + Tdv) HUmda (;udv + rdv) Hmda (,uwv + Tw’u)
aaBaw QwaBawNdCdaBmd +
Hwa (,U/wv + rwv) Hwalmda (Ndv + 7’dv) (,Ufwv + rwv)
O da BrdmwBmw + Ak Brmw Bmw
Hndalmda (,udv + rdv) (/Lw’u + rwv) HhHmda (;udv + rdv) (va + rwv)
waBawdaBnd waBawn B

HwaMnda (,Udv + Tdv) (va + va) Hwalbh (,Udv + rdv) (va + va)

Apoydndonos en las ecuaciones ([2.6)-(2.7), la ecuacion anterior se reescribe de la si-



2.1 Modelo matematico 23

guiente manera:

det(DF(EO)) = HwalthMndamda (,U'dv + rdv) (va + Tuw) [1 - R%{DU - RQDUNE_
Rbom, — Riraw, — Rivow, + R, Rivow, + Rb,nv, Rz, +
R, Ris,w, + Riv,w,Rb, N, + Riv,w, Riip, ]
= Hwalbhndamda (,udv + Tdv) (va + rwv) [1 - (RQD + 7?'IQ/V) +
RHRY — Rb,a, Riraw, )
_ 2 2
= flwalthbndaftmda (fdv + Tdv) (Hwo + Two) [1 - (RD + RW) +

2 2
2 2 'L)Ma Man

= HwalhMndatmda (,U/dv + Tdv) (va + rwv) [1 - (RQD + RI%V) +

(R%—H%%V)Q [ ) (ngagV)ﬂ

—b__ W) _ R (=W

2 2

= HwalthMndabmda (,udv + rd'u) (va + va) [1 - (RQD + RIQ/V) -
RY+R3 (RS + R2)]

Finalmente obtenemos,

det(DF(EO)) = HwalhMndatmda (Mdv + Tdv) (:uwv + va) (1 - R(Q)) (1 + Rg - 7—‘>’2D - RI%V) .

termq

De la ecuacion anterior es claro que si Rg = 1, entonces det(DF(Ep)) = 0. Para
finalizar, solo falta descartar el caso que termi = 0. Para hacer esto, consideraremos
dos casos:

= Sil>Ro, ya que Rg > Rp,Rw, entonces:

termy =1 —R%H +R2 — REy,
—— N——
>0 >0
>0

m 51 Rg > 1, entonces:
termi =1 — R — (R} + Riy)

_—
<0 <0
<0
Con lo cual queda terminada la demostracion. ]

Por otro lado, debido a la estructura del sistema (2.4]), es complejo garantizar la
existencia de un punto de equilibrio endémico y mas atn, su estabilidad. En consecuencia,
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Figura 2.3: Superficie de nivel Rgy(ng,wm,w;) = 1. Al considerar ng,wnm,w; € (0,1),
D, = 67882.603 y los otros pardmetros como en la

para abordar la endemicidad de la enfermedad, daremos condiciones de suficiencia para
garantizar la presencia de la enfermedad en el medio.
Para llevar esto a cabo, primero definimos el pardmetro

A A A A A
5:min{( d”R%,Dv—l),( d“szNa—l),( “’“R"’vwa—l),( © R2 o, T va2an—1),

Qp, Ada Qwa Nd%da AUmw
(@R%DU+HndaR2vNa+HmdaR2 ML 71>7(Umda7z2 aWU+NwaR2 e 71>}’
/Bh Bnd :Bmd ,Bmw /Baw

y la funcion

p(Iha Indm Imda’ Idm I’wa’ Ium) = Ih + Inda + Imda + Idv + Iwa + va )

los cuales serdan empleados para demostrar que la enfermedad persiste. De esta forma
enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sid > 0, entonces la enfermedad es uniforme y débilmente p-persistente.

Demostracién. Para llevar a cabo la demostracion, sequiremos algunas ideas de [53] y
emplearemos el inciso (c) de la Definicion [1.3,
Para_abreviar notacion, denotaremos p(t) := p(I, Inda, Imdas Liv, Twas Twv)- Del sis-

tema (2.4), obtenemos:

p(t) = (an + dda + Nada) Lav + (Bma + Bmw) Imda + (Qmw + Qwa) Two + Brln + Bralnda + Bawlwa
— (an + Br) Inlaw — (Qda + Bnd) Indaldav — (Mada + Bma) Imdaliv — (Qmw + Bmw) Imdalwo
— (@wa + Baw) Twalws — prlh — pndalnda — pmdalmda — pwalwa — (Hav + Tav) Law
— (pwv + Two) Two
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Aplicando la desigualdad entre la media aritmética y geométrica, se sigue

p(t) Z (ah + Qda + Nd&xda — (ﬂdv + 71dv)) Idv + (Bmd + Bmw - ,umda) Imda + (Oémw + Qwa
- (,Ufwv + rwv)) Lo + (/Bh - /Lh) In + (ﬁnd - ,unda) nda (ﬂaw - /Jaw) Lwa

(¢ 2(t 2(t 2(t
- (Oéh'i_ﬁh)pT() - (ada'i_ﬁnd)pT() (ndada+6m )# _( mw+ﬂmw) pi )
2
p-(t)
- (awa + ﬁaw)
4
naa maa A v
= (Wdv + Tdv) (%R%{Dv + uﬁd RN, + Mﬁ R My — ) Tay + pn ( W R D, — 1) I
A v va maa wa
+ Hmda (dedR%vM“ + TR?VI,JWU - 1) Imda + ('L; d RMQWU + g vawa - 1)

A'UJU a n a m
(Bwv + Twv) + Hwa (a R%/v,,wn —1) Tpa — (ah-l—ﬁh—i—ad +i d+ Naoda + B d)p2(t)

mw mw wa aw AU
,<a + B + e + B ),ﬁ(t)wnda(aj RngaA) Lnde.

4
Definimos los pardmetros

ap, + Bh + agq + Bnd + Na®da + ﬁmd + Qi + Bmw + Qg + Baw
4 b

d2 = min {,Uha HMndas Mmdas (,Udv + Tdv) y Hwas (,uwv + rwv)} .

01 =

Con lo cual, tras reemplazar los valores de &, 1 y 62 en la desigualdad anterior, esta se
convierte en

p(t) > 820p(t) — 01p%(1), (2.8)
lo cual implica que

Z(g > 530 — 81p(t) .

lim inf At > 020 — 01 hm mf p(t),

> 020 — 01 lim sup p(t) .

t—o00

Por lo tanto,

Ahora continuaremos la prueba por contradiccion. Supongamos que

920
limsup p(t) < —— . (2.10)
t—00 51
De la ecuaciones (2.9) y (2.10), se sigue
lim inf @ > 0,
t=oo p(t)

lo cual implica que p(t) — oo, cuando t — oo [53]. Esto ultimo es una contradiccion,

puesto que p(t) estd acotado.
Esta contradiccion surge al suponer la hipdtesis (2.10). Por lo tanto:

lim sup p(t) > 020 > 0.
t—o0 61
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De esta forma, siguiendo el inciso (c¢) de la Definicion podemos concluir que la
enfermedad es uniforme y débilmente p-persistente.

Tras demostrar el teorema anterior, a continuacién daremos un resultado mas fuerte
de persistencia.

Teorema 2.2. 5id > 0, entonces la enfermedad es uniforme y fuertemente p-persistente.

Demostracién. La prueba se llevard a cabo empleando la ecuacion (2.8) y las defi-
niciones de los pardmetros positivos §, 01 y d2. De la demostracion anterior sabemos
que

pt) > 626p(t) — 61%(t) -

Esto implica que,
1

91 L 81\ pdadt
525+<p(0) 525>6 ’

Finalmente, ya que 6,901,602 > 0, se sigue

p(t) >

820
im i > — .
htrgg)lf p(t) > 5 >0

Por lo tanto, siguiendo el inciso (d) de la Deﬁnicién podemos concluir que la enfer-
medad es uniforme y fuertemente p-persistente.

2.2. Un caso particular: (w,, = 1)

Con el objetivo de garantizar otros resultados matematicos importantes, procedere-
mos a reducir el sistema . Para esto, consideraremos que todos los animales compe-
tentes se mueven entre ambos ambientes, es decir w,, = 1, lo cual implica que A, = 0,
y por transitividad X, 4, = Yn4e = 0.

Luego, tras considerar la hipdtesis anterior y la normalizacion planteada para el
sistema ([2.4)), entonces el sistema ([2.3]) se convierte en:

In = anlgy (1= I) — pn I

Inda = (Mattdalas + Qmuwlws) (1 = Inda) — HmdaImda

Lay = (Budn + Bmalmda) (1= Taw) = (ptav + 7aw) Lo (2.11)
Lwa = Qwalwy (1 = Twa) = twaluwa

Ly = (Bmwlmda + Bawlwa) (1 = Tww) = (o + Twv) Tuwv

Donde, su regién positivamente invariante estd denotada por:

0 = {(Ihalmdaajdvvlwaalwv) S RS :0< Ih < 170 < Imda < 170 < Idv < 1;
OSIwaSIaOSdegl} .
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Siguiendo la definicién de Ry [41], el nimero reproductivo basico asociado al siste-

ma 211 es

R2 + R} RZ—RE\*
R = < ‘ 2 W>+\/< : 2 W> +R2vMaR%waWw

donde R? = R%DU + R%U M, » mientras que las otras definiciones estan dadas por las
ecuaciones [2.6H2.7]

Teorema 2.3. Para cualquier condicion inicial en Q*. Si R, < 1, entonces el punto de

equilibrio libre de enfermedad, E1 = (0,0,0,0,0), es globalmente asintdticamente estable
(GAS) en Q*.

Demostracién. Para demostrar la estabilidad global del punto libre de enfermedad en
O*, procedemos como en [206] y aplicamos el teorema de Lyapunov-La Salle.

Primero definimos en Q* la funcién de Lyapunov

V = ondy + Inda + 0avliv + owalwa + owolwe,

donde
o — Nd0dan S Ndda
(1=R%p.) (tav + rav) pn” (1=R%p,) (av + Tav)’
amw amwﬁaw
Owv = Owa =

(1 - R%/VUWG) (va + va)’ (1 - R%/VUW(;) (,Uwv + va) Hwa .

Ast, al derivar la funcion de Lyapunov, se tiene
V = onlp+ Imda + Gavlav + Cwalwa + Cwoluww
= onlanlay (1 = In) = prdp] + [(Macdalav + @muwlwe) (1 = Imda) — fimdalmdal
+0av [(Brdn + Bmdlmda) (1 = Lav) — (Hdv + Tav) Lav] + Owa [Qwalws (1 — Lwa)
—twalwal + Tww [(Bmwlmda + Bawlwa) (1 = Tww) = (Huww + Two) Two)

Sustituyendo on, Odgv, Owa Y Twy €N la igualdad anterior, y haciendo las respectivas
operaciones, obtenemos la siguiente erpresion

. R2 R2
Do [ DM, MW, 1} Yoo Lot — [( NaCdaBn (an + ftn) 1 Inlg

1-Rp, 1-Riyw, 1—R¥p,) (Hav +Tav) pin

amwﬂmw
1= Riy,w.) (o + Two)

_ [ ( 5md77dada Tmdalwy (212)

1- R%{Dv) (Mdv + Tdv)

Idvada - [(

B [ amwﬂaw (Mwa + awa)
(

1— R%,V w ) (va T va) Mwa] valwa - ndada-[dvlmda - amemdava

donde,
[ R, M, Riw, 1] _ Rb,m. Riv,w, + Ri,w, Rlip, + Riip, Riv,w,
1=Ryp,  1-Riw, (1=Rép,) (1= Riy,w.)

B 1-RI - Ry
(1= Rip,) (1= Rivw.) )
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Luego, de la definicion de R, se obtiene que R, > Rfﬁ—R%,V. Ademds, ya que suponemos
que 1 > R, esto implica que

1>Ri+R3y .
De esta forma
R? R2
DM,y MW | g
1= ,R’HDU 1- RWuWa

lo cual implica que V<0 para R. < 1. Luego, del sistema , observamos que el
equilibrio libre de enfermedad Ey es el dnico conjunto invariante en Q* tal que ¥V = 0. Por
lo tanto, aplicando el teorema de Lyapunov-La Salle, se sigue que si R, < 1, entonces
todas las trayectorias que empiecen en Q2* se aproximan a Fy cuando t — oco. De esta
forma concluimos que E1 es GAS en Q. O

Después de garantizar la estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad, proce-
deremos a probar la existencia de un tnico equilibrio endémico. Para hacer esto, emplea-
remos un Teorema de punto fijo planteado en Hethcote y Thieme [45] (ver .

Primero plantearemos una funcién que cumpla con las hipétesis planteadas en dicho
Teorema. Para hacer esto, tras igualar el sistema a cero, despejamos las variables
In, Indas Lav, Twa € Iy, obteniendo

aplay
Iy =—7""7"—, 2.13
aplay + pn (2.13)
ndadaIdU + amwluw
Londe = , 2.14
mda ndadajdv + amew'u + Hmda ( )
1 I

L = Brln + Bmalmda 7 (2.15)

ﬁh-[h + Bmd—[mda + (Ndv + rdv)

walwo

g = ——watwe (2.16)

awalwv + Mwa ’
6m,wlmda + Bawlwa
Ly = . 2.17
w Bmw—[mda + Baw—[wa + (Mw'u + Tw'u) ( )
De lo anterior, observamos que la positividad de Iy, 1,4, € Iwe depende de la existencia y
positividad de I, y/0 L. Luego, tras reemplazar las ecuaciones (2.13)-(2.14) en (2.15]),

y (2.14)-(2.16)) en (2.17)), se sigue

I o = Idv [(,udv + Td’u) (ahIdU + ,uh) - ﬁhah (1 - Idv)] (2 18)
e Bma (anday + pn) (1 — Iay)

I da = va [(ﬂwv + Tuw) (awalwv + ,Ufwa) - Bawawa (]- - Iuw)] ) (2 19)
maa ﬁmw (awalwv + Mwa) (1 - va) '

Luego, igualando las ecuaciones (2.14]) con (2.18]), y despejando la variable Iy, se tiene
que

fl (Idvalwv)
fl (Idva va) + g1 (Idva va) ’

Idv =

donde

fi (Idva va) = (ndadaldv + amwlwv) (ﬂmd (ahldv + ,UJh) + Bhahldv) + Branpimdaldv
g1 (Idv; va) = (/f['dv + rdv) (ahldv + /J/h) (ndadaldv + amwlwv + /J/mda) .
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En forma andloga, igualando las ecuaciones ([2.14]) con (2.19)), y despejando la variable
L, se obtiene

I _ f2 (Idva Iuw)
wyv — )
f2 (Idva va) + g2 (Id'u7 va)
con
f2 (Idva va) = (ndada—[dv + amwlwv) (Bmw (awa—[w'u + ,U/wa) + ﬁawawa—[wv) + Bawawa,umdalwv
g2 (Idva va) = (/~va + rwu) (Oéwava + ,U/wa) (ndada-[dv + amewv + /~Lmda) .

Finalmente, definimos la funcién F' : Ri — Ri, con

fi (Idv’Iu)v)
fi (Idvy va) + i (Idl)a va) ’
tal que F (Idm]wv) = (Fl (Idm va) 7F2 (IdlM va))'

Se observa que la funcién F' (Ig,, I,,) es de clase C*° y acotada, puesto que F; (g, L)

es acotada superiormente por uno, para todo i. Ademds, también es claro que F'(0,0) =
(0,0).

A continuacién vamos a probar que la funcién F (1, I,,,) s monétona no-decreciente.
Luego, al considerar que Fy := F1(Igy, Lww), f1 == fillgy, Tww) ¥ 91 := 91(Taw, L), S€

observa que
dF 1\ [0f; g1
_ _ 2.21
De <f1 +91> <6. n-Ffigy | (2.21)

donde e denota a las variables I, I,,,- Luego, ya que f1 puede ser expresada en funcion
de ¢;:

£ = <5md + Bh

Py + Tav

Fy (T, Tuw) = para i=1,2, (2.20)

> 91 — Brith (Madalaw + mwlwe + fimda) — EmdaBmd (anlaw + 1n) 5

al considerar que e es igual a I,, se tiene

df1 991 [<5md + ﬁh) 991

g1 fl@fdv 1) Ol BrnNdda — PmdaBmd h:l g1 [(

Bmd + ﬁh)

Hdv + Tdv &
991
ol

_Bh,uh (ndadaIdv + amewv + ,U/mda) - Mmdaﬁmd (ahIdv + Mh)]

= [Britn (MNadaldv + mwlwe + fimda) + BmdaBmd (@nlaw + pin)]
[(dw + Tav) (an (MaCtdalaw + Cmwlwe + timda) + (nday + pn) NaCtda)]
— (ButandCtda + tmdaBmacn) (fav + Tav) (@nlde + fin)
(nadalaw + mwlws + fmda)

= Bupnen (faw + Tav) (Maaalas + mwlww + ftmda)”
+ Mmdaﬁmdndada (Mdv + Tdv) (ahIdv + Mh)2

>0.
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Por lo anterior, se concluye que 0F; /014, > 0. Al considerar que e es igual a I, en la

ecuacion ([2.21)), se sigue que

24 g 991 _ | (Pma+tBn\ 99  Buma | ( Bmd + B
alwvgl 18]11;1} Mdv + Tdy 0l hHthGm | 91 By + Tav g

o1
8va

—Brith (Madaldy + Cmwlwy + tmda) — HmdaBmd (Cnday + pn)]

= [ﬁh,ulh (ndadaldv + Ly + Mmda) + Hmdaﬁmd (ahIdv + ,Ufh)]
(:U’dv + 7’dv) Ama (ahIdv + Mh)
- /Bhﬂhamw (,U/dv + rdv) (ahIdv + Nh) (ndadaIdv + amewU + ,Ufmda)

= tmdaBmdCmuw (ftdy + Tav) (nlge + 1n)?

>0.

Con lo cual, también se concluye que 0F;/01l,, > 0. Debido a la estructura similar
entre F} y Fy, en forma andloga se muestra que 0F»/014,,0Fy/0I, > 0. Por lo tanto,
concluimos que la funcién F' es mondtona no-decreciente.

Lema 2.1. La funcion F (14, Lyy), definida en , es estrictamente sublineal.

Demostracion. Para hacer esta demostracion, seguiremos la definicién de estrictamente

sublineal dada en la la cual nos dice que para (g, Iyy) € (0,00) x (0, 00)
fijo y r € (0,1) fijo, existe € > 0 tal que F;(rlg,Iyww) > (1 + €)rF;(1g, Iyy), para todo
1.

Primero definimos,

ezmin(l_r)fi (Idvylwv)fi( (Idv7 wv))+fz( ([dv,va))gi(Idvylwv)_Tfi(Idvylwv)gi (T(Idmlw'u))
i 7 fi (Law; Lww) (fi (r (Lav; Two)) + gi (r (Law, Luww))) ’

el cual mostraremos que es siempre positivo. Ya que las funciones f; y g; son siempre
positivas, bastard demostrar que el numerador de € es positivo. Primero, con el objetivo
de simplificar notacién consideramos z := (I, Iyy). Luego, consideramos el caso cuando
i = 1, obteniendo:

fi ("'33) g1 (37) —rfi (x) g1 (7’1') = [(ndadar[dv + amwrlwv) (ﬂmd (ah"’ldv + Nh) + ﬂhahr[dv)
+ Bhahumdaﬂdu] (tav + Tav) (andaw + pn) (Mactdaalaw + mwlwe + tmda)
7 [(Madalaw + @mwlwv) (Bma (@nlaw + pn) + Branlas) + Branimdaldas]
(fhav + Tav) (anTlaw + pr) (Mada™lav + Amwrlws + imda)

= (ftav + Tav) (NadaIdy + CmwTTwo) [(Bmd (anrIaw + pn) + Branrlay)
(anlaw + pn) (Madalaw + tmwlwy + mda) — (Bmd (@rnlaw + pn) + Branlay)
(anrlaw + pn) Macdarlaw + mwrlws + tmda)] + (Hdv + Tav) Brhtimda Ly
[(arlaw 4+ pn) (Nadalaw + Amwlwye + tmda) — (@rTIaw + pin) (NaQdarlaw+
UmuwTTwo + fimda)]
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= (Mdv + Tdv) (MadaTlay + AmwrTwe) [Bmd (1 — 1) (@rlaw + pr) (@nrlaw + pin)
(ndadaldv + Oéme'Lu'u + dea) + Bhai (1 - T) rIg’u (ndadaldv + amwlw'u) -

Bro (1 = Ffmdalds | +

(,ud'u + Tdv) /Bhahﬂmria’r]d'v [ahldv (nda(ia (1 - 712) Id'u + maw (1 - TQ) Iw'u+

Mmda (1—T))+Mh (1_T a dv+amw[wv)

>0.

Por lo anterior, se infiere que

(1 —7) f1 (Taw, Two) f1 (r (Taw, Two)) + f1 (r (Taw, Twe)) 91 (Taw, Twe) — 7 f1 (Taw, Twe) 91 (7 (Tdvs Tww))
7 f1 (Lav, Lwo) (f1 (7 (Lavs Lwv)) + 91 (7 (Law, Lwv)))

Luego, en forma andloga, se prueba que fo (rz) g2 () — 7 fa () g2 (rxz) > 0. Por lo tanto,
se concluye que € > 0. Finalmente, vamos a probar que dado el € definido previamente,
se cumple que F;(rlg,, rLy) > (14 €)rF;(Igy, Luy), para todo i = 1, 2.

Sin perdida de generalidad, supongamos que el valor minimo dado en la expresion
de € se cumple para ¢ = 1. Luego

o fl(rldvyrlwv) [fl(TIdvﬂ"Iwu)+gl(1d1lalwu)] Tfl(jdv,lwv)
(1 + e)TFl(IdU’va) N (rfl([d'm ’wv) [fl(rldvyrjwu) +gl(r1dv7rlwv)]> <f1([dv7lwv) +gl([dv7lwv)) ’

>0.

ya que r € (0,1), es claro que

fl(rldvyrjwv) + gl(Idva va) <1
fl(Idmev) + g1 (Idvijv) -

Por lo tanto, se sigue que

fl(""]dvyrlwv)
fl(rjdv7rlwu) +gl(r1dv771[wv)
= Fl(’r’Idv,’r'va) .

(1 + E)TFI(ICI’U7 [wv) S

De igual forma, por la definicién de ¢, se tiene

fo(rlaw, mTwy) [fo(rlav, TTwe) + 92(Ldv, Two)] 7 f2(Igw, Lww)

7 f2(lav, Two) [f2(rlav, rlwe) + 92(7‘fdva7"[wv)]> <f2(ldv71wv) +92(Idv7]wv))
fz(TIdU,TLM,)

= fo(rlaw, mTwe) + g2(T1av, r1wy)

= Fo(rlgy,rlwy) -

(14 e)rFo(1g, Luv) < (

valor de € esta dado por el indice ¢ = 2. De esta forma, hemos demostrado que la funcién
F(1gy, L) es estrictamente sublineal. O

En forma andloga, se demuestra que (1 + €)rF;(1gy, Luw) < Fi(rlgy,r1y,) cuando el

Por otro lado, al evaluar la matriz jacobiana de F' en el punto (0,0), obtenemos

Nd%daBmd anBh AmwBmd
/”‘mdu.(:u'dv‘i""dv) /”‘h(:u'dv‘i'"'dv) Hmda (/‘dv+7"dv)

Nd%daBmw Umaw Brmw + waBaw
#mda(#warva) MKmda (va+rwv) Mwa(ﬂwv“l"’"wv)

F(0,0) =
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lo cual, siguiendo la definicién (1.4)), se verifica que DF(0,0) es irreducible.

Finalmente, tras probar que la funcién F(Iy,, I, ) satisface las condiciones del Teo-
rema 2.1 de Hethcote y Thieme [45] (ver [Seccion 1.3|). Podemos enunciar el siguiente

teorema.

Teorema 2.4. El sistema (2.11)) tiene un dnico punto de equilibrio endémico en Q*, si
y solo si, Ry > 1.

Demostracion. Del Teorema 2.1 de Hethcote y Thieme [45] garantizamos que existe un
tinico punto fijo positivo si, y sélo si, p (DF(0,0)) > 1, donde

R2 +R2 R2 *RQ 2
S J(W)W(‘igw) + R Rt

= RZ.

*

Ahora, bastard con demostrar que el punto fijo estd en el interior de 2*. Esto iltimo es
inmediato, ya que de la ecuacién ([2.20) se sique que

Fi (Lgy, Lwo) < 1, para i=1,2,

con lo cual termina la demostracién. O

2.3. Simulaciones

Tras estudiar cualitativamente el modelo planteado, procederemos a mostrar los efec-
tos del tiempo de residencia (7y) y las diferentes proporciones de los animales domésticos
(wi y wp,) sobre los niveles de prevalencia de la enfermedad. Para hacer esto, primero
estimamos los valores de algunos parametros.

2.3.1. Estimacion de algunos parametros

Como la enfermedad de Chagas es endémica en el Chaco boliviano, consideramos
datos de los censos hechos en la municipalidad de Yampardez (Chuquisaca, Bolivia) por
el Instituto Nacional de Estadistica (INE) [54], 55]. Ademas, elegimos arbitrariamente
100 casas para representar el tamano de un area rural pobre.

Datos del censo del 2012 [54], muestra que en la municipalidad de Yampardez el
nimero total de humanos y casas es igual a 10111 y 3699, respectivamente. En conse-
cuencia, el nimero promedio de humanos por casa es 2.733441. Para nuestras simula-
ciones, consideramos este valor como el nimero méaximo de personas por casa. Por lo
tanto, Hy = 273.3441 humanos. Ademads, como la esperanza de vida de los humanos en
Bolivia es igual a 72.5 afios, entonces el valor de pj, = 0.000038 dias~!.

Por otro lado, datos del censo de agricultura del 2013 [55] muestra que el nimero
total de vacas, ovejas, cabras, cerdos y aves de corral, en la municipalidad de Yamparaez,
es 827, 10938, 11455, 4576 y 4973, respectivamente. Usamos estos datos para calcular
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el nimero promedio de cada especie de animal por casa . Ademads, como
la variable de los animales domésticos que se mueven entre ambos ambientes incluyen
diferentes especies con diversos tamanos, medimos esta variable en biomasa. Sin embargo,
es importante resaltar que no toda la biomasa estd expuesta a la picadura del vector.
Por esta razon, sélo consideramos una proporcién del total de biomasa. Definimos esta
proporcién de biomasa como el peso promedio expuesto.

Tabla 2.2: Datos de los animales domésticos.

) Numero promedio Promedio del tiempo de vida Peso promedio
Animales

por casa econémicamente 1itil (afios)!  expuesto (kg)
vaca 0.223574 12.75 91
oveja 2.957015 6 4.022
cabra 3.096783 7 4.7
cerdo 1.237091 5.5 7
ave de corral 1.344417 4.085 1.48

! Tiempo de permanencia de los animales domésticos en el ambiente doméstico, el
cual termina, por ejemplo, por la falta de produccion, la necesidad econémica de
sus habitantes, etc.

Para nuestras simulaciones también consideramos las poblaciones de perros y gatos,
y ya que los censos mencionados no tienen datos sobre estas especies de animales, consi-
deramos dos perros y un gato por casa. El peso promedio expuesto y esperanza de vida
son iguales a 4.44 kg y 4.0167 anos [56] para perros, mientras que 1.56 kg y 4.5 anos
para gatos [57]. En consecuencia, observamos que hay 67.882603 unidades de biomasa
por casa. Por lo tanto, D4 es igual a 6788.2603 unidades de biomasa.

Para estimar la tasa de regeneracion de biomasa de los animales domésticos que
permanecen en el ambiente doméstico (unge) y que se mueven entre ambos ambientes
(t4mda), empleamos los datos de animales representativos para cada caso. Asi, para cal-
cular el valor de 44, usamos datos de los cerdos, mientras que para fi,q4q, empleamos
los valores del tiempo de vida econémicamente 1til del ganado (vacas, ovejas y cabras),
la esperanza de vida de los perros y gatos, los pesos y el nimero de cada especie de
animal por casa. En consecuencia, jin,qq = 0.000498 dias™" and fi,,4, = 0.00033 dias™!.

En el ambiente silvestre, consideramos la presencia de ratas de campo y armadillos.
Ademis de que los animales domésticos pastan en un area de 2 km?. Para las simulacio-
nes, el niimero de ratas de campo y armadillos es igual a 2542.5 y 10 animales por km?,
respectivamente [17, [58]. El peso promedio expuesto y la esperanza de vida de las ratas
de campo son iguales a 0.2 kg y 1 dia, mientras que para los armadillos son iguales a
0.9 kg y 13.5 anos. En consecuencia, W, = 1035 unidades de biomasa y fi,, = 0.00225
dfas™!.

Respecto a la poblacion de vectores, consideramos la presencia de Triatoma infestans
para ambos ambientes [59]. En el ambiente doméstico, el nimero maximo promedio de
vectores por casa es igual a 158.5 vectores [60], en consecuencia Ky, es igual a 15850
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vectores, mientras que en el ambiente silvestre, como el area de pastoreo es igual a 2
km?, entonces K, es igual a 63800 vectores [17].

Para estimar el valor de la tasa de picadura relacionado a las diferentes poblaciones
de animales, suponemos de que un animal grande, por ejemplo una vaca, recibe més
picaduras que uno pequeno, como una rata por ejemplo. Para esto, empleamos el peso
promedio expuesto de cada especie de animal. También consideramos la preferencia de
picadura del T. infestans, lo cual es obtenido de un estudio de campo llevado acabo en
Chuquisaca (Bolivia) [61]. En este trabajo se observa que la preferencia de picadura de
los vectores sobre perros, vacas, cabras y cerdos son aproximadamente 1.846, 0.692, 0.846
y 2.615 veces la de humanos, respectivamente. Ademds, ya que no tenemos datos sobre
las ovejas y gatos, consideraremos que estos animales tienen las mismas preferencias que
las cabras y perros, respectivamente. Asimismo, ya que en el ambiente doméstico la pre-
ferencia de los vectores sobre los cerdos es mayor que sobre otras especies, consideramos
la misma preferencia para todos los animales del ambiente silvestre. Por otro lado, como
en la literatura se reporta un rango de 0.01 — 0.5 picaduras por noche por vector sobre los
humanos [60] y se cree que los vectores ajustan su alimentacién a periodos en los que los
hospederos se encuentran en reposo [51], consideramos el mismo rango para las picaduras
por dia e igualamos el valor de z, a 0.075 picadura dias ™! vector—!. Por lo tanto, con las
consideraciones anteriores, calculamos los valores para zm,da, Zndas ¥ Zwa, 108 cuales son
iguales a 0.450597, 1.373077, y 0.039769 picadura dias~* vector !, respectivamente.

Finalmente, como no tenemos datos sobre la probabilidad de adquirir la enfermedad
para todas las especies de animales, consideramos un animal representativo de cada
ambiente. Asi, para el ambiente doméstico, tomamos como ejemplo a los perros, mientras
que para el ambiente silvestre, consideramos a las zarigiieyas. De esta forma, m4,, = 0.001
[62] y mya, = 0.06 [63].

En la agruparemos los valores de los parametros usados en las simulaciones
y sus fuentes.

2.3.2. Numero reproductivo basico

Como se observd en la secciéon anterior, el ntimero reproductivo basico del siste-

ma ([2.4)), es igual a

R} + R} R — Ry
o= ( "3 W>+\/< 3 W) +Rb R

donde las expresiones dentro del radical estdn dadas en las ecuaciones (2.6)-(2.7)).

muestra la influencia del tiempo de residencia () y las diferentes pro-
porciones de los animales domésticos (w; y wy,) sobre el valor de Ry. En esta Figura
observamos que el valor de Rg es siempre mayor que uno, lo cual no es inconsistente con
nuestra area de estudio. Es importante resaltar que el valor médximo de Ry es siempre
alcanzado cuando 74 toma valores cercanos a cero, esto es, cuando los animales domésti-
cos que se mueven entre ambos ambientes se encuentran casi siempre en el ambiente
silvestre.
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Tabla 2.3: Valores de los pardmetros para las simulaciones numéricas del sistema ([2.4]).

Parametros Valores Unidades Fuente

Ay 0.010301 humano dias ™ Este estudio
h 0.000038 dfas™! Este estudio
Dy 6788.2603 biomasa Este estudio
Unda 0.000498 dias™! Este estudio
Hmda 0.000330 dfas™! Este estudio
W 1035 biomasa Este estudio
Hwa 0.00225 dias™! Este estudio
Ay 0.7714 dfas™! [64]

iv 0.0067 dias™! [64]

Ky, 15850 vector Este estudio
Ky 63800 vector Este estudio

2n 0.075 picadura dfas™* vector—! [60]
Zmda 0.450597  picaduradfas—! vector™' Estimado de [61] y [60]
Znda 1.373077  picaduradfas™! vector™' Estimado de [61] y [60]
Zwa 0.039769  picadura dias™! vector—? Este estudio
Thy 0.0008 adimensional [24]

Tda, 0.001 adimensional Estimado por [62]
Tway 0.06 adimensional [63]

Ty, 0.03 adimensional [24]

T, 0.49 adimensional [24]

N4 variable adimensional

w; variable adimensional

Wm variable adimensional

Por otro lado, la también muestra que un incremento en la proporcién de
animales domésticos que pueden contraer la enfermedad (w;) no necesariamente implica
un incremento en el valor de Rg. Por ejemplo, si w,, = 0.95 y g = 0.01, el valor de Rg
es mayor cuando w; = 0.05 (Figura 2.4[(A)) que cuando w; = 0.50 (Figura 2.4[B)). Esto
nos indica que un aumento en el nimero de animales incompetentes (aves de corral [5]),
no necesariamente implica una reduccién en el valor de Rg. Sin embargo, es importante
mencionar que esta caracteristica no siempre se observa, ya que para los mismos valores
de wy, y N4, el valor de Ry es mayor cuando w; = 0.970689 (Figura 2.4(C)) que cuando
W; = 0.5.

En la (C) observamos el comportamiento del Ry para condiciones de nues-
tra area de estudio, esto es, cuando w; = 0.970689. Obtenemos este valor al estimar que
la biomasa expuesta de las aves de corral es aproximadamente el 2.9311 % del total de
la biomasa expuesta de los animales domésticos. En esté figura observamos que el valor
maximo de Rg es alcanzado cuando la proporcion de animales domésticos que se mueven
entre ambos ambientes es cercana a uno, y el tiempo de residencia es cercano a cero, lo
cual implica que estos animales permanecen casi todo el tiempo en el ambiente silvestre.
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Figura 2.4: Ry expresado como funcién de los pardmetros w.,, y 74, al fijar el valor de
wi. (A) w; = 0.05, (B) w; = 0.50, (C) w; = 0.970689.

2.3.3. La influencia de Rp y Ry sobre el niimero reproductivo basico

En esta subseccion, mostramos la influencia de las componentes del nimero repro-
ductivo bésico (Rp, Rw ) sobre el comportamiento del Rg. Las Figuras [2.5(A) y 2.5(B)
muestran el comportamiento del nimero reproductivo doméstico (Rp), y el nimero re-
productivo silvestre (Ry ), respectivamente, cuando w; = 0.970689. Para ambos casos,
el valor de ambas componentes es siempre mayor que uno. Sus valores maximos son
alcanzados cuando 7y es cercano a cero.

Al comparar la [Figura 2.5(A) y |[Figura 2.4{(C), es evidente que Rp y Ry estdn

estrechamente relacionadas. Asi, para w; = 0.970689, observamos que el ciclo doméstico
es el ciclo dominante en el comportamiento del Ry. Sin embargo, para valores de w;
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cercanos a cero, el ciclo dominante es el silvestre, y conforme aumentemos el valor de w,
el ciclo doméstico ganara relevancia.
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Figura 2.5: Evolucion del nimero reproductivo de cada ambiente al considerarlos como
funcién de wy, y 14, mientras que w; = 0.970689. (A) Numero reproductivo doméstico
(Rp), (B) nimero reproductivo silvestre (Ryy).

2.3.4. Efecto del tiempo de residencia (74) sobre los niveles de infeccién

Ahora, procedemos con el andlisis de los niveles endémicos de las poblaciones de
hospederos domésticos. Para hacer esto, mostraremos simulaciones del sistema al
variar el valor del parametro 7y y considerar valores relacionados a nuestro caso de
estudio, esto es, w; = 0.970689 y w,, = 0.86858. Los otros parametros serdn como en
la Ademas, como condiciones iniciales, consideramos Ij,(0) = 0, I,,,44(0) = 0,
I,40(0) =0, 14,(0) =0, I)4(0) = 0.25 y I,,,(0) = 0.25, lo cual indica que la enfermedad
es propagada del ambiente silvestre al doméstico.

Las Figuras (A) y (B) muestran que conforme la proporcién de animales
domésticos que se mueven entre ambos ambientes permanecen mas tiempo en el ambiente
doméstico, entonces las proporciones de humanos infectados y animales domésticos que
permanecen en el ambiente doméstico decrecen. (C) muestras que la propor-
cion de animales domésticos que se mueve entre ambos ambientes cambia dependiendo el
valor que tome 7y. Sin embargo, esta proporcién alcanzara su reducciéon maxima cuando
ellos permanezcan mas tiempo en el ambiente doméstico.

Finalmente, la muestra la influencia del tiempo de residencia de los ani-
males domésticos sobre la proporcién de humanos infectados no es uniforme, ya que para
1ng = 0.01 el valor de I; serd mayor para w,, = 0.5 que para w,, = 0.1, mientras que en
el caso de ng = 0.99 ocurre lo contrario.
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Figura 2.6: Comportamiento de los niveles endémicos de las poblaciones domésticas
hospederas. (A) Proporcién de humanos infectados (I). (B) Proporcién de animales
domésticos infectados que permanecen en el ambiente doméstico (I,,44). (C) Proporcién
de animales domésticos infectados que se mueven entre ambos ambientes (I,,44)-
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Figura 2.7: Comportamiento de la proporcién de humanos infectados al considerar di-
ferentes valores de ng v wp,. (A) wy, = 0.10, (B) wy,, = 0.50. Los valores de los otros
parametros son iguales a los usados en

2.4. Conclusiones

Nuestros resultados muestran la importancia de los parametros 74, wy, y w; sobre
el nimero reproductivo bésico y la propagacion de la enfermedad al asumir que esta es
propagada del ambiente silvestre al doméstico.

Por otro lado, hay investigaciones sobre estrategias de pastoreo [46H48] que mues-
tran la existencia de lugares donde es menos probable que los animales adquieran la
enfermedad, una observacién que es consistente con nuestro resultados. En este trabajo
observamos que si los animales domésticos que se mueven entre ambos ambientes (A,,)
permanecen la mayoria de su tiempo en el ambiente doméstico, entonces los niveles de
prevalencia de la enfermedad en A,, serdn menores que en el caso donde la mayoria de su
tiempo permanezcan en el ambiente silvestre. Esto ultimo muestra la influencia del tiem-
po de residencia sobre la proporcién de animales domésticos infectados que se mueven
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entre ambos ambientes (I,,4,). Similares resultados han sido reportados en dindmicas
sociales [65] y en la propagacién de enfermedades [36] [66]. Sin embargo, contrario a
nuestro resultados, en [36] los autores observaron que el valor méximo alcanzado por
la proporcién de hospederos infectados que se mueven entre ambos ambientes es mayor
para ng = 0.999 que para ng = 0.9.

Asimismo, aunque el tiempo de residencia estd relacionado a A,,, este también afecta
a la proporcién de humanos infectados (I,). [Figura 2.6(a) muestra que, para un tiempo
fijo, conforme A,, permanece méas tiempo en el ambiente doméstico, I;, decrece. Sin

embargo, este decrecimiento es afectado por w,, (Figura 2.7)).

De esta manera, concluimos que para valores de w,, suficientemente grandes, un me-
nor tiempo de pastoreo (es decir, A, permanezca més tiempo en el ambiente doméstico)
implica menores niveles de prevalencia de la enfermedad en humanos. Lo cual no ne-
cesariamente ocurre para valores pequefios de wy, (Figura 2.7(a)). Ademds, resaltamos
que aunque la mejor estrategia serfa mantener a los animales domésticos en el ambiente
doméstico, esto no es factible ya que el pastoreo reduce costos en la alimentacién de
los animales. Por lo tanto, pensamos que buscar una estrategia 6ptima que involucra al
tiempo de residencia y factores econémicos seria una interesante linea a seguir en futuras
investigaciones.
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Capitulo 3

Una dinamica celular de la enfermedad de
Chagas

La relevancia de la enfermedad de Chagas en distintas zonas del mundo, principal-
mente en Latinoamérica, ha hecho que muchos investigadores afronten el problema de
distintos angulos. El més conocido, es el estudio de la propagacion de la enfermedad en-
tre individuos, lo cual ha sido observado en el capitulo anterior. En el presente capitulo,
abordaremos el estudio de la enfermedad a través de otro punto de vista (a nivel celular),
para ser mas exactos, buscaremos estudiar la interaccion entre el sistema inmune, células
y el pardsito que ingresa al organismo ( Trypanosoma cruzi).

Consideramos que entender este aspecto de la enfermedad es muy importante, ya
que, la propagaciéon de la enfermedad se ve influenciada por la cantidad de parasitos
presentes dentro del organismo del vector y el hospedero.

[ ] ; e
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»’,/47{‘;$/
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Figura 3.1: Ciclo biolégico del Trypanosoma cruzi. 1) El proceso de infeccién comienza
cuando los vectores infectados defecan sobre la piel o mucosa del hospedero, tras lo cual,
los pardsitos (tripomastigotes metaciclicos) ingresan al organismo a través del roce o
rascado de la picadura, o de la mucosa. 2) Los tripomastigotes metaciclicos penetran di-
ferentes tipos celulares (fagociticas y no fagociticas), y 3) se transforman en amastigotes,
tras lo cual se multiplican por fisién binaria hasta llenar la célula y salir de esta como
tripomastigotes via lisis celular. 4) Luego de esto los tripomastigotes pueden infectar
otras células o tejidos, y 5) algunos son ingeridos por lo vectores cuando se alimentan.
Fuente: Revista Elementos - BUAP.

El objetivo de este capitulo, es mostrar la existencia de algin parametro qué nos

41
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permita estudiar bajo que condiciones se mantiene la presencia de los parasitos dentro
del organismo. Para hacer esto, siguiendo las bases de otros trabajos, plantearemos un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, extendiendo un caso particular de un
trabajo previo [30]. La intencién final, es observar que ocurre a nivel celular, para luego
poder relacionar esto con la propagacion de la enfermedad.

3.1. Planteamiento del sistema

Como un enfoque inicial, formulamos un sistema de ecuaciones diferenciales para
describir la dindmica inmune-parasito-celular en la enfermedad de Chagas. Para el plan-
teamiento del modelo, extendemos un caso particular del modelo planteado en Sibona
et al. [30] al considerar el efecto de la autoinmunidad en la enfermedad [38]. Para esto
ultimo, consideramos algunas ideas planteadas en Velasco-Hernandez y Pérez-Chavela
[31], donde los autores consideran que la liberacién de tripomastigotes de las células in-
fectadas promueve la liberacién de antigenos, los cuales atacan las membranas de células
hospederas, produciendo células “marcadas” los cuales pueden también estar infectadas.

En la formulacién del modelo, consideramos que las variables T, H., I., M. y L
representan a la concentracion de tripomastigotes, células sanas, infectadas, “marcadas”
y linfocitos activos, respectivamente. Iniciamos la formulacion, detallando las hipdtesis
consideradas sobre la dinamica celular. Primero, consideramos que las células sanas
presentan una tasa de reclutamiento igual a A, y su tiempo de vida es 1/ .. Por otro lado,
la concentracion de células sanas decaera debido a la interaccién con los tripomastigotes
(proceso de invasion celular), y con los antigenos, lo cual se da como consecuencia de la
liberacién de tripomastigotes de las células infectadas. Para este ltimo proceso, como
una primera aproximacién, consideramos que las células sanas pasan a la clase de células
“marcadas” debido a la interaccién con una proporcién de tripomastigotes con una tasa 3.
Consideramos que la concentracion de células infectadas aumenta debido a la infectividad
de las células sanas y células “marcadas”, mientras que el decaimiento es ocasionado
por: (i) la probabilidad (&), por unidad de tiempo, de que una célula infectada explote
debido al nimero de parasitos en su interior, y (ii) por la captura de una proporcién de
células infectadas (“marcadas”) a una tasa ¢; . Finalmente, la concentracién de células
“marcadas” se incrementard debido al cambio de clase de las células sanas, mientras que
decaerd por: (i) el contacto con tripomastigotes a una tasa &, y (ii) debido a la captura
por parte de linfocitos activos a una tasa €,,. Luego, la dindmica de la poblacién de
células esta dada por:

H,=A.— p.H, — oTH,. — BTH,
I.=aTH. +aM,T — oI, — 1L (3.1)
M. = BTH, — 6M.T — e, M.L .
Por otro lado, se sabe que los pardsitos, en el interior de los hospederos, se dividen

en tripomastigotes y amastigotes. Los tripomastigotes luego de ingresar al organismo
invaden una célula sana, luego diferencian en amastigotes, tras lo cual replican por fision
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binaria hasta llenar la célula. Finalmente, los amastigotes se transforman en tripomas-
tigotes y salen de las células infectadas via lisis celular [4]. Por lo anterior mencionado,
consideramos que la produccion de tripomastigotes depende de la poblacién de células
infectadas. Asi, p es el nimero promedio de tripomastigotes que emergen de la ruptura
de una célula infectada, p, es la tasa de mortalidad de los tripomastigotes, €; es la tasa
de captura de los tripomastigotes por los linfocitos activos y 3, es la tasa a la cual un
tripomastigote penetra en una célula sana o “marcada”. En consecuencia, la dindmica
asociada a la concentracién de tripomastigotes es

T = piol, — T — €TL — ByH.T — B,M.T . (3.2)

Finalmente, los anticuerpos son activados por contacto con los tripomastigotes y
células “marcadas” sanas e infectadas a tasas oy y o, respectivamente. Asimismo, esta
poblacién muere a una tasa p;. También consideramos pérdida de linfocitos activos debi-
do a la captura de tripomastigotes y células “marcadas” a tasas é; y é., respectivamente.
Como resultado, la dindmica de anticuerpos activos es

L=o,T+0.M.+0clo — L — (6T + éM, + é.1.) L . (3.3)

Luego, nuestro modelo matematico para la dindmica inmune-parasito-celular en la en-
fermedad de Chagas estd dado por las ecuaciones (3.1)-(3.3]).

H.=A,—pH,—oTH, — BTH,
I.=aTH.+aM,T — oI, — e1.L

M, = BTH, — 6M.T — €, M.L (3.4)
T = pil, — p,T — &TL — B,H.T — B,M,.T

L=o0T+0:M.+ 0.l — L — (T + écM. + é.1.) L .

Antes de iniciar el estudio del modelo, con el objetivo de reducir el sistema ((3.4)), vamos
a tener en cuenta las siguientes consideraciones:

1. Ya que las células “marcadas” surgen del proceso de infeccién, vamos a considerar
a la concentracién de células infectadas (las cuales pueden o no ser “marcadas”)
y células “marcadas” como una sola concentracién de células, la cual denotaremos
por C;. Donde una fraccién de la clase C; corresponde a la concentracién de células
“marcadas” (M. = (1 —p)C;) y el complemento corresponde a la concentracién de
células infectadas (I, = pC;).

2. Como consecuencia de la cantidad de células dentro del organismo asumiremos
que el namero de células sanas se encuentra siempre en su equilibrio. Por lo tanto,

He.= A/ (BT + pe).
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Por consiguiente, el sistema ([3.4)) se convierte en:

ABiT
i = ,BTZ 0 — 6CCiL — wC’i
. AoB,T
T = pwC; — ¢ TL — p,T — M%H — ~CyT (3.5)

L=0T+0.C;i — L — (&T + ¢.C;) L,

donde B; = a+ S, € = (1 — p)ém + pei, w = po y v = (1 — p)B,. Estudiaremos el
sistema ([3.5]) sobre la regién positiva invariante:

I={(C,T,L)eR*:0<C; <C*0<T <T*0<L<L}, (3.6)
donde
CF = & T — IOAC L* — AC (Utwp+ UCMP)
w’ Hp ’ Wy

Es importante mencionar que la demostracién de la invarianza positiva de la regién I' es
similar a la hecha en el capitulo anterior. Asimismo, también se debe resaltar que con el
objetivo de expresar un crecimiento en en la concentracion de tripomastigotes vamos a
considerar que pw/vy > T*.

3.2. Analisis del sistema

A continuacién procederemos a calcular el nimero reproductivo béasico asociado al
proceso de infeccion celular, al cual denotaremos por R.. Para hacer esto, similar al
capitulo anterior, emplearemos el método de la matriz de la siguiente generacion, obte-

niendo:
H*jB;
Re= | 2ebie (3.7)
/BPHC + /’LP

donde H} = A/ es el valor maximo admisible de células sanas.

Por otro lado, es claro que el punto de equilibrio que indica ausencia de parasitos, el
cual denotaremos por Py = (0,0, 0), siempre existe. Sin embargo, esto no ocurre para el
equilibrio que indica presencia de pardsitos, lo cual veremos a continuacion.

Proposicién 3.1. Si R, > 1, entonces existe al menos un punto de equilibrio endémico.

Demostracion. La prueba se llevard a cabo estudiando las caracteristicas de las curvas
obtenidas al despejar las variables C;, T y L del sistema (3.5)) igualado a cero.

Tras igualar el sistema (3.5)) a cero, despejamos las variables C;, T y L, obteniendo:
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1
T = <A ,8~> (e.L + w) (BT + ) C; (3.8a)
1 A3
3 = —_—— L P T *
¢ (pw—'yT> <Mp+€t +51T+uc> (3.:80)
o + o0.C;
L = .
(m YT+ écci> (3.8¢)

Reemplazando (3.8c]) en (3.8a]) y (3.8b) respectivamente, se tiene:

(/BZT + Mc) (wgc + Ucec) 012 + [(/BZT + MC) (w (Ml + étT) + 6catjj) - écAcﬁzT] C
- (Ml + gtT) ABT =0
(BT + pe) éc (pw = 4T) CF + (BT + pie) (pw = VT) (s + &T) C; — BpAcéc TC;
— (B@T + ,Uc) (Mpéc + O'CEt) TCZ - [,U,p (Hl + étT) (ﬁZT + ,uc) + (HZ + gtT) Acﬂp] T (310)
— (BT + pe) 016 T* = 0

(3.9)

Luego, si consideramos a C; como la variable a despejar en las ecuaciones (3.9)
y (3.10), se observa que la raiz positiva se encuentra dentro del cuadrante positivo, y
tienen la siguiente forma:

o - —h@)+ VI T) +4£(T) fo(T) _ —g1(T) + Vg1 (T) +4g2(T)g0(T)

2f2(T) 202(T) 7
Fi(T) Fy(T)
donde,
f(T) = (BT + pe) (wée + ocee),
fl (T) = (5 1+ NC) (w (:ul + étT) + 6cO'tT) - écAcBiTy
fo(T) = (u+&T) AT,
g2 (T (B T+ :U’c) €c (Pw 7T)
G1(T) = (BT + ) (o — T (1t + &T) — (e + 7o) T] — BT,
9o(T) = [up (u + &T) (BT + pe) + (BT + pie) ovedT + (pu + &T7) AcfBp] T

Entonces, para garantizar que existe al menos un punto de equilibrio endémico, ten-
dremos que demostrar que hay interseccion entre Fy(T) y Fao(T). Para hacer esto, pri-
mero demostramos que Fy(T) es acotada superiormente por C* = A./w. Es claro que,

(C*)2 e (e, + 0cee) + (C*)2Bioce, T + C*Afié.T
(C*)2f2(T)
+ ABi (w + 6T)T 4+ Cpew (g + €T) + Cecor (BT + pe) — €ASiC*T
C*f1(T)

> (w4 &T) AT
fo(T)
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luego,

4(CTPfF(T) +4C fu(T) fo(T) + fR(T) > 4fo(T) fo(T) + fE(T)

20* fo(T) + fu(T) > \[ FAT) + 4folT) fo(T) (3.11)
C*>F1(T)

Ahora probaremos que Fo(T*) > C*. Para hacer esto, primero evaluamos T* en
F>(T), y ya que ppT* — pwC* = 0, se observa que se cumple lo siguiente

(BT + pe) 0T + (1 + &) AB] T* + (pu + &) (BT + pie) T

go(T™)
> (&) (BT + i) (pwo — 7T) C* — CVT* (BT + pie) ot + fehetd
term,
% (BT + pe) sy T + O (BT* + pe) (i — AT) C°,
termy (C*)2g2(T™)

donde C*g1(T*) = termy+termsg. Ahora, procediendo en forma andloga al caso anterior,
obtenemos

Fy(T*) > C*. (3.12)

Luego, de las ecuaciones Y , se infiere que Fo(T*) > F1(T*). Ahora, para
completar la demostracion tenemos que garantizar que existe algun valor de T menor
que T%, tal que F1(T) > F5(T). Como F1(0) = F»(0) = 0, calculamos la derivada de
cada funcion y la evaluamos en cero, con el objetivo de garantizar que existe el valor de
T antes mencionado. Asi,

H*j; + H;
Fo)= (T4, Ry = (1)
w pw
Como por hipdtesis tenemos que R. > 1, por lo anterior obtenemos que

F(0) > F5(0),

con lo cual podemos garantizar que existe un valor de T menor que T*, tal que Fy(T) >
F5(T). Finamente, por lo anterior y puesto que Fo(T*) > F1(T™*), concluimos que exis-
te al menos un punto en el cual se intersectan las curvas Fy y F5 y en consecuencia
garantizamos la existencia de al menos un punto de equilibrio endémico. O

Tras garantizar la existencia de al menos un equilibrio endémico, daremos condiciones
sobre la extincion y persistencia de los parasitos dentro del organismo. Para dar las
condiciones de extincién, nos basamos en el Teorema planteado en la [Seccion 1.1

Proposicién 3.2. El equilibrio que indica ausencia de pardsitos (Py) es LAS, si R. < 1,
e inestable si R. > 1.
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Figura 3.2: Extincién de los pardsitos cuando R. = 0.242. (A) Dindmica de la concen-
tracién de células infectadas y marcadas. (B) Dindmica de la concentracién de tripomas-
tigotes. (C) Dindmica de la concentracién de linfocitos activos.

A continuacién ilustramos la Proposicién Para llevar esto a cabo, consideramos
que los parametros del sistema tienen los siguientes valores: A, = 3, 5; = 0.005,
pe = 0.5, ¢ = 0.1, w = 0.05, ¢, = 0.49, p, = 0.8, B, = 0.002, v = 0.001, 0y = 0, = 1,
w =004, é,=¢6=05yp=1.

Por otro lado, debido a que no tenemos conocimiento explicito del punto de equilibrio
endémico, daremos condiciones para garantizar la persistencia de los parésitos en el
organismo.

Proposicion 3.3. Para cualquier condicion inicial positiva, si R, > 1, entonces los
pardsitos persisten dentro del organismo, es decir, la solucion del sistema (3.5)) no tiende
a cero.

Demostracion. Tras observar el sistema , es claro que el unico punto de equilibrio
con entradas iguales a cero es Py. Mds aun, también se observa que el campo vectorial
sobre cualquier punto en la frontera de I' apunta al interior del cono positivo, y en
consecuencia las soluciones no se acercardn a las caras del cubo I' a ningin tiempo. Por
lo tanto, bastard con probar que dada una condicion inicial positiva (en el interior deT'),
la solucion generada por dicha condicion inicial, no se acercard al equilibrio Py cuando
t — oo.

Por hipétesis, R. > 1, lo cual implica que el punto Py es inestable (Proposicion )
Por consiguiente, el unico camino para acercarnos a Py, cuando t — oo, es si conside-
ramos una condicion inicial positiva sobre la variedad estable de Py. En consecuencia,
tenemos que garantizar que la variedad estable de Py no se intersecta con el interior de
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r.

Debido a la hipdtesis, Py es inestable. Mds aun, es un punto silla y su subespacio
estable asociado estd generado por:

w4 A Jt(w+)\)+acBiH*>}
E°=L 03071 ) 17 ) . )
{( ) ( BiH} BiH} (1 + A-)

donde

o+ (i + BB — \Jw + (i + BB — o (e + HEBy) — pfiHy)
. |

A =

Es importante mencionar que como R. > 1, es claro que (u, + HB,) — pBiH} < 0.
Por otro lado, ya que

o+ (i + H2B)) — I+ (i + BB — 4 [(ap + H2By) — pBiHy)

WwHA_=w+ 5
<w+*[w+(lﬁp+Hgﬁp)]*w
2
<_(Np+H:5p)
2
<0,

se observa que una de las entradas de uno de los vectores que genera el subespacio estable
es megativa, en consecuencia, el subespacio estable asociado al equilibrio libre de enfer-
medad no se encuentra dentro del cono positivo. Por lo tanto, debido a la invarianza del
cono positivo, podemos concluir que la variedad estable de Py (M (Py)) no se encuentra

en esta region. Con esto se descarta que la variedad estable de Py esté en el interior de
T.

Finalmente, dado cualquier condicion inicial en el interior de I', st R, > 1, las
solucion a través de esta condicion inicial no se acercard a las caras de I' o al punto
libre de enfermedad, y en consecuencia, los pardsitos persisten dentro del organismo. [

3.3. Conclusiones

El poco conocimiento que se tiene sobre la dindmica dentro del organismo, nos per-
mite explorar diversas consideraciones que se han ido mostrando a lo largo del tiempo.
Creemos que dar resultados matematicos para que futuros trabajos tengan donde apoyar
sus resultados es un punto importante en la investigacién de una enfermedad.

Diferentes estudios sobre la dindmica celular en la enfermedad de Chagas han mostra-
do la importancia de entender el comportamiento de la enfermedad a este nivel [28H32].
Sin embargo, aiin quedan procesos por considerar dentro de la compleja dindmica celular.
Tal es el caso de el posible escenario de autoinmunidad que presenta la enfermedad [38],
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Figura 3.3: Persistencia de los parasitos dentro del individuo al considerar p = 100 y los
valores de los otros pardmetros igual a la[Figura 3.2l Para estos valores de los pardmetros,
R. = 2.42. (A) Dindmica de la concentracién de células infectadas y marcadas. (B)
Dindmica de la concentracién de tripomastigotes. (C) Dindmica de la concentracién de
linfocitos activos.

lo cual es importante ya que esta caracteristica tiene como consecuencia que el sistema
inmune ataque células que no necesariamente estén infectadas.

En nuestro caso, el estudio de la dindmica dentro del organismo al considerar interac-
cién entre células, parasitos y sistema inmune en la enfermedad de Chagas nos muestra
la relevancia del nimero de tripomastigotes generados a partir de que rompen una célula
que invadieron (p), y del proceso de “marcar” células debido a la liberacién de tripomas-
tigotes de una célula infectada. Esta importancia se puede observar en la relacién que
existe entre 8; = o+ B y B, en el nimero reproductivo bésico:

ya que si consideramos que el valor de « es igual al de 3, y que el proceso de “marcar”
células es casi nulo (5 ~ 0), entonces es claro que para que el nimero reproductivo bési-
co sea mayor que uno dependera exclusivamente del valor que tome p. Es importante
mencionar que hacer la consideracién que los valores de o y 8, sean iguales no es des-
cabellado, ya que ambos pardmetros estan relacionados a la invasion o contagio de una
célula por parte del tripomastigote. Por otro lado, si el valor de /3 es lo suficientemente
grande, entonces el valor del niimero reproductivo bésico dependera tanto del proceso
de “marcar” células, como del proceso de infeccién por parte de los tripomastigotes.
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Los resultados analiticos muestran que basta con que el valor de R, sea mayor que uno
para que haya al menos un equilibrio endémico, esto es, una solucién en donde coexistan
las tres poblaciones en estudio. Asimismo, a pesar de no mostrar la estabilidad de estos
equilibrios de coexistencia, se dio condiciones de persistencia de la enfermedad dentro del
organismo cuando R. > 1; lo cual es muy importante, ya que bajo ciertas condiciones,
los niveles de parasitos dentro del organismo no desapareceran.

Consideramos que esta aproximacién tedrica inicial a nivel celular en la enfermedad
de Chagas es un primer paso para poder comprender la relacién que pueda existir entre
lo que ocurre dentro del organismo de los hospederos y la transmisién que se da entre
ellos. Por este motivo, creemos que tras estudiar este modelo a nivel célular, lo siguiente
a trabajar es establecer un modelo matemético que busque mostrar la relacién que existe
entre lo que ocurre dentro y fuera de los hospederos, para lo cual deberemos acoplar el
sistema a nivel celular con una dinamica de propagacion similar a la presentada en el
capitulo 2.



Capitulo 4

Infestacion de areas rurales

La invasién de especies es un importante problema en ecologia debido a las consecuen-
cias que estas especies ocasionan en especies locales [67H69]. Algunas de estas especies
son transmisores de enfermedades, las cuales se ha observado pueden invadir dreas ha-
bitadas por humanos debido, por ejemplo, al calentamiento global o a la expansién de
ciudades a areas inicialmente no habitadas.

Entedemos por infestar a la acciéon de invadir algo o a alguien en forma de plaga,
causando estragos en el medio; mientras que la accién de invadir se asocia a la presencia
de vectores sin tener necesariamente una notoriedad. Consideramos que el proceso de
infestacion por parte de los vectores de algunas enfermedades es un aspecto interesante de
estudiar, ya que esto conlleva a la propagacién de la enfermedad debido al movimiento de
vectores infectados. En particular, en el caso de la enfermedad de Chagas, se ha observado
la infestacién estacional de viviendas desde ambientes silvestres y peridomésticos hacia
las dreas domésticas [70].

En el presente capitulo estudiaremos las caracteristicas del proceso de infestacién
de viviendas por parte de los Triatominos (vector de la enfermedad de Chagas). Nues-
tro objetivo principal es mostrar los efectos de la infestaciéon al considerar diferentes
distribuciones de viviendas y condiciones iniciales.

Para hacer esto, emplearemos un modelo matematico en el cual consideraremos las
caracteristicas hematoéfagas del vector y el proceso de infestacién por parte de estos,
el cual serd modelado mediante un proceso difusivo. Es importante destacar que los
modelos matematicos con difusiéon han jugado un papel importante en la comprension
de algunos procesos de invasién, ya que la difusién representa la forma cldsica para
estudiar la migracién de especies [39).

4.1. Sistema de ecuaciones

En el presente trabajo buscamos estudiar los efectos del proceso de infestacion de los
vectores de la enfermedad de Chagas. Para hacer esto, consideramos dos poblaciones,
vectores y hospederos, las cuales denotaremos por V' y H, respectivamente. Por otro lado,
para modelar la dinamica de la poblacion de vectores, como se mencioné al inicio, vamos
a suponer que los vectores invaden un area determinada a través de un proceso difusivo.
Adicional a la consideracién anterior, supondremos que el crecimiento de la poblacién
de vectores sigue la dindmica logistica [17] y puesto que las vinchucas son hematéfagas

o1
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[4], consideraremos que la tasa de crecimiento de la poblacién de los vectores dependera
del nidmero de hospederos (humanos y animales) presentes en el medio. Para modelar
esta tasa, tendremos las siguientes hipdtesis:

= En ausencia de la poblacion de hospederos, la poblacién de vectores decaerd; mien-
tras que se incrementard conforme aumente el nimero de hospederos.

= La tasa de crecimiento tendrda una cota superior ya que consideramos que por
mucho alimento que haya en el medio, los vectores tendran una capacidad méaxima
de alimento. Esto ltimo puede ser entendido que para un ntmero suficientemente
grande de hospederos, ya no habra diferencia en la tasa de crecimiento.

Con las consideraciones anteriores, la tasa de crecimiento de los vectores seguird las
caracteristicas de una respuesta funcional Holling II, y tiene la siguiente expresién:

o) = 2L

H+e€
donde ay, es la tasa maxima de crecimiento de los vectores y € es el niimero de hospederos
necesarios para alcanzar la mitad de la tasa maxima de crecimiento. Por otro lado, tras
dar las consideraciones para el incremento de la poblacién de vectores, procederemos
a mencionar las hipétesis de decaimiento de la poblacion de vectores. En primer lugar
consideraremos que la poblacion de vectores decaera debido a mortalidad natural, lo cual
estd dado por la tasa u,. Finalmente, debido a que nuestro escenario de estudio son las
zonas rurales, sabemos que en estos lugares los vectores estan escondidos en diferentes
lugares, por ejemplo las paredes de las casas, lo cual nos lleva a pensar que existe un
escenario en donde los vectores se encuentran en un nivel de refugio. Motivados por
esto, supondremos que el decaimiento por la interaccion entre la poblaciéon de vectores
y una proporcién de hospederos (humanos informados sobre la relacién entre el vector
y la enfermedad de Chagas y/o animales que se alimentan de estos vectores) sigue la
dindmica de una respuesta funcional Holling III, la cual es igual a:

_ BupHV?

B(V) - V2+’}/2’

donde v es un valor critico que nos indica que para valores de V menores que v la
depredacién serd escasa y manteniendose al mismo nivel; mientras que para valores de
V mayores que v la depredacién se incrementara conforme aumente V. p representa a
la proporciéon de hospederos que engloba a los que tienen conocimiento de la relacién
del vector con la enfermedad de Chagas (en el caso de los humanos) y a los que se
alimentan de los vectores (en el caso de los animales); mientras que /3, representa al
nimero maximo de vectores que puede depredar un hospedero por unidad de tiempo.
Finalmente, consideramos que la dindmica asociada al crecimiento de la poblacién de
hospederos sigue la dindmica logistica. De esta forma, el modelo esta dado por

oV 02V V\ BupHV? OH o
DYl eV (1) -2 v S _eE (1), (@
ot 8:172+a( )V( Kv> V2 4 2 HoV ot < Kh> (4.1)
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donde V =V (t,x) y H = H(t, ) son los concentraciones de individuos de cada poblacién
para una posicién x y tiempo ¢. El sistema considera condiciones iniciales V (0, z) =
Vo(z) y H(0,z) = Ho(x), y condiciones en la frontera del tipo Neumann igual a cero,
es decir, VV - n = 0 en 99, donde Q = [a,b]. En nuestro caso, como el espacio es
unidimensional, las condicién de frontera se reduce a dV/dx =0,enz=ay x = b.

Antes de comenzar con el andlisis del sistema (4.1f), procederemos a reducir la canti-
dad de pardmetros, para lo cual adimensionalizaremos dicho sistema. Luego, aplicando

el cambio de variables 7 = tﬁ”%, Yy = \/%—Kv’lx, U= % vy h= Kih, obtenemos el sistema:
v

ou  0%u ayh U phu? Oh
ge_ct _ 4y g _ 4.2
or  0y? - (h + €h> ! (1 ku) w1 M g Ol (1= h), (42)

o Kv — v J— 9
donde oy, = ﬁ, €h = &K by = B Hu = ﬁﬁ[gh Y Oh = ﬂvz(h'

4.2. Dinamica local

Primero estudiaremos la dindmica local del el sistema (4.2)) sin considerar difusion.
Asi, el sistema ([4.2]) se convierte en

ou ayh U phu? oh
— = 1—— = — g, — =60h(1—h) . 4.3
or <h+eh>u< ku> w1 M e T ( ) (43)
el cual serd estudiado en la regién positiva invariante
®={(u,h) ER*:0<u<k,0<h<1}. (4.4)

A continuacién, comenzaremos el analisis desde dos perspectivas: considerando que
no hay depredacién por parte de los hospederos y cuando si la hay.

4.2.1. Analisis cualitativo cuando p =0

Primero, consideraremos el caso cuando no hay humanos conscientes de la influencia
del vector en la enfermedad de Chagas y los animales no comen vectores, es decir, p = 0.
En este caso, los puntos de equilibrio Dy = (0,0) y D1 = (0, 1) siempre existen. Mientras
que el equilibrio de coexistencia

ey = (fatalE @R 1) ),

Qly,

existira siempre que R > 1, donde R = % Es importante mencionar que el
u

parametro R puede ser biolégicamente interpretado como el ntimero promedio de crias

de un vector durante su periodo de vida, al considerar que los hospederos se encuentran

en su valor umbral.

Con el objetivo de entender de mejor manera la dindmica en los diferentes escenarios,
primero presentamos un anélisis de estabilidad local para cada uno de los equilibrios.
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1. DO = (0,0) :

J(Do) = [—(/;u HOJ

De aqui, es claro que el equilibrio Dy es un punto silla.

2. D1 =(0,1):
L®rR-1) o0
Dq) = | Hu
/(D) [ 0 —eh]
Los valores propios son A\| = #% (R —1) y Ay = —6p,. Luego, se observa que D es

un atractor si R < 1 y un punto silla cuando R > 1.
3. D2 = (u*, 1) :

J(Ds) = [(ﬁzh) (1-232) () v (1- )]

0 —0,

Z v Vi i i
Reemplazando el valor de u*, es claro que los valores propios son iguales a

« 2u*
A\ = = 1-— =u (1 =R), Ia=—6.
! <1+6h)< ku) M( ) 2 h

De lo anterior se observa que puesto que la existencia de Dsy estd condicionada a
que R > 1, en consecuencia, el equilibrio de coexistencia (D) es un atractor.

Por otro lado, tras observar el campo vectorial en los escenarios antes descritos,
es claro que para cualquier condicion inicial de h distinta de cero, el campo vectorial
siempre apuntara hacia h = 1, con lo cual descartamos la existencia de ciclos limites en

el interior de ® (ver |[Figura 4.1)).

De esta forma podemos generalizar nuestros resultados anteriores a través de la
siguiente proposicion:

Proposicién 4.1.
a) El punto de equilibrio D1 = (0,1) es GAS en ®, si R < 1, e inestable si R > 1.

b) El punto de equilibrio Dy = (u*,1) existe y es GAS en ®, si R > 1.

4.2.2. Analisis cualitativo cuando p > 0

En este caso también se observa que los equilibrios Fy = (0,0) y F1 = (0,1) siempre
existen. Mientras que para los otros equilibrios se cumple que h = 1 y la poblacién u
satisface el siguiente polinomio:

_MURUS + Nuku (R - 1) u2 - (MUR =+ pku) U+ Nuku (R - 1) =0.

G(u)
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Figura 4.1: Retrato fase para los diferentes escenarios al considerar p = 0. Las trayec-
torias son mostradas de color rojo, mientras que las h-ceroclinas son de color negro y
las u-ceroclinas son de color azul. (A) Muestra la dindmica para R < 1. (B) Muestra el
escenario cuando R > 1.

Aplicando el criterio de Descartes, se observa que la ecuacién (4.5) no tendra raices
positivas siempre que R < 1. Por otro lado, si R > 1, aplicando el mismo criterio, se
observa que la ecuacién (4.5)) tendra una o tres raices positivas. Mds atin, como

G(ky) = _Mukg — phu — py <0

y las raices de G'(u), iguales a:

w = (R — 1)k + \/N%(R — 1)k — 3R (1R + pKu)

3uyR

son menores que k,,, garantizamos que los equilibrios de coexistencia se encuentran dentro
de la regién ®. Es importante mencionar que el ntimero de puntos de equilibrio de
coexistencia estd relacionado al valor que toma el parametro p (ver .
Nombramos como punto de equilibrio de refugio, al equilibrio de coexitencia mas
cercano a cero, mientras que definimos como equilibrio de brote a aquel que se encuentra
més cercano al valor de la capacidad de carga de los vectores (k). Por ejemplo, la

Figura 4.2(A) presenta un equilibrio de brote, mientras que la [Figura 4.2C) presenta

un equilibrio de refugio.

A continuacion, en la siguiente proposicion, daremos condiciones suficientes para
garantizar la existencia de los puntos de equilibrio del sistema (4.3)) cuando p > 0.

Proposiciéon 4.2. Sea p > 0.

a) Si R <1, entonces el sistema (4.3)) tendrd sélo dos puntos de equilibrio (Fy y Fy)
en la region P.
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p=025

G(u)

0 5 10 15
u

Figura 4.2: Grafica de la funcién G(u) al considerar o, = 0.2, ¢4 = 0.8, k, = 20,
ty = 0.025 y tres distintos valores de p. (A) Muestra la existencia de un punto de
coexistencia. (B) Presenta tres puntos de coexistencia. (C) Muestra la existencia de sélo
un punto de coexistencia.

b) Si R > 1, entonces el sistema (4.3)) tendrd hasta cinco puntos de equilibrio en la
region ®. Los dos que representan ausencia de vectores y hasta tres de coexistencia.

En forma andloga al caso de p = 0, con la intencién de entender la dindmica en los
escenarios donde hay ausencia de los vectores, presentamos un analisis de estabilidad
local para los equilibrios Fy y Fi.

1. FO = (0,0) :

J(Fo) = [_SL” Hoh]

Observamos que el equilibrio Fy es un punto silla.
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2. F1 =(0,1):
L®r-1) o0
J F = Hu
(F1) 0 —0p
En este caso, los valores propios son A; = /%u (R —1) y Ay = —0}. Luego, es claro

que F es un atractor si R < 1 y un punto silla cuando R > 1.

Es importante mencionar que similar al caso cuando p = 0, se puede garantizar
que el equilibrio F; = (0,1) es globalmente asintéticamente estable si R < 1 (ver
gura 4.1(A)). Por otro lado, a pesar de que no conocemos explicitamente el valor de
la variable u asociado a los equilibrios de coexistencia, podemos darnos una idea de la
estabilidad de cada uno al considerar que h estd en su equilibrio distinto de cero. Para
esto suponemos que R > 1, lo cual implica que ademas del equilibrio F}, podemos te-
ner hasta tres equilibrios de coexistencia. En este escenario, se ha observado en forma
numérica que conforme se aumente el valor de p el niimero de equilibrios de coexistencia

va a variar (ver [Figura 4.2).

En la se observa que dependiendo de la cantidad de equilibrios de co-
existencia va a cambiar la estabilidad de estos puntos. Lo maés resaltante es observar la
existencia de una posible biestabilidad en el sistema B)), donde como se ha
mencionado anteriormente, el menor de los equilibrios estables hace referencia a un nivel
de refugio, mientras que el otro equilibrio estable es el nivel de brote.

Luego, tras darnos una idea de los posibles escenarios cuando h =1y R > 1, mos-
tramos a continuacién el retrato fase asociado al sistema (4.3]) al considerar la existencia
de equilibrios de coexistencia. Para hacer esto, nos guiamos de los posibles escenarios

cuando h =1 (ver |[Figura 4.3) y las ceroclinas asociadas a las variables u y h.

Del sistema (4.3)) es claro que h = 0 y h = 1 son las ceroclinas asociadas a la variable
h; mientras que las ceroclinas asociadas a la variable u son la recta u = 0 y las raices
obtenidas de la ecuacién (4.6]) al despejar la variable h.

pkyuh® + [penkyu + (puky — oy (ky — ) (u? + 1)lh + pukuen (W +1) = 0. (4.6)

~~

a2 ai ag

Luego, las ceroclinas restantes asociadas a la variable u tienen la siguiente estructura:

_ /a2 —
h:t _ al + 1 461261,07 (47)

a
2&2

donde ag, aj, ag estan dados en la ecuacién (4.6)).

Antes de elaborar el retrato fase, es importante mencionar que debido a la dependen-
cia de los por parte de las ceroclinas (ecuacion (4.7))), daremos valores a los pardmetros
de tal forma que garantizemos la existencia de al menos un equilibrio de coexistencia, es
decir, R > 1. De esta forma, para las Figuras — los valores de los parametros
seran considerados como en la mientras que 0, = 0.05 y el valor de p serd
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Figura 4.3: Estabilidad de los equilibrios del sistema cuando h = 1y R > 1.
Los valores de los pardmetros son iguales que para la Las curvas en azul
representan a las ceroclinas-u, mientras que la recta de color negro representa a v’ = 0.
Asimismo, los puntos verdes son los equilibrios inestables, mientras que los rojos son los
estables. (A) Considera el caso cuando existen los equilibrios de extincién de vectores y
el de brote. (B) Muestra la existencia de cuatro equilibrios. (C) Ilustra el caso cuando
ademas del equilibrio de extincién de los vectores estd el equilibrio de refugio.

variable. Esto ultimo, con el objetivo de mostrar los distintos escenarios que presenta el
sistema.

En las Figuras — mostramos los diferentes escenarios al variar el valor de p, lo
cual ocasiona que aparezcan y desaparezcan los equilibrios de coexistencia. La[Figura 4.4]
muestra la existencia de equilibrios de brote y de refugio. En esta Figura observamos que
para valores de p cercanos a cero sélo existe un equilibrio de coexistencia, el cual serd
estable. En la (C) se observa la presencia de tres equilibrios de coexistencia,
en donde dos de ellos son estables simultaneamente. A este fendmeno se le conoce como
biestabilidad. Es importante resaltar que en la se hizo un acercamiento a las
las graficas de color azul, las cuales representan la ceroclina-u al considerar h = 1, para
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p=0.001

1.4 T

Figura 4.4: Retrato fase del sistema (|4.3)), donde ® es la region positiva invariante definida
en (4.4). Las curvas en negro son las ceroclinas asociadas a la variable h, mientras que
las curvas en azul son las asociadas a la variable u.

observar mas de cerca a los equilibrios de coexistencia.

La muestra el retrato fase asociado al sistema cuando la estabilidad
de los equilibrios de coexistencia la gana el equilibrio de refugio, es decir, el que estd mas
cercano a cero. En esta Figura observamos que conforme aumenta el valor de p, el valor
de w1 sera menor. Creemos que esto ultimo es razonable, ya que el valor de p denota a
la proporcién de hospederos que depreda por algin motivo a los vectores.

La busca mostrar las regiones en las cuales podamos identificar hacia

que equilibrio de coexistencia convergen las soluciones cuando la condicién inicial se
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p=0.50

0 0.1 0.2 u 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 u 0.3 0.4 0.5

Figura 4.5: Retrato fase del sistema (4.3)) para valores de p donde el equilibrio de coexis-
tencia que expresa refugio es estable. Las curvas en negro son las ceroclinas asociadas a
la variable h, mientras que las curvas en azul son las asociadas a la variable wu.

encuentra en una determinada regién. En dicha Figura, la regién 1 (lineas diagonales)
indica que si la soluciéon comienza en dicha regién, esta converge al equilibrio de brote
(u3), mientras que la regién 2 (lineas horizontales) senala que si la solucién comienza en
dicha regién, esta converge al equilibrio de refugio (up).

Nuestro objetivo es mostrar el incremento de la region 2, conforme el valor de p
aumente y de esta forma, senalar la importancia de este pardmetro. En la (A)
se muestra que la totalidad de la region ® es un conjunto atractor del equilibrio de
coexistencia uz. En el caso de la Figura (B) se aprecia que tenemos las dos regiones
antes mencionadas. Para determinar estas regiones determinamos en forma numérica la
cuenca de atraccién de cada uno de los equilibrios, el cual es separado por la variedad
estable del punto de equilibrio silla us.

En la (C) observamos que la cuenca de atraccién del equilibrio us se ha in-
crementado debido al aumento en el valor del pardmetro p. Finalmente, la[Figura 4.6(D)
muestra que la totalidad de la regién ® es un conjunto atractor del equilibrio de coexis-
tencia de refugio (u;). Con lo cual nos damos una idea del efecto que tiene el parametro
p en la dindmica de invasion.

4.3. Dinamica al considerar difusion

En esta seccién, nos enfocaremos en la interaccién de ambas poblaciones en un habitat
rural, al considerar que la poblacién de vectores presenta propagacién espacial. Ya que
la poblacién de vectores son insectos, modelamos este fendmeno de propagacién a través
de un proceso difusivo.



4.3 Dinamica al considerar difusién 61

=(.15 =0.1
2 - Al B
1.5 H 1 1.5 H
u
h1 - h1 _u U _u3
05 H 1 0.5
0 1 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
u u
=0.33 =0.345
2 = al — D
1.5 1 15
u u u u
hi 1 2 - 3 h1 1
0.5 0.5
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
u u

Figura 4.6: Cuencas de atraccién de los equilibrios que surgen al variar el valor de p,
donde u; representa al equilibrio de refugio, mientras que ug expresa al equilibrio de
brote. (A) Muestra el caso donde sélo el equilibrio de brote es estable y en consecuencia
la cuenca de atraccién para este equilibrio es toda la regién 1. (B) Muestra el caso cuando
existen tres equilibrios de coexistencia donde la region 1 es la cuenca de atraccion del
equilibrio u3 y la regién 2 es la cuenca de atraccién del equilibrio u;. (C) Muestra
condiciones similares a la figura (B) con la diferencia de que la cuenca de atraccién
del equilibrio u; es mayor. (D) Muestra el caso cuando sélo existe un equilibrio de
coexistencia (uq), el cual estable, y su cuenca de atraccién es sélo la regién 2.

El objetivo de este estudio es observar las distintas caracteristicas que presenta el
proceso de infestacién de los vectores, como por ejemplo, los dos niveles de invasién
(refugio y brote) a distinta velocidad. Para hacer esto, trabajaremos con el sistema ({4.2)),
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el cual presentamos a continuacién:

ou  0%u ayh u phu? oh
ar  Oy? <h—|—eh> ( ku> w1 M g T ( )
Antes de mostrar los diferentes escenarios de propagacién observados, garantizaremos
la existencia de ondas viajeras en el escenario donde conectamos el nivel del brote de
la poblaciéon de vectores, representado por el punto de equilibrio ug, con el nivel de

extincién del vector, dado por el punto de equilibrio ug. Entendemos como onda viajera,
a una onda que viaja sin cambio de forma y que se mueve a una velocidad constante.

4.3.1. Existencia de ondas viajeras

La compleja estructura de nuestro sistema hace que garantizar la existencia de una
onda viajera no sea sencillo. Debido a esto, en la presente seccién presentaremos ideas
genéricas para garantizar la existencia de una onda viajera cuando la poblacién de hos-
pederos se encuentra en su equilibrio umbral, esto es, h = 1. Para hacer esto, seguimos
algunas ideas planteadas en Murray [71].

Ya que buscamos soluciones tipo ondas viajeras, esto significa que buscamos solucio-
nes de la forma U(z) = u(r,y), con z =y — c7, tal que

lim U(z) =0, lim U(z) =uy,,

Z—00 Z—r—00

donde, en este caso, uj, es la abscisa del equilibrio u;. Luego, al sustituir esta forma de
onda viajera en la ecuacién u del sistema (4.2)) cuando h = 1, U(z) satisface

U pU?
zz z u 1—— 779 | 1
Us: + U +uRU< ) 07T

— 1, U =0 4.8
o 1 (4.8)

Ahora, estudiaremos la ecuacién (4.8)) en el plano fase (U, W), donde
U=w

. U pU?
= —cW —py 1- = WU 4.9
%% cW ,uRU( ku)+U2+1+MU (4.9)

—f(U)

Anadlisis cualitativo

Es claro que los equilibrios del sistema (4.8) se encuentran sobre la recta W = 0.
Luego, el valor asociado a la variable U en los equilibrios, serdn las soluciones de la
ecuacion

U [puRU? = pykey (R = 1) U + (1R + pku) U — ki (R —1)] =0 . (4.10)

Al observar la ecuacién (4.10]), aplicando el criterio de Descartes, observamos que si
R < 1, entonces dicha ecuacién tendra una raiz igual a cero y hasta tres raices negativas.
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Mientras que si R > 1, entonces la ecuacién (4.10) puede tener hasta cuatro raices no
negativas.

Por otro lado, es importante resaltar que al observar las ecuaciones (4.5)) y (4.10]),
se tiene que los valores asociados a la variable u en los equilibrios del sistema (4.3 que

estan sobre la recta h = 1, son los mismos que los valores asociados a la variable U de
los equilibrios del sistema (4.9)).

Con el objetivo de mostrar la riqueza matematica del sistema , garantizamos la
existencia de una bifurcacion transcritica. Para esto, utilizaremos el Teorema de Sotoma-
yor (ver Teorema , considerando a R como el parametro de bifurcacién. Luego, del
sistema , se observa que para (V,W) = (0,0) y R = 1 el campo vectorial asociado
a dicho sistema se anula, y que A = Df((0,0),1) tiene como valores propios A\; = 0
v A2 = —c. Ademds, los vectores propios de A y AT asociados al valor propio A; son
! = (1,0) y w? = (¢, 1), respectivamente.

Tras definir las expresiones de v y w”', se observa que
T 0
w fu(x(]v/l()) = [C 1] ’ 0 = 07

W Df ol =fe 10|00 |) =

oo o (4.11)
w"'[D2f (20, o) (v,0)] = e 1] - ' ; [liii E?H ZQlZZR
0 0 0

Por lo tanto, de lo anterior observamos que se cumplen las condiciones del Teorema
de Sotomayor, con lo cual garantizamos que el sistema (4.9) presenta una bifurcacién
transcritica cuando el parametro R es igual a 1.

Ahora, vamos a garantizar la existencia de una onda viajera. Para hacer esto conside-
ramos el caso cuando R > 1 y que el sistema tiene s6lo dos equilibrios, Uy = (0, 0)
y Ui = (u1,,0). Para llevar esto a cabo, vamos a garantizar la existencia de una drbita
heteroclinica desde U; hacia Uy en el interior del cuarto cuadrante. En la [Figura 4.3(A)
se observa que la grafica de f(U) cuando tenemos sélo dos equilibrios, de la cual obser-
vamos que f'(Up) > 0y f'(U1) < 0. Luego, ya que suponemos que ¢ > 0, el anélisis de
estabilidad lineal muestra que los valores propios para cada punto de equilibrio son

1 nodo estable si ¢ > 4f'(Up)
N 244 =
Uo: As = 2 [ cEver—4f (UO)] = { foco estable si ¢ < 4f'(Up) (4.12)
) .
Up: X gy = 3 [—c + /2 — 4f’(U1)] = Punto silla para todo valor de ¢ > 0.

Mientras que los vectores propios asociados a cada valor propio que resultan de evaluar el
jacobiano en el equilibrio Uy son (1, A1) y (1, A_), los cuales se encuentran en el segundo
y cuarto cuadrante del retrato fase U-W, debido a que A+ < 0. Més atn, si consideramos
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a A_ como una funciéon dependiente de ¢, se verifica lo siguiente:

Y A
de 2 2 —4f"(Uy)
<0.

De lo cual podemos concluir que A_(c) es una funcién decreciente en c. Por lo tanto,
conforme incremente el valor de ¢, entonces el valor de A_ serd menor; lo cual también
implica que conforme se incremente el valor de ¢, el vector propio (1, A_) se acercara
mas al eje W.

Por otro lado, ya que la ceroclina-U tiene la forma:

W = —f(U) (4.13)

)
c
las siguientes afirmaciones son claras:

(1A) Conforme el valor de ¢ aumente, la ceroclina-u se acercard a cero uniformemente
en el intervalo [0, uy,].

(1B) Puesto que los equilibrios del sistema (4.9) son de la forma (U*,0), el valor de U*
no dependera de c.

(1C) Ya que la ecuacién (4.13)) es continua en el intervalo [0,uq,], por el Teorema de
_f(Umin) < _f(U)
C - C

Weierstrass, se garantiza que existe Uy € [0,u1,] tal que
todo U € [0,uy,].

para

Luego, ya que el campo vectorial asociado al sistema (4.9)), en el cuarto cuadrante,
cumple lo siguiente:

= U <0, cuando W <0y U > 0.
» W <0, cuando —f(U)/c < W.
= W >0, cuando —f(U)/c > W.

Se puede inferir que el vector propio asociado al valor propio positivo del punto de
equilibrio Uy, se encuentra contenido en la regién limitada por la recta W = 0 y la
ceroclina-U (ver . Luego, para una bola suficientemente pequena alrededor
del equilibrio Uy de radio €, se cumple que U? + W?2 < €2 para todo (U, W) € B.(Up).
Por otro lado, si consideramos al vector propio (1, A_) como un segmento de recta, se
tiene que dicho vector propio cumple la ecuacién W = A_U. Por lo tanto, las ordenadas
de la recta que estan en el interior de la bola B¢(Up) y pertenecen al cuarto cuadrante,
satisfacen la siguiente desigualdad:

ex_(c)

W > —r .
1+ X2 (c)
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Figura 4.7: Bosquejo del retrato fase del sistema (4.9)) al considerar dos puntos de equili-

brio. La linea punteada azul representa a la ceroclina-U (Ecuacion 4.13)). Las lineas rojas
son los vectores propios asociados a cada punto de equilibrio.

Finalmente, para garantizar la existencia de una érbita heteroclinica de U; a Uy, bastara
con que para un valor de ¢ = ¢*, se cumpla la siguiente desigualdad:

B FUmin) S ex_(c*)
< 14 A2 ()

, (4.14)

donde € es el radio de la bola B.(Up). Sabemos que este valor de ¢ = ¢* existe, debido a
que al incrementar el valor de ¢ la ceroclina-U se acerca a cero y el angulo que forman
el vector propio (1, A\_) con la recta U = 0 es cada vez menor, es decir, que el valor de ¢
es independiente del valor de €. Por lo tanto, podemos afirmar que para todo ¢ > c¢*, tal
que c* satisfaga la desigualdad , existira una orbita heteroclinica que conecte los
equilibrios Uy y Up.

4.4. Observaciones de ondas viajeras

En la presente seccién mostraremos, a nivel simulacién, diferentes escenarios que
presenta el sistema para una combinacién de parametros. Para hacer esto, haremos
variar el valor del pardametro p, el cual indica la proporcién de hospederos que “depreda”
a la poblaciéon de vectores, y las condiciones iniciales del sistema, obteniendo como
consecuencia, distintos tipos de ondas viajeras.

Para elaborar las simulaciones, los valores de los parametros empleados son: «,, = 0.2,
enp, = 0.8, ky = 20, py = 0.025 y 8, = 0.05; mientras que el valor de las condiciones
iniciales seran tomadas de acuerdo al escenario que busquemos estudiar. Por otro lado,
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Figura 4.8: (A) Retrato fase al considerar los valores de los pardmetros como en la
p = 0.13 y ¢ = 0.6. Las curvas rojas son las representaciones gréficas de
soluciones del sistema , mientras que la curva verde es la o6rbita heteroclinica que
une los equilibrios U; y Up. (B) Perfil de onda viajera que relaciona los equilibrios U; y
Uy a través de la orbita heteroclinica.

es importante resaltar que con el objetivo de hacer un estudio inicial, consideraremos
que la poblacién de hospederos se encuentra distribuido en forma homogénea a lo largo
del espacio. Ademads, a pesar de que nuestro sistema es de dos ecuaciones, en el presente
trabajo nos enfocaremos a estudiar la aparicion de ondas cuando la variable h esté en
su valor umbral, esto es, h = 1. El escenario de transicion, esto es, cuando consideremos
la dindmica de la poblacién h, lo dejaremos como trabajo futuro. Ademads, como primer
escenario de estudio consideraremos que la poblaciones se encuentran distribuidas en
forma homogénea en todo el espacio.

muestra la evoluciéon de la propagacién de vectores y la relacién de los
equilibrios de brote (Us) y de extincién (Up) de los vectores al considerar que el valor
del parametro p es igual a 0.11. Con este valor de p y los valores de los otros parame-
tros enunciados previamente, el valor aproximado del punto de equilibrio de brote del
sistema es igual a (14.1031,1). [Figura 4.9(A) muestra la condicién inicial que se
empled para esta simulacién, mientras que la [Figura 4.9(B) muestra el perfil de la onda
para tres diferentes tiempos, en donde se observa que la onda se estabiliza en el valor
tedrico de la ordenada del equilibrio de brote (14.1031) y que se mueve hacia la derecha.
Es importante resaltar que en este caso, a pesar de que se considere distintas amplitudes
para la condicién inicial de la poblacién de vectores, amplitud de la onda siempre se
estabilizara en el mismo valor.

Biolégicamente, la [Figura 4.9| nos dice que para cualquier niimero de vectores, la
propagacion avanzara conforme evolucione el tiempo, y una vez alcanzado el nivel de
saturacion, se mantendra en este nivel a lo largo del tiempo.

muestra la evolucién de la propagacién de vectores al considerar que el
valor del pardametro p es igual a 0.2 y que la condicién inicial asociada a los vectores
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Figura 4.9: Propagacion de la poblacién de vectores al considerar p = 0.11 y que la po-
blacién de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, tomando
como valor i = 1. (A) Condicién inicial ug(y) = 10.6 (1 + 60'25(|y+550|—350))72_ (B) Per-
fil de onda al considerar como tiempos de integracién 7 = 370.0035, 7o = 570.0015 y

73 = 770.0040. Es importante resaltar que 7 = 3.857t, donde ¢ se encuentra medido en
dias.

es igual a 2.0 (1 + 60'25(|y+550|*350))_2. Es importante mencionar, que con esta combina-
cién de pardametros, el sistema presenta biestabilidad, por lo que dependerd de la
condicidn inicial para saber a que equilibrio tiende su solucién asociada. En esta figura,
al igual que en la también observamos que la onda se mueve hacia la dere-
cha, y se diferencia en que en este caso se relacionan los equilibrios de refugio (Uy) y
de extincién (Uy) de los vectores. Es importante resaltar que con este valor de p y los
valores de los otros parametros enunciados previamente, el valor aproximado del punto
de equilibrio de refugio es igual a (0.53445, 1), lo cual es relevante, ya que en esta figura

se observa que tras alcanzar el valor de la abscisa del equilibrio de refugio, la amplitud
de la onda se estabilizard en dicho valor (0.53445).

Biolégicamente, podemos decir que para esta combinacién de parametros y condicién
inicial de los vectores, a pesar de que el espacio es ocupado por los vectores, estos
solamente alcanzan un nivel bajo (refugio).

En la[Figura 4.11] mostramos la evolucién de la propagacion de vectores al considerar
que el valor del parametro p y la condicién inicial asociada a los vectores son iguales
a 0.2y 10.6 (1 + 60.25(|y+550|—350))727 respectivamente. En este caso, los equilibrios de
refugio y brote (del sistema (4.3)) son iguales a (0.53445,1) y (12.678, 1), respectiva-
mente. En esta figura observamos que surgen dos ondas viajeras que se mueven hacia
la derecha y a diferente velocidad cada una. Estas ondas relacionan tres equilibrios de
nuestro sistema ([4.2), estos son, el equilibrio de brote (Us), el de refugio (Uy) y el de
extincién (Up) de los vectores. Es importante mencionar que la [Figura 4.11(B) muestra
que cada amplitud de onda se estabiliza en los equilibrios de refugio y brote. Por otro la-
do, consideramos que este escenario es biolégicamente muy interesante, ya que para esta
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Figura 4.10: Propagacién de la poblacion de vectores al considerar p = 0.20 y que la
poblaciéon de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, to-
mando como valor & = 1. (A) Condicién inicial ug(y) = 2 (1 + 60'25(|y+550|—350))72, (B)

Perfil de onda al considerar como tiempos de integracién 7 = 370.0035, 7o = 570.0015
y 73 = 770.0040.

combinacién de parametros la aparicion de estas dos ondas significa que inicialmente la
propagacion de los vectores se da a bajo nivel, lo cual podria entenderse que es un tipo

de reconocimiento del area, tras lo cual el nivel de los vectores aumentara hasta alcanzar
su nivel de saturacién (brote).
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Figura 4.11: Propagacion de la poblacion de vectores al considerar p = 0.20 y que la po-
blaciéon de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, tomando

como valor h = 1. En esta figura se muestra el perfil de onda al considerar como tiempos
de integracién 7 = 450, 79 = 650.0025, 73 = 800.0005.

La|Figura 4.12| muestra otro efecto de nuestro sistema (4.2)) que consideramos intere-
sante, esto es, la aparicién de dos ondas viajeras que se mueven en sentido contrario.
Para esta simulacion, el valor del pardametro p y la condicién inicial asociada a los vecto-
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res son iguales a 0.335 y 10.6 (1 + 60-25(\y+400\—350))72, respectivamente; lo cual conlleva
a que los valores aproximados de los equilibrios de refugio y brote sean (0.27112,1) y
(8.5136, 1), respectivamente. Esto tltimo nos muestra que aun seguimos en un escenario
de biestabilidad del sistema (4.2)). En la [Figura 4.12(A) mostramos la condicién inicial

empleada en esta simulacién, mientras que en la |[Figura 4.12(B) podemos observar que
estas ondas también relacionan los equilibrios de brote (Us), de refugio (Uy) y de ex-

tincién (Up) de los vectores, pero en este caso, la onda que relaciona los dos primeros
equilibrios se mueve hacia la izquierda, mientras que la onda que relaciona los equilibrios
de refugio y extincién se mueve hacia la derecha

Biolégicamente podemos decir que dependiendo de la amplitud de la onda, para
esta combinacién de pardmetros, si tenemos inicialmente un ntmero alto de vectores,
conforme el tiempo evolucione la propagaciéon de vectores se dard a bajo nivel, mientras

que la cantidad inicial de vectores decaerd tras estabilizarse inicialmente en su equilibrio
de brote.
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Figura 4.12: Propagacién de la poblaciéon de vectores al considerar p = 0.335 y que la
poblacion de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, to-
mando como valor h = 1. (A) Condicién inicial uo(y) = 10.6 (1 + 60‘25(‘y+400|_350))_2

y ho(y) = 1. (B) Perfil de onda para los tiempos de integraciéon 7 = 350.0010,
79 = 500.0040, 73 = 650.0025.

muestra la evolucion de la propagacion de vectores y la relacién de los
equilibrios de refugio (U;) y de extincién (Up) de los vectores al considerar que el valor
del parametro p es igual a 0.40, y la condicién inicial asociada a los vectores es igual a
10.6 (1 + 60‘25(|y+550|_350))_2. Con este valor de p y los valores de los otros parametros
enunciados previamente, el valor aproximado del punto de equilibrio de refugio del siste-
ma es igual a (0.22271, 1). [Figura 4.9(A) muestra la condicién inicial que se empleo
para esta simulacién, mientras que la (B) muestra el perfil de la onda para
tres diferentes tiempos, en donde se observa que la amplitud de la onda se estabiliza en
el valor tedrico de la ordenada del equilibrio de refugio y que se mueve hacia la derecha.
Es importante resaltar que en este caso, a pesar de que se considere distintas amplitudes
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para la condicién inicial de la poblacién de vectores, la amplitud de la onda siempre se
estabilizard en el mismo valor.

Biolégicamente, la |[Figura 4.13| nos dice que para cualquier nimero de vectores, la
propagacion avanzara conforme evolucione el tiempo, y una vez alcanzado el nivel de
refugio, se mantendra en este nivel a lo largo del tiempo.
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Figura 4.13: Propagacién de la poblacién de vectores al considerar p = 0.40 y que la po-
blacién de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, tomando
como valor h = 1. En esta figura se muestra el perfil de onda al considerar como tiempos
de integracién 7 = 370.0035, 7o = 570.0015, 73 = 770.0040.

Tras observar la propagacion de los vectores bajo diferentes escenarios al considerar
que la condicién inicial asociada a la poblacién de hospederos es igual a su valor umbral
h = 1 y que se distribuye homogéneamente en todo el espacio, esto es, en toda el
drea de estudio. Procedemos a mostrar que ocurre cuando la poblacién de hospederos
no estd presente en todo el area de estudio. Para hacer esto, consideramos distintos
porcentajes de drea ocupada, lo cual se hace con el objetivo de observar cuando surgen las
ondas viajeras vistas en el caso del 100 % de area ocupada. Procedemos con este estudio
considerando que el area estd ocupada por viviendas y estas se encuentran distribuidas
uniformemente a lo largo del porcentaje de area ocupada, esto es, el tamano de area no
ocupada entre casas, es el mismo.

En la se reportan cinco distintas regiones. La region 1 es aquella donde
aparece sélo una onda, la cual relaciona los equilibrios de brote y de extincién de la
poblacién de vectores. Esta onda se mueve hacia la derecha. En la region 2 surgen dos
niveles de onda, los cuales relacionan los niveles de brote, refugio y extincién. Estas ondas
también se mueven hacia la derecha. La regién 3 es aquella donde también aparecen dos
niveles de onda. Sin embargo, en este caso las ondas se mueven en direcciones opuestas.
En la regién 4 aparece sélo una onda, la cual enlaza el nivel de refugio con el de extinciéon
de la poblacién de vectores. Esta onda se mueve hacia la derecha. Finalmente, en la regién
5, no surgen ondas viajeras.

La [Figura 4.14] muestra que conforme el porcentaje de area ocupada sea menor, las
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regiones 1, 2 y 3 decreceran, incrementandose el tamafnio de la regién 4; mientras que
si el drea ocupada es aproximadamente menor que el 20 %, entonces no surgirdn ondas
viajeras. Por otro lado, con la combinacion de parametros empleada, también podemos
observar que existen valores de p para el cual, al variar el porcentaje de adreas ocupadas,
podemos encontrarnos en todas las regiones reportadas.

0 20 4b 66 86 100

% Area ocupada
Figura 4.14: Regiones donde aparecen los distintos tipos de onda. (1) Una onda (nivel de
brote). (2) Dos ondas (niveles de refugio y brote). (3) Dos ondas, las cuales se mueven
en direcciones opuestas. (4) Una onda (nivel de refugio). (5) No hay ondas.

Otro punto importante a resaltar es que en el proceso de definir las regiones que apa-
recen en la también se observé que al variar el porcentaje de drea ocupada,
el valor donde la amplitud de la onda viajera se estabiliza cambia significativamente. La
muestra que al considerar un valor de p cercano a cero, esto es, 0.001, se
observa que conforme se incremente el porcentaje de area desocupada, el valor en donde
se estabilice la onda viajera serd menor, disminuyendo hasta aproximadamente la tercera
parte del valor que toma cuando el drea ocupada es el 100 %. También se observa que
cada onda se mueve a diferente velocidad, ya que los perfiles de onda mostrados se dan
cuando 7 = 720. Estos efectos son también observados para todo valor de p.

Biolégicamente, este resultado muestra que entre més espacio haya entre cada ca-
sa, el proceso de propagacién de los vectores serd mads lento e incluso se saturard a
diferente valor. Es importante resaltar que para ciertos valores de p esto ultimo ocurre
independiente del nimero inicial de vectores que exista en el medio.

4.5. Conclusiones

En el presente capitulo se estudia otro aspecto de la enfermedad de Chagas, esto
es, la infestacién de viviendas por parte del vector. Consideramos que ya que algunas
especies de vectores de la enfermedad de Chagas invaden regiones por temporadas desde
zonas donde la enfermedad es endémica, entender como mantener a la poblacién de
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Figura 4.15: Perfiles de onda al considerar como valor inicial para la poblacién de vectores
igual a 10.6 (1 + 60-25(\y+550\—350))*2 v 71 = 720. En el perfil de color rojo se considera
que el 100% del drea estd ocupada. En el perfil de color verse, el drea ocupada es el
50 %; mientras que en el perfil de color azul, el drea ocupada es igual al 30 %.

vectores en niveles bajos, podria ser de mucha utilidad para controlar la propagacién de
la enfermedad.

Para hacer esto, se plante6 un modelo matematico, en el cual se considerd la nece-
sidad del vector de alimentarse de los hospederos, el movimiento de los vectores hacia
lugares donde exista su fuente de alimento y una mortalidad, tanto natural, como por
la predacién por parte de los hospederos. Esto tdltimo se origina debido a que algunos
animales ingieren a los vectores y que algunos humanos los exterminan debido al cono-
cimiento que tienen sobre la enfermedad de Chagas. Como consecuencia de todas estas
hipétesis se dio origen a un modelo en el cual los vectores fungen como depredadores y
presas.

Nuestros resultados matemadticos senalan la existencia de un pardmetro (R) que
garantiza la existencia de equilibrios de coexistencia, esto es, soluciones donde existe la
presencia de la poblacion de vectores y hospederos en forma simultanea. Estos equilibrios
son bioldgicamente importantes, ya que senalan la existencia de niveles de poblacién
de vectores mayores que cero, los cuales podrian transmitir la enfermedad de Chagas.
Ademsds, en forma numérica también se observo que al variar el valor de p, pueden surgir
hasta tres equilibrios de coexistencia en forma simultanea, originandose una biestabilidad
en el sistema. Dicha biestabilidad se observa en los equilibrios de refugio y brote, los
cuales podemos interpretar como los niveles de la poblacién de vectores en los cuales
estos se mantienen a bajo nivel (escondidos) o saturan el medio.

Numéricamente hemos observado la aparicién de distintos tipos de ondas viajeras, las
cuales han surgido de variar el valor del pardmetro que indica la proporciéon de hospederos
que depredan (p) y la condicién inicial de la poblacién de vectores. Esto tltimo fue
observado al considerar que nos encontramos en el equilibrio umbral de la poblacién de
hospederos (h = 1). Entre los tipos de ondas obtenidos que consideramos resaltantes son
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dos ondas simultédneas que viajan hacia la derecha (a diferente velocidad) y también que
se mueven en sentido opuesto. Similares resultados de miltiples ondas han sido obtenidos
en sistemas que presentan biestabilidad [72, [73]. Por otro lado, también mostramos la
relacion que existe entre las condiciones iniciales de hospederos y la aparicién de distintos
tipos de onda cuando variamos el valor del parametro p.

Biolégicamente, el estudio de estas ondas viajeras es importante, puesto que nos per-
miten observar el proceso de infestacién de un drea determinada al suponer la cantidad
de drea que estd ocupada. Asimismo, la presencia de casos donde aparecen dos ondas
simultdneas, nos hace pensar que el proceso de infestacién muchas veces es precedido
por un nivel bajo de poblacion de vectores, el cual podria pensarse como la etapa de
invasién, seguido (a una velocidad més lenta, pero constante) de un nivel de saturacién
en el medio. En este ultimo caso, una consideracién importante es la cantidad inicial de
vectores presentes en el medio.
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Capitulo 5

Discusiones finales

En el presente trabajo abordamos tres diferentes enfoques para la modelacién de
la enfermedad de Chagas. La motivacién de hacer esto surge de entender las distintas
caracteristicas que presenta la enfermedad y presentar algunas ideas de aspecto tedrico o
practico para poder ayudar a encaminar alguna solucién para resolver este serio problema
de salud publica.

Los enfoques presentados a lo largo del presente trabajo abordaron aspectos carac-
teristicos de la enfermedad de Chagas en zonas rurales. Primero, se abordé el caso de
la propagacién de la enfermedad al considerar el estilo de vida de los habitantes de las
zonas rurales como un importante medio para la transmisién. Los resultados muestran
la importancia en la propagaciéon de la enfermedad tanto del tiempo de residencia de
los animales que van a pastar, como de las proporciones de animales involucradas en la
transmisién. Es importante resaltar que a pesar de los resultados obtenidos, el modelo
planteado presenta hipdtesis que se deben ajustar mas a la realidad de la dindmica po-
blacional en dichas areas. Como por ejemplo, el considerar cada especie de animal como
una poblacién diferente, ya que, en nuestro modelo se agrupé todas las especies en una
sola clase con el objetivo de poder estudiar el aspecto cualitativo del modelo completo.
En este enfoque quedan como trabajos pendiente dos aspectos: el poder estudiar numéri-
camente un modelo que presente cada poblacion de hospederos en forma independiente,
y considerar el enfoque econémico para poder dar una estrategia éptima de pastoreo.

En el segundo enfoque abordamos una aproximacién de la dinamica de la enferme-
dad de Chagas a nivel celular, para lo cual consideramos interaccién entre los parésitos-
linfocitos-células. Este enfoque toma en consideracién la caracteristica de autoinmunidad
que puede presentarse en la enfermedad. El capitulo que abarca este enfoque busca dar
una base tedrica para entender esta dindmica, mostrando la existencia de un pardmetro
que podria ser importante para disminuir los niveles de parésitos en el organismo y de es-
ta forma controlar la enfermedad. Sin embargo, un aspecto que consideramos importante
mencionar es que esta primera aproximacién de la dindamica célular sélo presenta una
séla poblacién de linfocitos y células, lo cual podria ser mejorado al considerar las células
del sistema inmune con mas importancia en el control de la proliferacién de los parasitos,
y que la poblacion de células esté separada en marcadas y no marcadas. Ademas de lo
anterior mencionado, también creemos que plantear un modelo que relacione la dinamica
interior con la exterior podria ser una linea interasante a seguir, ya que dependiendo de
la cantidad de parésitos en el flujo sanguineo de un hospedero infectado, es mas o menos
probable que un vector se infecte y propague la enfermedad.
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Finalmente, en el tercer enfoque buscamos estudiar el proceso de invasion de la
poblacion de vectores en una determinada area. Para hacer esto, consideramos que la
poblacion de vectores presenta un proceso difusivo, y puesto que son hematofagos, la
tasa de crecimiento dependera de la poblacion de hospederos presente en el medio. En el
capitulo que aborda este enfoque, se buscé dar condiciones matematicas para garantizar
la existencia de ondas viajeras, lo cual creemos interesante, ya que nos puede dar una
idea de como ocurre el proceso de invasién. Con este objetivo, se hizo un analisis local,
mostrando que pueden existir en forma simultianea hasta tres equilibrios de coexistencia,
los cuales biolégicamente indican 3 niveles distintos de vectores. Esto tltimo es impor-
tante, ya que matemdticamente la dindmica local muestra biestabilidad, lo que indica
la importancia del nimero de vectores al inicio de la propagacién. Asimismo, cuando
nos encontramos en el rango de los valores de los parametros que indican biestabilidad,
nuestros resultados muestran, en el modelo con término difusivo, la aparicién de ondas
viajeras que relacionan tres puntos de equilibrio, viajando en la misma direcciéon o en
opuestas. Por otro lado, consideramos que un aspecto muy importante a seguir estu-
diando es analizar qué ocurre en el transitorio del sistema, es decir, cuando la variable
de hospederos no se encuentre en su equilibrio, y también relacionar la propagacion de
la poblacion de vectores con el proceso de transmisién de la enfermedad de Chagas para
diferentes proporciones de areas ocupadas.

Cerramos el presente trabajo, mencionando el articulo y participaciones en congresos
que han sido frutos de este trabajo:

» Acuna-Zegarra, M. A., Olmos-Liceaga, D., and Velasco-Herndndez, J. X. (2018).
The role of animal grazing in the spread of Chagas disease. Journal of Theoretical
Biology, 457, 19-28.

= Octubre 2016. XLIX Congreso Nacional de la Sociedad Matemética Mexicana,
Aguascalientes, México. Titulo de la ponencia: Modelado de la enfermedad de
chagas: Interaccién entre el ciclo doméstico y silvestre.

= Marzo 2017. XXVII Semana Nacional de Investigacién y Docencia en Matematicas,
Hermosillo, Sonora. Pdster: Modelacion matemaética de la enfermedad de Chagas.

= Agosto 2017. X Congreso Latinoamericano de Biomatematicas, Cusco, Pert. Titulo
de la ponencia: El rol del tiempo de residencia de los animales domésticos en la
dindmica de la enfermedad de Chagas.
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