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Introduccion

El objetivo de este trabajo es calcular la seccién eficaz para el proceso de aniquilacién ete™ — putpu~
a energias ultra-relativistas, esto es en el rango de energias /s = 10 —40, donde /s = (E.+ + E,-)
se utiliza para denotar la energia en el centro de masa. Realizando una comparacién del rango
de energias en el que se estd trabajando con las masas de las particulas, masa del electréon es
me ~ 0,5MeV y la masa del muon es m, ~ 105MeV, es facil ver que la energia en la que se
trabaja es mucho mas grande que las masas de estas particulas, £ > m, esto implica que F ~ P,
donde P es la suma de momentos de estas particulas, por lo que podemos tomar el limite m — 0,
esto implica que estas particulas se mueven a velocidades similares a la de la luz, por ello a este
limite se le conoce como limite ultra-relativista.

Como se mencion6 anteriormente, el objetivo principal de este trabajo es calcular la seccién trans-
versal para el proceso de aniquilacion ete™ — pu*p~. Esto se realiza utilizando dos métodos
diferentes, para el primer método utilizamos la aproximacion ultra-relativista, este método nos
permite entender de una forma maés clara la fisica detras de este proceso, sin embargo, ya que esta
es solo una aproximacion, es necesario calcular la seccion eficaz total para ver si esta aproximacion
es buen. Es aqui donde se utiliza un segundo método algebraico, este método nos da la forma com-
pleta de la seccion eficaz, pero hace uso mas de la matematica que de la fisica involucrada en el
problema. Para finalizar se utilizan datos experimentales y se comparan con los calculos realizados.
Para estudiar la seccion eficaz para el proceso en cuestion es necesario definir esta cantidad, de
esta forma tendremos una idea de los conceptos fisicos y matematicos que necesitaremos. Por

ejemplo, en el parrafo anterior se mencion6 que las energias a las que se estudiard el proceso en
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cuestiéon son energias ultra-relativistas, esto nos dice que trataremos con particulas que viajan a
velocidades cercanas a las de la luz, de aqui podemos concluir que una teoria relativista para la
mecanica cuantica es necesaria, para aborda este tipo de problemas. Esto se trata en el primer
capitulo de este trabajo, en el cual se concluye que la ecuacién de Dirac es la que proporciona los
mejores resultados para estudiar fermiones, particulas con spin fraccionario, como los electrones,

positrones, muones y anti-muones.



Capitulo 1

Marco teorico

1.1. Seccion eficaz

Para definir la seccion eficaz, empezamos por tomar en cuenta el flujo de particulas con un estado
inicial dado, donde el flujo se define como el niimero de particulas que cruzan una unidad de area
por unidad de tiempo. Imaginemos un haz de particulas de tipo a, con flujo ¢, cruzando una region
del espacio que contiene una cantidad n, de particulas del tipo b por unidad de volumen. La tasa
de interaccién por particula, que se denotara como 7y, es proporcional al flujo de particulas de tipo

a, por lo que podemos escribir 1, como

TbZO'(ba (11)

la parte mas importante de la ecuacion (1.1) es la cantidad o, que estd dada en unidades de area
y se define como la seccién eficaz de interaccion. Podemos pensar en la seccion eficaz como el
area fisica de interaccién de cada particula, esto es cierto en la mecéanica clasica , sin embargo,
en el contexto de la mecanica cuantica, la seccién eficaz proporciona una probabilidad de que las
particulas interaccionen.

La definiciéon de seccién eficaz se ilustra en la figura (1.1(a)) como una particula a viajando a una

3



1.1. Seccién eficaz 4

velocidad v, en una region definida por el area A, que contiene una cantidad n, de particulas del
tipo b por unidad de volumen, estas particulas a su vez tienen una velocidad v, en la direccién
opuesta a v,. En un tiempo 0t las particulas a cruzan una region que contiene 6N = ny(v, + vp,) Aot

particulas del tipo b.

([T TS

T

(a) (b)

Figura 1.1: La figura (a) muestra una una particula incidente de tipo a (blanca) atravesando una
regién que contiene particulas del tipo b (negras). La figura (b) muestra una vista transversal de
la region por donde pasa la particula incidente en un tiempo d6t,indicando la seccion transversal de
cada particula la cual es mayor que su area aparente.

La probabilidad de interaccién se puede obtener al dividir el area efectiva de la seccion eficaz de
las 6N particulas, entre el area A. Esto se puede ver como la probabilidad de que las particulas
incidentes pasen por alguna de las regiones de area o alrededor de las particulas d/V, esta area se

ilustra en la figura (b). La probabilidad de interaccién P se puede escribir como

_ O6No  ny(va + vp) Aodt

oP I "

= nyvodt

donde v = v, + vp. De esta forma la tasa de interaccion para cada particula de tipo a sera

_dP
Cdt

Ta = npUo.

Para un haz de particulas de tipo @, con un numero de densidad de n,, confinadas a un volumen

4



1.2. Ecuacién de Dirac 5)

V', la tasa de interaccién total es:
rate = ron,V = (nyvo)n,V.
Esta ecuacion se puede escribir como
rate = (nav)(npV)o = ¢Nyo (1.2)
Asi, la tasa de transicion total es
rate = flujo x nimero de particulas objetivo x seccién transversal,

Esto es coincide con (1.1). Asi, la seccién transversal para un proceso se define como

numero de interacciéon por unidad de tiempo por particulas objetivo

g =
flujo incidente

Es necesario notar que el flujo ¢ toma en cuenta el movimiento relativo de las particulas.

Con esto queda claro que hay dos cantidades principales que nos interesa calcular, la taza de
transicion de estados, y el flujo de particulas. De la mecanica cudntica hay una expresion que nos
da la taza de transicién entre estados, esta expresion es llamada la Regla Dorada de Fermi. El
flujo de particulas lo obtendremos como resultado de utilizar esta regla en el Capitulo (1.3) . Por

ahora, comencemos por definir una teoria relativista para la mecanica cuantica.

1.2. Ecuacion de Dirac

Antes de pasar a estudiar la ecuacion de Dirac, veamos porque utilizaremos esta ecuacién. Para
esto se dara una breve introducciéon a la ecuacion de Klein-Gordon y porque esta ecuacién no nos

es util para este trabajo.
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1.2.1. Ecuacién de Klein-Gordon

Para darle un seguimiento apropiado a este trabajo, se comenzara con una breve introduccion a la
ecuacion de Klein-Gordon, ya que el primer intento de formar una teoria relativista para la meca-
nica cuantica fue basado en esta ecuacion. Los requerimientos para formular una teoria relativista
de la mecéanica cudntica es que, la ecuacién de onda asociada se invariante ante transformaciones
de Lorentz, tomemos como ejemplo la ecuacién de Schrodinger. Esta ecuacion tiene derivadas de
primer orden en el tiempo y derivadas de segundo orden en el espacio, debido a la diferente depen-
dencia respecto al espacio y el tiempo, esta no es invariante ante transformaciones de Lorentz, por
lo cual no proporciona una descripcién adecuada a particulas relativistas. Otro requerimiento es
que dicha ecuacion respete la relacion de energia de Einstein, comencemos contrayendo la ecuacion

de Klein-Gordon con esta relacion:

E? = P*c¢2 + m*c (1.3)
Si tomamos a F'y P como operadores
. 0 - 0
E =ih— P =1ih— 1.4
T o (14)

actuando sobre una funcién de onda 1, obtenemos

2 0% 2 272 2 4
h*— = h*c*V*Y — m*cy (1.5)
ot?
Esta es la ecuacién de Klein-Gordon para la cuantica relativista, la cual tiene derivadas de segundo

orden en ambos términos, espacial y temporal, por lo que esta es invariante de Lorentz. Para

demostrar esto reescribimos (1.5) en su forma invariante

(09, —m=)ib =0 (1.6)
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donde
0? 0? 0? 0?

00 = 20t Pr Py 2z

es el producto escalar invariante de Lorentz de dos cuatro-vectores. La ecuacion de Klein-Gordon

tiene la siguiente solucion

w(X’ t) _ Nei(PX*E't)

Donde N es la constante de normalizacién. Al sustituir esto en obtenemos
E)(X,1) = P2(X, 1) + m*cp(X, 1)

con esto podemos ver que la solucién cumple con la relacion de energia de Einstein donde la energia

de la particula es

E=+p? +m?

Es aqui donde encontramos un problema, podemos ver que existen soluciones con energias nega-
tivas, las cuales no sabemos como interpretar, y a diferencia de la mecanica clasica, donde estas
soluciones se pueden ignorar, en la mecanica cuantica todas las soluciones posibles se deben de
tomar en cuenta para obtener un conjunto completo de estados, por lo que no podemos igno-
rar dichas soluciones. Otro problema surge con la densidad de probabilidad, veamos. Tomando la

diferencia ¢*x (1.5)-1x(1.5)*, usando * para referirnos al conjugado de esas ecuaciones, tenemos

*GQw _ E2 82@5* o

2 L (F2202 2 AN 2 22, % 2 A
ﬁ¢8t2 ﬁw@ﬂ V(R —m*c) — (A c* V2" — m*c y™)
tilizando la regla de la cadena
0 o o™
2 * o — 2 2 . * _ *
h_8t< e wat) h*c*V - (P*Vip —pV*).

7
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Comparando con la ecuacién de continuidad

. Op

obtenemos la densidad de probabilidad y la corriente de probabilidad

p—z(wg— m) J = iV — pV) (17)

Donde el factor de i se incluye para asegurar que la densidad de probabilidad es real. Substituyendo

la solucion a la ecuacion de Klein-Gordon en la densidad de probabilidad obtenemos
p=2IN|E

La dependencia de la densidad de probabilidad en la energia implica que existen densidades de
probabilidades negativas, esto en su momento fue un problema, por lo cual se buscé una nueva
ecuacion para describir la mecanica cuantica relativista. El resultado fue le ecuacién de Dirac y es

lo que se estudiara en la siguiente seccion.

1.2.2. Ecuacion de Dirac

Ya que se ha dado una explicacion de porque la ecuacion de Klein-Gordon no es 1til en este trabajo,
empecemos por derivar la ecuacién de Dirac. La ecuacién de Dirac fue la respuesta a los problemas
que presenta la ecuacion de Klein-Gordon, esta ecuacién también proporciona una descripcion
natural del spin intrinseco y los momentos magnéticos de las particulas con spin fraccionario,
también conocidas como fermiones.

Comencemos por imponer que la ecuacién de Dirac cumpla con tres condiciones
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= La densidad de probabilidad para la ecuacién de continuidad debe de ser de la forma

p(x) =P (1.8)

para asegurar que esta sea positiva, ademés debe ser constante en el tiempo.
» Debe cumplir con la relacién energia-momento ((1.3)) para la particula libre relativista

= Debe existir una forma covariante, es decir, debe de existir una forma invariante ante trans-

formaciones de Lorentz.

Ya conocemos una ecuacion que cumple con el primer punto, la ecuacion de Schrodinger

ih— = Hi (1.9)

Se propone que la ecuacién de Dirac tenga la misma forma, es decir, que tenga derivadas de primer

orden temporales y espaciales . Por esta razén, se propone un hamiltoniano de la forma

. hc ([ O 0 .0 -
= [7 <a13x1 + a28x2 + a38x3> - BmOCZ] . (1.10)

Sustituyendo (1.10) en (1.9) se obtiene la ecuacién de Dirac

oY he 0 0 0 s
th—=|— |« + +a + Bmyc . 1.11
ot { i ( Lot 2 92 3(99(:3) frmoc” | ¢ (1.11)
El punto de atencion aqui son los coeficientes &; y 37 sospechamos que estos coeficientes no son
nimeros escalares y por esta razén se denotan con el simbolo A. Para encontrar la naturaleza
de & v B debemos tomar en cuenta que las soluciones a (1.11) deben satisfacer la relacién de
energia-momento de Einstein.

Para que la ecuacién de Dirac cumpla con la relacion de energia-momento v, debe satisfacer la
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ecuacion de Klein-Gordon

—il?—— = (—R**V? + mic) 1. (1.12)

o2
ya que como se mostré anteriormente, esta ecuacién cumple con esta condicién. Para esto debemos
obtener la segunda derivada de la ecuaciéon de Dirac, en los términos espaciales y de tiempo.
Primero proponemos que el hamiltoniano en la ecuacién de Klein-Gordon sea el cuadrado de un

hamiltoniano anterior, este hamiltoniano es de la forma

ch 0

_ (s 2
H=(dig - ) (1.13)

donde &; y B son coeficientes de la ecuacion Dirac y el indice i = 1, 2, 3. Obtenemos el cuadrado

del hamiltoniano

ch . 0 N ch 0
H? = (70418—% + Bmoc?) (— a]a + Bmoc?)

Yoo o? mee® [~ .~ 0 = O o
= —h‘c ZZJ:O@O./]' 8:L‘Zax] + ; Z(l/zﬁa—xl + zj:ﬂaja—x] + 52m00

7

La primer sumatoria se puede escribir como

0? Q0 + a;q;  0?
2 2 322 i %
—he Zal%ax 0 = e Zj 2 O0x;0x;

el factor de 1/2 se agrega para evitar la suma doble sobre el mismo indice. En la segunda sumatoria,

podemos renombrar los términos 3¢; ;, para poder agruparlos:

3

o () 5 )

%

%

Asi H? es de la forma

2 G+ did 02 Fimoc® < . )
H? = P’y — 5 J Zax'ax’ +— Z(diﬁ—i—ﬁdz-) o + 32m2ct (1.14)
7 7 i 7

]

10



1.2. Ecuacién de Dirac 11

sustituyendo este hamiltoniano en la ecuacion de Dirac (1.11) obtenemos

L 0% ) 2N Gidy + djéy 0P hmo® e[ 5 5.\ O S 2 4
—@hw = (—h c ; 5 D207, + - Z (azﬂ-l—ﬁai) oz, + B?mect | (1.15)

7

Comparando (1.15) con (1.12) podemos ver que para satisfacer la ecuacién de Klein-Gordon, los

siguientes requisitos son necesarios para @; y (3

a3 + Ba; = (1.16)

la tinica forma que @; y § puedan cumplir con estas condiciones, es solo si estas son matrices.
De vuelta a la ecuacién de Dirac, podemos decir que si & y [ son matrices, entonces ¢ no es un

nimero escalar, sino un vector columna

Y= ; (1.17)

YN (xvt)

De la relacién &? = 52 = 1 podemos concluir que los valores propios son +1. Esto se puede

demostrar como sigue: sea F' una autofunciéon de @; tenemos
a; F = \F
donde A es un valor propio, aplicando «a; de nuevo
a;°F = N°F =1F
de aqui podemos concluir que A = +1.

11
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También podemos demostrar que la traza de estas matrices es 0, utilizando la relacion q; B + B a; =0

se obtiene

6.6 =~ (119
y utilizando la propiedad ciclica de la traza Tr(BCA) = Tr(ABC), tenemos que traza de @;
Tr(d;) = Tr(d;6%) = Tr(Bd;B).
ahora de (1.18) lo anterior puede ser reescrito como
Tr(a;) =Tr(—aq;),

esto solo puede ser verdad si la traza es 0. Ya que la traza de las matrices &; y [ es igual a la
suma de sus de sus valores propios, es decir es igual a 0, esto solo puede ser si las matrices son
de dimensiones iguales N x N. Por tltimo, para que el hamiltoniano permanezca Hermitiano, las

matrices tienen que ser Hermitianas también, esto es

BZ:BJ7

con las relaciones que se han establecido con las matrices, podemos introducir una forma explicita

para las matrices y se escoge la representacion de Dirac-Pauli, basadas en las matrices de spin de

Pauli
0 g; ~ I 0
g; 0 0 —1I
donde
0 1 0 —i 1 0
o1 = 09 = O3 = . (120)
1 0 t 0 0 —1

12



1.2. Ecuacién de Dirac 13

Aqui o0; son las matrices de Pauli y I son las matrices identidad 2 x 2, por lo que & y B son
matrices 4 x 4. Esto implica que la soluciones al a ecuacién de Dirac (1.17), tienen 4 componentes,
ademas por su relacion con las matrices de spin de Pauli se les conoce como biespinores o espinores
de Dirac. Vale la pena mencionar que las predicciones fisicas que se obtengan de la ecuaciéon de
Dirac no dependeran de la representacion especifica de se utilice. La fisica de la ecuacion de Dirac
depende del algebra satisfecho por las matrices &; y B . Por lo tanto, cualquier forma explicita que
satisfaga las relaciones (1.16), son un forma valida para las matrices.

Demostremos que la condicién ¢;a; + a;d; = 20;;1 se cumple, primero calculemos el termino &;&;

o 0 a; 0 0;j 0,035 0
g; 0 g 0 0 005

para ;&; tenemos

o 005 0

Oéz'Oéj =

0 0;0;
Asi
o . 0,05+ 0,04 0

0 O'iO'j‘i‘O'jO'i

0102 = = Yy 0201 =

13



1.2. Ecuacién de Dirac 14

022022 + 022022 = 21.

Haciendo lo mismo para las combinaciones de matrices restantes obtenemos el mismo resultado;
0 para matrices diferentes y 21 cuando las matrices Pauli son iguales, por lo tanto se cumple la

condicién.

1.2.3. Densidad y corriente de probabilidad

Veamos si la ecuacién de Dirac cumple con el primer punto que impusimos sobre esta, que exista
una densidad de probabilidad positiva. Antes de continuar, introducimos las unidades naturales

en la fisica de particulas. Para esto se elige

h=c=1 (1.21)

Esto nos permite expresar cantidades como tiempo, energia, longitud y area en términos de una solo
cantidad, esto es, en Gev (gigaelectronvoltios). Ademas, tiene la ventaja de simplificar expresiones
algebraicas ya que no hay necesidad de cargar con potencias de i y c. Esto simplifica la ecuacion

de Dirac

0 . 0 .0 .0 A

Para encontrar la densidad de probabilidad y la corriente de probabilidad, debemos introducir la

forma general de la ecuacion de continuidad

. Op
Vit g =0 (1.23)

donde j es la corriente de probabilidad y p es la densidad de probabilidad. Para calcular la ecuacién

14



1.2. Ecuacién de Dirac 15

de continuidad para la ecuacién de Dirac necesitamos el conjugado Hermitiano de (1.22) que es

(92/1T .0 . 0 . 0 A

el conjugado Hermitiano ' reemplaza el complejo conjugado ¥* porque 7 es un espinor de 4
componentes. Dado que &' = &, las matrices permanecen igual. El procedimiento es el mismo
utilizado para la ecuacién de Schrodinger. Multiplicando (1.22) por 9T desde la izquierda y (1.24)

por ¢ por la derecha. Finalmente sumamos (1.22) y (1.24) y dividimos por i, para obtener

0¥ 8¢

875 az3——= + fm

op .o 0 4
T w ot {— 183:'1 042@— Gy 0]

ot ot ot
* [_al out  opr T Cous frmo | -

Los términos con masa se cancelan, de aqui es facil ver que la derivada de un producto se aplica

en cada lado de la igualdad, esto es

oty oylaw

= — . 1.2
ot Ozt (1.25)
Comparando (1.25) y (1.23) podemos ver que
Op _ 0¥l
i 1.2
ot ot (1.26)
8/17&1.(]{7//4/} _ T/\
V. e =V -¢Y'a¢ (1.27)
por lo tanto
p =y (1.28)
j=dvlan (1.29)

15
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En términos de los componentes de los espinores de Dirac la densidad de probabilidad es

VI = [ + [l + 15 + [

como podemos ver, la densidad de probabilidad es positiva, esto cumple con la primera condicién
que se le impuso a la ecuacion de Dirac. Esto elimina el problema de densidades de probabilidad

negativas que se tenia con la ecuacién de Klein-Gordon.

1.2.4. Forma covariante de la ecuacion de Dirac

Antes de encontrar una solucion a la ecuacién de Dirac para la particula libre, pasemos a probar la
ultima condicién que impusimos sobre la ecuacién de Dirac, esta es, que exista una forma covariante
de (1.22). Utilizar la forma covariante de (1.22) conducira a algunas identidades que simplificaran
algunos de los calculos en este trabajo, pero la razén mas importante, es porque la forma covariante
es invariante de Lorentz.

Para esto multiplicamos el lado izquierdo de (1.22) por B

N NN ROy T NP T R
554—,@@1%4-6@2@4—6@3%_527”0#} =0 (1.30)

Llamaremos 7 al producto entre las matrices &; v 3
V=8 =6 i=123. (1.31)

Donde k£ = 1,2, 3. Etiquetando a las 4 matrices v con el indice p y utilizando la definicién de la

g (2 90 9 0
B\ ot oxl 9x2’ 923

16
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podemos reescribir (1.30) de una forma méas compacta

iv'o, ) —mip = 0. (1.32)

Por supuesto, las propiedades de las matrices 7 se pueden obtener de (1.16), principalmente Bz =

4? =1y Ba = —apB. Asi obtenemos las siguientes relaciones para las matrices =y

() =p=1

Las expresiones anteriores se pueden expresar como una relaciéon de anticommutacion

{777} =AY+ = 29"71 (1.33)

Ahora vemos si las matrices v son Hermitianas

() =8 =8=4°

(")) = (Baw)" = aLﬁT = = —Pay = —"

podemos ver que el v* es anti-Hermitiano

Corriente covariante

Se encontrd la forma de la corriente de probabilidad en (1.27) y de aqui se puede ver que depende

explicitamente de las matrices &;. Asi podemos reescribir la corriente de probabilidad en términos

17



1.2. Ecuacién de Dirac 18

de las matrices

j = Pa

sabemos que 7° = 32 y 4% = Bday,. Asi introducimos la cuatri-corriente

7* = Ty . (1.34)

Introduciendo el espinor adjunto 1, definido como

1T 0

con esto podemos reescribir (1.34) como sigue
" =y (1.35)

donde p=0,1,2,3

1.2.5. Soluciones a la particula libre

Las soluciones a la particula libre para la ecuacion de Dirac son funciones de onda plana de la

siguiente forma

Y = u(E,p)e're=E (1.36)

donde u(E, p) se denominan los espinores de Dirac. La forma de estos espinores son las siguientes:

para las particulas tenemos

i = ui(E,p)ermTE)

18
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1 0

0 1
EI—jf—zm p§+£y
pz+ipy —Pz
E+m E+m

Y para las antiparticulas

Pz —ipy Pz
E+m E+m
=Pz Pz tipy
n=N|""1, wv,=N|""]. (1.38)
0 1
1 0

Donde N es una constante de normalizacién. Al sustituir estas soluciones en la ecuacion de Dirac,

recuperamos la relacion de energia momento de Einstein

E =v/p* +m2

Es importante mencionar que existen soluciones a la ecuacién de Dirac las cuales dan como resul-

tado estados con energias negativas, esto es

E=—/p> +m

sin embargo, estas no son de interés en este trabajo. El calculo detallado de estas soluciones, al
igual que las soluciones (1.37) y (1.38) se encuentran en el Apéndice A.

Encontremos la constante de normalizaciéon para el espinor ; de la definicion de densidad de

probabilidad
p =M = ()T = uluy

19



1.2. Ecuacién de Dirac 20

T es para denotar la traspuesta del espinor. Esto explicitamente es

2 2 2
. P, +D 2FE
wluy = |NJ? (1+( b y ) = |N?

E+m)2+(E+m)2 E+m

Normalizando a 2FE particulas por unidad de volumen se obtiene
N =+vVE+m.

El mismo resultado se encuentra para el resto de los espinores u y v.

Existen varias interpretaciones a las soluciones de la ecuacion de Dirac, para este trabajo se tomara
la siguiente: Los espinores de Dirac son soluciones que describen fermiones, particulas con spin
semi entero, para los cuales u; y us, son espinores que corresponden a particulas con masa y carga
electrica, mientras que los espinores v, y vq, son los espinores para las antiparticulas, las cuales
tienen las mimas propiedades que sus contrapartes, la inica excepcion es que estas tiene carga
electrica opuesta.

Sin embargo, ; Por qué tenemos 4 soluciones en lugar de dos?, esto tiene que ver con el nombre que
reciben estas soluciones, espinores, este nombre se debe a que cada espinor describe los posibles
estados de spin de la particula que describen, recordemos que para fermiones, como electrones,
muones y sus antiparticulas, los posibles estados de spin a los que estos tienen acceso son dos
+1/2, entonces se necesitan dos espinores para las particulas, donde cada uno es uno de los posibles
estados de spin, y dos para las antiparticulas. En la siguiente seccion esto se ilustra utilizando un

ejemplo.

20



1.2. Ecuacién de Dirac 21

Spin

Estudiemos la relaciéon que tiene los espinores de Dirac con el spin. Para esto introducimos el

operador de spin

)
il
M
I

(1.39)

N | —

Tomemos una particular que se mueve en la direccién z, esto es p, = 0, p, = 0y p, = Lp,

sustituyendo esto en (1.37) y (1.38)

+
1 0 0 =
0 1 = 0
uy(E,p) = N, us(E,p) = Ny vy =N vy =N
o 0 0 1
0 =3 1 0

El operador de spin para una particula que se mueve solo en la direccion z es

10 0 O
. 110 =1 0 O
Sz:§

0 0 1 0

0 0 0 -1

Aplicando SZ a Uy Us
~ 1 1
Sz§u1 (E, 0, 0, :I:p) = 571,1 (E, 0, 0, :I:p),

5 1 1
SZ§UQ(E,O, 0, :i:p) = —§UQ<E,0,0, :i:p)

Para antiparticulas, el operador de spin esta dado por ng) = —5'2, por lo tanto
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. . 1
SWuy(E,0,0,4p) = —S,15(F, 0,0, +p) = —5v2(E, 0,0, %p).

Es facil ver que para las particulas con momento P = (0,0, 0, £p), los espinores u; y vy representan
las particulas con spin 1/2, mientras que los espinores uy y vy representan las particulas con spin
—1/2. En otras palabras, los espinores de Dirac llevan ese nombre ya que contienen la informacién
del spin. Sin embargo esto es solo facil de ver para particulas que viajan en la direcciéon z, para
particulas con méas componentes en su momento, esta relacion no es tan clara.

Ademas, el operador de spin no conmuta con el hamiltoniano de la ecuacién de Dirac, esto quiere
decir que el spin no es una cantidad que se conserva en el tiempo y por lo tanto no se puede formar
una base comun en la que los espinores sean autoestados del operador de spin y del hamiltoniano
de la ecuacion de Dirac. Debido a que la seccién eficaz se estudiara en términos de los estados
de spin, es necesario poder describir esta cantidad en términos de cantidades que se conserven
y que sus autoestados correspondan a los autoestados de la ecuacién de Dirac, por lo tanto, las
soluciones a la particula libre introducidas previamente no nos serviran en este trabajo. Es por eso
que introducimos una nueva cantidad en términos del spin, la helicidad, en la siguiente seccién se

explica esta cantidad y se calculan los autoestados de helicidad para los espinores.

1.2.6. Autoestados de la helicidad

En los capitulos que siguen, la seccién eficaz para el proceso de aniquilacion ete™ — putpu~ se
estudiara en términos de los estados de spin, recordemos que, en la mecanica cuantica, conocer
todos los estados posibles es necesarios para poder estudiar un sistema. Para proceder, vamos a
trabajar con los autoestados de la helicidad para la particula libre. Primero definimos el concepto
de helicidad, como la proyeccion del spin sobre la direccién de movimiento de la particula en

cuestion, el operador de helicidad correspondiente se define como

>
>

(1.40)

>
I
Jk
3>
Il
%M‘
3>

22



1.2. Ecuacién de Dirac 23

donde p es el operador de momento y 3 es

Para particulas con spin semi entero, fermiones, los posibles valores del spin medido en cualquier
eje son £1/2. De la misma manera, los posibles valores propios del operador de helicidad son
+1/2. Estos posibles estados de helicidad son nombrados derechos (1) cuando el spin apunta en
la direccién de movimiento izquierdos ({) de lo contrario. Debido a que el la helicidad es una
proyeccion del spin en la direccién de movimiento, siempre se podra encontrar una transformacion
que invierta el sentido de movimiento y por ende modifique el valor de la helicidad, por lo que
la helicidad no es una cantidad invariante ante transformaciones de Lorentz. Otra propiedad del
operador de helicidad es que esté este conmuta con el hamiltoniano de la ecuacién de Dirac, esto
significa que dado un marco de referencia, la helicidad es invariante ante el tiempo y lo mas
importante, podemos formar una base comtun en la que los autoestados de helicidad son también
autoestados del Hamiltoniano de la ecuacion de Dirac. Para calcular los autoestados de helicidad
que satisfagan el hamiltoniano de la particula libre para la ecuacién de Dirac asi como para el

operador de helicidad, los autoestados también deben satisfacer la ecuacion de valor propio

hu = \u (1.41)

desarrollando esta expresion y definiendo los espinores u como un vector columna de dos compo-

nentes

i (1.42)

Uup

tenenemos

23



1.2. Ecuacién de Dirac 24

obtenemos las siguientes ecuaciones

(0 - P)ua = 2pAua (1.43)

(0 -plup = 2pAug. (1.44)
Para obtener los valores propios, multiplicamos (1.43) por (o - p)
(0 P)?us = 2pA(0 - plua = 4p*N2uy

donde
D= Pz — Z-py

con esto podemos calcular (o - p)?

o | P2 pe—ip, p: Pa—ipy| [ PEED, D 0 ey
(0-p)" = , , = =p
Pz +ipy  —D: Pe+ipy  —D: 0 pa+ v, + 2

por lo tanto, (1.43) se convierte en

pruy = 4p*N2uy (1.45)

de aqui tenemos que hay dos posibles valores propios A = £1/2. Ahora que conocemos los valores

propios podemos proceder a calcular los estados propios, utilizando (1.44) y la relacion

1 Pz Pz _ipy
E+m

up =

U
Dz + Z‘py —Dz

esta relacion de obtiene al sustituir (1.42) en (1.36) y sustituir estd en la ecuacién de Dirac. Asi

terminamos con
! (
E+m

up = a 'ﬁ)UA

24



1.2. Ecuacién de Dirac 25

2pA
= . 1.4
up E—}—muA (1.46)

Antes de continuar vamos a expresar el momento en coordenadas polares esféricas, esto se hace con
el fin de que las ecuaciones (1.43) y (1.44) se puedan resolver facilmente, por lo tanto, el momento
es

p = (psinf cos ¢, psin O sin ¢, p cos 0)

con esto y recordando que cos @ + isin @ = e, reescribimos el operador de helicidad

1 2 Pz — 1Py 1 [ cos® sinfe

2p pe+ip,  —D. sin fe’®  —cosf

Ahora definiendo w4 como

a
Uypg =
b
dividiendo entre p y utilizando u, obtenemos
cosf sinfe ) [a a
=2\
sinfe’®  —cos@ b b

de esto se obtiene

acos @ + bsinfe ™ = 2\a

de aqui obtenemos la relacion
b _ 2\ — cos 6’61-(]5.

14
a sin @ (1.47)

Usando A = 1/2 y las identidades trigonométricas

1 — cos 26
2

sin? @ =

25
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26
0 .0
sin = 2 cos = sin —
2 2
podemos reescribir (1.47) como
20
é _ 2sin” 3 it
0 0
a  2cosgsing
b sin?
—=—2¢% (1.48)
a cosg
con esto ahora conocemos los valores de a y b
0
a = CoS =
2
0 .
b = sin —e™
usando ésto y la relacién (1.46), podemos obtener el estado derecho de helicidad, denotado s
cos g
sin S’
Fm COS g
Eim sin gei¢

donde la constante de normalizacion N =+/E + m, normalizada a 2E particulas por unidad de

volumen. Haciendo lo mismo pero ahora para A = —1/2 obtenemos el estado izquierda u;
c -5
sei? cel?
ur =vVE+m ., u=vVE+m . (1.50)
p p
E+mc E+m5
Sse e

donde s = sing y ¢ = cos g. Los Estados correspondientes para las antiparticulas se calculan de

la misma manera, pero dado que el operador de helicidad depende explicitamente del momento,

26



1.3. Regla dorada de Fermi 27

para una antiparticula se toma como el momento fisico negativo, asi, para h = 1/2 tenemos
iLU = —1 / 2v 1

de aqui, los dos estados de helicidad correspondientes a una antiparticula son

Eﬁms Eﬁmc
P it P it
vy =VE+m | "t . oo, =VE+m | (1.51)
—5 c
ce'® se'®

En el limite ultra-relativista, donde E > m (1.50) Los términos de masa de (1.51) m — 0y E = p,

asi (1.51) se puede aproximar como

¢ —5 s ¢
se'? ce'® —ce'?® se'?
UT:\/E ,Uiz\/E ,U¢:\/E 7/U¢:VE (152)
¢ s —s c
set® —ce'? ce'® set?

Con esto hemos obtenido las herramientas necesarias para trabajar con particulas libres. Sin embar-
go, esta no es la tinica herramienta que necesitaremos para encontrar la seccion eficaz del proceso
ete™ — putp~, es por eso que en el siguiente capitulo derivaremos otra herramienta fundamental

para estudiar dicho proceso, la regla dorada de Fermi.

1.3. Regla dorada de Fermi

El objetivo principal de este trabajo es calcular la seccion transversal de un proceso de aniquilacién.
Hemos introducir la ecuacién de Dirac y derivado lo que necesitamos de élla, principalmente los

autoestados helicidad, pero estos no son suficientes, se necesita otra herramienta, aqui es donde

27



1.3. Regla dorada de Fermi 28

encaja la regla de oro de Fermi. La regla de oro de Fermi nos permite calcular la tasa de transicion
entre estados, que a su vez nos permitira calcular la seccién transversal de dispersion. Esto se deriva
de la mecénica cudntica no relativista comenzando con ¢x(z,t), que es una solucién normalizada

a la ecuacién de Schrodinger para el hamiltoniano independiente del tiempo, esto significa que

Hody, = Epdn(x,t) v (dlon) = o

Introduciendo el hamiltoniano de interacciéon H'(x,t), que puede inducir una transicién entre es-

tados, con el cual la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es

s

20—y + 1 (1.53)

donde 1 puede expresarse en términos de un conjunto completo de estados del hamiltoniano no

perturbado
= Z Ck(t)qbke_iEkt (154)
k

cx(t) es el coeficiente dependiente del tiempo que permite transiciones entre estados. Sustituyendo

(1.54) en (1.53) obtenemos la siguiente ecuacion diferencial para el coeficiente c(t)y

0 ) | ) |
¢ Z < ;tk Or(, t)e P — iErerdr(x, t)e JEkt) B g e Hodp(z, t)e " Frt 4 g H' ey, t)e Ert,
(1.55)

Sabemos que I:IOQSk(x, ) = Exor(z, 1)k, por lo que podemos eliminar el segundo término en el lado

izquierdo y el primer término en el lado derecho, y por lo tanto (1.55) se convierte en

8Ck ¢k< e Bt — ZHCkak l’ t) —iExt (156)

Ahora para una aproximacién de primer orden tomamos las siguientes condiciones, para un tiempo

t =0, el estado inicial de la funcién de onda es |i) = ¢;, y el coeficiente es ¢, (0) = d;. Si conside-

28



1.3. Regla dorada de Fermi 29

ramos el hamiltoniano perturvatibo suficientemente pequeno, que en estos casos es constante para
cualquier tiempo ¢ >0, tenemos que para todos los tiempos ¢;(t) =~ 1 y ya que cualquier k # i

representa otro estado, tenemos Cr£i ~0. Con esto obtenemos

d0k¢ B o [ e iE (1.57)

Para obtener la ecuacién diferencial correspondiente que nos dara el coeficiente cf(t), que en este
caso corresponde a una transicién a un estado final |f) = ¢y, tomamos el producto interior del

lado izquierdo y del derecha de (1.57) con el estado final para obtener

dC —1 ! —1
i) roone I~ g e (1.58)
k

Dado que ¢ es independiente del tiempo, no se ve afectada por la derivada respecto al tiempo.

Integrando ambos lados de (1.58) en un cierto volumen V

; de —zEkt/ ¢ ¢kd3$—€_ZEt/ ¢le¢zd3 (159>
k

recordando que (¢f|¢r) = O, tenemos k = f y asi

dey

= i (0| H|y) €PN (1.60)

gracias al delta de Kronecker, s6lo un término en la sumatoria sobrevive. Definiendo los elementos

de la matriz de transicién como

Ty = (ds|H'|¢3) - (1.61)

Ahora para calcular la amplitud para una transicién a un estado | f) en el tiempo ¢t = T, integramos

ambos lados de (1.60)

cr(T) = —2'/0 Ty Pr=Etgy (1.62)

29
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puesto que T%; es independiente del tiempo, podemos sacar el termino de la integral

T
cp(T) = —iTy; / ! Pr=Edt gy (1.63)
0

La probabilidad de una transicién a un estado |f) se define como

Py = es(T)¢ \Tfﬁ// By =Bt =i =B gy gy (1.64)

con estos podemos definir la tasa de transicion de un estado inicial |i) a un tnico estado final | f)

COo1mo

T/2 pT/2
drzf_ |Tﬁ|2 / / BBt o= By =EDY gy, (1.65)

T/2J-1)2

El limite se obtiene haciendo el cambio t — ¢t +T1/2 y t' — t' + T//2. Para el limite superior t

tenemos
t+T/2=T
t="T/2
y para el limite inferior tenemos
t+T/2=0
t=-T/2

lo mismo es valido para t’. Integrando tenemos

1

dl—‘zf — ’Tflym(el(Ef_EZ)T/Q _ e_i(Ef_Ei)T/z)(6_i(Ef_Ei)T/2 _ e’i(Ef—Ei)T/Q)

1 ) )
= Tl e (2 — ¢ 77 — AT

30
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31

Utilizando la formula de Euler obtenemos

2

Ty = [Tyl oo

1 —cos(T(Ef — E;))]

finalmente, utilizando la identidad trigonométrica

1 - 2
sin(z) = L= 005(22)
2
tenemos que la solucién a la integral (1.65) es
sin? x T(Ef — E;)
r=———
x? 2

En la figura (1.2) se muestra una gréfica de esta funcién

(1.66)

sin(x)?/x2
08 08

04

02
|

| | | |
-40 -20 0 20

Ei—E/2

Figura 1.2: Grafica de la funcién (1.66) donde 7' =1
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1.3. Regla dorada de Fermi 32

De aqui podemos ver que la tasa de transicién sélo es relevante para los casos donde E; ~ E;.

Dado que (1.66) es una funcién estrecha, (1.65) se puede reescribir como

T/2 pT/2
dlip = |Ty|? Jim [ / Dt B =LY qr qy! (1.67)

—T/2 T/2

usando la definicion de la funcién Delta de Dirac y tomando la transformada de Fourier de §(z —a)

/ §(z — a)—e k=gl = 1

. 2

218(z — a) = / e*@=a) g, (1.68)

—00
Con estos podemos sustituir la integral sobre dt’ con 2md(E; — E;), por lo que obtenemos

1 T/2 )

—00 —T/2

Si el estado final accesible corresponde a un continuo de estados finales, de tal forma que para
E; — FEy + dEy existan dn estados disponibles, entonces tendremos que la taza de transicion

estard dada por

1 (T2
= / I Fr=ES (B, — E;)dt| dE; (1.70)
—T/2

la funcién Delta implica que Ey = E;, por lo que la exponencial es igual a 1 y la integral sobre dt

es igual a 1 también, asi que terminamos con

la funcién Delta todavia estd en efecto ya que la integral es sobre dEy. Otra vez, utilizando la
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1.3. Regla dorada de Fermi 33

definicién de Delta la tasa de transicién total es

dn
L =2m|Ts | | — 1.72
= 2T G| (1.72)
El término ddT”f se conoce como la densidad de estado, y se denotan como
E;
dn
p(Ei) = || -
‘ dEy |,
Finalmente, la regla de oro de Fermi para la tasa de transicion total es
iy = 27| Tl *p(Ey). (1.73)

De manera alternativa, la densidad de estado se puede escribir como una integral sobre todos los

estados finales, utilizando la delta de Dirac para imponer conservacién de energia

dn
dEy

dn
_ / 5B~ B)aE,

E;

dandonos la forma alternativa de la regla dorada de Fermi
Ly = 27?/ Ty (E; — E)dn. (1.74)

Hasta ahora s6lo hemos obtenido una aproximaciéon a primer orden de la tasa de transicién total,
esto es muy util, pero no para lo que queremos hacer en este trabajo. Lo que necesitamos es una
aproximacion de segundo orden, ya que una aproximacion a segundo grado correstosponde a un
cambio de estado debido a un estado intermedio, que es lo que se busca estudiar en este trabajo.

Para esto reemplazamos cjx; en (1.56) con el resultado obtenido para c;(7") en (1.63) y de nuevo,
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1.3. Regla dorada de Fermi 34

tomamos ¢; = 1. Explicitamente esto es

0 . N . N . t . ,
i £¢k€71Ekt ~ Hl¢i€71Eit 4 <—Z) Z H/¢k€Z(EfEk)t/ Tkiel(Ekai)t dt/ (175>
k 0

ki

Z'(EffEk)t

donde la exponencial e aparece debido al estado intermedio ¢,. Tomando el producto

interior con ¢y y recordando que Ti; = (¢y|H'|;) obtenemos

dC . -l —E. . ! i — t ! i —ENt
S i (g i) P 4 (i)Y (g ) € F / (On H'|65) €' Fe= B ay' . (1.76)
ki

Puesto que la perturbacién no estd presente en el tiempo t =0 y es constante para cualquier

momento ¢ >0, la integral en (1.76) es

o ) BB Hlé)
Hl ; i(Ex—E;)t dt/ — <¢k| v Ji(Ex—Ei)t 1.
| taiioe BB (177)

remplazando esto en (1.76)

des L (D1 H'\0w) DrH'163) | 5,0yt 1
CR [<¢f|H|¢i>+§i BBy le(EfE)te(E RN D

. Finalmente se obtiene

s i liod i, (Sl ' 0n) (el H'|6) | (i,
T Z[<¢f|H|¢z>+; (B ]e sBE (1.79)

Podemos ver que, para una aproximacion de segundo orden, el elemento de la matriz de transicién

es dado por

iy = (o510 + 3 LTI O (150

ki
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1.3. Regla dorada de Fermi 35

1.3.1. Densidad de estados

Es posible obtener el nimero de estados dn disponibles haciendo uso del espacio fase. Para esto
recordemos la condiciéon de periodicidad en la frontera, donde, dada una ecuacion de onda plana

de la forma

(1) = Ae'"TED,

donde A es la constante de normalizacién, podemos normalizar la funcién de onda plana a una
particula por volumen cuadrado de lado a. Utilizando la expresién no-relativista de la densidad de

probabilidad, al normalizar, tenemos

/O“ /Oa /Oa Y pdrdydz = 1.

Esto implica que la constante de normalizacion A es igual a
A2 =1/a®> =1}V,
donde V es el volumen de la caja. Esta normalizacion implica que

b+ a,y,2) = Y(x,y,2),

en otras palabras, se satisface la condicién de periodicidad en la frontera. Esto implica que los

componentes del momento estan cuantizados

2w
(pmapyapz) = (n:m ny7 nz)?7
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1.3. Regla dorada de Fermi 36

donde ng,, n, y n, son nimeros enteros. Esto restringe a los estados de momento a ser discretos

como se muestra en la figura (1.3)(a). De esta forma cada espacio de momento ocupa un volumen

or\*  (2n)?
d*p = dp,dp,dp. = | — | =
p Pz APy AP (a) v
Dy
pz A
//l ”””””””””
P S i T Iz_ﬂ- e o6 o o o o o o o o
” > b Lo
Koot 7 > Dz
f () b (b)

Figura 1.3: Espacio fase no-relativista: (a) la funcion de onda de una particula confinada a una
caja de lado a, de tal manera satisfaga la condicién de periodicidad en la frontera; (b) el nimero
de estados disponibles en un intervalo p — p + dp.

Como podemos observar en la figura (1.3)(b) el nimero de estados dn disponibles en el rango
p — p+dp, es igual al volumen del cascaron esférico del espacio de momentos, en el momento p y

grosor dp dividido por el volumen promedio que ocupa un estado, asi tenemos

v
dn = 4dnp*dp X —
n=dmpdp X oo

por lo tanto
dn  Amp?

— = V.
dp  (2m)3

Expresando la densidad de estado de la regla dorada de Fermi como

_dn

dp
E)=— |2
p(E) 0

dE
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1.3. Regla dorada de Fermi 37

Asi la densidad de estados corresponde a un numero de estados de momento accesibles a una
particula dado un estado inicial.

Debido al factor de V que aparece en la normalizacion de la ecuacién de onda que se muestra en el
cuadrado de los elementos de la matriz de transicién T, la expresién dn/dp para el espacio fase no
dependera del volumen. Ya que el volumen no aparece en el resultado final, podemos normalizar a
una particula por unidad de volumen simplificando los calculos. En este caso, el numero de estados
accesibles para una particula asociada con un volumen infinitesimal en el espacio fase d*p; sera

d*p;

dn; = .
N CEE

Para la transiciéon de un estado inicial a un estado final que consiste de N particulas, tendremos
N — 1 estados de momento independientes, ya que siempre podremos saber el estado final de una
particula por conservacion del momento. De esta forma, el numero de estado independientes para

un estado final de N particulas es
N-1 N—1

dn = dn; =
1

=

d3pi
(2m)®

=1

Esto se puede escribir de una forma que incluya el volumen del espacio fase de la N-cima particula
d3py, ademas utilizando la delta de Dirac tridimensional para imponer conservacién de momento,

tenemos

d3p; N
dn = 53 — | o, 1.81
n P (27T)3 (pq Zp> pN ( )
donde p, es el momento correspondiente al estado inicial. Asi, la forma general no-relativista para

el espacio fase de N cuerpos es

i=1

dn = (27)° H (f;gig 5 (pq - ZpZ) . (1.82)
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1.4. Flujo invariante de Lorentz 38

Utilizando (1.82) podemos escribir una forma més general de la regla dorada de Fermi

Ly = (27)4/ |Tyi|*6(E; — E)4° (pq - pi) H (27513 (1.83)

1= =1

Esta es la forma que utilizaremos de aqui en delante.

1.4. Flujo invariante de Lorentz

Para calcular la seccién transversal para un proceso de aniquilacién, necesitamos la forma invariante
de Lorentz de la regla de oro de Fermi y la expresién invariante de Lorentz apropiada para el flujo
de particulas. Tomemos el proceso de aniquilaciéon a +b — 1+ 2, observado en el marco de reposo
donde la particula a tiene una velocidad v, y la particula b una velocidad vy, retomando esto de
la formulacién de la seccion transversal que se dio al principio de este trabajo.

La tasa de interaccion en el volumen V estd dada por
rate = ¢onpVo = (vg + vp)ngnpoV (1.84)

donde n, y n, son la densidad de las particulas a y b respectivamente y ¢, es el flujo de particulas

de tipo a que pasa a través de un plano moviéndose a velocidad vy,

¢a = na<va + Ub)'

Normalizamos la funcién de onda a una particula en una caja de volumen V, tenemos que la

densidad n, = n, = 1/V. Asi, la tasa de interaccién es

(Vg + vp)o

(1.85)
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1.4. Flujo invariante de Lorentz 39

con esto la seccion transversal de interaccién es

o 1fi (1.86)
(v + p)

podemos ver que en la ecuacién (1.86) el volumen no estd incluido, esto es porque el término para
el volumen sera cancelado cuando normalicemos la funcién de onda en el espacio fase por lo que
es mas facil considerar una particula por unidad de volumen. Sabemos que I'y; es la regla de oro

de Fermi y esta dada por

jo= (2m)" [ ITAl8(B+ By = By = B0 (Pa Py — Py = P) s s (1.87)
(1.86) se convierte
(27T>4 / 2 3 d3P1 d3P2
= —— [ |Ty|?0(E, + Ey — By — E5)0° (P, + B, — P, — P . 1.88
g (Ua + Ub) ’ f ’ ( + Ly 1 2) ( + 1 2) (27’(’)3 (271')3 ( )

Podemos escribir T%; en términos de los elementos de matriz My; invariantes de Lorentz. Esto
se hace normalizando la funcién de onda ' = A1), donde A es una constante de normalizacién,
utilizando una normalizacién apropiada que sea invariante de Lorentz, en este caso 2FE particulas

por volumen

/ @/J/*Wd%U —9E
v

esto significa que

V' = (2B)"

usando esto para los elementos invariantes de Lorentz de la matriz de trancicion

M = (1, 0 JH [ 0y ) = (2B12E5. 2B,2E) (1, | H [, U, -.).
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1.4. Flujo invariante de Lorentz 40

De la regla de oro sabemos que

<¢1, ‘H Wa,?/wa->

y con esto podemos relacionar los elementos de matriz invariantes de Lorentz a los elementos de

la matriz de transicién

My

Tyi = 1.89
11 = (2F:\2E,... 2E,2E,) '/ (1.89)
Usando esto en (1.88), podemos reescribirla como
e /IM 25(E, + By — By — E0*(Py+ Py — Py — Pt EP g g
o= ; .
4E, Ey(va + 1) & oo b T YRR 2k,

esta es la forma invariante de Lorentz de la seccién transversal de interaccién. De (1.90) se deriva
un cantidad muy importante, el flujo de Invariante Lorenz F' = 4E, Ey(v, + v,). Para probar que
esta cantidad es invariante de Lorentz, podemos comenzar reescribiendo el flujo en términos del

momento de las particulas

P, P
F =A4E,By (=2 + =) = 4(EyP, + E,P,

b(Ea + Eb> (EvPa + Eabp)
F? = 16(E*P? + EZP? + 2E2E2P2P}). (1.91)

Si consideramos el caso donde la velocidad de las particulas incidentes es colineal

(P, - B)* = (E,E, + P,P,)* = E?E} + P?P? + 2E*E}P*P? (1.92)

ahora despejando 2E?E2P?P? de (1.92) y usdndolo en (1.91) tenemos

F?=16((P,- B)* + E*P} + E?P?> — E°E? — P?P?)
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1.4. Flujo invariante de Lorentz 41

F? =16((F. - B)* = (E; — P))(Ey — ) (1.93)

Por dltimo, utilizando la expresion de la energia relativista obtenemos

F=4((P,- B)* — m2m})"/2. (1.94)

Ya que (1.94) esté escrita en términos del cuatro-momento, podemos ver que es invariante de
Lorentz y puesto que la integral adentro (1.90) es invariante de Lorentz, la seccién transversal
es invariante de Lorentz. Esto quiere decir que esta depende de la naturaleza de la interaccion y
no del tamano del haz. Esto es muy importante pues se puede comparar un experimento con las

mismas particulas, pero con haces de diferentes tamafios y obtener el mismo resultado.

1.4.1. Marco de referencia del centro de masa

Como se demostro anteriormente, la seccion transversal es invariante de Lorentz, por lo que pode-
mos tomar cualquier marco de referencia y trabajar desde alli. Para un proceso como a+b — 142
elegiremos el marco mas conveniente, este es, el marco de centro de masa. Esto significa que
Po=-F=FP'yP =-P= P]’f y el centro de masa de energia serd /s = (E* + E}), con esto,

el factor de flujo invariante de Lorentz es

P* *
F = ABE{(vy + v) = 4B, (5= + 25) = ] (E; + E}) = 4P/ v/5
a b

usando esto y el hecho de que P, + B, = 0 tenemos que la seccién transversal (1.90)

2m) 2 d*P, d®P.
_ A(Ip.*)\/g/wﬁm(f_ By~ B (P + P Gt 2 (1.95)
El término 63(P; + P,) significa que P, = —P,, como se indic6 anteriormente, con esto, la integral

41



1.4. Flujo invariante de Lorentz 42

sobre d®P, desaparece, por lo tanto

_(em)? 3
= ip | MU s - B - B (1.96)

haciendo un cambio a las coordenadas polares esféricas
d*P, = P!dPsin(0)dfd¢ = PEdPdS)

y escribiendo los términos de energfa dentro del delta de Dirac, como E3 = (m3 + P?) tenemos

m)~? s PP 2 2
= | Mg 5(v/5 — \fm3 + P2 — \Jm3 + PRdPd9. (1.97)

Para resolver esta integral usaremos las propiedades de la funcion delta de Dirac, para esto la

ecuacion (1.97) se escribira de la forma

donde
P2
P =—1 1.99
(P = 55 (1.99)
y

=/s —\/m}+ P —/m3+ P2 (1.100)

La funcién delta de Dirac impone la conservacion de energia y solo es cero cuando P, = Pf, donde
Pt es una solucion de f (P}" ) = 0. Usando las propiedades de la delta de Dirac, tenemos que la

integral sobre dP; in (1.98) es

df |

1.101
P, (1.101)

/ MuPa(P)S(f(P))APAD = | My Pg(P)

P*
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1.4. Flujo invariante de Lorentz 43

para calcular df /dP; usamos (1.100)

df | P N P B E\+ E,
dP,|  (m2+ P12 " (m3+ PHY2 - '\ EE,
con esto (1.101) se convierte en
ar | Py E\E, P
J2g(Pr) | =L _ |2 f ML f

y tenemos

167T2P*\/_ 4{/|Mﬂ’ 2.

Finalmente, la seccion transversal para cualquier proceso de a +b — ¢+ d es

647T28 P /|Mfz| o (1.102)

el * en el elemento de dngulo sélido es para enfatizar que se refiere al marco del centro de masa.
En el caso mas simple en el que le marco de referencia del laboratorio corresponde al marco del
centro de masa, la forma diferencial de (1.102) serd simplemente

do B | |2
dQ* 647 25 P

(1.103)

Con esto, lo inico que nos queda por encontrar son los elementos de matriz invariantes de Lorentz

para encontrar la seccién eficaz de interacciéon para el proceso de aniquilacion ete™ — ptpu~.
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Capitulo

Teoria de perturbacion de segundo y

primer orden

Como ya sabemos, en la mecdnica cuadntica la taza de transicion estd dada por la regla dora-
da de Fermi T'y; = 2773 p(Ey), donde T}; es la matriz de transicion dada por la expansion de

perturbaciones

J#i

Estos dos primeros términos de la expansion se pueden entender como la dispersion de una particula
por un potencial V y la dispersién de una particula debido a un estado intermedio J, respectiva-
mente.

El concepto de dispersiéon debido a un potencial es un concepto incompleto, por ejemplo, una
particula dispersada por un potencial generado por otra particula implica una transferencia de
momento, sin la necesidad de que estas particulas entren en contacto. Ademas, esto sugiere que
existe una interaccion a distancia instantanea, violando el principio de causalidad de la relatividad

especial.
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2.1. Perturbaciones dependientes del tiempo 45

Hoy se sabe que las interacciones entre particulas estan mediadas por el intercambio de parti-
culas de interaccion, por lo que el momento se intercambia mediante esta particula, y es esto lo

que utilizaremos de aqui en adelante, es por eso que solo se tomara en cuenta el segundo termino

de (2.1).

2.1. Perturbaciones dependientes del tiempo

Los procesos de interaccion por intercambio de particulas se pueden tratar con teoria de perturba-
ciones dependientes del tiempo. Tomemos en cuenta el proceso a + b — ¢+ d, existen dos posibles
formas en las que podemos ordenar este proceso en el tiempo, como se muestre en la siguiente

figura

Figura 2.1: Posibles ordenaciones en el tiempo para el proceso a + b — ¢+ d.

Estudiando el proceso (A), podemos interpretarlo como si la particula a emitiera una particula z,
y después esta fuera absorbida por la particula b. En este caso, el estado inicial (i| corresponde a
las particulas a + b, el estado intermedio |j > a ¢+ b+ X y el estado final |f > a ¢+ d, con esto

tenemos que la matriz de transmision esta dada por

VIR GIVED _ (dIVIX +b) e+ X|V]a) 22)
‘ (E; — Ej) (E,+Ey) — (E.+ Ex+ Ep) )
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2.1. Perturbaciones dependientes del tiempo 46

Agregamos los indices ab para referirnos al proceso (A). La interaccion en los vértices estan definido
por las elemento de matriz no-invariantes M;; = (¢ + X |V]a) y Ms; = (d|V|X + b). De la ecuacién
(1.89) sabemos que

M;; = My | [(2E,) V2,
k

donde el indice k corre sobre todas las particulas involucradas, asi tendremos que

Ma c+X
My = e+ XIVia) = e

donde M, _,.+ x son los elementos de matriz invariantes de Lorentz (IL), para la interaccién a —
c+ X. Debido al requerimiento, que el elemento de matriz sea invariante de Lorentz, su estructura
matematica es muy limitada. Por simplicidad asumiremos la forma mas simple de acoplamiento IL

para el elemento de matriz, un escalar , por lo que para este caso M, _ .1 x = g,, con esto tenemos

Ga
T (2E,.2E2E,)

Donde la magnitud de g, es una medida de la fuerza de la interaccion escalar. De igual manera

tenemos para My,

b
(2E52Ed2Ex)1/2 ’

My = (d|V|X +b) =

Con esto podemos escribir el segundo termino en la expansion de perturbaciones

(d|V|X +b) (c+ X|V|a)

T =
" (Bat By) — (Be+ Ex + Ey)

— 1 1 GaJb
2Ex (2E,2E,2E.2E.)'/? (E, — B, — Ex)’

(2.3)

Como ya se vio anteriormente, los elementos de matriz IL estan relacionados con la matriz de

transicion de la forma
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2.1. Perturbaciones dependientes del tiempo 47

M?l; = (2E12E2...,QEQ2Eb)1/2Taib7

lo que nos permite los elementos de matriz IL como

1 GaGb
2Ex (E, — E.— Ex)’

b
MG = (2.4)
Estudiando el segundo caso (B), podemos verlo como si la particula b emitiera una particula X,
con las mismas propiedades de X pero con carga opuesta, esto, para que se conserve la carga
eléctrica, esta vez la particula a absorbe a X. Siguiendo el mismo procedimiento que para el caso

(A) llegamos a que el elemento de matriz IL esta dado por

1 GaGb
e = : 2.5
Mi =38, (Ey — Eq— Ex) (25)

Para obtener la amplitud total para el proceso a + b — ¢ + d es necesario tomar en cuenta todos

los posibles estados, en este caso, todos los posibles procesos ordenados en el tiempo, asi

My = MG + M5,

- GaGb ( 1 1 >
= —+ ,
2Ex \(E, — E.— Ex) ' (E,— Eq— Ex)

utilizado la conservacion de la energia tenemos que E, — By = E. — E,

Mo — GaJb 1 _ 1
"= 9Ey \(E,— E.— Ex) (E.— FE.+ Ex)

Ga9b
= . 2.6
(B, — B2 — B2 (2:6)

Utilizando la relacién de energia-momento de Einstein tenemos que Ex = p% + m%. Ya que el
momento se conserva en cada uno de los vértices de la interaccién, tenemos que para el proceso

A) px = (pa — pe), para el caso B) pgz = —(pa — pe). Ya que la tnica diferencia que existe entre X
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2.2. Electrodindmica cuantica 48

y X es la carga, tenemos que la energia de estas particulas esta dada por
B =px +mx = (pa — pc)” + mk,
utilizando esto en (2.6) tenemos

o Ga9b
Mfl B (Ea - Ec>2 - (pa - pc)2 - m%{

GaGb
- e p)E (2.7)

donde p, y p. son los cuatro momentos de las particulas a y c. Reescribiendo el cuatro momento

de la particula X como ¢ = (p, — p.), nos permite escribir (2.7)

GaGb
My = Job (2.8)

P mx
El termino
1
¢* —m%
Se conoce como el propagador de la particula de interaccién, esto y los indices de la fuerza de

interaccion g, y g se estudian mas a fondo en la siguiente seccion.

2.2. Electrodinamica cuantica

Para la electrodindmica cuantica (QED por sus siglas en ingles), el elemento de matriz (LI) para
una interaccion escalar, consiste en tres partes, la fuerza de las particulas que interactiian en cada

vértice, (1|V|1a) v (¥3]V|hy), v el propagador de particulas virtual de interaccién con masa mq

M = (|V|th2) s (s V[ 452) (2.9)

2 2
q- —my
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2.2. Electrodindmica cuantica 49

para obtener la forma del elemento de matriz tomemos como ejemplo el proceso de dispersién
e"e” — p p, figura(2.2), necesitamos la expresién correspondiente del vértice de interaccion
(1| V']1he) v (¥3]V ]1by) para la QED. Debido a que todos los estados se deben de tomar en cuenta,
la polarizaciéon del fotén tambien se debe tener en cuenta, por lo que el campo de fotones A, se

puede escribir en términos de ondas planas y cuatro vectores e* para un estado de polarizacion A

_ A i(p.x—Et)
A =¢e .

_ -
Figura 2.2: Diagrama de Feynman para el proceso de dispersiéon (ete™ — putu™)

Para cualquier fotén real, la polarizacion del cuatro vector es siempre transversal a la direccion del
movimiento, por lo que, por ejemplo, un fotén que se mueve en la direcciéon z tiene dos vectores
de polarizacién

s — (0’ 1,070)75(2) — (070, 1,0).

La interaccién fundamental entre fermiones con carga ¢ en un cuatro-potencial A, = (¢, A) donde

¢ y A don los potenciales escalares y vectoriales respectivamente, que se obtiene al sustituir
0, — 0, +1iqA,

donde A, = (¢,—A), 0, = (0/0t,V) y q es la carga eléctrica. Usando esto en la ecuacién de Dirac

49



2.2. Electrodindmica cuantica 50

para la particula libre tenemos
(Y0, + gy Ay +im)y =0 (2.10)

Para obtener el operador de la energia potencial deseado (V), primero obtenemos el Hamiltoniano.
Para esto multiplicamos (2.10) por i7°, obtenemos

G
Za_qf +i7°7. VY — ¢y Ay — iy’ = 0 (2.11)

reescribiendo (2.11)

i 0
(=iv°7.V + ¢7°y* A, + my°)y = za—%f

asi, el hamiltoniano es

H = (—i7"y.V +my°) + qvov*‘Au

los términos entre paréntesis corresponden al Hamiltoniano para la particula libre, por lo tanto, el
operador de la energia potencial es

Vo = 7"+ A, (2.12)

Con esto estamos listos para calcular los elementos de matriz para la interaccién fundamental de
QED. Siguiendo el ejemplo propuesto al principio, e"e™ — pu~p~, y usando los espinores de Dirac

correspondientes para cada vértice tenemos

L wPVI(P)

2
q —my

M = () (P3)|V]o(P1))

para el foton my = 0 asi tenemos que para el vértice p de la figura (2.2)

1
a2

M= <¢(P3)|V|¢(P1)>q

WPV (P)) (2.13)
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2.2. Electrodindmica cuantica 51

desarrollando la expresién (¢ (Ps)|V](Py))
W(B)V[(P1)) = u(Py) Qeer ™y M u(Fr)

(W(P3)|V]|p(P)) = QeeU(PS)T’YO’YMS,(f\)U(Pﬁ (2.14)

podemos escribir esto en termino de los espinores adjuntos u definidos como
u(P3)'y" = a(Py)
por lo tanto, (2.14) se convierte en

(W(P)IV [ (P)) = a(P3)Qeer"eyu(P).

Donde ).e es la carga del electron, e es la magnitud de la carga y (). = —1. Haciendo lo mismo
para ((Py)|V](P,)) v teniendo en cuenta las diferentes polarizaciones del fotén, la ecuacion (2.9)

toma la forma

M= Y0P Quer ul P =2 0P Qe u( P (215)
A

La suma sobre la polarizacion de un fotén virtual se puede tomar como

A\
E ELE %y = —Guw
A

donde g, es el tensor métrico. Asi, la forma final del elemento matriz es

M = [u(Pg)Qeev“u(Pl)]%[U(Pz)Que'y”u(PQ)]. (2.16)

Esto es cierto para cualquier interacciéon QED que involucre a estas particulas, en otras palabras,

el elemento de matriz que se muestra aqui es cierto para un proceso de aniquilacién.
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Capitulo 3

Aniquilacién electrén-positréon

Para obtener la seccién transversal completa o la tasa de transicién, debemos considerar todos
los diagramas de Feynman posibles para el proceso (ete™ — p™u™), ya que estos representan las
diferentes formas en las que este proceso puede ocurrir. Los diagramas conocidos como el diagrama
de Feynman de orden mas bajo (LO), son los que solo tienen dos vértices de interaccién, cada uno
de los cuales contribuye con un factor de iey* al elemento de matriz (3.1), o lo que es equivalente
|IMJ? ox a? donde o = %, es la constante de estructura fina. En general cada vértice contribuird
con un factor de « al elemento de matriz. Todos los demas diagramas de Feynman posibles con
méas de dos vértices de interaccion se conocen como diagramas de orden siguiente (NLO), por lo
que para diagramas con 4 vértices tendremos que |[M|* o< at.

Dado que todos los deméas NLO son suprimidos por un factor de « en relacién con el LO, entonces
|M| converge rapidamente con al término dominante, LO, lo que significa que podemos ignorar

los otros términos de NLO
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3.1. Aniquilacién electron-positron 53

D1 q Py

- +
e u
Figura 3.1: Diagrama de Feynman de orden maés bajo (LO), para el proceso (eTe™ — putpu™)

3.1. Aniquilacién electron-positron

Como se mostrd anteriormente, el elemento de matriz correspondiente a la interacciéon QED es

M = 5 gulo(B)y u(P)l[a(Pa)y v(Fy) (3.1)
recordano que los cuatro-vectores para las corrientes de probabilidad del electron y el muén son
je = v(Pa)y u(Pr)

Jp = u(Ps)y" v(Py)
podemos reducir la ecuacién (3.1) a la forma compacta

2

M = ?guujgjz (32)

El cuatro-momento del foton virtual viene dado por la conservacion de la energia, ¢ = p; + py =
p3 + pa, por lo tanto ¢* = (p; + p2)? = s, donde s es el centro de masa al cuadrado correspondiente

a la energia. Por lo tanto, (3.2) se puede reescribir como
2

—e® .,
M == T]é‘j# (33)

El elemento de matriz debe tener en cuenta los estados de spin de las particulas que interactiian

(etem — ptp™). Dado que cada particula puede estar en uno de los dos estados de helicidad
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3.2. Amplitudes de la helicidad 54

(1 (derecha), | (izquierda)), hay cuatro estados iniciales posibles y cuatro estados finales posibles,
lo que da un total de dieciséis configuraciones posibles de helicidad ortogonales y cada uno debe ser
tomado en cuenta para obtener la seccion transversal total. Por ejemplo, para un caso particular
en el que el electron y el positron tienen una helicidad derecha y derecha, la seccion transversal

viene dada por la suma de los cuatro términos posibles de | M |*:

Z |\ Mgg|* = Z IMrrorrl> + IMgrrorr? + IMrroro* + [Mrrorr|? (3.4)

esto debe hacerse para cada configuracion inicial de helicidad.

Con la ecuacién (3.4), el elemento de matriz promediado de espin cuadrado se define como

(IMy[*) = i2:|/\/l|2 (3.5)

spin

esto significa que hay dieciséis elementos de matriz que deben calcularse. Para esto, primero se

deben calcular las amplitudes de helicidad.

3.2. Amplitudes de la helicidad

En el limite ultra-relativista donde las masas de las particulas se pueden ignorar, /s > m,, el

vector de cuatro-momento para cada particula, como se muestra en la figura (3.2) se puede escribir

como
P = (E,0,0,E) (3.6)
P, = (E,0,0,—E) (3.7)
P; = (E, Esinb,0, E cos(f)) (3.8)
P, = (E,—FEsin6,0,—FEcos(f)) (3.9)
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3.2. Amplitudes de la helicidad 55

donde, por conveniencia, el eje z es paralelo a la direccion de movimiento de los electrones y el

marco de referencia esta en el centro de masa.

_ B 20 4

Figura 3.2: ete™ — u™pu~ proceso de aniquilacién

En el limite ultra-relativista, los estados propios de helicidad se pueden aproximar como

c -5 s c
se'? ce'® —ce'? set®
UT:VE ,UJ,:VE ,UT:VE 7U¢ZVE . (310)
c s —s c
se'? —ce'? ce'® set®

Donde ¢ = cos § y s = sin . Utilizando las ecuaciones (3.6) - (3.9) en (3.10), primero para e~ y

et. Para e” 6 =0 y se tomara el dngulo ¢ = 0 ya que ¢~ se mueve la direccion z positiva

1 0

u(Py) =VE ! uy(P) =VE ! (3.11)
1 0
_0_ __1_
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3.2. Amplitudes de la helicidad 56

ahora para et 6 = 7 y ¢ = 7, los espinores correspondientes son

1 0
w(P)=VE | " | o) =vE| " (3.12)

1 0

_0_ __1_

para simplificar, en el caso de ™ y p~ los dngulos azimutales son ¢ = m ¢ = 0 respectivamente.

Los espines correspondientes para g~ son

w(P) =VE || u (P =VE | (3.13)

-6 .0
C = COS = SI1 —
2
.m0 0
S = S1n = COS —
2 2
asi, los espinores son
C S
S —C
v (Py) =VE 0, (Py) =VE . (3.14)
—C S
—S —C

A partir de esto, lo que sigue es calcular los cuatro-vectores para las corrientes de probabilidad

correspondientes, haciendo uso de las propiedades de las matrices 7.
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3.3. Corrientes de probabilidad

Para obtener la ecuacién (3.3) debemos calcular los posibles cuatro-vectores para las corrientes de
probabilidad correspondientes a los estados de helicidad. Para eso usaremos la representacion de
Dirac-Pauli de las matrices 7, que establece que para cualquier par de spinores ¢ y ® la relacién
Py ® = iy

P = 9Ty P (3.15)

sabemos que el producto 7%+ es igual a la matriz de identidad 1

_1 0 0 O ] _1 0 0 O | —1 0 0 0_
01 0 O 01 0 O 0100
00 -1 0 00 -1 0 - 0010

_O 0 0 - 1_ _O 0 0 — 1_ _O 0 0 1_

por lo tanto, la ecuacién (3.15) es la suma entre el producto de los componentes de ¢ y ®

100 = 770D = iy + PPy + 5 Bs + YDy (3.16)

Para la relacion
vy e = iyt

de nuevo el producto v°y! es

-1 0 0 0 1] 0 0 0 1- -0 00 1-
01 0 O 0 0 10 B 0010
00 -1 O 0 -1 0 0 - 0100

_0 0 0 — 1_ _—1 0 0 O_ _1 0 0 O_
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sustituyendo %1

lo que resulta en

YN D = py 09 D = 1Dy + 5Dy + 5Dy + Dy (3.17)

siguiendo los mismos pasos para v? y 3, obtenemos

VIV D = py072 P = —i(Y; Dy — P3Py + 5Py — YD) (3.18)

DI ® = 707 0 = 1Dy — Y@y + P3Py — YDy (3.19)

Utilizando estas relaciones, es relativamente facil calcular las corrientes de probabilidad para el
estado inicial y final de cada configuraciéon de helicidad. Comenzando con las componentes de la

corriente de probabilidad para los electrones

30 rr = 0(P2) 17 u(Py) 1= v(Py)" 1 9°7 u(Pr) 1

sustituyendo o(Py) 1Ty u(Py) T

_ T -~ - - o - - 2T ~ -
1 1 0 O 0 1 0 O 0 1 1 1
o 0 01 0 0 01 0 0 0 0 0
Jern =L =F =0
-1 00 -1 0 00 -1 0 1 —1 1
0 Ooo0 0 —=-1]({0 0 O -=1{1(0 0 0

1
para j.rpr

Jerr = U(P2) T 7°u(Pr) 1= v(Po)" 199 u(Py) 1.
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Utilizando la relacién (3.17)

Jerr = (1)(0) + (0)(1) + (=1)(0) + (0)(1) = 0

ahora para el resto de componentes j.rr

jezRR =0
jSRR =0
asl
jE,RR - <07 07 07 O) (320)

siguiendo los mismos pasos, el resto de las corrientes de probabilidad correspondientes a los posibles

estados iniciales de helicidad son

jeLL - (07 07 07 O)
jeRL = 2E(07 _17 _iv O)
jorr = 2E(0, —1,i,0).

De manera similar podemos calcular las corrientes de probabilidad para los muones correspondien-

tes al estado final, asi obtenemos

ju,RR = (07 07 Oa O)
Jurr = (0,0,0,0)
Jurr = 2E(0, — cos(#), —i,sin(6))

Jurr = 2E(0, — cos(#), 1,sin(6)).
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3.4. Seccidn eficaz para el proceso de aniquilacién electrén-

positréon

Una vez que hemos obtenido las corrientes de probabilidad de cada estado posible, nos quedan solo
4 procesos posibles de aniquilacién de las dieciséis iniciales. A partir de la ecuacion (3.3) podemos

calcular los elementos de la matriz, comenzando con Mgy _ gr:

2

Mappnp = %[ZE(O, —1,-4,0)] - [2E(0, — cos(6), 4, sin(6))]

Megr_rr = (1 + cos(0)), (3.21)

haciendo lo mismo para los otros 3 elementos de matriz restantes obtenemos
IMprrsril® = [Mprsirl? = €' (1 + cos(6))?

\Mpisirl> = Mprorol? = e*(1 + cos(6))?

asi, la ecuacién (3.5) se puede escribir
1
<’Mij’2> = Z’MRL%RLP + |MRL~>LR‘2 + |MLR~)RL’2 + ‘MLRﬁLRP (3.22)

sustituyendo el correspondiente M,;

2

(M%) = %[2(1 +cos(6))* +2(1 — cos(0))’]

(IM;]?) = e*(1 + cos*(8)) (3.23)
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3.5. Técnicas de traza 61

Sustituyendo (3.23) en (1.103) obtenemos

do 1 Pp,
= —Le
A0 Gdn?s Py

(1 + cos*(0)) (3.24)

donde p; = p} = E y tomando en cuenta que a = €*/(47) terminamos con

d 2
dfj* = Z—S(l + cos® ). (3.25)

Finalmente integrando respecto al angulo sélido, para obtener la seccién transversal, recordando

que d€2* = 27wd cos 0 conseguimos la seccién transversal

Ao’
3s

(3.26)

g =

Con esto hemos obtenido la seccién eficaz para el proceso e et — p~put, sin embargo, esto se
hizo tomando la aproximaciéon ultra-relativista. Para ver que tan precisa es esta aproximacion,
necesitamos calcular la forma exacta de la secciéon eficaz. Esto se realiza en la siguiente seccién

utilizando un método diferente al que se utilizé anteriormente.

3.5. Técnicas de traza

El resultado calculado anteriormente solo es 1til cuando se ignoran las masas de los fermiones,
es decir, £ > m. Para calcular la forma completa de la seccién transversal, el método anterior
es una opcién, pero esto significa que las 16 combinaciones de spin posibles deben calcularse en
lugar de las 4 calculadas previamente y esto es muy complicado de hacer en la a mano, por lo que
para esto, un enfoque analitico dard mejores resultados con los calculos. Para esto, las relaciones

de completez para los espinores de Dirac y la traza de matrices seran lo que usemos.
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3.5. Técnicas de traza 62

3.5.1. Relacion de completez

La relacion de completez para los espinores de Dirac nos permite sumar los estados de espin de las

particulas de estado inicial y final y se define como
> " us(p)s(p) (3.27)
s=1

aqui la suma es sobre dos estados de espin ortogonales. La suma se realizara utilizando la base de

helicidad para simplificar, pero se pueden usar los espinores u; y us. Asi, tenemos

2 m¢s

S u i) =

VP 56 P ogt
s=1 s \/P‘5¢8 |: O-¢ 0-¢

donde

y usando el hecho de que
2
> =1
s=1

donde 1 es la matriz de identidad. Terminamos con

VP-oVP-6 P-oVP-o
VP-6vVP-6 VP-6VP-o.

S u(p)iy(p) =

Aplicando la identidad

resulta en
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3.5. Técnicas de traza 63

finalmente, esto puede ser escrito como

> us(p)us(p) =" P+ml=p+m (3.28)

donde p = ~*P. Del mismo modo

2

S u(p)nu(p) =+ m (3.29)

s=1

3.5.2. Formalismo

Para calcular la seccién transversal total, se debe calcular la expresién de |M?|, para esto nece-
sitamos el conjugado complejo de M. Para los espinores de Dirac de la forma vvy*u el complejo

conjugado se puede calcular ficilmente usando 4 = u'y? y (y#)T9° = A0~#
(07"u)! = (019" )" = ul ()17 0 = uly*y"e = Gy

Con esto M se convierte en

M = =S R P (P (3.30)

Ya que los componentes de la corriente son simplemente niimeros, el orden en que se escriben no

importa, por lo que | M|? se puede expresar como

=

e

IMP2 =SBy u( Pl [a( By o( P [a(Poyo P [o(Py)y u(P)] (3.31)

4

=

Y ya que el elemento matricial promediado de espines al cuadrado es

(IMP) = 5 S IMP

spin
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3.5. Técnicas de traza 64

= 5 > [0 (P u (P)][u*(Pe)y" " ()] Y[ (Py)yo(Pa) 1[0 (Py) o (P2)] (3.32)

S,T §2,7

donde s,s,r y r son los indices de los dos estados de spin posibles. Tomando la primera parte
de (3.32) que involucra el primer estado e~ y e* y denotdndolo como el tensor Eé‘e)”“, ademés de

escribir la multiplicaciéon de matrices en forma de indice, tenemos
2

£ = 3 [0 (P (P[5 (Po) Yo U (P1)] (3.33)

s,r=1

como todas las cantidades en (3.33) son solo niimeros, podemos reescribir (3.33) de la siguiente

forma
2 2
Lo = [Z v (PO (Pa) | D [us (P, (o) | it (3.34)
r=1 s=1
utilizando la relacién completés en (3.34) terminamos con
Lél’) = (p2 - me)mj(ﬁQ + me)mﬁﬂﬁm (335)

De la ecuacion (3.28) sabemos que todos los elementos en ( p-+m) son una matriz 4 x 4. Rescribiendo

(3.35) en forma de multiplicacién de matrices para expresarla de la siguiente manera

l(LeV) = (/{72 - me)mj'yjui(/ﬁl + mE)in%Zm

= Tr([( 2 = me)V" (o1 +me)V"]). (3.36)

Como podemos ver, la ecuacién (3.35) se puede simplificar como la traza de los productos de sus

matrices, una para cada combinacion de los indices p y v. Para obtener el tensor ,Cfff,) seguimos el
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3.5. Técnicas de traza 65

procedimiento para que podamos escribir {|M|?) de la siguiente manera

4
€ v
(M) = 15 2 LLw

spin

64

— 4—q4T7"([(P2 —m )V (1 + m)V DTr([(hs + mu) v pa — mu)7])- (3.37)

Los elementos de la matriz de spin promedio se han reducido al calculo de las trazas de sus
elementos, sin embargo, dado que tenemos que calcular dieciséis trazas, esto no es una mejora
con respecto a lo que comenzamos. Afortunadamente, podemos hacer uso de algunos teoremas de
la traza y propiedades de las matrices gamma para simplificar las cosas. Vamos a empezar con

algunas propiedades de la traza.
Tr(A+ B)=Tr(A)+ Tr(B) (3.38)
Otra de las propiedades de la traza es que no se modifica al cambiar el orden de sus elementos

Tr(AB..Y Z) = Tr(ZAB..Y). (3.39)

Para las matrices gamma, conocemos la relacion anticomutacién (1.33)
Y A =291 (3.40)

tomando el traza de (3.40)

Tr(y*~") + Tr(y"y") = 2¢"Tr(1)

usando la propiedad ciclica de la traza Tr(y"+*) = Tr(y*4") tenemos
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2Tr(y"") = 2¢""Tr(1)

Tr(yH") = 4g"". (3.41)

Otro teorema t1til indica que la traza de cualquier nimero impar de matrices v es cero al insertar
5.5 _
7y =1

Tr(y"9"9") = Tr(y"7""7"7*)

usando las propiedades de ciclicidad de la traza

Tr(y*y") = Tr(y* "7+

tomando en cuenta que 757“ = —7“75

Tr(y*y"~") = =Tr(y*7°+"~4+").

El signo menos estd ahi debido a la matriz 4° que conmuta con las otras tres matrices, cada vez

que agregando un factor de -1. Finalmente

Tr(v"y"y?) = =Tr(y"y"4")

Tr(y"4"4*) =0 (3.42)

haciendo lo mismo con cualquier nimero impar de matrices gamma, muestra que el resultado es 0.
Finalmente, la traza de cuatro matrices gamma se calcula utilizando la relaciéon anticonmutacion
(3.40), que se puede escribir como y#*y* = 2g" — ¥~ usando esta identidad repetidamente

obtenemos
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3.6. Elementos de matriz 67

VA AP = 29" APy — AP
= 29" Py — 29" 7 + TP
= 2g""P77 = 2g"9"77 + 267" — A" A

VA AN+ AT = 29" — 29" + 29" (3.43)
Tomando la traza de ambos lados de (3.43) y usando la relacién de ciclicidad
2Tr(v"y"7"7) = 29" Tr(v"y7) = 29" Tr(v"77) + 29" Tr(v"7")

using (3.41) gives

Tr(y"y"y"y7) = 49" 9" — 49" 9" + 49" g™ (3.44)

3.6. Elementos de matriz

Ahora que tenemos lo que necesitamos, la matriz promediada de spin se puede simplificar. En el
limite donde se pueden ignorar las masas del electrén, m, = 0, la matriz promediada de spin al

cuadrado es
4

(IM[*) = 4€—q4TT((?z)7“(ﬁ1)7”)TT([(ﬁs +mp)Yu( s — mp) ). (3.45)

Usando la relacién de completez, la primera traza en (3.45) se puede evaluar escribiendo p; = v Py,

/p2 = ’YpP2p

Tr((p2)7"(01)7") = Pio PopTr(7v"7v°")

= 4P, P, (9™ 97" — 9" 9" + g™ g"7)
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= APy'P; — 4¢g" (P - Py) + 4Py P},

Para la segunda traza, debemos recordar que la traza de un niimero impar de y-matrices es cero

y que Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B), con esto, la traza se convierte

Tr([( s+ m)vu(ba — m) %)) = Tr(psve bave) — M TT(Yonu Vo) (3.46)

= 4Py, Py, — 49, (Ps - Py) 4 4Py, Py, — 4m’.g,, (3.47)

poniendo esto de nuevo en (3.45) tenemos

64

2y

[P;Ply—gwj(P1P2)+P2VP1M]X [P3NP4V_9MV(P3P4>+P3Vp4ﬂ_m121-gﬂl’] (348)

Usando las siguientes expresiones, la ecuacién (3.48) se puede simplificar
glwg;w =4

PQMPIVQ;AV:(PI'P2)
PP P, Py, = (P - P3)(Py - Py)
asi, (3.48) se convierte en

<|M|2>24%[(131'P4)(P2'P3)—(Pl'Pz)(Ps‘P4)+(P1'P3)(P2‘P4)

— (P P)(Py- Py) +4(Py - P)(Py - Py) — (P Py)(Py - Py)

+(Py - Ps)(Py - Py) — (P - P)(Ps - Py) + (P Py)(Ps - Ps)
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—m?(Py - Py) +4m2(Py - Py) —mi(Py - Py)]
simplificando

(IM[?) = 42—1 [Q(Pl - P3)(Po- Py) +2(P1- Py)(P2- Ps) + 2mi(P1 . PQ)} . (3.49)

Tomando el limite donde se puede ignorar la masa de los electrones, el cuatro-momento cuadrado

del fotén virtual es

' =P+ P)? =P+ Py +2(P - R) ~2(P - P)

finalmente

64

(IMJ?) = QW I

Py - P3)(Py- Py) + (P - Py) (P2 P3) + mz(Pl . Pg)] . (3.50)

3.7. Aniquilacién de electron-positréon revisitado

Ahora que hemos simplificado (3.50), es facil ponerlo en términos de £ y 6. De nuevo, tomando el
proceso ete™ — putp, tomamos el marco de referencia méas sencillo, el centro de masa, como se

muestra en la siguiente figura
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donde p = (py, py, p.). Los productos de cuatro-vectores que necesitaremos son:
P, -P3=P,- Py = E*(1 — |p|cosf)

P, -Py=P,- Py = E*(1+ |p|cos®)

P, - Py =2FE?

pl = /B2 —m2.

Usando esto, (3.50) puede ser reescrito como

4
e
(M) = 2@ [E*(1 — [p| cos0)® + E*(1 + |p| cos 0)* + 2E2mi]

1 2 22
= - [E (2 —2—-cos”0) +2F mu]

(M) = et Kl + g—’z) + (1 — %3) cos® 9} (3.51)

sustituyendo esto en la forma diferencial de (1.102) obtenemos

do et P} m? m? )
O = G P Kl + E—g) + ( - E—’;) cos 6} (3.52)

donde s es la energia del centro de masa y

Recordando ademas, que la constante de estructura fina, en unidades naturales, se puede escribir
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como « = €2 /47, podemos reescribir (3.52) como

do a? m2 m m; 2
(N S

integrando respecto al angulo sélido y recordado que df) = 27d cos 6 tenemos

2ra? | m2 1 m> m?
4204 1—E—‘2‘/ dcos&{(l—i—E—g)—i-(l—E—g)cosz@]
cm —1

4’ m? 1 mi
Otot — @ 14+ ﬁ 1+-——=1. (354)

g =

Tomando el limite-ultrarelativista, donde E > m,,, es decir, donde

2
m
LL ~~
Obtenemos las ecuaciones (3.25) y (3.26)
d 2
ch L2 (1 + cos® )

dQ* E>my, 4F.,,

A

Otot Ex>m,, ; :
3E?
cm
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Capitulo 4

Resultados

Una vez que se obtuvieron las ecuaciones para la seccion transversal podemos observar el compor-
tamiento de dichas curvas. Para esto graficaremos las aproximaciones en el limite-ultrarelativista

do o?

_ 2
Tl 4Ecm(1 + cos” 0)

Ao

7T 3E2,

ecuaciones (3.25) y (3.26) respectivamente, y se compararan con las ecuaciones para la secciéon
transversal total

do 2

(67

m2 m?2 m?2
_ _ M My ) o2
10 1E. 1 72 [(1—1— EQ) + (1 >COS 0]

Ao
o

Otot =

P
b i IS T O U2}
3E2. + E? ( + 2 E2>
ecuaciones (3.53) y (3.54), para el proceso de aniquilaciéon ete™ — p™p~. Asi, tenemos
BT
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Figura 4.1: En la grafica (a) podemos ver la distribucién de cos @ respecto a la seccién transversal
diferencial para un proceso ete™ — p*u~ con una energfa en el centro de masa de E,,. = 346MeV.

En la figura (b) se observa la seccién transversal para el mismo proceso avaluado en energias de
10-40 Gev

Como se puede observar, en el caso de la seccién transversal (o), las predicciones para el limite-
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ultrarelativista empiezan a divergir para energias bajas tendiendo a infinito, mientras que la seccion
transversal total o4+ = 0 cuando la energia £ = 2m,,. Esta energia corresponde a la energia minima
para que el proceso de aniquilacién ete™ — pu™p~ se pueda llevar a cabo, en otras palabras, la
energia inicial de las particulas iniciales ete™ deben de tener por lo menos la energia de las masas
de los muones producidos para que dicho proceso pueda ocurrir.

En el caso de la seccién transversal diferencial las predicciones del limite-ultrarelativista comienza
a fallar a bajas energias.

Estos calculos son los resultados de las predicciones a primer orden para la QED. Para ver que tan
precisa es esta aproximacion, comparamos con mediciones realizadas en el laboratorio. Se eligieron
tres experimentos de las colaboraciones: JADE, con energia en el centro de masa de E.,, = 34,4
GeV, Mark-J con energia E., = 34,6GeV y TASSO con energia F.,, = 34,5GeV del colisionador
de altas energia ete™ PETRA en el laboratorio DESY. En estos experimentos se mide la seccién
transversal total y diferencial, entre otros parametros no relevantes para este trabajo, para el
proceso ete” — ptpu~ con el fin de comparar los resultados con las correcciones agregadas por la
inclusion de la interaccién electrodébil en dicho proceso. En otras palabras, se toma en cuenta la
interacciéon electromagnética, la cual es el enfoque de este trabajo. A continuacion, se muestran los

resultados utilizando las ecuaciones (3.25) y (3.26)
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Figura 4.2: Comparacion de las predicciones segiin la QED para la seccion transversal con datos
experimentales para el proceso de aniquilacién ete™ — ptpu~

La razén por la que se utiliza la aproximaciéon en el limite-ultrarelativista es porque la masa de
las particulas, muén y electrén, son irrelevantes en este caso. La masa del elctron es de m, =
0,510998MeV y la del muon es igual a m, = 105,6583MeV, ambas masas son tres ordenes de

magnitud menores que las las energias a las que se realizaron los experimentos, por lo que se
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cumple E.,, > m y puede ser ignorada la contribucién realizadas por las masas de las particulas
en los calculos sin afectar el resultado.

En el caso de la seccion transversal diferencial las predicciones del limite-ultrarelativista comienza a
fallar a bajas energias. La energia que se utilizo en este caso fue arbitraria, mientras no se cumpliera

E > m,, ya que a altas energias las predicciones de (3.25) y (3.53) son muy aproximadas.
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Conclusiones

Como observamos en los capitulos anteriores, pudimos derivar la seccién eficaz con dos métodos
diferentes. El primero nos permite entender mas el proceso fisico que se esta estudiando, ya que
nos aprovechamos de la conservacion del spin para reducir los calculos a solo 4 posibles estados
iniciales; con 4 posibles estados finales. Sin embargo, esto nos da como resultado una aproximacion
que solo es valida cuando la energia cinética de las particulas es mucho mayor que la masa de
estas, como se puede apreciar en las ecuaciones (3.25) y (3.26), por lo tanto a bajas energias no es
valida.

El segundo método es analitico y hace uso de la traza de las matrices para llegar un resultado
que sea util a cualquier rango de energia como se puede ver en las ecuaciones (3.53) y (3.54) en el
limite ultra-relativista da como resultado las ecuaciones (3.25) y (3.26). Sin embargo, este es un

tratamiento puramente matematico por lo que se pierde el sentido fisico del problema.

Los datos muestran qué tan 1til es la aproximacion ultra-relativista a altas energias.

En la figura (4.1) (b) podemos ver que la aproximacién para la seccién eficaz es practicamente
exacta, por lo que es mas que suficiente para este problema. Esto es confirmado por los datos ex-
perimentales utilizados que muestran que esta aproximaciéon cae dentro de los errores de medicién
de estos.

Para la seccion eficaz diferencial, (4.1) (a), se puede observar que para valores de cos(f) cercanos
aly-1, es decir para 6 =0y 0 = m, la aproximacién no es muy buena, sin embargo, para angulos

alrededor de # = 7/2 la aproximacién es muy parecida. Esto nos muestra que la ecuacién (3.25)

7
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es una buena aproximacién para muones dispersados con un angulo 0 ~ /2.
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Solucién a la particula libre

Ya que tenemos la forma covariante de (1.22) estamos listos para calcular la solucién para la

particula libre. Para ello buscamos una solucién de onda plana a la particula libre de la forma
) = u(B,p)e’ (1)
donde u(E, p) se denomina espinores de Dirac. Sustituyendo (1) en (1.32) obtenemos
Er*u(E, p) — pou(E, p)y' = pyur*(E,p) — p7 u(E, p) — Imou(E, p) = 0 (2)

donde (2) estd en términos de los valores propios E y p,, .. Ahora escribiendo (2) en su forma

matricial, obtenemos

de esto obtenemos
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desarrollando el término p - o

01 0 —2
D0 = POy + PyOy + P20, = Pa + Dy
1 0 1 0
. Dz Pz — ipy
Pz + ipy —P:z

Expresando u como un vector columna de dos componentes

UA
u =
Up
(4) se puede expresar como
E—m —p-o UA
=0
p-c —E—m up
de esto obtenemos las siguientes ecuaciones acopladas
(E—m)ua—p-oup =0
p-ous — (E+m)ug =0.
De (5) y (7) podemos expresar u4 y up
1 D= Pz — Z.py
Up = u
AT . B
Dz + 2py —DP:z
1 Pz Pz — ipy
up = UA.
PTE+m A

Dz + ipy —DP:z

81
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El espinor u tiene cuatro soluciones wuq, us, us, uy. Las primeras dos soluciones pueden ser obtenidas

al sustituir las dos opciones ortogonales mas sencillas para w4

Up = Uypg = (11)

utilizando (10) podemos calcular el primer conjunto de soluciones utilizando la forma explicita

elegida para u,

1 D Pz — Zp 1 pzm
up = o ! = o (12>
Pz + Zpy —D- 0 %
- P —1P;
up = 1 22 Pz — 1Dy 0 _ Tmy (13)
E+m . —p,
Dz + LDy —D= 1 E_:ip
y asi uy y us
1
0
ul(E7p) = N2 » (14)
E-i—zm
Pz"ripy
E+m
0
1
wEp=N| (15)
E+my
—Pz
E+m

siguiendo el mismo procedimiento para us y uy, esta vez eligiendo
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obtenemos las dos ultimas soluciones

E—m
Pz +ipy
us(E,p) =N | 7™ (17)
1
0
Pa—1Py
E—m
o
u4(E,p) = N4 - (18>
0
1
Asi la solucion completa para (1.32) es
Y; = ug(E, p)e!®e=Fh i=1,2,3,4 (19)
donde u;
1 0 Foiie
0 1 pg‘i"ipy
uy(E,p) = Ny us(E,p) = Ny , us(E,p) = Ns | ="
D2 Pz =Py 1
E+m E+m
1 y —Pz
e pore 0
Pz —1ipy
E—m
o
us(E,p) = Ny -
0
1

Sustituyendo los espinores u; y us se recupera la relaciéon de energia-momento de Einstein y se
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obtiene
E:—f—}\/pz—km?‘ (20)

de la misma forma para us y us se obtienen soluciones de energias negativas

E:—}\/phl—m?

. (21)

Interpretacion a las energias negativas

Existen dos interpretaciones principales a los resultados de la ecuacién de Dirac. La primera es
la interpretaciéon del mar de Dirac y la segunda la interpretacion de Feynman-Stiickelberg. A

continuacion, se dard una breve explicacién de ambas.

El mar de Dirac

Como podemos ver, las soluciones de energias negativas plantea un problema, pues no hay una
interpretacion fisica para energias negativas y estas no se puede descartar. Dirac propone la si-
guiente interpretacion: el vacio corresponde a estados donde se ocupan todos los estados de energia
negativa, esta interpretacion se denomina el Mar de Dirac. En esta interpretacion, el principio de
la exclusion de Pauli previene que los electrones con estados de energia positivos ocupen el mismo
estado cuantico que los estados negativos de energia.

Un fotén con energia suficiente, puede mover un electrén de un estado de energia negativo, por
ejemplo, a un estado positivo de la energia. Estos dejarfan un agujero en el vacio, con un estado
de energia positivo y cargado positivo. De esta manera, los agujeros corresponden a antiparticulas
con estados positivos energias y carga positiva.

Sin embargo esta interpretaciéon tiene sus problemas, por ejemplo, el vacio tendréd energia negativa
infinita y antiparticulas que corresponden a los bosones, no se explican por el principio de exclusién

de Pauli.
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La interpretacion de Feynman-Stiickelberg

La interpretaciéon moderna de los Estados negativos de la energia es proporcionada por Feynman
y Stiickelberg. Esta interpretacién dice que las soluciones de energia negativas se interpretan como
particulas con energias negativas que se propagan hacia atras en el tiempo. Estas particulas con
soluciones de energias negativas corresponden a antiparticulas con estados de energia positivos, pero
con carga opuesta, que se propagan hacia adelante en el tiempo. Esto suena un poco confuso, pero
utilizando la primera parte de esta interpretacion que dice E — —F y t — —t y reemplazandolo

en la parte de la funcién de onda dependiente del tiempo de la ecuacién (1)

o—i(—E)(—t) _ ,—iEt

El lado de la izquierda corresponde a la primera parte de la interpretacion y el lado derecho a la

segunda parte de la declaracion, que hace estos dos matematicamente equivalentes.

Los espinores de las antiparticulas

En esta seccion, se calcularan los espinores para las antiparticulas us y uy siguiendo la interpretacion
de Feynman-Stiickelberg. Vale la pena mencionar que no hay problema con la utilizacién de la ug
y uy para realizar el calculo, pero tendremos que tomar en cuenta que la energia en estos espinores
es la negativa de la energia fisica ya que estos espinores se propagan hacia atras en el tiempo,
también el momento sera el negativo al del momento fisico. Para escribir uz y us en términos de

la energia fisica positiva escribimos el momento y la energia con un signo negativo, asi tenemos

c(=p)a=(=E)®)) — —ilpz—Et) (22)
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Definiendo v y vo como

v1(E,p) = us(—E, —p)

ve(E,p) = uz(—F, —p)

podemos reescribir (1) como

W = v(E,p)e Y (23)

ahora sustituyendo esto en (1.32), obtenemos

(—E7° + poy' 4+ py* + p27° — Img)v =0 (24)

siguiendo el mismo procedimiento que antes, obtenemos las ecuaciones acopladas

o-p
- 25
T Erm®” (25)
0'-
vsz_]vaa (26)

de nuevo, utilizando la misma forma ortogonal para los vectores columna v, y v, como antes,

obtenemos las siguientes soluciones

pg-l-—l’sly Eﬁ-zm 1 0
L Lt 0 1
v=N|F" 1, w=N|F"|, u=N ., wu=N @7
0 1 Ep—zm pg—zrzr)Ly

Aqui vy y vy tienen energia

E = np*+m?
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Yy Vs, U4
E = —}\/102—1—7712

Puesto que es mas facil trabajar con la energia fisica positiva, trabajaremos con los espinores

asociados con estas energias, es decir, uy, us, v1 y v2. Asi, tenemos que para particulas

i = ui(B, p)ePe=ED

1 0
0 1
’U,1<E,p> :NQ Ug(E,p) :NQ » (28>
E'Ij;m pEJrTZy
Patipy —Dz
E+m E+m

y para las antiparticulas tenemos

) =v(E,p)e” PP

Pz —1iPy Dz
E+m E+m
—D= Patipy
V1 = N Exm N Vg = N Exm . (29)
0 1
1 0

(28) v (29) se conoce como la soluciéon de dos particulas.
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