Universidad de Sonora
Division de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Fisica

N O O

TODO-LO-ILUMINAN

4 ):o
X

\

Caracterizacion Geomeétrica de las Soluciones
de Soloviev para un Plasma en Equilibrio

Tesis para obtener el Titulo de Licenciado en Fisica presenta:
Antonio Cota Rodriguez

Director de tesis:
Dr. Adalberto Corella Madueno

Hermosillo, Sonora, México.
22 de octubre del 2021



Universidad de Sonora

Repositorio Institucional UNISON

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

[@0SIe)

Excepto si se sefiala otra cosa, la licencia del item se describe como openAccess



Agradecimientos

Quiero agradecer a toda mi familia, amigos y compafieros de la Universidad de Sonora, ya que
sin su invaluable ayuda he podido aprender de mis aciertos y mas importante, de mis errores.
Un especial agradecimiento es dedicado a la Universidad de Sonora que me brind6 el privilegio
de estudiar la carrera de Licenciatura en Fisica y de poder vivir una de las grandes experiencias
que han acontecido en mi vida. Por dltimo, quiero agradecer a mi asesor Dr. Adalberto Corella
Madueno que estuvo siempre presente desde el inicio hasta el final de mi trayectoria durante la
licenciatura.



iii

Resumen

La tesis tiene como primer objetivo abordar la deduccién tedrica de las ecuaciones de un
plasma en equilibrio dentro de una geometria toroidal partiendo desde un punto de vista que
considera particulas clasicas hasta una descripcién macroscopica de un fluido perfectamente
conductor que culmina en las ecuaciones de la magnetohidroestatica, de estas ecuaciones
se derivo la ecuacion de Grad-Shafranov, ecuacidon que se usa en la investigacion de fusion
nuclear. El segundo objetivo consiste en caracterizar las cantidades de forma, asociadas a una
solucion a la ecuacion de Grad-Shafranov conocida como solucion de Soloviev usando una
descripcion bidimensional de curvas paramétricas!!l y empleando métodos computacionales
de minimizacion de distancias. Se obtuvieron correlaciones entre las cantidades de forma y
los parametros geométricos que definen la caracterizacién geométrica de las lineas de flujo
magnético para un plasma en equilibrio.
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1 Introduccion y Criterios de Definicion del
Plasma

1.1 Introduccion

En Fisica, el término plasma designa un gas total o parcialmente ionizado, que consta de iones
y electrones, que exhibe un comportamiento colectivo y cuasineutralidad macroscopical?.
El término plasma fue introducido por Inving Langmuir (1881-1957) para describir la parte
cargada de una descarga eléctrica de un gas®l. Al plasma se le conoce como el cuarto estado
de la materia y se obtiene mediante el suministro constante de energia a un gas tal que la
energia cinética de las particulas superen su energia potencial de enlace atdémico, esto da como
resultado un fluido de iones y electrones, el suministro de energia puede ser por medio de
intensos campos electromagnéticos tal que los constituyentes neutros del gas se ionicen, los
electrones se desprenden por colisiones como resultado de la agitacion térmica elevada de las
particulas.

Una de las dos propiedades del plasma es su comportamiento colectivo, este surge como causa
de la interaccion electromagnética, esta al ser de largo alcance tiene como implicaciéon que la
interaccion entre particulas es también de largo alcance, a diferencia de un gas neutro cuya
interaccion es de corto alcance debido a las colisiones. La otra propiedad es la cuasineutralidad
macroscopica, esto significa una aproximacion en la cantidad de densidad de los iones n; y
electrones n. dentro del plasma, esto es

n; ~ N, (1-1)

esta neutralidad es una consecuencia de las fuerzas electrostaticas intensas que surgen en el
plasma, siempre y cuando exista una diferencia significativa en las densidades de los electrones
e iones. Para medir el grado de ionizaciéon « del plasma se usa el cociente dado por

n
No+n

« (1-2)

donde n = n. = n; y ng es la densidad de las especies neutras o impurezas. La relacion
(1-2) separa en dos categorias a los plasmas, en plasmas altamente ionizados y débilmente
ionizados, los plasmas que se estudian en la investigacion de fusion termonuclear pertenecen a
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los altamente ionizados!¥.

La fisica del plasma estudia las propiedades fisicas del plasma tanto desde un enfoque
microscopico (teoria cinética del plasma) como macroscopico (magnetohidrodindmica). Dentro
del plasma ocurren una gran cantidad de fendémenos fisicos que son estudiados desde estos
enfoques, entre estos fendmenos estan los efectos de difusion de particulas, radiacion de ondas
electromagnéticas, efectos de ionizacién, recombinacion, etc.

Una parte del interés en la fisica de plasma es que sirve como medio para realizar investigaciones
en el 4rea de la fusion nuclear controlada, a diferencia de la fision nuclear, en la que los d&tomos
se dividen para producir energia, en la fusion se unen nudcleos mas ligeros para crear nucleos
mas pesados, proceso en el que se libera energia. El confinamiento del plasma mediante campos
electromagnéticos es una de las técnicas utilizadas aqui en la tierra para producir reacciones de
fusion nuclearl”, la geometria de confinamiento o envase con el que se han obtenido mejores
resultados es el tokamak!®, que debe su nombre a un acrénimo ruso que significa 'cdmara
toroidal magnética’, es una estructura con forma de toroide inventada en la década de 1950
que utiliza potentes imanes superconductores para contener al plasma dentro del toroide. Un
experimento que confina el plasma en un tokamak y que se esta desarrollando actualmente es el
proyecto ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor), la configuracion basica del
mecanismo se muestra en la Figura 1-1.

Campo magnético poloidal
Bobinas poloidales

" Bobinas toroidales

Campo magnético resultante

Campo magnético toroidal
Plasma

Figura 1-1. Plasma confinado en un toroide. Archivo: Schematic-of-a-tokamak-chamber-and-
magnetic-profile.jpg por S. Li, H. Jiang, Z. Ren, C. Xu licencia bajo CC 4.0/Traducido
al espanol.

la configuracion bdsica consiste en una serie de bobinas externas al plasma que generan
campos electromagnéticos intensos con el objetivo de mantener la estabilidad y desencadenar
reacciones de fusion. El control y estabilizacion de los plasmas generados en los tokamaks es
un problema dificil debido a las inestabilidades que surgen dentro del plasma, lo que enriquece
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el estudio de esta area de la fisica, sin embargo, hay situaciones en que el problema fisico puede
idealizarse matematicamente hasta tornarse en un problema mas sencillo que se puede resolver
de forma analitical”, es decir, es posible reducir el tratamiento matematico de un plasma hasta
convertirlo en un problema mas idealizado cuya solucion analitica arroje informacién sobre la
fisica del plasma confinado.

Parte del objetivo de este trabajo fue obtener desde primeros principios la ecuacion que describe
las lineas de flujo magnético de un plasma en equilibrio dentro de un toroide bidimensional
(ecuacion Grad-Shafranov). El camino que se abordd, y que se muestra en los capitulos
siguientes, esta representado por el camino mas largo de la Figura 1-2, esto es, se comienza con
una descrpicidn clasica de particulas del plasma y se procede realizar una serie de suposiciones
que disminuyen la complejidad del sistema tanto fisico como matematico, sin embargo, como es
de esperarse, en este transito hay informacion que se pierde y ain con esto, el problema termina
siendo no trivial. Al obtener la ecuacion de Grad-Shafranov y escribir una solucién (solucion de
Soloviev), se obtienen resultados sobre la morfologia de las lineas de flujo magnético de un
plasma en equilibrio por medio de la caracterizacién geométrica de las lineas de flujo usando
un conjunto de pardmetros geométricos. Antes de describir la dindmica del plasma es necesario
definir primero los criterios del plasma, esto es, las condiciones necesarias para que un gas
sea considerado plasma. Los criterios son definidos en términos de un conjunto de cantidades
fisicas, estas cantidades son la longitud de Debye Ap, la frecuencia del plasma wy, y el parametro
del plasma Np,.
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Figura 1-2. Avance teorico que describe una parte de la fisica del plasma.
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1.2 Longitud de Debye

Los plasmas poseen la propiedad especial de escudarse de potenciales eléctricos externos. Si un
plasma se somete a un campo eléctrico externo, sus cargas libres se redistribuyen de modo que
la mayor parte del plasma queda protegida del campo. Supongamos que el estado de equilibrio
del plasma se ve perturbado por un campo eléctrico debido a una particula cargada con g > 0.
Se puede demostrar por medio del uso de la ecuacién de Poisson que el potencial generado por
esta carga de prueba estd dado por

— XD 1-
o(r) 471'607’6 7 (3
con
KT\ 2
Ap = (60 ;’) (1-4)
Ne€

Ap es la longitud de Debye, donde ¢, es la permitividad del vacio, 7, es la temperatura de
equilibrio del plasma, e es la magnitud de la carga del electrén, n. es la densidad de nimero
de electrones y k es la constante de Boltzmann. De (1-3) implica que el potencial debido a una
carga de prueba en el plasma disminuye mas rapido que una carga en el vacio (Figura. 1-3)

B0 A ';'::.::Iw
. — =2 exp( ko]
Ap
40 -
S g
20 1
10 1
D -
T T T T
0.0 01 02 03 04 0.5

Figura 1-3. Efecto del escudamiento de Debye para una particula de prueba ¢r.

este fendémeno es conocido como escudamiento o apantallamiento de Debye y es un ejemplo de
los efectos colectivos del plasma. La longitud de Debye es la distancia en la cual se genera una
nube de particulas cargadas de signo opuesto que restauran las neutralidad macroscopica del
plasma. Para distancias » < Ap el potencial es similar a la de una carga en el vacio, en cambio
para r > Ap el potencial de la carga de prueba es efectivamente cancelada (fig. 1-4).
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Figura 1-4. La esfera de Debye cancela a la carga de prueba y regresa la neutralidad macroscoépica
del plasma.

Por tanto la longitud de Debye da una medida de hasta qué punto una particula cargada puede
influir significativamente en su entorno dentro del plasma, esta es la distancia maxima sobre
la que un plasma puede apartarse significativamente de su cuasi-neutralidad macroscépical®.
Para un plasma en maquinas de fusionl® el orden de la longitud de Debye es de Ap ~ 7-10~°m
mientras que para un plasma interestelar la longitud de Debye es del orden de Ap ~ 0.7m.

El primer criterio para determinar si un gas ionizado es un plasma es que las dimensiones
espaciales del plasma L sea mucho mayor que la longitud de Debye \p esto es, L > Ap, si
esto se cumple el plasma se mantendra en un estado cuasi-neutro y por tanto el escudamiento
de cargas externas serd efectivo. Para el caso de plasmas usados en fusion nuclear, la longitud
L = a = 2m donde a es el radio menor del toroide, por lo que el primer criterio del plasma se
cumple sobre 4 6rdenes de magnitud.

1.3 Parametro del Plasma

El pardmetro del plasma es definido como

4
Np = %ne)\% (1-5)

esta cantidad nos da el numero de particulas que estadn contenidas dentro de la esfera de Debye.
El segundo criterio para definir al plasma esté relacionado con esta cantidad, ademas de ser
necesario para que el escudamiento de Debye sea un concepto estadisticamente valido”) y el
comportamiento colectivo siga aplicando, para esto se requiere que Np >> 1, esto es, que la
esfera de Debye contenga una gran cantidad de particulas cargadas. El parametro del plasma
puede interpretarse como una medicion del grado en que los efectos colectivos dominan sobre
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el comportamiento de particulas individuales ademas de imponer la condiciéon de que la energia
potencial de una particula debida a sus vecinas sea mucho menor que la energia cinética.

1.4 Frecuencia del Plasma

Como se ha mencionado anteriormente una de las propiedades importantes del plasma es
mantener la causineutralidad macroscopica de carga. Cuando el plasma es perturbado de su
estado de equilibrio, esto es, cuando hay una separacion de las particulas cargadas, dentro
del espacio entre ellas se genera un gran campo eléctrico que tiende a restaurar la neutralidad
de carga original. Estos movimientos colectivos son caracterizados por una frecuencia natural
de oscilacién conocida como frecuencia del plasma. La frecuencia del plasma surge como una
consecuencia de la interaccion restauradora de Coulomb, esto es, si dentro del plasma dos
conjuntos de cargas con signo opuesto son separadas una distancia Az y si consideramos a los
iones estaticos, el campo eléctrico generado por la separacion de carga Az (en una dimension)
es B, = 22 on esto la fuerza restauradora de Coulomb es:

e’

Fx = quc (1'6)
d?Azx _ neeAw (1-7)
a1 Me€o
d*Ax )
W = —wprx (1'8)

La ecuacion (1-8) es la ecuacion de un oscilador armoénico simple con frecuencia igual a la
frecuencia del plasma wy,

ne€2 1/2
wfp = ( ) (1*9)

Mme€g

Asi, cuando el plasma es perturbado de su condicion de equilibrio (Figura 1-5), el espacio interno
resultante de cargas da lugar a movimientos colectivos de particulas que tienden a restaurar la
neutralidad de la carga original.
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B+ + 4+ 4+ + +]
1

F
—

Figura 1-5. Un modelo simple que ilustra las oscilaciones del plasma de electrones.

Otras cantidades que caracterizan las trayectorias de las particulas cargadas del plasma en
presencia de un campo magnético son la frecuencia ciclotronica y el radio de Larmor. Es
bien sabido que si una particula de masa m y carga ¢ se introduce en un campo magnético
estatico uniforme, esta particula realizard un movimiento circular uniforme alrededor del campo
magnético a una frecuencia caracteristica conocida como frecuencia ciclotronica, dada por

We = M (1-10)

m

donde la orientacion del giro depende del signo de la carga. Estos movimientos circulares definen
también al radio de la 6rbita o radio de Larmor, dado por

v
r, = —

We

(1-1D)

donde v, es la componente perpendicular de la velocidad con respecto al campo magnético.
Tanto la frecuencia ciclotréonica como el radio de Larmor no entran en los criterios para definir a
un plasma sin embargo son necesarias al considerar el regimen fisico de la magnetohidrodinamica
Seccion 2.4.

1.5 Criterios del Plasma

Ya se han dado dos criterios que nos permiten saber si estamos en presencia de un plasma, el
tercer criterio estd relacionado con las colisiones que se generan dentro del fluido, este criterio es
que los electrones puedan completar muchas oscilaciones antes de chocar con los constituyentes
neutros. Si wy, es la frecuencia del plasma (1.9) y 7 es el tiempo medio entre colisiones de
electrones y particulas neutras, el tercer criterio requiere que ws,7 > 1 = Tipr > 1, con esto

7> Ty, (1-12)



1.5 Criterios del Plasma 9

donde T}, es el tiempo de un periodo de oscilacién dado por wy,, esto se debe de cumplir ya
que de otra manera los electrones no pudieran comportarse de forma colectiva, serian forzados,
por las colisiones, a estar en un equilibrio completo con las particulas neutras y el medio se
trataria de un simple gas neutral. Por tanto, la frecuencia de colisiones dentro plasma debe ser
menor que la frecuencia del plasma wy,, de aqui se concluye que en un plasma los efectos de
particulas individuales son de menor importancia que los efectos colectivos.

En resumen, para que un gas ionizado sea considerado un plasma se debe cumplir los siguientes
criterios!!:

L > Mp (1-13)
Np > 1 (1-14)
wepT > 1 (1-15)

Hasta aqui se han definido los criterios que determinan si estamos en presencia de un plasma,
lo que sigue es obtener una deduccion teorica de las ecuaciones que describen la evolucion
dindmica de sus constituyentes, esto se abordara desde una descripcion de particulas hasta llegar
a una descripcion macroscopica de un monofluido ionizado en equilibrio.



2 Dinamica del Plasma

2.1 Descripcion de Particulas

Para derivar las ecuaciones que rigen el comportamiento exacto de un plasma desde una
descripcidon de particulas o desde la teorfa cinética del plasma es necesario primero definir lo
que es un espacio fase de un sistema de particulas: Un espacio fase (Figura. 2-1) son todos los
posibles estados de un sistema fisico determinado por sus coordenadas de posicion y velocidades
(momento). Supongamos que tenemos un gas de solo una particula cargada. Esta particula tiene
dos orbitas, una dada por R;(¢) en el espacio configuracional de tres dimensiones r, esta 6rbita
es el conjunto de todas las posiciones r que ocupa la particula a tiempos sucesivos y la otra 6rbita
dada por Vi (t) en el espacio de velocidades de v.

dv .

t3
t;

dr r ' ' ' ' ' ' Ir

Figura 2-1. Elemento de espacio fase en una dimension (izquierda) que contiene a una particula.
Orbita de la particula a tiempos sucesivos.

Combinando el espacio configuracional y el de velocidades en un solo espacio fase 6-dimensional
y eligiendo el elemento de volumen drdv lo suficientemente pequefio tal que contenga una sola
particula o ninguna, con esto la densidad de una particula en el espacio fase es

F(r,v,t) = 8]t — Ry (D)]8[v — V1 (¢)] 2-1)

donde ¢ es la funcién delta de Dirac y la funcién F' es conocida como funcién de densidad de
Klimontovich!'¥. Si no hay particulas en el elemento de volumen [ Fdrdv = 0o [ Fdrdv = 1
si contiene a la particula (Figura. 2-1), esto claramente es un resultado de la funcion delta de
Dirac. Ahora supongamos que el sistema contiene dos especies de particulas (iones y electrones)
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y cada especie tiene un total de N, particulas, entonces la funciéon de densidad de Klimontovich
para la especie « es

(r,v,1) Zér— [6[v — Vi(t)] (2-2)

y la densidad total estd dado por

F(r,v,t) ZF (r,v,t) (2-3)

El numero total de particulas de la especie « se puede obtener integrando la ecuacion (2-2) en
el volumen total V' del espacio fase

/ F,(r,v,t)drdv = Ny (2-4)
v

de la ecuacién (2-4) se deduce que la funcion de Klimontovich nos da la densidad exacta del
espacio fase de nuestro sistema de particulas, en otras palabras, la funciéon de densidad consiste
en la suma de todos los elementos de volumen de espacio fase individuales.

Conociendo la ubicacién y velocidad exacta de cada particula a un valor del tiempo ¢, en principio
podemos conocer todas las posiciones y velocidades a cualquier tiempo posterior, esto es debido
a la relacion

paratodas. Yaque el plasma estd en presencia de campos electromagnéticos internos producidos
por el sistema de particulas cargadas, la velocidad de todas las particulas ¢ satisfacen la ecuacion
de fuerza de Lorentz

MaVi(t) = g {E™(Ri(£), ) + Vi(t) x B™(Ry(), )} (2-6)

donde el supraindice m denota los campos electromégneticos internos o "microscopicos”
generados por las particulas. Una observacion importante es que los campos eléctricos y
magnéticos omiten la contribucién de la particula ¢, en otras palabras, una particula no interactaa
electromagnéticamente consigo misma. Estos campos satisfacen las ecuaciones de Maxwell

" _ 0B"(r,t) )
VXE"(rt) =~ 2-7)
1 9E™(r, t
VB = )+ oD ¥
V-E'(r,t) = L) (2-9)
€o

V.B"(r,t) = 0 (2-10)
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Ya que las ecuaciones de Maxwell son lineales, es posible considerar la suma de campos
electromagnéticos internos y externos E” — E™ + E.,; y B — B™ + B.,;. La cargay la
densidad de corriente estan dadas por

p"(r,1)

an/ (r,v, t)d% 2-11)
an/vFa(r, v, t)d*v (2-12)

La ecuacion exacta que describe la evolucion del plasma se obtiene derivando con respecto

J"(r,t)

al tiempo la funciéon de Klimontovich, ecuacidén (2-2); consideramos primero las siguientes
identidades de la funcion delta

L i) = 2 fa=b) 213

d df

— t) = 2-14

o) = T 214)
aplicando esto a la la derivada temporal de los dos términos de lado derecho de la ecuacion (2-2),
tenemos

0 OR;, 0 o _
a 8VZ _— — y . —_— . -
GO =V = T S = Vi(D)] = Vi Vil - V) (2-16)

sustivendo las ecuaciones (2-5) y (2-7) en la ecuacién (2-17)

a;;a:—ZRi-Vd[r— A ZV V[V — V5[t — R}| (2-17)

sustituyendo (2-5) y (2-6) en (2.17)

=D Vi Vo[r = RJo[v = Vi] = %(Em +V; XB)-V,d[r—R]0[v—V,] (2-18)

usando la identidad ad(a — b) = bd(a — b)

aFa qa m m
5 — _ZV V(SI'— [ — ]_Zma(E +V,;, xXB ) VUCS[I‘—RZ'](S[V—VZ‘]

= v vZar_ S[v — ]—Z:f (E™ + V; x B™) - V,6[r — R;|6[v — V||

i
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de la definicion (2.2) la dltima expresion se escribe como

OF, .
YV VE, 4+ (g oy B .V, E, =0 (2-19)
ot Me

La ecuacioén (2-19) es conocida como ecuacion de Klimontovich. Esta ecuacion expresa que el
numero de particulas se conserva a lo largo de todas las ¢rbitas dinamicas del espacio fase bajo
la accion de sus campo electromagnéticos mutuos. La ecuacidon de Klimontovich junto a las
ecuaciones de Maxwell constituyen una descripcion exacta del plasma. Para interpretar mejor
la ecuacion se define la derivada convectiva total

D%E%JrR-VJrV-Vv (2-20)
esta derivada no solamente considera la variacion en el tiempo de la densidad de particulas, sino
también la variaciéon de tiempo producto de cambiar la posicion en el espacio de fase, con esto,
podemos escribir la ecuacion de Klimontovich en términos de una ley de conservacion

DF,

Dt =0 (2-21)
esto es, la densidad de las particulas en el espacio fase de la especie « es constante en el
tiempo. La ecuacién (2-21) se resuelve para valores iniciales de posicion y velocidad de las

Ny particulas de cada especie, esto significa una gran cantidad de cOmputo y por tanto es un
problema intratable ya que conlleva el conocimiento de todas las orbitas individuales de las
particulas y en problemas relacionados a la fisica del plasma se asume una gran cantidad de
particulas, sin embargo esta ecuacion sirve como principio conceptual para la derivacion de
otras ecuaciones asociadas a los valores promedio del plasma.

Para reducir la complejidad es necesario pasar de un enfoque de particulas a un enfoque de
ensemble estadistico, esto se aborda por medio de la obtencién de los valores esperados de
la ecuacion (2-19) sobre un volumen finito, este volumen en el espacio de configuracion debe
ser menor que la longitud de Debye y mayor que el espaciamiento o longitud media entre las
particulas /=3, mas exactamente para un volumen dado por (Ar)? la longitud de uno de los
lados del cubo debe ser tal que V3 < Ar < )\[8}; ademas, se debe cumplir que dentro del
elemento de volumen exista una gran cantidad de particulas, pero esto lo satisface el segundo
criterio del plasma (1-14). Los plasmas estudiados en investigacion de fusion contienen un
ntimero de particulas N = 10° dentro del volumen finito!'!.

La funciéon de distribuicién media se define como el promedio de la funciéon de Klimontovich,
esta se obtiene integrado a F, en el volumen finito del espacio fase AV = (Ar)}(Av)?y
diviendo el resultado sobre ese mismo volumen, esto es

 Jay Fa(r, v, t)dPrd?v

fa (1‘, v, t) = <Fa (1‘, v, t)> = AV (2-22)
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Dicho de otro modo, el nimero medio de particulas presentes a un tiempo ¢ en el elemento de
volumen del espacio fase AV es

fa(r,v,t) AV = Fo(r,v,t)d*rd*v (2-23)
AV

La funcién f, describe la fisica para distancias mayores a la longitud de Debye (Ar) > Ap. El
efecto de promediar las particulas en una funciéon de distribuciéon media se puede observar en
la Figura 2-2.

Fa .r,:; M parieuias o A fIT

o

I :
Figura 2-2. De izquierda a derecha. Efecto de promediar la funciéon de Klimontovich en una
funcion continua f,, en todo el espacio fase.

El namero total de particulas del sistema se obtiene integrando sobre todo el espacio fase V. La
desviacion de la funcion de Klimontovich de su promedio se define con la cantidad ¢ F, tal que
(0F,) = 0, con esto, podemos escribir la funcién de Klimontovich como

Fo(r,v,t) = fo(r,v,t) + 0F,(r,v,1) (2-24)

donde F,, representa la contribucion discreta o fluctuaciones dentro de la region Ar < Ap .
Empleando la misma descripcion para los campos electromagnéticos

E" = E+JE" (2-25)
B™ = B+ /B" (2-26)

tal que (0B™) = (JE™) = 0. Promediando todos los términos de la ecuaciéon de Klimontovich,
tenemos

% +v-Vf,+ <q_°‘[(]3 +0E) +v x (B+0B)] - V,(fa — 5Fa)> 0 (2-27)

separando los términos promediados y discretos

O 4 Uf 4+ 99 (E v x B Vofu = — L (SE™ v x 6B™) - Vo0F,)  (2-28)
6?15 me %
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Esta ecuacién es conocida como ecuaciéon cinética del plasmal®

y describe la evolucién de
fa en el espacio fase bajo la accion de campos electromagnéticos. La funcion f, también se
puede interpretar como la probabilidad de obtener un conjunto de particulas localizadas en un
volumen finito del espacio fase AV, esto es, f, es una densidad de probabilidad. Dado que f,
es suave por construccion, todo el comportamiento asociado a las fluctuaciones estéd del lado
derecho de la ecuacion (2-28), estos efectos discretos son consecuencia de colisiones dentro del
plasmal'?). Con esto, es posible separar a las fuerzas del interior del plasma en dos categorias,
en fuerzas de largo alcance debido a los efectos colectivos de un gran numero de particulas y

las fuerzas de corto alcance debido a las colisiones entre particulas.

La ecuacion cinética tiene la ventaja de que la funciéon de distribucién media f, no depende
de las coordenadas exactas de las particulas puntuales y solo depende de las coordenadas del
espacio fase y del tiempo (r,v,?). Debido a que los efectos colectivos del plasma dominan
sobre los efectos de colisiones (tercer criterio del plasma) el comportamiento discreto puede ser
despreciado y con esto tener a un plasma donde los efectos colectivos dominan (lado izquierdo),
en efecto, cuando el lado derecho de la ecuacién cinética es igual a cero, se obtiene la ecuacion
de Vlasov, que describe a un plasma sin colisiones
%+V~Vfa+;—i(E+VXB)~vaa:0. (2-29)

Los campos electromagneticos promediados deben satisfacer la version promediada de las
ecuaciones de Maxwell

_ OB(r,t) )
VXEr) = —— (2-30)
V x B(r,{) = ud(r,t)+é% (2-31)
V.-E(r,t) = @ (2-32)
0
V-B(r,t) = 0 (2-33)

junto con la densidad de corriente y carga

p(l‘,t) = ZQa/fa(ra"?t)ng (2734}
Ir,t) = an/vfa(r,v,t)d% (2-35)

La ecuacién cinética del plasma junto con las ecuaciones de Maxwell y las relaciones (2-34) y
(2-35) representan un conjunto cerrado de ecuaciones que si se resuelve para f, nos brindaria
toda la informacion fisica de interés del plasma, sin embargo se puede avanzar en la reducciéon



16 2 Din4dmica del Plasma

de la complejidad; para lograr esto primero primero hay que definir unas cantidades conocidas
como variables macroscopicas de plasma.

2.2 Variables Macroscopicas

Al derivar la ecuacion cinética del plasma, no usamos ningtn principio fisico mas que la ecuacion
de movimiento que relaciona la aceleracion de las particulas con la fuerza de Lorentz, el resto de
la derivacion fue simplemente una cuestion de llevar un recuento del niumero de particulas que
entran y salen de un elemento de volumen en el espacio de fase, para simplificar mas el analisis
es necesario realizar una transiciéon de ensemble dado por f, a una descripciéon macroscopica
de fluidos dado por variables macroscopicas del plasma. El fluido es un medio continuo descrito
por cantidades macroscopicas que dependen de la posicion r y el tiempo ¢. Estas cantidades
macroscopicas se obtienen multiplicando a la funcion de distribucion por las velocidades v de
las particulas e integrando en el espacio de velocidades. El momento de velocidad k—ésimo se
define como

My(r,t) = /VV cVfe(r, v, t)dv (2-36)

M, es un tensor de rango k con k factores de v. El conjunto de momentos { M, k =0,1,2,...}
es una descripcion alternativa de la funcion de distribucion media. Esta definicion de las
cantiades Mj(r,t) reduce el numero de dimensiones de 7 a 4, las variables se expresan en
términos de las coordenadas del espacio configuracional y el tiempo a diferencia de la funcion
de distribucién media f,(r,v,t) que depende de siete variables, una conclusion de esto ultimo
es que un modelo de fluido del plasma no es tan preciso o completo como un modelo cinético
sin embargo las cantidades macroscopicas con las que se describe el modelo de fluidos dan una
intuicion fisica mas simple y a pesar de esta falta de precision el modelado de fluidos es ideal

para una introduccién a la investigacion de la fisica relacionada a la fusién nuclear™.

El momento cero define la densidad de nimero de particulas en el espacio configuracional

na(r,t):/fa(r,v,t)dv (2-37)

con densidad p0 = Mana(r, t). El momento de orden 1 dividido entre la densidad de niumero
de particulas es la velocidad media

1

U, (r,t) = (V) = m /vfa(r, v, t)dv (2-38)

Esta velocidad describe el flujo promedio macroscopico del fluido dado por la contribucion de
todas las velocidades de las particulas bajo consideracion (Figura 2-3).
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“H}' v T . .
- & - - f "u:-l = ™ ‘1 I
- . ufr, t)
- ‘f * *
Vi ' %

Figura 2-3. Visualizacion de la velocidad media de un ensemble de particulas por medio de la
integracion de un elemento en el espacio de velocidades (dos dimensiones).

Las fuentes electromagnéticas, ecuaciones (2-34) y (2-35), son determinadas por las ecuaciones
(2-37) y (2-38)

p = anna (2-39)

J = gaNala. (2-40)

En general, el valor promedio de cualquier cantidad g, (r, v, t) es dado por

1
N (T, )

(g(r 1)) = / 2o (1, v, 1) o (1, v, £)dy. (2-41)

El segundo y tercer momento correponden al flujo de momentos y a la densidad de flujo de
energia respectivamente

P, = ma/vivjfa(r,v,t)dv (2-42)

Eoiji = Mg / 0; 0V fo(T, Vv, t)dv. (2-43)

escrito en su forma de componentes. El flujo de momentos es la cantitad total de momento
transportado por unidad de 4rea y tiempo en el marco de referencia del laboratorio sobre una
superficie dA = fdA que se encuentra dentro plasma donde v; es la velocidad de las particulas y
v; es la componente de la velocidad paralela a la normal del elemento de superficie (Figura 2-4).
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Figura 2-4. Flujo de momento de una particula sobre una unidad de superficie.

La desviacion de la velocidad de las particulas su valor medio es dado por la velocidad térmica

Co =V—1U,

(2-44)

consecuentemente tenemos que (c,) = 0, ya que (v,) = u,. La velocidad térmica define otras
variables conocidas como variables térmicas en el marco de reposo del elemento de fluido (la

superficie dA se mueve junto con el fluido), estas variables son

Temperatura
3 1 oy Ma 9
§kTa = 2ma<ca> = . /(v Uu,)” fo(r,v, t)dv
Vector de flujo de calor
1 9 Mg 9
o = §nama(caca) =5 (V—1u,)*(V—u,)folr,v,t)dv

Tensor de presion

Po = nama<caca> = Mgy /(V - ua><V — ua)fa(r,v, t)dV

Tensor de flujo de calor

Qo = Mo (CaCace) = M / (v = 00) (v — 0 (v — ) fu(r, v, £)dv

(2-45)

(2-46)

(2-47)

(2-48)

El tensor de presion sobre un elemento de area dA que se mueve a velocidad media del fluido

es el flujo neto de momento debido a las velocidades térmicas (Figura 2-5).
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X —Ax X+ 4Lx

Figura 2-5. Flujo de momento térmico en una dimension en el marco de referencia con u,, = 0.

Del tensor de presion se obtiene la presion escalar o presion hidrostatica media p,,, esta se define
como un tercio de la traza del tensor de presion

Pa = %Tr(pa) (2-49)
de la ecuacion (2-47)
1 2 2 2 1 2
Do = gnama@m +eoy t ) = gnama(ca) (2-50)
de la ecuacion (2-45) tenemos
Pa = No kT, (2-51)

que es la ecuacion de estado de un gas ideal para un plasma en equilibrio termodinamico.

Estas cantidades definidas representan cantidades fisicas que son parte del comportamiento
colectivo de un gran ndmero de particulas desde una perspectiva de fluidos en el cual el plasma
es dividido en elementos de fluido (Figura 2-5).

Flarma

"--_____,_ Elemestos de fluldo
—— /
J'J-.--_ ‘1--\--.#:"-
e A
A e '\
[T
T
1 ot 4 '
— ""x S
_--"}'h.____ ___;"f

Figura 2-6. Division de un plasma en elementos fluidos.
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2.3 Ecuaciones de Transporte

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan las variaciones espaciales y temporales en términos
de las variables macréscopicas obtenidas en la seccidon anterior pueden derivarse directamente
desde la ecuacion cinética del plasma sin tener que resolverla. Estas ecuaciones diferenciales
son conocidas como ecuaciones de transporte o ecuaciones de transferencia macroscopicas'?.  Las
ecuaciones de transporte en términos de estas variables se pueden obtener tomando los
diversos momentos de la ecuacion cinética del plasma. Las primeras tres ecuaciones pueden
obtenerse al multiplicar la ecuacion cinética del plasma por m,, myv y m,v2/2, sin embargo
es necesario truncar el sistema de ecuaciones realizando una aproximacién que introduzca una
simplificacion concerniente al momento mas alto que aparece en el sistema de ecuaciones.

Considerando a ¢g(v) como una propiedad fisica de las particulas que depende de solo de la
velocidad, se deriva la ecuacion general de tranporte partiendo de la ecuacion cinética del plasma
(2-28)

afa _ Qo m m
= +v Vfa—l—m—a(E—l—va)-VUfa——m—a(((SE +v x 0B™) - V,0F,) (2-52)

dado que f, no distingue entre particulas individuales, sino que solo tiene en cuenta su
dependencia en espacio y la velocidad, la evaluacion del término derecho de la ecuacion (2-
52) debe proporcionar esta informacién en términos de correlaciones. Una forma de simplificar
la ecuacion cinética es despreciar las correlaciones entre los campos y tener en cuenta solo las
correlaciones entre las particulas a través de colisiones™? . Asumiento esto tltimo, la ecuacion
se puede escribir

Ofa +v-Vf,+a-V,f, = <%) (2-53)
col

ot ot

donde a = I~ (E + v x B) es la aceleracion debido a la fuerza de lorentz sobre las particulas y
(Ofa/ 8t)|col es el cambio de la funcion de distribucion debido a las colisiones entre particulas.
La ecuacién escrita como (2-53) es conocida como ecuacion de Boltzmann.

Para obtener la ecuacion general de transporte se multiplica la ecuacioén (2.53) por g(v) y se
integra sobre todo el espacio de velocidades

Pasaremos a analizar término por término. El primer término del lado izquierdo de la ecuacion
(2-54) se puede escribir como

v (2-54)
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[t (foos) [0 s
[

-0
el segundo término de la derecha es cero ya que g(v) no depende de ¢. Utilizando el concepto
de valor medio, ecuacion (2-41), podemos escribir (2-55) como

[ o0 = 5 nato(w)) 2:56)

Para el segundo término del lado izquierdo de la ecuacion (2-54), tenemos

/g(v)v-Vfadgv =V (/g(v)vfadgv) - /fav-Vg(v)d3v—/fag(v)V-vd3v (2-57)

g g

=0 =0

el segundo término de la derecha de la ecuacién (2-57) es cero porque la funciéon g no depende
de las variables espaciales, y el tercer término es la divergencia espacial de v, por tanto también
es cero. Con esto, nos queda

/v g(V)\v - VfdPv =V - ( / g<v)vfad3v>

/g(v)v -V fad*v = V - (na(g(v)V)y) (2-58)

v
El tercer término del lado izquierdo de la ecuacion (2-54) lo podemos escribir de la siguiente
forma

/ (v)a-V fadsv—/v (ag(v) fa)d U—/faa Vg(v U—/fag V., -ad*v (2-59)

El primer término del lado derecho se puede escribir como

R

T,Y,2

a;g(v;) fo)dvydv,du, (2-60)

para los valores de x, tenemos

oo +o00
///OO %(amg(vx)fa)dvxdvydvzz//oo dvydv, (ag(ve) fo] T2) =0 (2-61)

donde se asume que f, se hace cero a velocidades infinitas. El tercer término de lado derecho
de (2.59) es cero, V, -a = V, - £ = 0 ya que las componentes de la fuerza de Lorentz
son independientes de la correspondiente componente de velocidad v;, por ejemplo para la
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componente z, la fuerza de Lorentz es F,, = ¢,(v,B, — v, B,), de aqui vemos la independencia
entre F; y v;, por lo tanto, la ecuacion (2-59) queda

/g(v)a ' vvfad3v = - /faa : va(v)dgl} = _na<a ' vv>a <2'62)

Combinando los resultados obtenemos la ecuacioén general de transporte

0

5 l0(6)) + T+ (lg6)) = e Tugla = [a) ()| o] 3

col

Esta ecuacion facilitard la derivacion de las tres primeras ecuaciones de transporte que son la
ecuacion de conservacion de masa, de momento y energia.

2.3.1 Conservacion de la Masa

La ecuacién de conservacion de la masa se obtiene haciendo una susticion de la propiedad
molecular por la masa de las particulas de la especie «, esto es, g(v) = m,, con esto tenemos
las siguientes relaciones

(9WV)a = ma (2-64)
(gV)V)a = mau, (2-65)
V.g(v) = 0 (2-66)

Sustituyendo las ecuaciones (2-64)-(2.66) en la ecuacion general de transporte, obtenemos

Opma
ot

que es la ecuacion de conservacion de la masa, con p,, = naMm, s la densidad de masa de las

+V (Pmalla) = Sa (2-67)

particulas donde S, representa la tasa por unidad de volumen a la que se producen o pierden
particulas de tipo a como resultado de colisiones. Cuando S, = 0 no se considera los fenémenos
fisicos como ionizaciéon o recombinacion de particulas y la ecuacion (2-67) se convierte en la
ecuacion de continuidad

8 mao
P +V (pmatla) =0 (2-68)
ot
diviendo entre m, la ecuacién de conservaciéon de masa se convierte en la ecuaciéon de
continuidad
Oong,
— 4+ V- (nauy) =0 (2-69)

ot
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2.3.2 Conservacion del Momento

Para obtener la ecuacion de conservacion del momento de un plasma de dos especies, de forma
similar a la seccidn anterior, sustituimos la propiedad molecular por m,v, con esto, los términos
de la ecuacion de transporte son

0 ou,, O Pma

a(pmoz <V>oz) = pmaﬁ + U, ot (2-70)
V- (pmal{VVW)a) = V- (Pmalally + pPma(Cata)) 2-71)
—No(F-VyV)o = —no(Fre, + Fe,+ F.e,)q = —ng(F), (2-72)

donde F = m,a, sustituyendo estas ultimas tres relaciones en la ecuacion general de transporte

prns 2" U0 =% 4 V- (patatia) + V- (Pna(€aca) = na(Fla = Aa (2-73)

donde A, denota el término de colisiones

A, :ma/v (%) d3v
at col

Observamos que el cuarto término del lado izquierdo es la divergencia del tensor de presion,
esto es, V - (pma{€aCa)) = V - pPa, por otro lado el tercer término del lado izquierdo de la
ecuacion (2-73) lo podemos escribir como

V : (pmozuocuoc) = Pma (ua : V)ua + u, [v : (pmocuma)]

El quinto término de la izquierda de la ecuacion (2.65), la fuerza F la sustituimos por la fuerza
de Lorentz, con esto, haciendo las sustituciones en la ecuacién (2-65), tenemos

Gua 9, ma
pmaﬁ + pma(ua : V)ua +u, gt + ua[v ’ (pmaua>] +V- Pa — naqa(E T Ug X B) = Aq
:sz% :u::Sa
(2-74)
reagrupando
du,
a3 VP~ Naa(E + Uy X B) = Aq — U5, 2-75)
ignorando el término de produccion S, tenemos
du,
Prma— = Nala(E + Ua X B) = V- Po + Aq (2-76)

Esta ecuacion establece la condicion necesaria para preservar la conservacion del momento, es
la version equivalente a la segunda ley de Newton para fluidos. Fisicamente, esta ecuacion nos
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dice que la variacion temporal del momento medio en cada elemento de fluido es debido a las
fuerzas aplicadas a éste, mas especificamente, el primer término corresponde a las fuerzas de
Lorentz, el segundo a las fuerzas de presion, donde el tensor de presiéon que se puede dividir
en la presion isotropica y anisotropica p, = pal + Y, y el tltimo término A, son las fuerzas
debido a las colisiones entre particulas.

2.3.3 Conservacion de la Energia

La ecuacion de conservacion de la energia se obtiene por medio de la sustitucion de la propiedad
fisica por la energfa cinética de las particulas g(v) = m,v?/2, la ecuacion resultante es

30p, O (1
2

30pa 0 (1 L\ o (L e ] e = _
5 ot +at pmaua) +V [mea((v v)v)a} N (F - V)o = M, (2-77)

donde M, es la raz6én de cambio de la densidad de energia debido a las colisiones. La ecuacion
de conservacion de la energia puede escribir de una forma alternativa, dado por

d (3pa 3Pa 1,
— = oy . . . . =M. —u. -A Z 2-7
o ( 5 ) + 5 u,+ (@ V) u,+V-qa W — Uy - Ay + 2uaSa (2-78)

El primer término a la izquierda de la ecuacion (2-78) expresa la razén de cambio de la densidad
de energia térmica de las particulas en un elemento de volumen que se mueve con la velocidad
media del fluido u,, el segundo término se interpreta como el cambio de la densidad de energia
térmica debido a las particulas que entran al elemento de volumen con velocidad u,, el tercer
término esta relacionado con el trabajo realizado sobre la unidad de volumen por el tensor de
presion que actda sobre la superficie del elemento de fluido, el cuarto término representa el
cambio en la densidad de energia térmica debido al flujo de calor, por tltimo los términos de
lado derecho representan la razén de cambio en la densidad de energia como consecuencia de
las colisiones.

Como se menciond al principio de esta seccidon es necesario una aproximacion que simplifique
la dltima ecuacién asociada al momento mas alto, es decir una aproximacion a la ecuacion de
energia con el fin de reducir la cantidad de variables y cerrar el sistema de las ecuaciones de
transporte. En este sistema cerrado despreciamos el término que involucra al vector de flujo de
calor, con esto, la aproximacion consiste en hacer V-q,, = 0, lo que significa que los procesos que
ocurren en el plasma son tales que no hay flujo de energia térmica ademas también consideramos
isotropia en la presion. Esta aproximacion también se llama aproximacion adiabatical’ y la
ecuacion de energia se expresa como

d Bpa 5pa _ 1 2
i (7) T (Vo ta) = Mo — o~ A + 50050 @79
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Considerando la aproximacién adicional de que el cambio de energia, como resultado de las
colisiones es insignificante, la ecuacion de energia (2-79) se reduce a

d (3pa 5pa B
i (7) 5 (Vi) =0 (280

usando la ecuacion de continuidad podemos escribir la tltima expresion como

d ([ 3pa o APma
el — =0 2-81
dt ( 2 ) 20ma dt ( )
por tanto, integrando esta ecuaciéon nos da
Da P;[Z/ 3 — constante (2-82)

Esta es la ecuacion de energia adiabatica para un plasma con tres grados de libertad de las
particulas (traslacion) y cierra el conjunto de ecuaciones de transporte.

El conjunto de ecuaciones de transporte dado por la ecuaciéon de conservacion de masa (2-68),
de momento (2-76) y de energia adiabatica (2-82) es conocido como modelo de plasma tibiol*2l;
ahora se hard la transicion de una descripcion de varias especies dado por las ecuaciones de
transporte a una descripcién de un monofluido conductor de una sola especie global, esto da

como inicio a lo que se conoce como magnetohidrodinamica.

2.4 Magnetohidrodinamica

La descripcion de varias especies o de particulas dadas por las ecuaciones de transporte pueden
transformarse en ecuaciones que simpliquen mas la evolucion de un fluido altamente conductor
para una sola especie global, junto con sus cantidades globales asociadas que definiremos
mas adelante. Esta descripcion de monofluido altamente conductor en presencia de campos
electromagnéticos es conocido como magnetohidrodinamical®, la magnetohidrodinamica es
basicamente dindmica de fluidos clasica con la complicaciéon adicional de que se supone que
el fluido es conductor eléctrico y, por lo tanto, capaz de generar e interactuar con campos
electromagnéticos. Esta teoria no proporciona informacion sobre la funciéon de distribuciéon y no
considera la fisica relacionada con la propagacién de ondas!'”), ademas es necesario considerar
otras restricciones de esta teoria ya que es una teoria con condiciones de variaciones lentas
(esto se vera mas adelante) y grandes escalas espaciales. Gran parte del interés de esta teoria
es que ciertos fendémenos del plasma, especialmente los de fusién se modelan utilizando un
tratamiento de un monofluido conductor™.
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Para unificar el tratamiento de varias especies en una sola cantidad, definimos las siguientes
cantidades globales del plasma, esto es, cantidades que contienen a las dos especies en una sola
variable global

po= > Nama (2-83)
pe = Y Mala (2-84)
J = ZnaQQua (2_85)

o
u = Z NaMaly/ Z NaMe (2-86)
o «

Asi como se defini6 la velocidad térmica en términos de la velocidad media u, se define la
velocidad térmica c, relativa a la velocidad global u

¢ =v,—u (2-87)

«

junto con las cantidades térmicas asociadas

3 1
5k;T; = §ma<cj3> (2-88)
P, = NaMa(C,C) (2-89)

la diferencia entre la velocidad global y la velocidad media se define como la velocidad de
difusion

W, =u, —1u (2-90)

de la ecuacion (2-88) se sigue que ¢, = ¢, + W,, con esto, la temperatura y el tensor de presion
se expresan como

2

w
T = Ta a_a 2-91
P, = Pao Tt NaMaWaW, (2-92)

la presion total es p = ) p.. Definidas las cantidades globales, obtenemos la ecuacién de
conservacion de masa global sumando sobre las especies « de la ecuacion (2-68)

% (Z nama> + V- (Z namaua) =0 (2-93)

usando las ecuaciones (2-83) y (2-86) obtenemos la conservacion global de masa
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dp

o TV (pw) =0 (2-94)

multiplicando la ecuacién (2-68) por g, y sumando sobre las especies, obtenemos la conservacion
global de la corriente

dpe
ot

La ecuacion de momento global se obtiene sumando la ecuacion (2.76) sobre las especies «

+V.J=0. (2-95)

mea +ZV Pa—pE—JxB=0 (2-96)

donde los términos debido a las colisiones entre iones y electrones A, ; se cancelan asumiendo
que para un gas altamente ionizado sin particulas neutras, el momento total de las colisiones
entre iones y electrones se conserval'¥l, esto es

A = —A, (2-97)

Los términos primero y segundo de la ecuacion (2-96) se reescriben como

duy, ou
_— —= —_— 2_
Ea Pma™, p8t+u +§ V- (Pmallaiy) (2-98)
E Vpo = V-p— E V  (Pmallally) + V - (puu) (2-99)

sustituyendo (2-98) y (2-99) en (2-96) obtenemos la ecuacion global de momento

du
pdt+V p—pE—-IxB=0. (2-100)

La derivacion de la ecuacion de momento global para el plasma implica tener que derivar una
ultima ecuacion que acopla la corriente con los campos electromagnéticos, esta ecuacion es la
ley generalizada de Ohm. Para derivar esta ecuaciéon multiplicamos a la ecuacién de momento
(2-76) por ga/m, y sumando sobre las especies

2
« Na Is% «
§ naqa =+ § V- (—5@ pa) - E m—q(E+ua X B) = TZL A, (2-101)

« e

manipulando de forma similar que para las ecuaciones (2-98) y (2-99), el resultado es
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du,, 0J
aa—>, — 43, V. afalaUq
> Ml o+ Z (NaGallalls)
>V Lp) = y V. Jepr) - D V- (Nagalialia)
m ~ Me
+V - (W + Ju — p.uu).
sustituyendo estas ultimas dos expresiones en la ecuacion (2-101), tenemos

@+V-(uJ+Ju— uu) + V- Zq—ap* —Zna—qi(E+u X B) = o p . (2102)
ot Pe — g @ m “ Me

« «

de la neutralidad macroscopica p. = 0, tenemos

@—FV-(uJ—i—Ju)—i—eV. (P_f — P_:) — ne’ (E+u,xB)— ne’ (E4+u; xB) = Z q_O‘Aa (2-103)
ot m; M M m; — Mq

la ecuacién anterior es la ley generalizada de Ohm. Para simplificar esta ecuacion a una version
mas familiar es necesario considerar las siguientes restricciones: (1) el gas consiste solo en
electrones y una sola especie de iones, (2) la neutralidad se preserva (n, = n; = n), (3) el término
de colisiones se considera un término lineal que depende de la diferencia de velocidades de las
especies, (4) los términos que involucran el cociente m./m; se desprecian debido a la mayor
masa de los iones relativa a los electrones y (5) la velocidad global es aproximadamente igual a
la velocidad de los iones. De las restricciones (1) y (5), las cantidades globales, ecuaciones (2-85)
y (2-86), quedan

u ~ u (2-104)
J = ne(w —u,) (2-105)
J
u ~ u— — (2-106)
ne
de las restricciones (3) y (4)
e
—A, = nev(u;, —u,) =1 (2-107)
Me
Pi P . _Pe (2-108)
m; M M

donde v es la frecuencia de colisiones. El cuarto y quinto término del lado izquierdo de la
ecuacion (2-103) se simplifican como
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ne? Me ne? J Me
— u. X B+ —u; x B = — u— — | xB+—uxB (2-109)
M i Me ne m;
2
ne
= ——(uxB—JxB/ne) (2-110)
sustituyendo en la ecuaciéon (2-103)
0J e ne? e
—+V-(W+Ju - —V-p:— (E+uxB)+ —JxB=—-uJ (2-111)
at me me m€
multiplicando por —25 la ecuacion anterior se escribe como
me | OJ 1 1 J
——|mt+V-W+Ju)| +—V-p.—~ —IXB+E+uxB=— (2-112)
ne2 | ot ne ne O
donde 0, = % es la conductividad eléctrica. Haciendo un anAlisis dimensional® de los

términos de la ecuacion (2-112) con respecto al término de "inducciéon” u x B, obtenemos

| Término de bateria | _ | (1/ne)V - p | o "L (2-113)
| Término de induccion | |ux B | L
| Término de inercia | | (2%) (§ + V- (W +Ju)) | L (2-114)
| Término de induccién | |uxB| Wep
| Término de Hall | _ | (1/ne)J x B | L (2-115)
| Término de induccién | |uxB| L

donde las variaciones espaciales y temporales fueron sustituidas por las aproximaciones 9/t —
1/7 = w, 0/0x — 1/L respectivamente que representan las variaciones lentas del plasma,
debido de esta relativa diferencia entre los términos se desprecian y se obtiene la ecuacion
reducida de la ley de Ohm

J=0.(E+uxB) (2-116)

Las ecuaciones (2-94), (2-95), (2-100), (2-116) y la ecuacién adiabatica (2-82) son las ecuaciones
de la teoria magnetohidrodindmica (p. = 0 y asumiendo presion hidroestatica):

%—i—v-(pu) = 0 (2-117)
vVl =0 (2-118)

du
p$+Vp—J><B =0 (2-119)
J = 0. (E+uxB) (2-120)
pp P = C (2-121)

en conjunto con las ecuaciones de Maxwell.
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2.4.1 Régimen fisico de validacion de la Magnetohidrodinamica

Las ecuaciones magnetohidrodindmicas derivadas en este capitulo son simplificaciones de las
ecuaciones de multiples fluidos mas generales que por si mismas son momentos de la ecuacion
cinética. Cada uno de los pasos que conducen a estos conjuntos de ecuaciones se basa en
simplificadores que limitan su aplicabilidad. Las condiciones mas basicas que validan el régimen
fisico de la magnetohidrodindmica es que la frecuencia caracteristica w de cualquier cambio debe
ser menor que la frecuencia del plasma y menor que la frecuencia ciclotrénica de los iones

w <K Wep, We,i (2-122)

de la misma forma, la longitud caracterisitca L debe ser mayor que el radio de Larmor de los
iones

L>rp, (2-123)

Para los plasmas usados en fusiéon nuclear obtenemos la frecuencia caracateristica w dado por

UTe
L
donde L = 2m es el radio menor de un toroide (ITER), con esto podemos aproximar la velocidad
vr. a la velocidad térmica de los electrones para una temperatura de 150 millones de Kelvin,

w= (2-124)

con lo que se obtiene la frecuencia w

3kT,
Ure = =57-10'm/s = w =2.85-10"s"* (2-125)
Me

la frecuencia del plasma y la frecuencia ciclotronica tiene como valor numérico wy, = 8.0-10Ms™!
y we; = 1.2-10%7 !, donde se uso el campo magnético dado por B = 5T y n, = 2.0 - 10*m3
por lo que la restriccion (2-122) queda satisfecha. El radio de Larmor de los iones tiene como
valor

rri =5.0-10"m (2-126)

donde la restriccion (2-123) queda satisfecha. Por tanto, la magnetohidrodinamica esta
restringida a frecuencias muy bajas y grandes escalas espaciales.

Ya que no estamos en un régimen relativista, la corriente de desplazamiento de la ley de Ampere
es despreciable, haciendo el cociente dimensional

| (1/c)0E/ot| 1 EL 12 (L)2 N (v

IVxB| @Bt ¢

2
—> <1 (2-127)
-

C

El cociente entre las velocidades es de v/c oc 1074, por tanto las ecuaciones de Maxwell
reducidas que se acoplan a las ecuaciones de la magnetohidrodindmica son
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VxB = ugl (2-128)
OB

E = —— 2-129

V x 5 ( )

V-B = 0. (2-130)

2.4.2 Magnetohidrodinamica Ideal

Por ultimo de esta seccidén, cuando la conductividad eléctrica es infinita ¢ — oo (plasma
perfectamente conductor), la ley de Ohm se reduce a

E4+uxB=0 (2-131)

La aproximacion en la que se emplea esta forma de la ley de Ohm se denomina habitualmente
"magnetohidrodindmica ideal”. La justificacion de la ecuacion (2-131) es resultado del cociente
dimensional entre el término 6hmico y el término de induccion!'’!

H 1

g

<1 (2-132)

|u><B\:U,u0Lu

Debido que para un plasma perfectamente conductor ¢ — oc.

Un resultado importante de la magnetohidrodindmica se obtiene sustituyendo la ley de Ohm
(2-131) en la ecuacion de Faraday (2-129)
9B _ v« (u x B) (2-133)
ot
esta ecuacion implica que en un fluido perfectamente conductor, las lineas de campo magnético
se mueven exactamente junto con el fluido, en lugar de simplemente difundirse, este resultado
es consecuencia del teorema de Alfvén.



3 Equilibrio del Plasma y Ecuacion de
Grad-Shafranov

3.1 Equilibrio de un Plasma

Hasta aqui se ha descrito la dindmica de un plasma simplificado por medio de las ecuaciones
de la magnetohidrodindmica, ahora es necesario considerar al plasma confinado dentro de
una geometria especifica, existen diversas geometrias que son utilizadas en la investigacion
de fusion nuclear de plasma, entre ellas esta el cilindro y el toroide. El estudio de un plasma
confinado dentro de un cilindro presenta un problema ya que debido a su finitud, el fluido
abandona la geometria por sus extremos, por lo que una medida razonable es cerrar el cilindro
en un toroide, evitando asi, la salida del fluido.

Para abordar este tratamiento de un plasma en un toroide consideremos un plasma en
equilibrio, esto significa simplificar aun mas las ecuaciones de la magnetohidrodinamica
obtenidas en la seccion anterior, (2-117)-(2-121), haciendo la velocidad del fluidou = Oy
eliminando las variaciones temporales 9/0t = 0, con esto las ecuaciones de equilibrio o de
la magnetohidrostatica son

Vp = JxB (3-1)
VXB = /L()J (3‘2)
V-B = 0 (3-3)

El equilibrio del plasma en una geometria toroidal se divide en dos contribuciones: equilibrio
de presion radial y equilibrio de fuerza toroidal, esto es lo que representa la ecuacion (3-1),
para que esto se cumpla deben existir campos magnéticos y corrientes que puedan equilibrar
esta fuerza de expansion radial.

Un resultado importante de las ecuaciones anteriores se refiere al concepto de superficies de
flujo, en un toroide bajo condiciones de equilibrio, la presion es constante sobre superficies
cilindricas concéntricas como se muestra en la Figura 3-1.
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Figura 3-1. Superficies a presion constante para un plasma confinado en un toroide.

De la ecuacion (3-1) observamos inmediatamente que

B-Vp=20 (3-4)

La consecuencia de esto es que las lineas de campo magnético deben permanecer en las
superficies de presion constante, esto es, no hay componente de B perpendicular a la superficie.
Andlogamente, tenemos también de la ecuacion (3-1)

J-Vp=20 (3-5)

Concluimos que tampoco hay componente de J perpendicular a los contornos de presion, por
tanto al igual que el campo magnético, las lineas de corriente se encuentran en las superficies
de presion constante. Del teorema de Hopf!'%! se puede demostrar que la forma geométrica mas
simple para una superficie a presiéon constante que satisface las restricciones anteriores es un
toroide. El teorema de Hopf establece que “si un campo vectorial acotado que no desaparece Jy
B, en nuestro caso) se encuentra sobre una superficie lisa (la superficie a p constante), entonces
la superficie debe ser toroidal”. La corriente y el campo magnético forman lineas helicoidales
alrededor del toroide, como se muestra en la Figura 3-2. En la practica para obtener estas lineas
de campo helicoidal es necesario campos magnéticos externos.

Superficies a
presion constante

Figura 3-2. Permanencia de las lineas de flujo magnético y de corriente en la superficies de
presion constante. Esta configuracion define la geometria toroidal donde el plasma
esta confinado en equilibrio.
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La ecuacion V - B = 0 implica que en una determinada superficie magnética las lineas de campo
magnético no pueden cruzarse entre si, lo mismo para la corriente, sin embargo, las lineas de
campo magnético y las corrientes eléctricas, por separado, que se encuentran en las superficies
isobaricas deben cruzarse de tal manera que J x B sea igual a Vp, ecuacion (3-1) y, por lo
tanto, el plasma queda confinado, estas superficies, tanto magnéticas como de corrientes, son
conocidas como superficies de flujo.

3.2 Ecuacion de Grad-Shafranov

Habiendo definido el confinamiento magnético del plasma, se usan coordenadas cilindricas
(r,¢,z) y se asume independencia en la coordenada ¢, esto es, d/d¢ = 0 con esto, se
obtienen nuevas cantidades fisicas que quedan determinadas por las superficies de flujo. El
flujo magnético poloidal y toroidal se obtienen de las componentes del campo magnético
B = (B,, By, B,) que cruzan los elementos de area poloidal dSp y toroidal dSy como se muestra
en la Figura (3-3), con esto el flujo poloidal y toroidal quedan expresados como

vp = / B-dSp (3-6)
Y = /B‘dST (3-7)

Figura 3-3. Elementos de 4rea dentro del toroide por donde cruza el flujo magnético poloidal y
toroidal.

De forma similar, se define la corriente poloidal y toroidal
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I — / 3. dS; (3.8)

Ip = /J~dSp (3-9)

La simetria en ¢ implica que la ecuacion (3-3) se puede escribir como

10 0B,

S B)Y+ 222 20 3-10

ror (rBr) + 0z (3-10)
Si representamos al campo magnético en términos del potencial vectorial B = V x A, las

componentes poloidales del campo magnético son

_ 04
= — R (3-11)
10

la forma de estas ecuaciones motiva la definicion de la funcion de flujo ¢ (r, z) = rA, tal que

B, — 19 (3-13)
r 0z
1oy

= = o (3-14)

Las ecuaciones (3-13) y (3-14) implican que B - Vi = 0, esto es, las superficies magnéticas
son superficies a ¢ constante. De la condicién B - Vp se sigue, como es de esperarse, que la
superficies de presion son superficies de flujo p = p(1)). El campo magnético poloidal Bp y total
B se escriben como

1

Bp = —le Xe¢ (3-15)
T

B = BP+B¢Q¢ (3*16)

La funcion de flujo v esta relacionado con el flujo magnético poloidal a través de un disco de
radio R, centrado en el origen a una altitud z = 0 hasta un radio R, (Figura 3-4)
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3

Figura 3-4. Lineas de campo magnético que atraviesan el disco de radio R, < r < Rj enel plano
z = 0.

entonces

2w Ry,
VYp = / do rdrB,(r,0) (3-17)
0 Ra
Ry
= 277/ rdrla—d} (3-18)
Ra r or
= 27T1/J(Rb,0) (3*19)

donde se definié que ¥(R,,0) = 0, esta cantidad define el eje magnético. Con esto, podemos
etiquetar a las superfices de flujo con la funcién de flujo 1. Ahora se procede a derivar la ecuacion
que describe la distribucién de la funcion de flujo ¢ para un toroide bidimensional que contiene
al plasma. De la ecuacion (3-1), la componente ¢ es

J.B,—J,B,=—=0 3-20
r ¢ ( )

de la ley de Ampere las componentes J,. y J, se expresan en términos del campo magnético

1 0B,

J = ———— (3-21)
po 0z

g = LorB) (3-22)
Lor  Or

Sustituyendo las ecuaciones (3-22) y (3-21) en la ecuacién (3-20), tenemos

10 OB
o (rBy) B, + 7¢BZ =0 (3-23)

definiendo una nueva funcion F' = r B, la ecuacion anterior se escribe
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OF oF

WBT + ng =0 (3-24)
lo que implica que B - VF' = (. Debido a que B - V¢ = 0 se sigue que la funcién F' se puede
expresar como una funcién de v, esto es, F' = F(¢). La funcién F' estd relacionada con la
corriente poloidal total, ecuacion (3-9), que fluye desde el origen radial » = 0 hasta un radio

arbitrario R,

Ip = /Jp-dS (3-25)
2 Ry
= / dgb/ rdrJ,(r,0) (3-26)
0 0
B 19
= 27T/0 Td?’;a(Tqu) (3-27)
— 271 By(Ry, 0) = 21 F (1) (3-28)

Usando lo anterior el campo magnético puede representarse en la forma

B = %le X e¢ + @%. (3-29)

Por ultimo, considerando la componente 7 de la ecuacion (3-1), esto es dado por

op

B, —J.By=— 3-30
2z J:Bs = o (3-30)
de la ley de Ampere obtenemos la ecuacion para J,
0B, 0B,
I, = _ 3-31
Hole 0z or ( )
10% 10%) 10y
= - _ - 47 3-32
rdz? ror? + r2 Or (3-32)
1
= A% (3-33)
,
donde el operador A* se define como
. 0 (10y 0?
A =ra (m) T om (334
de nuevo de la ley de Ampere obtenemos la ecuacion para J,
10 10F 1dF oy
J,=——(rBy)=——F—=——"— 3-35
Ho ror (rBy) ror rdoor e

sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuacioén (3-30) obtenemos
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1 o (Loyp\ 1 dFoy (F(¥)\ _ dpdy )
WA 4 (r 87’) por di Or ( r ~ dy Op (3:36)
reagrupando
A" = —p r2d—p - FdF (3-37)

Ay T dd
La ecuacion (3.37) es conocida como ecuacion de Grad-Shafranov, es una ecuacion no lineal que
expresa el balance de fuerzas en un toroide bidimensional para un plasma es equilibrio cuyas
soluciones ¥ nos dan la distribuciéon de las lineas de flujo alrededor del eje magnético (v = 0).
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4.1 Soluciones de Soloviev

Los plasmas de fusidén confinados magnéticamente como los generados en tokamaks y
estelarizadores generan lineas de flujo magnético cuya forma geométrica se puede caracterizar,
sin adentrarnos en detalles analiticos, las soluciones de la ecuacién de Grad-Shafranov queda en
términos de las lineas de flujo v, una solucion particular es la de Soloviev dado por el texto de
Sébastien!

¥(r,2) = A2°(r* + BRy,) + C(r* = Rpn)’ (4-1)

Esta solucion depende de 3 parametros (A,B,C) que definen la forma de la funcion de flujo en
el plano poloidal (cantidades de forma) y (r = R,,, 2 = 0) es la coordenada del eje magnético.
Estas lineas de flujo se caracterizan por medio de pardmetros geométricos, estos pardmetros se
obtienen de la curva parametrica propuesta por Manickam!!:

v

= Ry—b+ (a+bcosf)cos(d + dsinh) (4-2)
Z = kasinf (4-3)

donde Ry es el radio mayor del toroide, a el radio menor, & la elipticidad (x = 1 para un circulo),
0 la triangularidad y b la identacion. Con el objetivo de relacionar las cantidades de forma con los
parametros geométricos se utilizaron métodos numéricos computacionales (Python). Primero se
generaron las lineas de flujo dado por la solucién (4-1) variando cada una de las cantidades de
forma por separado manteniendo las otras fijas, esta variacion se realiz6 tal que hubiera una
marcada diferencia en la forma de las lineas de flujo y estas se mantuvieran compactas (lineas
de contorno cerradas) como se muestra en la Figura 4-1 para el caso de la cantidad de forma A
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ao
r

Figura 4-1. Funcion de flujo ¢ con variacion de la cantidad de forma A con B =0.5y C = 1. El
punto azul es el centro del eje magnético donde ¢ = 0.

se extrajeron las lineas de flujo mas cercanas al eje magnético, la tltima (linea de flujo mas
exterior) es con la que se obtuvieron los pardmetros geométricos, estas lineas exteriores se
observan en la Figura 4-2:

z A=0.114 z A=1.0

\\-\- 2

. . . . . . . | . . . . . . . | SRS =0 e r 3 = L |

oo -1 i s i 1% in LE] 4 oo -1 i s i 1% in LE] 4 oo L in 1y 0 L 10 2% aa
r r r

Figura 4-2. Identificacion de lineas de contorno exterior de v (linea roja) variando A.

La metodologia que se us6 para encontrar los valores k,a,d y b mas aproximados a las lineas
de contorno exterior fue la de generar matrices y vectores de datos en intervalos dado por
[@min, @maz)s [Kmin, Kmaz), [Omins Omaz] ¥ [Dmin, Obmaz] donde el criterio usado para determinar los
mejores valores fue la de minimizar la distancia entre las lineas de flujo exterior y las curvas
parametricas, el primer pardmetro que se minimiza es el radio menor a, ya que este define
los extremos radiales para z = 0, después se varian los demas parametros (x, d, b), debido a
la simetria, tanto de las lineas de flujo como de la curva paramétrica alrededor de z = 0, se
procedié a minimizar solo la parte superior como se muestra en Figura 4-3, donde LCE es la
linea de contorno exterior y CP(R,Z) es la curva paramétrica:
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Figura 4-3. Variaciéon de a,k,d y b tal que minimiza la distancia entre las dos curvas.
Cuando el proceso de minimizaciéon concluye, los pardmetros geométricos quedan
determinados para un valor de la cantidad de forma.

Los resultados completos se obtienen iterando este procedimiento para un intervalo de valores

de A entre [0.01,5] (B = 0.5y C = 1.0) y ajustando los datos a una funcion de ajuste y = f(x),
se obtiene la Figura 4-4
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K y = ax”
2 + Datos fies = 0.0423
. EE=0.0919
ER v i —D502ED
i a=156064 +0.00124

b= =0.50210 = 3e - 05

Figura 4-4. Correlacion entre cantidad de forma A y los parametros geométricos. El dnico
pardmetro que cambia es la elipticidad . Res es la diferencia al cuadrado de los
datos y la funcion de ajuste; EE es el error estandar de regresion y RCM es la raiz
cuadratica media.

Las lineas de contorno exterior al variar la cantidad de forma B se muestran en la Figura 4-5.

0] ] 1= 1n 1= 1 0] ] 1= 1n 1= 1 0] 11 1 1o 1= 13

Figura 4-5. Variacion del pardmetro B con A=0.05y C' = 1.0.

de la Figura 4-5 se muestra la diferencia con las lineas de flujo cuando se varia B. Siguiendo el
mismo procedimiento iterativo que se hizo con A obtenemos los resultados para B (Figura 4-6):

Los resultados asociados a la cantidad de forma C' se muestra en la Figura 4-7:
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Figura 4-6. Resultados al variar la cantidad de forma B.
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Figura 4-7. Resultados obtenidos al variar la cantidad de forma C.

donde A es el desplazamiento de Shafranov, esta cantidad es la distancia entre el eje magnético
y el centro geométrico de las lineas de flujo exterior.

Otra solucién de la literatural'™ esta dada por

o(r2) = [r= s -] (

1-— %) [1+ Ter(2 4+ er)]

2

z2

> (4-4)
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4 Soluciones de Soloviev y Resultados

donde 7, o v e son las cantidades de forma para esta solucion. Aplicando el mismo procedimiento
Oy p p p
que se hizo con la solucién anterior, se obtuvieron los resultados (Figura 4-8):
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Figura 4-8. Resultados obtenidos asociados a la solucion (4-4)

donde R? es el coeficiente de correlacion y aRR? es el coeficiente de correlacion ajustado para
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las regresiones lineales. Los resultados simplificados se resumen en la siguientes tablas:

Resultados solucion (4-1)

Cantidad | Parametro

Funcion de ajuste

Estadistica

de forma | geométrico y = f(x)
A K ax® Res = 0.0423 a = 1.56964 4 0.00124
EE =0.0919 | b= —0.50210 £3E — 05
RCM =0.0777
. B | r | a+bexp(—cz) | Res-7.8358 a = 8.0131 & 0.5978
EE = 1.0580 b= 13.0985 + 1.0197
RCM = 0.9331 ¢ = 1.0336 & 0.0236
. B | 5 | a+bexp(—cz) | Res-0.0062 | a=—0.1214+0.0003
EE = 0.0297 b= 0.2261 £ 0.0008
RCM = 0.0262 c=2.7307 £ 0.1219
| c | a | az Res - 0.0036 a = 0.2380 & 0.0001
EE = 0.0226 b= —0.5796 £ 0.0003
RCM = 0.0198
| c | K | az Res - 0.3219 a = 11.3670 + 0.0088
EE = 0.2144 b = 0.50769 £ 0.00002
RCM = 0.1891
¢ | 5 ] az’ Res - 0.0001 | a = —0.019187 = 0.000002
EE = 0.0039 b= —0.7145 4+ 0.0012
RCM = 0.0035
¢ | A ] az® Res - 0.0006 | a = 0.009201 = 0.000002
EE = 0.0090 b= —1.3815 4 0.0046

RCM = 0.0079
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Resultados solucion (4-4)
Cantidad | Pardmetro Funcion de ajuste ..
o Estadistica
de forma | geométrico y = {(x)
€ a ar* + bz +cx’ +dr+e | R?=0.9989 a = 0.023255 £ 0.000003
aR? = 0.9985 b = 0.000056 £ 0.000002
RCM = 0.0018 c = —0.11496 £+ 0.00002
EE = 0.0021 d = 0.00003 £ 0.00001
e = 0.322680 =£ 0.000002
€ K ax* +bx® +cx’ +dr+e| R?=0.9999 a = 0.04864 £ 0.00002
aR? = 0.9998 b = —0.00150 £ 0.00001
RCM = 0.0040 c =0.27283 £ 0.00009
EE = 0.0045 d = 0.00092 £ 0.00004
e = 1.00429 + 0.00001
I a az’ Res - 0.0098 a = 0.3201 £ 0.0004
EE = 0.0443 b= —0.460 £ 0.001
RCM = 0.0374
’ o K ar +b R? =0.99998 a = 1.090885 £ 0.000004
aR?=0.99998 | b= —0.010203 £ 0.00004
RCM =0.00296
EE = 0.00351
’ o ) ax +b/z +c Res = 0.00004 | a = —0.008759 £ 0.000007
EE = 0.0028 | b= —0.0028864 + 0.0000002
RCM = 0.0024 ¢ =0.017636 £+ 0.000015
I K aexp(—bz) + ¢ Res = 0.0313 a = 0.1730 £ 0.0023
EE - 0.0626 b = 1.2081 £ 0.0260
RCM = 0.0560 c = 1.4849 £ 0.0017
I 5 ar/(1+z +b) Res = 0.0288 a = 0.4404 £ 0.0052
EE = 0.0600 b = 1.5034 £ 0.0229
RCM = 0.0537

4.2 Conclusiones

El estudio del plasma es un area extensa y complicada de la fisica, las ecuaciones para un plasma
en equilibrio estatico que se usan en la investigacion de fusion nuclear controlada se obtuvieron
desde primeros principios, es decir, desde la ecuacién de Klimontovich, sin embargo, atin cuando

se idealiz6 una gran cantidad de fisica se tuvo que recurrir a métodos numéricos para extraer

informacion del plasma confinado. Las soluciones que se analizaron en este trabajo mostraron
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correlaciones entre las cantidades de forma de las lineas de flujo magnético y los parametros
geométricos de la curva paramétrica de Manickam, por lo que una de las conclusiones es que
la curva de Manickam efectivamente sirve para caracterizar las lineas de flujo asociadas a las
soluciones de Soloviev. Los resultados obtenidos de la solucion (4-1) la cantidad de forma mas
suceptible a deformar la geometria de las lineas de flujo fue C', mientras que A solo modifico
la elipticidad, las funciones de ajuste para esta solucion fueron de caracter exponencial. El caso
de la solucién (4-4) la cantidad de forma que modific6 mas pardmetros geométricos fue o, el
comportamiento de las funciones de ajuste fue mas variado relativo a la primera solucion cuyas
funciones de ajuste fueron lineales y no lineales. No todo el dominio de las cantidades de forma
producen lineas compactas o conceéntricas al eje magnético lo que implica que no es posible
caracterizar con la curva paramétrica en ciertas regiones del dominio por tanto las cantidades
de forma estan acotadas a intervalos especificos. Por dltimo los pardmetros geométricos son
de utilidad para obtener otras cantidades de interés, entre otras, las cantidades son, el factor
de seguridad, la corriente poloidal, la seccion transversal y el volumen del toroide para unos
parametros geométricos fijos.
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