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INTRODUCCION

Los niimeros complejos tuvieron que pasar un largo proceso para ser aceptados por la
comunidad matematica, siendo su primera aparicion en 1545 en el libro Ars Magna de
Girolamo Cardano, donde sirvieron como herramienta para la resolucion de ecuaciones
cubicas. Previo a esto, los nimeros imaginarios ya eran conocidos por los matematicos; sin

embargo, no eran aceptados por carecer de utilidad.

Estos numeros pasaron por diversas etapas, segiin Pardo y Gomez (2005), las cuales parten de
una expresion algebraica de raices cuadradas de cantidades negativas, para después, ser
aceptadas y generalizadas como expresiones imaginarias. En una etapa posterior, la
geométrica, se introduce un eje perpendicular para representar numeros imaginarios que tiene
asociado v—1 como unidad y, en consecuencia, los niimeros complejos se representan en el
plano. Por ultimo, se encuentra la etapa formal, donde se considera a los nimeros complejos

como parejas ordenadas de nimeros reales.

Por otra parte, diversos autores han realizado investigaciones sobre el tema de nimeros
complejos en el ambito escolar, sefialando como resultado diversas dificultades a las que se
enfrentan los estudiantes al momento de abordar el tema, resaltando entre ellas, lo dificil que
resulta para los estudiantes aceptar a la unidad imaginaria, como la raiz cuadrada de -1, ya que

antes no era considerado como un nimero.

Con el fin de superar las diversas dificultades sefialadas por las investigaciones realizadas y la
resistencia que los estudiantes exhiben sobre este tema, se considero una forma alternativa para

abordarlo.

En este trabajo la estrategia seleccionada consistio en el disefio de una secuencia de actividades
didacticas en linea con representaciones dindmicas en la que el estudiante no sélo pueda operar
con numeros complejos, sino que ademas sea capaz de encontrar relaciones, diferencias y/o
similitudes entre las propiedades de sus operaciones y las de los numeros reales. Las
actividades disefiadas involucran diferentes formas de representacion de los numeros
complejos y sus operaciones. Con el uso del software GeoGebra, se parte de representaciones
graficas dinamicas y éstas se vinculan, dindmicamente, con las correspondientes
representaciones algebraicas y numéricas. Esto crea un ambiente en el cual los estudiantes
tienen la oportunidad de explorar, analizar, conjeturar, verificar conjeturas y generalizar,

privilegiando asi, la actividad del alumno como medio para promover su aprendizaje.



La presentacion de este trabajo se ha estructurado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se describe un poco la historia de los nimeros complejos y el largo
camino que tuvieron que recorrer para ser aceptados por la comunidad matematica. También
se consideran diferentes investigaciones de Matematica Educativa sobre el tema de nimeros
complejos, retomando de ellas algunas conclusiones y dificultades que presentan los
estudiantes al momento de abordar el tema. Por ultimo, se aborda la justificacion para la
elaboracion de una secuencia de actividades, el uso de tecnologia, de GeoGebra y de
representaciones dinamicas, asi como la justificacion para incluir una serie de orientaciones

para el docente.

En el segundo capitulo se describen algunos elementos tedricos que fueron la base para la
elaboracion de este trabajo, siendo el Enfoque Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion
Matematica (EOS) el marco teodrico seleccionado. Ademas, se describe la metodologia a seguir,
misma que considera, a grandes rasgos, una revision bibliografica sobre el tema de niumeros
complejos, la elaboracion de una secuencia de actividades, una primera puesta en escena de las
actividades con el fin de detectar potenciales mejoras, la incorporacion de las mejoras sugeridas
por la primera puesta en escena, una segunda puesta en escena de las actividades, un segundo
analisis de los resultados obtenidos, la incorporacion de modificaciones sugeridas por la
segunda puesta en escena, una valoracion a posteriori de la secuencia de actividades y, por

ultimo, la elaboracion de una serie de orientaciones para el docente.

En el tercer capitulo, se describen los significados institucionales de referencia y pretendido,
mismos que fueron considerados para la elaboracion de la secuencia de actividades. Se realiza,
ademas, una descripcion de dicha secuencia, enfatizando los tipos de problemas y sistemas de

practicas, asi como las configuraciones de objetos y procesos matematicos.

Por ultimo, en el cuarto capitulo, se describen las caracteristicas y analisis de una primera
puesta en escena de la secuencia, asi como la pertinencia de incorporar ciertas modificaciones
considerando los resultados. Una vez incorporadas las modificaciones correspondientes, se
lleva a cabo el analisis de una segunda puesta en escena para, posteriormente, realizar una

valoracion de la idoneidad didactica.



CAPITULO 1. ANTECEDENTES, JUSTIFICACION Y
OBJETIVOS

1.1 Antecedentes

1.1.1 Un poco de historia sobre los Niumeros Complejos.

Una de las reglas de las matematicas es que cualquier objeto nuevo debe estar claramente
definido para ser aceptado por toda la comunidad. Debido al caracter formal de esta ciencia, su
avance a través del tiempo ha sido un proceso lento, ya que muchas ideas quedaron suspendidas
por no encajar con el sistema de razonamiento de la época, tal es el caso de los nlimeros

complejos.

La primera vez que los algebristas se dedicaron a investigar estos nimeros fue durante la época
del renacimiento, en Italia. Apareciendo inicialmente en el libro Ars Magna de Girolamo
Cardano, publicado en 1545, donde €l afirma que “la raiz de -9 no es 3 ni -3 sino una recondita

tercera especie de cosa” (ver Figura 1).

catz faciunt 2. & non z0. Et nota quod x..
p.9.eft 3. p. vel 5. M. nam . & m. in M.
faciu*m p. Igitur ge. n1. 9. non eft 3. p. nec
m. (ed quadam tertia patura abfcondi-
ta.

Figura 1. Fragmento del Ars Magna de Girolamo Cardano, publicado en 1545.

Regresando un poco en el tiempo, en el afio de 1539, antes de la publicacion del Ars Magna,
Cardano conoce al matematico Tartaglia, el cual era reconocido por haber ganado concursos
sobre la resolucion de ecuaciones usando métodos que mantenia en secreto. A raiz de que
Cardano conoce a Tartaglia surge su interés por las ecuaciones cubicas, logrando que éste
ultimo le comunicara sus métodos y técnicas para el manejo de las mismas, los cuales
involucraban el calculo de raices cuadradas de nimeros negativos, haciéndole jurar que no

revelaria a nadie dichos secretos.

Faltando a su juramento, Cardano publica las técnicas implementadas para el manejo de
ecuaciones cubicas en su libro, con lo cual Tartaglia se enfurece y lo acusa de deshonesto. Sin
embargo, un discipulo de Cardano, el matematico Lodovico Ferrari, sale en su defensa,

asegurando que estuvo presente la noche de la reuniéon y que no hubo ningtin juramento.



En realidad, la formula para resolver la ecuacion ctbica ya habia sido descubierta tiempo atras
por el matematico Scipione del Ferro, quien publicoé un pequefio libro, que en alguna ocasion

fue consultado por Cardano, con lo cual quedaba libre de toda culpa.

Sin embargo, y pese a la publicacion del libro de Cardano, los nimeros complejos tuvieron un
largo camino por recorrer para ser aceptados por la comunidad matematica de la época. Este
camino largo que hubo que recorrer y las diversas dificultades a las que se enfrentaron los
matematicos de la época, en ocasiones, pudieran guardar cierto paralelismo con las dificultades

que enfrentan los estudiantes al momento de abordar el tema de niimeros complejos.
A continuacién se presentan algunas investigaciones con respecto al tema y los resultados obtenidos.

1.1.2 Investigaciones relacionadas con el tema de Nimeros Complejos

Para este trabajo, se han considerado resultados obtenidos a partir de investigaciones en

Matematica Educativa sobre el tema de niimeros complejos.

Particularmente, en el trabajo de Pardo y Gomez (2005) se hizo una revision histoérica que
permitio identificar cuatro grandes etapas caracterizadas por los cambios observados en las

concepciones epistemologicas de los nimeros complejos las cuales son:

1. Algebraica: Primeras alusiones de las raices cuadradas de cantidades negativas,

consideradas como inttiles, aunque coherentes con los métodos algebraicos.

2. Analitica: Aceptacion y generalizacion del uso de las expresiones imaginarias gracias
al desarrollo del analisis infinitesimal, consideradas como cantidades que por su
naturaleza son imposibles, ya que no se pueden ubicar entre los nimeros posibles:
positivos, negativos o nulos. Por eso se les llama cantidades imaginarias porque s6lo

existen en la imaginacion.

3. Geomeétrica: Introduccion de un eje imaginario que tiene asociado v—1 como unidad
perpendicular a 1 y consideracion de los imaginarios como flechas del plano. Asi, en el
plano de ejes real e imaginario un vector queda representado por a + bi; y v—1 actia

como 90° alrededor de O, es decir, como un signo o indice de perpendicularidad.

4, Formal: Formalizacion de los numeros complejos considerandolos como pares

ordenados de nimeros reales.



Dichas etapas fueron utilizadas como referencia para organizar la busqueda y seleccion de
cuestiones relevantes para contrastar la siguiente hipotesis que mencionan Pardo y Gémez

(2005):

“Es posible que algunas dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas en
relacion con los complejos, a las que se han enfrentado los matematicos a lo largo de la
historia, guarden paralelismos con las que afrontan los estudiantes cuando estan intentando

ser competentes en esta materia”

Los resultados obtenidos por los autores, sefialan algunas dificultades e inconsistencias que se
presentaron a lo largo de su investigacion, mismas que seran consideradas en los elementos de

justificacion de este trabajo.

En el trabajo de Martinez y Antonio (2009), los cuales consideran como base de su trabajo el
marco tedrico de Aproximacion Socioepistemologica en Matematica Educativa (Cantoral y
Farfan, 2004), se hace énfasis en las alternativas que pueden ser factibles para la construccion
escolar del significado de los nimeros complejos, bajo la hipotesis de que su significado puede

ser construido a través del proceso de convencidon matematica

A partir de un analisis historico-epistemologico de la busqueda de la solucion general de
ecuaciones de tercer grado, Martinez y Antonio (2009) afirman que “el significado del niimero
complejo, en un plano algebraico, puede ser interpretado como elemento unificador entre el

grado de la ecuacion y sus soluciones”.

La secuencia de actividades que disefiaron declara como objetivo propiciar la aceptacion de los
numeros complejos y la operatividad de la raiz cuadrada de nimeros negativos en estudiantes
de nivel medio superior, dentro de un contexto de calculo de raices de polinomios, de manera
mas especifica con polinomios de la forma x" —1 = 0, considerando que mediante este
contexto es posible construir el significado de numero complejo y su operatividad como
convencion matematica, es decir, como elemento unificador entre el grado de la ecuacion y sus

soluciones.

Como resultado observaron que a pesar de que los estudiantes insistian en que “las raices
cuadradas de nimeros negativos no existen”, la secuencia de actividades los indujo a operar
con ellos, para encontrar y comprobar las raices de algunos polinomios propuestos. De esta

manera ellos propiciaban la aceptacion de los nimeros complejos.



Un trabajo mas es el de Bagni (2001), donde se analiza la efectividad de la introduccion del
tema matematico numeros imaginarios, a través de un ejemplo historico, al aplicar un examen
a estudiantes de nivel medio superior. La estrategia seleccionada consistido en verificar la
historia de los nimeros imaginarios en uno de los pasos para la resoluciéon de una ecuacion
cubica, y en el resultado de una ecuacion cuadratica. Esto con el fin de observar si el estudiante

acepta o rechaza la técnica implementada.

En este documento se resaltan los siguientes puntos como premisas:

1. Lo complicado que resulta para los estudiantes aceptar la presencia del simbolo v—1,
al cual se le denota como i, ya que anteriormente era un objeto matematico ilicito o no

utilizable.

2. Los estudiantes aceptan con mayor conviccion las cantidades imaginarias cuando éstas
se encuentran dentro del procedimiento resolutivo de una ecuacion, es decir, no son
parte del resultado sino que se utilizan como herramientas para llegar a ¢él. Dicha
premisa considera antecedentes historicos, como la resolucion de ecuaciones de tercer
grado, ya que los nimeros imaginarios servian de ayuda para encontrar las soluciones

de éstas.

Como conclusion obtuvieron que desde el punto de vista cualitativo, es evidente que la simple
propuesta de un reclamo historico, aunque util desde el punto de vista didactico, no es siempre
suficiente para garantizar un aprendizaje pleno, ni tampoco para aceptar un hecho (tal como

sucede con la presencia de los nimeros imaginarios en la resolucion de ecuaciones).

Por ultimo, en el documento de Anna Sfard (1991) se habla del proceso ciclico que han tenido
los diferentes sistemas numéricos, ya que han sucedido acontecimientos similares para el

nacimiento de cada uno de ellos.

Particularmente, habla de las diferentes etapas que los diferentes sistemas numéricos han

atravesado, las cuales son:

1. La primera etapa es la preconceptual, en la cual los nimeros eran utilizados para realizar

ciertas operaciones y son vistos como procesos (ver Figura 2).
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Figura 2. El desarrollo del concepto de nimero.
2. La segunda etapa es predominantemente operacional, en la que una nueva clase de
numeros emerge para poder realizar ciertas operaciones. Estos nuevos nimeros son solo

simbolos abstractos sin una asociacion a una “realidad”.

3. La tercera y tlltima etapa, corresponde a la fase estructural, donde el nlimero en cuestion

es reconocido como un objeto matematico.

Estos son las investigaciones principales, de donde se obtuvieron elementos de justificacion

para el presente trabajo, misma que a continuacion se presenta.

1.2 Problematica y Justificacion

1.2.1 Los numeros complejos en el ambito escolar

La introduccion de los numeros complejos en el curriculo escolar marca un momento delicado.
Como lo afirma Bagni (2001), la mayoria de los estudiantes han confirmado en repetidas
ocasiones en sus cursos de secundaria y preparatoria, la imposibilidad de extraer raices
cuadradas de nimeros negativos, y de pronto, en el primer afio de Universidad se les pide que
acepten el simbolo v—1 como unidad imaginaria. Algunas investigaciones en el area de

Matematica Educativa (Bagni, 2001; Pardo, 2007; Martinez, 2009; Aznar, s.f.) mencionan que



en el proceso de aprendizaje de los nimeros complejos, los estudiantes tienen dificultades

cuando:

1. Resuelven un problema planteado con niimeros reales pero cuya soluciéon no es real

sino compleja no real.

2. No reconocen que las reglas generales de la multiplicacion no funcionan en el producto
de raices con radicando negativo. Por ejemplo, al realizar la multiplicacion vV—1 - vV—1
obtienen como resultado 1, y como justificaciéon a su respuesta argumentan que la
multiplicacién de raices tiene la propiedad siguiente: vavb = vab. Dicha propiedad se

cumple tnicamente para el conjunto de los nimeros reales.

3. Tratan de extender las propiedades de orden de los numeros reales a los nimeros

complejos.
4. Transitan entre sus diferentes representaciones graficas, numéricas, algebraicas.
5. Manejan modulos y argumentos, parte real y parte imaginaria, y sus relaciones.
Como lo mencionan Kozak, Peyregne ,Garaventa y Endelli (2008, p. 2):

Es sabido que para la mayoria de los estudiantes, el concepto primario que tienen de
los nimeros complejos es que representan una respuesta abstracta a algo que
aparentemente no existe en el mundo real, como es, por ejemplo, la raiz par de un
nimero negativo, una especie de sortilegio metafisico, una nada inasible, tal como

le sucedia a los matematicos del siglo XVI.

Para enfrentar el escaso conocimiento que hay sobre el tema de nimeros complejos, asi como
facilitar la modelizacion y resolucion de problemas, es necesario promover sus aplicaciones en
distintas areas en las que pueden involucrarse, tales como: Ingenieria electronica, ecuaciones
diferenciales, fractales, relatividad general y relatividad especial, mecanica cuantica, etc. Sin
embargo, los contextos extra-matematicos e intra-matematicos sefialados, generalmente no son
familiares ni triviales para los estudiantes de primer afio de Universidad, por lo que resulta
dificil orientar la ensefianza a través de ellos, sobre todo si el tiempo del que se dispone es

limitado.

Particularmente, este trabajo esta pensado para las carreras de Ciencias e Ingenieria de la
Universidad de Sonora, donde los planes y programas de ésta ultima fueron modificados. Un

cambio significativo fue la fusion de los cursos de Algebra Superior y Algebra Lineal, motivo



por el cual se omitieron algunos temas. En este nuevo curso de Algebra se inicia con el tema
de numeros complejos. Una de las principales desventajas para lograr la comprension de este
tema es el tiempo que viene sefialado en el programa, que es de s6lo 10 horas. Es por eso, que

se considera necesario enriquecer tanto la actividad en clase como la actividad extra clase.

Con el fin de superar las dificultades sefialadas y la resistencia que los estudiantes exhiben
sobre este tema, se considerd una forma alternativa para abordarlo. La estrategia seleccionada
consistié en el disefio de una secuencia de actividades didacticas en la que el estudiante no
solo pueda operar con niimeros complejos, sino que ademas sea capaz de encontrar relaciones,

diferencias y/o similitudes entre las propiedades de sus operaciones y las de los nimeros reales.

Las actividades disefiadas involucran diferentes formas de representacion de los nimeros
complejos y sus operaciones. Con el uso del software GeoGebra se parte de representaciones
graficas dindmicas y éstas se vinculan, dindmicamente, con las correspondientes
representaciones algebraicas y numéricas. Esto crea un ambiente en el cual los estudiantes
tienen la oportunidad de explorar, analizar, conjeturar, verificar conjeturas y generalizar,

privilegiando asi, la actividad del alumno como medio para promover su aprendizaje.

1.2.2 Representaciones graficas y visualizacion

El uso de representaciones graficas y la visualizacion han sido fuente de diversas reflexiones
en el ambito de la educacion matematica, ya que para muchos autores, tal como lo menciona
(Ben-Chaim, 1991), “la visualizaciéon cobra importancia en el proceso de razonamiento

inductivo y deductivo”.

Segun Planchart (2002), la visualizacion genera representaciones internas sobre determinado
objeto matematico y dichas representaciones enriquecen el proceso de ensefianza y/o
aprendizaje de las matematicas. Para Planchart, “Las graficas, los diagramas, las figuras
geométricas construidas manualmente o en computadoras generan representaciones internas y,

¢éstas fortalecen el proceso cognitivo que conduce al aprendizaje.”

Por otro lado, Arcavi (2003, p. 217), menciona que “la visualizacion es la capacidad, el proceso
y el producto de la creacion, interpretacion, uso y reflexion sobre retratos, imagenes,
diagramas, en nuestras mentes, en el papel o con herramientas tecnoldgicas, con el propdsito
de representar y comunicar informacion, pensar y desarrollar ideas previamente desconocidas

y comprensiones avanzadas”.



Duval (2002), “distingue entre vision y visualizacion. La vision es la percepcion directa de un
objeto espacial; la percepcion visual necesita exploracion mediante movimientos fisicos, del
sujeto que ve, o del objeto que se mira, porque nunca da una aprehension completa del objeto.
Entiende la visualizacion como representacion semidtica de un objeto, una organizacion bi-

dimensional de relaciones entre algunos tipos de unidades.”

Por su parte Godino (2012), sefiala que “la configuracion de objetos y procesos asociados a
una practica matematica estara formada usualmente por dos componentes, uno visual y otro
analitico, los cuales se apoyan sinérgicamente en la solucion de la tarea correspondiente (ver
Figura 3). El componente visual puede desempefiar un papel clave en la comprension de la
naturaleza de la tarea y en el momento de formulaciéon de conjeturas, mientras que el

componente analitico lo serd en el momento de generalizacion y justificacion de las
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Figura 3. Sinergia entre configuraciones visuales y analiticas (Godino, 2012)

Sin embargo, un problema detectado en las aulas, se relaciona con el hecho de que los docentes
le dan mas importancia a los desarrollos de caracter algebraico que a la visualizacion, tal como

lo afirman diversos autores:

1. Hitt (2003): “las investigaciones en educacion matematica sefialan que en general el
sistema algebraico es el preferido por los profesores de matematicas en su practica

docente”

Planchart (2002): “... los profesores promueven mas el pensamiento algoritmico-

algebraico que el argumento visual.”

Aunado a esto, segin Vinner (1989, p. 92), no so6lo los docentes se inclinan por un desarrollo
algoritmico-algebraico, sino que los mismos estudiantes tienen dicha preferencia, la cual,

afirma, se debe a las siguientes razones
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1. La creencia que la prueba algebraica es “mas” matematica y que para un examen final

es preferible ir a lo seguro, mas claro, mas simplificado e inmediato que la prueba

visual;
2. La preparacion para un examen final es a menudo por ensefianza memorizada y
3. Los estudiantes prefieren la memorizacion de formulas y técnicas algebraicas, lo cual

es una receta efectiva para tener éxito en los exdmenes.

Pero es importante destacar también, que asi como hay autores que resaltan la importancia del
uso de representaciones graficas, hay otros que nos advierten de las posibles dificultades que

podrian surgir, por ejemplo:
1. La percepcion visual, en algunas ocasiones, puede perturbar la aprehension del objeto;

2. los procesos visuales intuitivos no son suficientes para alcanzar los otros niveles de

abstraccion que permiten otras representaciones semioticas;
3. los estudiantes aprehenden el objeto localmente y no globalmente, (Planchart, 2002).

Las actividades didacticas, producto del presente trabajo, tienen la caracteristica esencial de
iniciar con representaciones graficas dinamicas, pero se promueve ademas la articulacion de
diferentes representaciones para enfrentar las dificultades descritas por Planchart, en relacion

con los procesos de visualizacion.
1.2.3 Uso de Tecnologia y Representaciones Dinamicas.

Sin duda alguna, los avances tecnologicos se han visto reflejados en muchos aspectos de
nuestra vida, y la educacion es uno de ellos. Particularmente, en la ensefianza de las
matematicas, la tecnologia ha generado un gran impacto y polémica alrededor de su uso. Hay
quienes afirman que la tecnologia favorece y enriquece la enseflanza y/o aprendizaje de las

matematicas, mientras que otros consideran que es perjudicial.

Con respecto a las posturas que hay alrededor del uso de la tecnologia en el aula,

particularmente sobre el uso de computadoras, Pea (1987) menciona lo siguiente:

En educacion matematica hay una tendencia dominante donde se ve a las computadoras
simplemente como amplificadoras de las capacidades humanas (metafora amplificadora).
Desde esta perspectiva, son consideradas herramientas que permiten realizar tareas de una
manera mucho mas rapida y precisa, pero sin un cambio cualitativo en lo que antes se hacia

sin ellas. En cambio, otra perspectiva consiste en ver a las computadoras como herramientas
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cognitivas, las cuales, cuando son usadas apropiadamente, no so6lo permiten amplificar las
capacidades humanas, sino que tienen el potencial de provocar cambios estructurales en el
sistema cognitivo de los estudiantes (metafora reorganizadora) a través de una

reorganizacion y transformacion de las actividades que ellos realizan.

Por otra parte, en el trabajo de Romero (2010) se menciona que a lo largo de la historia la
tecnologia ha avanzado y, en consecuencia, los ambientes educativos han evolucionado.
Particularmente, sefiala que, los tipos de representaciones que se han utilizado a lo largo de la
historia de las matematicas han evolucionado a lo largo de cinco etapas (Moreno, Hegedus &
Kaput, 2008, pp. 102-103), citado en Romero (2010), de acuerdo al tipo de interaccion que
tiene el usuario con el medio para representar, las cuales parten desde las inscripciones
grabadas, seguidas por la capacidad de borrar lo representado, para posteriormente hacer uso
de representaciones estaticas en dispositivos electronicos, generando representaciones

dindmicas discretas y, por tltimo, representaciones dinamicas que se perciben como continuas.

Otra de los aspectos relevantes que sefiala Romero (2010) son los riesgos del uso de
representaciones dindmicas dentro de las cuales considera la inhibicion de la necesidad de
demostraciones y argumentaciones, ya que los diferentes escenarios vistos en pantalla son
suficientes para afirmar determinada proposicion. En este sentido, el potencial que tienen las

representaciones dindmicas para representar objetos variables puede ser contraproducente.

Particularmente, en este trabajo el incluir graficas dinamicas en las actividades no se limita a
hacer la labor del estudiante de manera mas rapida y precisa, sino que ademas le brinda la
oportunidad de explorar, analizar, conjeturar, verificar conjeturas y generalizar, privilegiando
asi, la actividad del alumno como medio para promover su aprendizaje. De esta manera se
busca favorecer la comprension del objeto matematico, en nuestro caso, de los niimeros
complejos y sus operaciones, ya que el estudiante tiene la oportunidad de establecer diversas

relaciones con respecto al objeto matematico de interés, enriqueciendo asi su aprendizaje.
1.2.3.1 Uso del Software GeoGebra

El software que sirvid de apoyo tecnoldgico para la realizacion de este disefio de actividades
es GeoGebra. Las razones por las cuales se considerd hacer uso de éste son, como lo menciona

Romero (2010), las siguientes:
1. Los numerosos reconocimientos que este software ha recibido.
2. Los beneficios de ser un software libre.
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3. Es un DGS (Software de Geometria Dinamica).
4. Es un CAS (Sistema Algebraico Computacional).

5. Ademas de ser un DGS y un CAS, es un Software de Matematicas Dindamicas
(Hohenwarter & Hohenwarter, 2009), ya que permite la representacion de objetos
geométricos y algebraicos, los vincula dinamicamente, es decir, al modificar alguna

representacion de un objeto las otras se modifican instantdneamente de manera acorde.
1.2.3.2 Actividades en Linea

Hoy en dia, las posibilidades de acceder a una computadora con internet son muchas, ya que si
no se cuenta con un equipo propio existen varios lugares que nos facilitan su uso. Tomando en
cuenta lo anterior, la secuencia de actividades fue colocada en una pagina web, con el fin de
que se encuentre disponible desde cualquier computadora, favoreciendo en gran medida el
trabajo extra clase. Particularmente, la Universidad de Sonora cuenta con varios laboratorios
de equipos de computo con internet, los cuales pueden ser utilizados por los estudiantes de

manera gratuita obteniendo, de esta manera, el acceso a las actividades.

Por otra parte, el hecho de que sea una secuencia en linea permite que personas interesadas en

las actividades y que no pertenezcan a la institucion tengan un facil acceso a ellas.
1.2.4 Orientaciones para el docente

Las actividades disefiadas no son suficientes por si mismas, requieren de un conductor que
coordine el trabajo en clase y que dé seguimiento al logro de los objetivos en cada hoja de
trabajo. Por tal motivo, se considerd pertinente la incorporacion de una serie de orientaciones
para el docente, donde se especifiquen los objetivos pretendidos de cada actividad, con el fin

de orientar las discusiones grupales y los propoésitos de cada una de ellas.

1.3 Objetivo

El objetivo de este trabajo es el disefio de una secuencia de actividades didacticas en linea para
el aprendizaje de los numeros complejos, sus formas de representacion y operaciones basicas,
que involucren el uso de representaciones dindmicas elaboradas con el software GeoGebra; asi
como el disefio de una serie de orientaciones que sirva de apoyo para el docente al momento

de implementar la secuencia de actividades.

Se parte del supuesto de que los estudiantes construyen un significado mas rico de los nimeros

complejos y sus operaciones basicas, a partir de la visualizacion dinamica de sus diferentes
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formas de representacion, grafica, algebraica y numérica. Para promover el aprendizaje del
estudiante, se consider6 necesario crear ambientes en los que se promueva la exploracion, la
construccion y verificacion de conjeturas, la argumentacion, la generalizacion, privilegiando

la actividad de los estudiantes y la interaccion entre ellos.
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CAPITULO 2. ELEMENTOS TEORICOS Y
METODOLOGICOS

2.1 Enfoque Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica

Para fundamentar este trabajo se consideran algunos elementos tedricos del Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS), desarrollado por Godino y
colaboradores (2002). Dicho marco tedrico, articula las facetas institucionales y personales del
conocimiento matematico, otorgando un papel clave a la actividad de resolucion de problemas,
a los recursos expresivos y asumiendo coherentemente supuestos pragmaticos (los objetos
emergen y evolucionan a partir de situaciones problémicas) y referenciales (los objetos pueden
ser referenciados, por lo que poseen una realidad cultural) sobre el significado de los objetos

matematicos.

Especificamente, entre los elementos que se consideran para este trabajo estan los sistemas de
practicas, los objetos personales e institucionales, sus significados sistémicos, los elementos
basicos del significado, las relaciones que se establecen entre ellos (funciones semidticas) y
conflictos semiodticos, los cuales se consideran como herramientas finas para analizar la
actividad matematica y los objetos que se ponen en juego durante la misma. Asimismo, se

utilizaran algunos niveles de analisis didactico.
2.1.1 Practica Matematica y Sistemas de Practicas

Se considera como prdctica matemdtica a toda actuacion o expresion (lingiiistica, grafica, etc.)
realizada por un sujeto para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion,
validarla y generalizarla a otros contextos y problemas. Sin embargo, en el estudio de las
matematicas, mas que una practica particular ante un problema concreto, interesa considerar
los sistemas de prdcticas (operativas y discursivas) puestas de manifiesto por los sujetos en su

actuacion ante un campo de problemas.
2.1.2 Objetos y Significados Personales e Institucionales

Los objetos personales se consideran como emergentes del sistema de practicas personales
significativas asociadas a un campo de problemas. Mientras que, los objetos institucionales se
consideran emergentes del sistema de practicas socialmente compartidas en una institucion, en

relacion con la resolucion de cierto campo de problemas matematicos.

El significado institucional hace referencia al sistema de practicas institucionales asociadas al
campo de problemas de las que emerge el objeto institucional en un momento dado. Por otra
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parte, el significado personal lo constituye el sistema de practicas personales que un sujeto

realiza para resolver el campo de problemas del que emerge el objeto personal.

Con relacion a los significados institucionales se consideran cuatro tipos: el Significado
institucional referencial o de referencia, relativo al sistema de practicas de los expertos, el cual
determina lo que es el objeto en cuestion para las instituciones matematicas y didacticas. Con
base en este significado de referencia, el profesor elige, ordena y demarca la parte especifica
que va a plantear a sus estudiantes durante un proceso de ensefianza y aprendizaje,
considerando los recursos disponibles, como son el tiempo, recursos tecnologicos,
conocimientos previos de los estudiantes, etc. estableciéndose éste como el significado
institucional pretendido. El significado institucional implementado es el sistema de practicas
efectivamente implementadas en el aula y el significado institucional evaluado es el constituido
por las tareas o cuestiones seleccionadas por el profesor para tomar en cuenta en las

evaluaciones.

Por otra parte, dentro de los significados personales se pueden distinguir tres tipos: el
significado personal global el cual corresponde a la totalidad del sistema de practicas
personales que el sujeto es capaz de manifestar potencialmente referentes a un objeto
matematico, el significado personal declarado que se refiere a las practicas efectivamente
expresadas en las pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo las correctas e incorrectas
desde el punto de vista institucional, el significado personal logrado que corresponde a las

practicas manifestadas que son acordes con la pauta institucional establecida.

Considerando lo anterior, el EOS establece que la ensefianza implica la participacion del
estudiante en el sistema de practicas que constituyen los significados institucionales, y el

aprendizaje supone la construccion de dichos significados por parte del estudiante.

Para la realizacion de una practica matematica y para la interpretacion de sus resultados como
satisfactorios se necesita poner en funcionamiento determinados conocimientos. De esta
manera, los componentes del conocimiento que un sujeto requiere para realizar y evaluar la
practica que permite resolver una determinada situacion-problema son el uso de lenguajes,
verbal y/o simbolico. Estos lenguajes son la parte ostensiva (perceptible por alguno de los
sentidos) de un serie de conceptos, proposiciones y procedimientos, mismo que intervienen en
la construccion de argumentos para decidir si las acciones simples que componen la practica,
y ella en tanto que compuesta, son satisfactorias. Con el fin de realizar un analisis sobre la

actividad matematica es necesario introducir los seis tipos de entidades primarias comentadas
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anteriormente: situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos
y argumentos. En cada caso, estos objetos estaran relacionados entre si formando

configuraciones epistémicas.
2.1.3 Funciones Semiéticas y Conflictos Semidticos

Otro elemento importante del EOS es el de funcion semiotica, entendida esta como la relacion
entre un antecedente (expresion, representante) y un consecuente (persona o sujeto),
establecida por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo a un cierto criterio o codigo de
correspondencia. Las funciones semidticas son un instrumento relacional que facilita el estudio
conjunto de la manipulacion de ostensivos matematicos (representaciones perceptibles por los

sentidos), y del pensamiento que la acompaiia, caracteristico de las practicas matematicas.

Por otra parte, un conflicto semiotico es cuando ocurre una disparidad o discordancia entre los

significados atribuidos a una expresion por dos sujetos (personas o instituciones).

Los elementos tedricos descritos con anterioridad han sido parte fundamental para la

elaboracion de este trabajo.
2.1.4 Niveles de Analisis Didactico

Por ultimo, con el propdsito de describir, explicar y valorar un proceso de instruccion se estaran
considerando tres niveles de andlisis didactico: Andlisis de los tipos de problemas y sistemas
de practicas el cual se orienta a estudiar las practicas matematicas realizadas en el proceso de
estudio analizado, elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matemdticos el
cual se centra en los objetos y procesos que intervienen en la realizacion de las practicas, y
también que emergen de ellas y, por Ultimo, valoracion de la idoneidad diddctica del proceso
de estudio el cual constituye una sintesis final orientada a la identificacion de potenciales

mejoras del proceso de estudio en nuevas implementaciones.

Particularmente, con respecto a la valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio

se consideran 6 idoneidades las cuales son:

1. Idoneidad Epistémica: Grado de representatividad de los significados institucionales

implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia.

2. Idoneidad Cognitiva: Grado en que los significados implementados (pretendidos) estan en la
zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los significados

personales logrados a los significados pretendidos/implementados.
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Idoneidad Interaccional: Grado en que los modos de interaccidon permiten identificar y

resolver conflictos de significado y favorecen la autonomia en el aprendizaje.

Idoneidad Mediacional: Grado de disponibilidad y adecuacién de los recursos materiales y

temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.
Idoneidad Emocional: Grado de implicacidn, interés y motivacion de los estudiantes

Idoneidad Ecoldgica: Grado de adaptacién curricular, socio-profesional y conexiones intra e

interdisciplinares.

2.2 Consideraciones Metodologicas

La metodologia toma sentido de acuerdo al marco tedrico que la sustenta. Particularmente, una

implicacién metodoldgica para este trabajo fue el andlisis del significado institucional de referencia,

de donde se desprende el significado institucional pretendido, mismo que se espera ver reflejado en

la elaboracién de la secuencia didactica. Por otra parte, el EOS proporciona elementos Utiles para el

disefio, implementacién y valoracién de un proceso de instruccidn. A continuacion se describen cada

una de las fases fundamentales para la realizacion de este trabajo:

1.

Revision Bibliografica. Esta etapa se enfocé hacia los antecedentes ligados a la ensefanza de
los nimeros complejos y sus operaciones, con el propdsito de encontrar elementos que

guiaran y justificaran la secuencia didactica propuesta.

Anilisis del Significado Institucional de Referencia. El anadlisis del significado institucional de
referencia de los numeros complejos, sus formas de representacién y sus operaciones basicas
se llevé a cabo mediante la revisién del programa de la materia de Algebra para Ingenieria, de
notas de clase (Soto, 2002), libros de texto (Hitt, 2002), datos histéricos (Bagni, 2001; Soto-
Johnson, 2011; Nahin, 1998), resultados de investigacion en Matematica Educativa (Martinez,
Antonio, 2009; Pardo, Gémez, 2007; Del Castillo, Flores, 2009), sitios web (Sada, 2008) y el uso

de tecnologia (Hohenwarter et al, 2001).

Disefio de una secuencia de actividades didacticas. La secuencia se materializé en 13 hojas de
trabajo y 33 applets elaborados con el software GeoGebra. Cada hoja de trabajo contiene
algunos applets, indicaciones y preguntas que tienen como objetivo orientar la actividad
matematica del estudiante. Esta se encuentra disponible en la direccién electrénica

www.mat.uson.mx/proyectoalgebra/Complejos.

Primera puesta en escena. La secuencia de actividades se probd con dos grupos de estudiantes

de Ingenieria, uno en Ingenieria en Mecatrdnica y el otro en Ingenieria Industrial y de
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Sistemas, con objeto de identificar errores y/o limitaciones en el disefio de las actividades, asi

como conflictos semidticos potenciales.

Incorporacién de las modificaciones sugeridas por la primera puesta en escena. Se trabajé en
la adecuacion de la secuencia didactica, con base en las observaciones realizadas durante la

puesta en escena.

Segunda puesta en escena de la secuencia. Se trabajé con dos grupos de nuevo ingreso

durante el semestre 2011-2 de los programas de Ingenieria.

Analisis y valoracion a posteriori de la secuencia didactica. En esta etapa se realizd un andlisis
y valoracién de la secuencia de actividades posterior a la segunda puesta en escena, donde se

contemplen las seis componentes de la idoneidad diddactica propuestas por Godino (2009).
Incorporacién de las modificaciones sugeridas por la segunda puesta en escenay su respectivo
andlisis.

Disefio de una serie de orientaciones como apoyo para el trabajo docente al momento de

implementar la secuencia de actividades.
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CAPITULO 3. El DISENO Y ANALISIS DE LA PROPUESTA

3.1 Significados Institucionales

Para el disefio de la secuencia de actividades se considerd esencial la caracterizacion de los
significados institucionales de referencia y pretendido. Especificamente, el significado
institucional de referencia nos brinddé una panoramica general sobre el tema de numeros
complejos, ya que en esa seccion se describieron los objetos primarios presentes en las cuatro
etapas que atravesd dicho conjunto numérico (algebraica, analitica, geométrica y formal).
Posteriormente, se retomaron los elementos necesarios para caracterizar al significado
institucional pretendido considerando el plan de estudios de las carreras de Ciencias e

Ingenieria, a los cuales va dirigida la secuencia.

A continuacién se describen con detalle los significados institucionales anteriormente

mencionados:
3.1.1 Significado Institucional de Referencia

Con el objetivo de caracterizar el significado institucional de referencia de los nimeros
complejos, sus formas de representacion y sus operaciones basicas, se llevo a cabo la revision
del programa de la materia de Algebra para Ingenieria de la Universidad de Sonora, de notas
de clase (Soto, 2002), libros de texto (Hitt, 2002), datos historicos (Bagni, 2001; Soto-Johnson,
2011; Nahin, 1998), resultados de investigacion en Matematica Educativa (Connor, et al., 2007;

Godino, 2002), sitios web (Sada, 2008) y el uso de tecnologia (Hohewarter, et al., 2001).

Con relacion al significado institucional de referencia, en la Tabla 1 se muestra un resumen del
analisis ontologico-semidtico hecho, en el cual, se han identificado los objetos primarios
constitutivos del significado de los niimeros complejos y se han organizado de acuerdo con
cuatro configuraciones identificadas. Estas se corresponden con las cuatro grandes etapas del
desarrollo historico, caracterizadas por los cambios en las concepciones epistemoldgicas de los

numeros complejos (Pardo y Gémez, 2007).

Las configuraciones aqui presentadas no son exhaustivas. Una configuracion que no se incluyo
en la tabla es la que considera las situaciones extra-matematicas, ya que los contextos de
aplicacion extra-matematicos de los nimeros complejos, no son facilmente accesibles a los

estudiantes de primer semestre de Universidad.
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Configuracion

Configuracion Configuracion Configuracion
Algebraica Analitica Geométrica Formal
Objetos
Primarios
Situaciones -Resolver ecuaciones  -Uso de expresiones y-Representar nimeros-Considerar a  los
cuadraticas y cubicas  funciones de variable complejos en el plano, ennimeros complejos
(en general, compleja forma polar y cartesiana. como pares ordenados
polinomiales) con i de niimeros reales.
soluciones complejas -Reprzsegtar d 1OS Anali |
no reales. proce }mlentos ’e as-Analizar la estmfztura
operaciones con nimerosde campo del conjunto
-Operar con nimeros complejos de los nameros
complejos complejos
-Representar numeros
complejos en forma
polar y cartesiana
-Conversiones
Lenguaje -Verbal -Verbal -Verbal -Verbal
-Numérico -Numérico -Numérico -Algebraico
-Algebraico -Algebraico -Algebraico
-Geométrico
Procedimientos  -Resolver ecuaciones de-Evaluacion de -Graficar numeros -Operar con los
segundo y tercer grado funciones de variable imaginarios puros. nimeros complejos de
] compleja . . acuerdo a las
-Operar. con numeros -Gra icar nimeros definiciones formales
complejos complejos.
-Demostrar algunas -Graficar los
propiedades de los procedimientos de las
nimeros complejos operaciones con numeros
conjugados complejos
-Expresar nimeros -Ley del paralelogramo
complejos en  sus
diferentes formas de
representacion.
-Convertir nimeros
complejos
representados en forma
cartesiana a su forma
polar y viceversa.
Conceptos -Raiz de un nimero -Variable compleja  -Plano Complejo -Parejas ordenadas

negativo
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- Numero imaginario
] . compleja

-Numero complejo

-Parte Real

-Parte Imaginaria

-Moédulo

-Argumento

-Suma, resta,

multiplicacion, division,

conjugados, potencias y

raices de nimeros

complejos.

Propiedades -Extension  de  las-Propiedades y
propiedades de lasteoremas asociados
operaciones concon las funciones de
numeros reales hacia las variable compleja
propiedades de las
operaciones de los
nameros complejos.

-Reglas de las
operaciones con
nameros complejos
Argumentos Justificaciones de los Demostracion de

algoritmos para operarteoremas de variable
con niimeros complejos compleja

-Funciones de variable -Punto

-Conjunto

-Segmento dirigido -Operacion binaria

-Parte Real -Axiomas de campo

-Parte Imaginaria
-Médulo

-Argumento

-Ley del paralelogramo

-Rotaciones

-Interpretacion -Los numeros

Geométrica de las complejos con la suma

operaciones con numeros y multiplicacion

complejos ordinaria tienen
estructura algebraica de
campo

-Demostrar graficamente Demostracion de las
algunas propiedades de  propiedades de la suma
los nimeros complejos  y producto de
conjugados complejos

Tabla 1. Configuraciones Epistémicas asociadas a los Numeros Complejos

3.1.2 Significado Institucional Pretendido

Dado que la secuencia se dirige a estudiantes de Ingenieria de nuevo ingreso, para el significado

institucional pretendido se tomaron en cuenta solo las configuraciones algebraica y geométrica,

ya que las configuraciones formal y analitica no forman parte del programa de Ingenieria.

A continuacion, en la Tabla 2, se muestran las dos configuraciones que se ven reflejadas en la

secuencia de actividades didacticas disefiada.

Configuraciones

Configuracion Algebraica
Objetos

Primarios

-Resolver ecuaciones cuadraticas y cubicas
(en general, polinomiales) con soluciones

complejas no reales.
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-Representar numeros complejos en
el plano, en forma polar y cartesiana.



Situaciones

Lenguaje

Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumentos

-Operar con numeros complejos -Representar los procedimientos de

) ) las  operaciones con nuUmeros
-Representar nimeros complejos en forma

complejos
polar y cartesiana
-Conversiones
-Verbal -Verbal
-Numérico -Numérico
-Algebraico -Algebraico
-Geométrico

-Resolver ecuaciones de segundo y tercer-Graficar nUmeros imaginarios puros.

grado . i .
-Graficar nimeros complejos.

-Operar con nimeros complejos ) o
-Graficar los procedimientos de las

-Demostrar algunas propiedades de losoperaciones con nimeros complejos

numeros complejos conjugados
-Ley del paralelogramo

-Expresar nuUmeros complejos en sus
diferentes formas de representacion.

-Convertir nUmeros complejos representados
en forma cartesiana a su forma polar y

viceversa.
-Raiz de un nimero negativo -Plano Complejo
- NUmero imaginario -Punto
-Numero complejo -Segmento dirigido
-Parte Real -Parte Real
-Parte Imaginaria -Parte Imaginaria
-Médulo -Médulo
-Argumento -Argumento
-Suma, resta, multiplicacidn, division, -Ley del paralelogramo
conjugados, potencias y raices de nimeros )

. -Rotaciones
complejos.

-Extension de las propiedades de las-Interpretacion Geométrica de las
operaciones con numeros reales hacia lasoperaciones con nimeros complejos
propiedades de las operaciones de los

numeros complejos.

-Reglas de las operaciones con numeros
complejos

Justificaciones de los algoritmos para operar-Demostrar graficamente algunas
con numeros complejos propiedades de los nimeros
complejos conjugados

Tabla 2. Configuraciones Epistémicas consideradas para el Significado Institucional Pretendido
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3.2 Descripcion de la Propuesta

La secuencia didactica, se materializd en 13 hojas de trabajo y 33 applets elaborados con el software
GeoGebra, las cuales estdn disponibles en la direccion electrénica
www.mat.uson.mx/proyectoalgebra/Complejos (una versién estatica de las mismas puede
encontrarse en el Anexo 1 de este trabajo). Cada hoja de trabajo contiene algunos applets,
indicaciones y preguntas que tienen como objetivo orientar la actividad matematica y construir un

significado personal mas rico de los nimeros complejos y sus operaciones.
La secuencia de actividades quedd estructurada de la siguiente manera:

Representacion Gréfica de los Nimeros Reales
Representacion Gréfica de la Unidad Imaginaria

Representacion Grafica de Nimeros Imaginarios

el O

Representacién Gréfica de Nameros Complejos
1. Forma Polar
2. Forma Cartesiana
3. Conversiones
5. Operaciones con Niumeros Complejos
1. Suma
Resta

Producto

2
3
4. Conjugados
5. Division
6. Potencias
7. Raices

6. Actividades complementarias
La primera actividad es introductoria, y revisa aspectos fundamentales de los niUmeros reales. En las
tres actividades siguientes, se motiva la necesidad de extender el sistema de los niUmeros reales,
mediante la situacién de resolucidn de ecuaciones de segundo grado, las cuales conducen al calculo
de raices cuadradas con cantidades negativas. Se plantea también la conveniencia de representar,
tanto grafica como algebraicamente, a los niUmeros imaginarios y, en consecuencia, a los nimeros

complejos. Ademas, en las actividades introductorias se abordan las representaciones de nimeros

complejos en su forma polar, cartesiana y la manera de pasar de una forma de representacion a otra,
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para lo cual se insertd un applet de GeoGebra con las diferentes formas de representacién, con el fin

de que el estudiante tenga la oportunidad de establecer relaciones entre ellas.

El resto de las actividades consiste en la exploracion dindmica de las operaciones de suma, resta,
multiplicacidn, division, potencias y raices de nimeros complejos, a la vez que los estudiantes se

familiarizan con las representaciones graficas, algebraicas y numéricas.
Enseguida se presentan detalles y aspectos relevantes de cada una de las actividades.

Actividad 1. Representacion Grafica de los Numeros Reales.

La primera actividad fue elaborada con el propdsito de reforzar los conocimientos previos de los
estudiantes sobre el sistema de los nimeros reales, para tratar de disminuir las posibles dificultades
y conflictos semiédticos en la construccion de significados durante la implementacion del resto de las
actividades. En otras palabras, la actividad consiste en el reconocimiento de los distintos sistemas
numéricos y sus operaciones, donde se hace énfasis en la propiedad de cerradura de las operaciones
con numeros naturales, enteros, racionales y reales, con el fin de hacer notar la necesidad de ir

extendiendo nuestro sistema numérico, en cada caso.

En ella se hace uso de dos applets: el primero de ellos esta disefiado para que el estudiante represente

numeros naturales, enteros y racionales en la recta real (ver Figura 4).

- . - =
.- & L] -
- & - = - L
- - [ 3 & - = L
- - " L] - & b = 1] L ] -
- - L4
-
L L] - ¥ L]

Figura 4. Applet 1, Actividad 1.

La exploracion en los apletts es guiada por cuestionamientos como los siguientes, donde se enfatiza

la propiedad de cerradura en los diferentes sistemas numéricos:

i. éQ‘ué pasa cuando multiplicamos dos numeros naturales? éNeccsitamos agregar

mas numeros a esta recta?

2. ,;Qyé pasa cuando restamos dos niimeros naturales? :Necesitamos agregar mas nimeros

a esta recta?

25



Mientras, que el segundo applet (ver Figura 5) pretende que el estudiante lleve a cabo una

construccion geométrica para ubicar el nimero v/2 en la recta real lo cual involucra el uso de las

herramientas de GeoGebra.

Figura S. Applet 2, Actividad 1.

Actividad 2. Representacion Grafica de la Unidad Imaginaria:

Esta actividad fue disefiada con el objetivo de que el estudiante identifique la representacion
grafica de la unidad imaginaria a través de la resolucion grafica de ecuaciones cuadraticas,

considerando las propiedades del modulo y argumento de un producto de niimeros reales.

En la actividad se utilizan cuatro applets: el primero de ellos tiene el proposito de que el
estudiante instituya una representacion de nimeros reales en la recta real mediante segmentos
dirigidos identificando, a la vez, el médulo y argumento de los mismos (ver Figura 6).

[T ] 81 D A0 BOLTE 238 Menid Darg vl E5 13 repissenmacion 08 »ca nilmerns reaks "

—_—

Figura 6. Applet 1, Actividad 2.

A partir de la exploracion de dicho applet, el estudiante abordara cuestionamientos como los

siguientes:

i ;Cuales el argumento de un ndmero Positivo?

2. &Cuél es el argumento de un numero ncgativo?
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El segundo applet promueve la multiplicacion de niimeros reales mediante segmentos
dirigidos, donde se espera que el estudiante establezca las relaciones entre los modulos y

argumentos de los factores con el modulo y argumento del producto (ver Figura 7).

- r -
Deshrs 8l punts para ctlenear Z. "2,

|

Figura 7. Applet 2, Actividad 2.

Las cuestiones que tendra que responder el estudiante, se enfocan a las relaciones graficas y

numéricas que logre identificar, tales como:

3. :Qué relacion existe entre los modulos de Z4, Z, Yy elmodulode Zy + 7,7
4. :Qué relacion existe entre los argumentos de 74,7, Yy el argumento deZ,- 7,7
5. Describe como se efectua gré{:icamcntc la multiP]icacién de Z; - Z,.

El tercer applet tiene por objetivo mostrar que al elevar un nimero real al cuadrado su resultado

siempre sera positivo (ver Figura 8).

Figura 8. Applet 3, Actividad 2.

Con ayuda del applet anterior, al estudiante se le plantean algunas ecuaciones de segundo grado

que deberd intentar resolver:
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Particularmente en el planteamiento de las ecuaciones anteriores, se espera que el estudiante
concluya que no hay solucion para la tercera ecuacion dentro de la recta real, dando lugar a un
nuevo applet (ver Figura 9), el cual permite dar solucién a dicha ecuacién z2 = —1, ya que en
éste la exploracion no se limita a la recta real, sino que pueden salir de ella, esperando, con

esto, que el estudiante identifique la ubicacion geométrica de la unidad imaginaria

i
o

Figura 9. Applet 4, Actividad 2.

Mediante la exploracion en el applet anterior, el estudiante debera indicar las caracteristicas de

la unidad imaginaria. Especificamente se le solicita lo siguiente:

9. I scribe el moadulo y argumento del ndimero —1.

10. Escribe el modulo y argumento delas soluciones encontradas.

Actividad 3. Representacién Grafica de los Numeros Imaginarios:

El objetivo de esta actividad es que el estudiante identifique a los nimeros imaginarios a través
de su representacion grafica y de la solucion de ecuaciones cuadréticas del tipo Z? = —a?,

donde a es un namero real.

Se hace uso de un applet, el cual se disenid para que el estudiante identifique el eje de nimeros
imaginarios por medio de la resolucion de ecuaciones cuadraticas, en este nuevo applet se

pueden realizar exploraciones fuera de la recta real (ver Figura 10).
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Figura 10. Applet 1, Actividad 3.

La tabla que el estudiante debe completar, mediante la exploracion en el software, contiene

algunas ecuaciones cuadraticas, la cual se presenta a continuacion:

Soluciones
Ecuacién Médulo | Argumento
Z*=9
7= -9
Z* =4
Z*=-4
z* =2
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Una vez que el estudiante completa la tabla, se le cuestiona sobre las soluciones no reales.

Actividad 4a. Forma Polar de Numeros Complejos:

Esta actividad tiene por objetivo que el alumno represente grafica y numéricamente a los

numeros complejos, considerando su modulo y argumento.

Los applet utilizados son dos, en el primero se permite al estudiante visualizar la forma de
representacion polar de distintos nimeros complejos, con el fin de que identifique médulo y

argumento de los mismos (ver Figura 11).

T Muestra valores numéricoe

-

Figura 11. Applet 1, Actividad 4a.

Haciendo uso del applet anterior, se solicita al estudiante que complete la siguiente tabla:

Numero Moaddulo Argumento
Zy

Z3
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El segundo applet esta disefiado para que el estudiante realice el procedimiento inverso, ya que
ahora se le brindan distintos nimeros complejos expresados en forma polar para que los
represente de manera grafica en la reticula polar, haciendo uso de las herramientas de

GeoGebra (ver Figura 12).

P 1 1 ) e S

[l

-

Figura 12. Applet 2, Actividad 4a.

Los niimeros complejos que se le solicitan graficar al estudiante son los siguientes:
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Madulo Argumento

3 45°
1.5 120°
2 225°
5 0°
4 195° Actividad 4b. Forma Cartesiana de Numeros Complejos:
1 135° El proposito de esta actividad es que el estudiante identifique
25 240° grafica y numéricamente a los numeros complejos,
3 300° considerando su parte real y su parte imaginaria.
5 Jge La actividad hace uso de seis applets, el primero de ellos tiene
por objetivo la visualizacion del producto de un nimero real
0.5 270° . . L . .,
por la unidad imaginaria i, es decir, la obtenciéon de los
6 180° nimeros imaginarios puros, esperando que el estudiante
35 60° establezca la relacion que existe entre los moédulos y

argumentos de los factores con el mddulo y argumento del

producto (ver Figura 13).

Cesiza el punta para cbitener o produects T Muestrs valores numericos

=4

Figura 13. Applet 1, Actividad 4b.

Las preguntas a las que se enfrentara el estudiante son las siguientes:

il. :Qué relacion existe entre los modulos de i, el numero b y el Producto bi?

i2. :Qué relacion existe entre los argumentos de i, el numerob y el Producto bi?
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En el segundo applet se le solicita al estudiante que ubique algunos numeros imaginarios puros,

utilizando herramientas del software GeoGebra (ver Figura 14).

I ! " L] o | . Ty - -+
L‘- 'rl' -"’ - - - *.- oy "':-\.'.. "H.H. —‘I-i +I"'

B i

X

(]

al® Fie g

w T @ = - i 2 i d i il i 4 1 a T L]

Figura 14. Applet 2, Actividad 4b.

El tercer applet se usa para visualizar la suma de dos numeros reales representados mediante
segmentos dirigidos, con el fin de extender las propiedades de dicha operacion a la suma de

numeros complejos (ver Figura 15).

1= Arrastra ol punts rojo sobre el Segmento para obtenar 2+,

Figura 15. Applet 3, Actividad 4b.

El cuarto applet tiene por objetivo que el estudiante explore la suma de un niimero real con un
nimero imaginario puro, obteniendo como resultado a los nimeros complejos en el plano
expresados en su forma de representacion cartesiana (ver Figura 16).
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T~ rraitra ol plnto rajo sebine &l ssgments pars obtener T, ™ Muestra valores numenicos

—_—

1,

Figura 16. Applet 4, Actividad 4b.

Posterior a la exploracion en el applet anterior, el estudiante debera reportar algunos resultados
en una tabla presente en la actividad, con lo cual se espera que pueda realizar las siguientes

indicaciones:

lﬁ.Con aguda de la tabla anterior, expresa con tus Palabras como se efectua

numéricamente la suma de un ntimero real yun numero imaginario puro.

14. Con agucla del aPPICt anterior, expresa con tus Palabras como se efectua
gréncicamente la suma de un numero real y un numero imaginario puro.

El quinto applet se utiliza para que el estudiante visualice distintos numeros complejos

representados en forma cartesiana e identifique su parte real y su parte imaginaria (ver Figura

17), los cuales debera registrar en una tabla presente en la actividad.
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*-1

I Masesira vadlores maamaricos

i

4

A

Figura 17. Applet 5, Actividad 4b.

Por ultimo, el sexto applet estd disefiado para que el estudiante represente graficamente

distintos nimeros complejos en el plano, haciendo uso de herramientas del software GeoGebra

(ver Figura 19).

| ™

Eis imsgisain

o ¥ 7

= = = .\I.| 5

Figura 18. Applet 6, Actividad 4b.

Actividad 4c¢. Conversiones:
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Esta actividad tiene como objetivo que el estudiante relacione la representacion polar y la
representacion cartesiana de un niamero complejo, identificandolas y realizando conversiones

de una a otra.

Especificamente, en esta actividad se usan tres applets, en el primero de ellos se le brinda al
estudiante la oportunidad de visualizar un nimero complejo en su forma de representacion
polar, al mismo tiempo que puede consultar su parte real y parte imaginaria. Lo anterior, es con
el proposito de cuestionar al estudiante como obtener la parte real y la parte imaginaria de un
numero complejo dada su forma de representacion polar, es decir, dado su modulo y argumento

(ver Figura 19).

1]

Muesira reficula polar © Mueslra Valores Numaricos

Buesira Pare Real

%

f huestra Parte Imaginaria
ra
Pankimagnark

Figura 19. Applet 1, Actividad 4c.

Algunas de las indicaciones que debera realizar el estudiante a raiz de la exploracion en el

applet anterior, son las siguientes:

5. Activa la casilla “Muestra reticula Po!ar” Yy desactiva todas las demas. Selecciona
ahora, un nimero complejo en cada uno de los cuadrantes, yen cada parte positiva
y negativa delos ejes real e imaginario. Complcta la siguiente tabla, calculando (no
estimando), con al menos cuatro decimales, la parte real Yy la parte imaginaria de cada
ntumero seleccionado. Al final, verifica tus resultados activando las casillas

acjecuac{as.

Numero Mddulo Argumento Parte Real Parte
Imaginaria
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i6. ExPrcsa de manera gcneral la Par’ce real ay la Partc imaginaria b, de un ndmero

complejo CUgO médulo c€s I‘g su argumcnto c€s 9

El segundo applet estd disefiado para efectuar el procedimiento inverso, es decir, a partir de

que se conoce la representacion cartesiana, obtener la representacion polar (ver Figura 20).

™ Muesira reficula polar T Muesina Valores Numarices

¥ Muesira Madula

= Nuesira Argumerto

Figura 20. Applet 2, Actividad 4c.

Esta vez, el estudiante deberd de completar una tabla similar a la relacionada con el primer
applet, pero ahora calculando el moédulo y el argumento de un nimero complejo dada su parte

real y su parte imaginaria, esperando que pueda dar respuesta a la siguiente indicacion:
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17. E_xpresa de manera de general el modulo ry el argumento 0, de un numero comP]ejo

cuya Partc real es a Yy Par’cc imaginaria b.

Por ultimo, el tercer applet permite explorar y visualizar distintos numeros complejos con sus

dos formas de representacion (polar y cartesiana) (ver Figura 21 y Figura 22).

= huesira Fosma Folar

=361 { Co= 56.31" + | Sen 56.31" )

O béen

£ =% 81 Cisbe

Figura 21. Applet 3, Actividad 4c.

# Muesira Forma Cartesiana

Z=2%3

I.-[

Figura 22. Applet 3, Actividad 4c.

Actividad 5a. Suma de Numeros Complejos:
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El objetivo de esta actividad es que el estudiante conozca y relacione los procedimientos
grafico, numérico y algebraico de la suma de numeros complejos, considerando su parte real y

su parte imaginaria.

Se hace uso de tres applets, el primero de ellos permite la visualizacion grafica de la suma de

numeros complejos representados mediante segmentos dirigidos (ver Figura 23 y Figura 24)

i
P

1.+ Aurasira ef punto rogo sebre &l segmento para obfener I.-A.,

—_— 4

Figura 23. Applet 1, Actividad 5a.

1= &rrastra el puEnto rojo sobre el segmento para obraner I.-&‘

—_—% Fl

-1

Figura 24. Applet 1, Actividad 5a.
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Una vez realizada la exploracion grafica de la suma, al estudiante se le solicita lo siguiente:

18.  Describe como se efectua gra’Ficamente la suma de Zy + Z,.

El segundo applet tiene por objetivo que el estudiante visualice la suma de nimeros complejos
de manera grafica y numérica, con el fin de que establezca la relacion que existe entre las partes

real e imaginaria de los sumandos con la parte real e imaginaria de la suma (ver Figura 25).

™ Nosehm miies mamens e

1.= Arrastra ol punto rojo sobre o so@ment para obbener EI;J“

re——

Figura 25. Applet 2, Actividad 5a.

Algunas de las preguntas que se le realizan al estudiante, considerando la exploracion en el

applet anterior, son las siguientes:

19.  :Qué relacion existe entre las partes reales de Z;,Z, y la suma de Z; + Z57

20.  ;Qué relacion existe entre las partes imaginarias de 74,7, Yy la suma de Zy + Z,?

21. Describc de manera general como se efectia la suma de ndmeros comPlejos dadas
su parte real e imaginaria, y rePreséntaIa algebraicamente (Sugerencia: considera

lea‘l‘blﬂZz:C‘}‘dl)
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En el tercer applet se brinda la oportunidad de verificar, para distintos casos, la conmutatividad
de la suma, esperando que el estudiante generalice dicha propiedad. Ademas, en este applet el

estudiante visualizard la ley del paralelogramo para las suma de nimeros complejos (ver Figura

26 y Figura 27).

1. Arrastra &l punto rojo soboe o SEgEEEND para obener, #L, . MU Eiraced lams I ene e
e
-'.
L= Arrastra el pusnto azul sobre el segmento para obiener 3. 4+7;
=
— )
™ -1
' 5L
B
™ T — . 5 ” 22 = o T T T — = = = T -
1
3~ Apraitra ol Biaits weirde soBire el Bsfmenlo pars Vislassdar 16 ey del parsislograme
-]
——
Figura 26. Applet 3, Actividad 5a.
=
= | I MiEstramlores mumaicos
3
4 a Aa 4 ] 1 L] L] (]
1
O~ Arraitia ol plants verde nobis & Regments para vineakdar |a [ey 9¢| parilelograime
-3
B ————

Figura 27. Applet 3, Actividad 5a.

Con el objetivo de que el estudiante identifique la conmutatividad de la suma, se le solicita el

llenado de la siguiente tabla y que identifique las relaciones correspondientes:
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Z4 Z, Z,+12, Z,+27,

Parte Parte Parte Parte Parte Parte Parte Parte
Real |Imaginaria | Real |Imaginaria | Real |Imaginaria | Real | Imaginaria

22. :Qué relacion existe entre la suma Z; + Z, y lasumaZy + 7,7

Actividad 5b. Resta de Numeros Complejos:

Esta actividad tiene como propdsito que el estudiante conozca y relacione los procedimientos
grafico, numérico y algebraico de la resta de nimeros complejos, considerando su parte real e

imaginaria.

Para esta actividad se utilizan dos applets, el primero de ellos permite la visualizacion grafica
de la resta nimeros complejos representados mediante segmentos dirigidos (ver Figura 28 y

Figura 29).

42



i}
a i

1.- AFFagirs &| paifo rajg dobve & LepEe e pAFa obbe el :1—1? I Wi AT Ak ol I O

L —
a

4

Figura 28. Applet 1, Actividad 5b.

L

LR -
- Arrastra of punto rogo sobre @l segmants para chtener I,-Z; 7 Wueaing valors e e ricon
—_— —a
ad
B T a a = 3 1 “a L T "

Fl

Figura 29. Applet 1, Actividad 5b.

Al igual que la actividad de suma, al estudiante se le solicita una descripcion grafica de la resta

de nimeros complejos.

El segundo applet tiene por objetivo que el estudiante visualice la resta de nimeros complejos
de manera grafica y numérica, con el fin de que establezca propiedades y relaciones de esta
operacion (ver Figura 30).
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Figura 30. Applet 2, Actividad 5b.

Posterior a la exploracion en el applet, al estudiante se le cuestiona por las relaciones presentes

en la resta de nimeros complejos y la generalizacion de dicho procedimiento:

23 ;Qué relacion existe entre las partes reales de Zy,Z, y la resta Z; — Z,7
24, ;Qué relacion existe entre las partes imaginarias de 74,7, y larestaZy — Z,?

25. Describe de manera genera] cémo se efectia la resta de numeros comPlejos dadas

su parte real e imaginaria, y rCPrcséntaia algcbraicamcnte.

Actividad 5c¢. Producto de Numeros Complejos:

El disefio de esta actividad tiene como fin que el estudiante conozca y relacione los
procedimientos grafico, numérico y algebraico de la multiplicacion de numero complejos,

considerando las formas de representacion polar y cartesiana.

En esta actividad se utilizan dos applets, el primero de ellos es para visualizar grafica y
numéricamente la multiplicaciéon de nimeros complejos representados en forma polar (ver

Figura 31).
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Desliza el punto para obtener.Z1 Zz ™ Muestra valores numeéricos ”

&

Figura 31. Applet 1, Actividad Sc.

Algunas de las cuestiones que se le plantean al estudiante y estan relacionadas con la

exploracion de la multiplicacion de nimeros complejos en el applet anterior son las siguientes:

26.  ;Quérelacion existe entre los modulos de Z4, Z, y el Producto 74157
27. ;Qué relacion existe entre los argumentos de Zy, Z, y el Producto de Zy 7,7

28. Describe como se efectua gré{:icamcntc el Proc{uc’co YARNAY

El segundo applet tiene por objetivo que el estudiante visualice grafica y numéricamente la

multiplicacion de nimeros complejos representados en forma cartesiana (ver Figura 32).
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Figura 32. Applet 2, Actividad Sc.

La exploracion en este applet para la multiplicacion de numeros complejos contempla los
siguientes casos: Un niimero real positivo con un nimero complejo arbitrario, un nimero real
negativo con un nimero complejo arbitrario, un nimero imaginario puro con un complejo
arbitrario y por ultimo dos nimeros complejos arbitrarios. De las exploraciones anteriores se

realizan los siguientes cuestionamientos:
29. (on base en lo anterior indica cual es el Procedimiento a]gebraico para la

mu!tiP]icacién deZ, = ayZ, =c+di donde a, ¢y d son nimeros reales.

30. (on base en lo anterior, indica cual es el Procedimiento algebraico para la

mu!tiP]icacién deZ; = bi yZ, =c+di donde b, ¢ y d son nimeros reales.
1. n general, (;Cuél esel Proccclimicnto a]gebraico para la muitiP]icacién de Z;=a+

bi Y Z,=c+ di con a, b, Cy d nimeros reales? Exp!ora, anota tus observaciones Yy

compara con tus comPaﬁeros.

Actividad 5d. Nimero Complejo Conjugado:
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El objetivo de esta actividad es que el estudiante identifique grafica, numérica y
algebraicamente el conjugado de un numero complejo, considerando ambas formas de

representacion, es decir, polar y cartesiana.

En esta actividad se hace uso de dos applets, el primero de ellos brinda la oportunidad de que
el estudiante explore, represente y caracterice, tanto grafica como numéricamente, al conjugado

de un nimero complejo representado en forma polar (ver Figura 33).

@

Figura 33. Applet 1, Actividad 5d.

Algunas de las cuestiones que se le presentan al estudiante, con el fin de que caracterice al

conjugado de un nimero complejo, son las siguientes:

32, ;(Comodebe deserZ, para que el Producto Z, * Z, sea un nimero real positivo?
33 ;Qué relacion existe el argumento de 7, yZy?

4. Ahora, haz que elmodulo de Z, sea el mismo que elde Z, y consigue que el Proclucto
de 21+ Zy sea un ndmero real Positivo. :Cuantos nimeros encontraste que cumP]an

con estas condiciones?

En el segundo applet el propodsito es el mismo que en el primero, pero en éste se trabajara con

la forma de representacion cartesiana (ver Figura 34).
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T heuesira valores MEMENCos

Figura 34. Applet 2, Actividad 5d.

Posterior a la exploracion en el applet anterior, al estudiante se le realizan algunas cuestiones

donde debera describir las relaciones encontradas:

55. LQyé relacion existe entre la parte real de los ndmeros YA Y 7,7

36. :Que relacion existe entre la parte imaginaria de los nimeros Z; yZy?

Actividad 5e. Divisién de Numeros Complejos:

El proposito de esta actividad es que el estudiante relacione grafica, numérica y
algebraicamente la division de nUmeros complejos, considerando ambas formas de

representacion, polar y cartesiana.

Para llevar a cabo esta actividad se utilizan dos applets, el primero de ellos permite que el
estudiante visualice grafica y numéricamente la division de nimeros complejos representados

en forma polar (ver Figura 35).

48



Desliza &l punto pars obbener Z, (T, ] I Muesira valores numerncos
e 1

-4

Figura 35. Applet 1, Actividad Se.

Después de realizar una exploracion en el applet anterior, al estudiante se le solicitan las

relaciones presentes en la division de nimeros complejos:

37, :Qué relacion existe entre los modulos de Z4, Z, Yy el Proc}ucto Z1/7,7
38. 2Qué relacion existe entre los argumentos de 74,7, Yy el Proclucto de Z,/Z,7

59. Describe como se efectua gré{:icamcnte el Proc{uc’co 7./Z,.

El segundo tiene el mismo propdsito que el anterior, pero en esta ocasion se trabajara con la

forma de representacion cartesiana (ver Figura 36).
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. Deskza ¢l purto para obhtener 212, ; U Nueslta valores numencos
—_——

Figura 36. Applet 2, Actividad Se.
Al igual que en la actividad de Producto, se consideran diferentes casos a explorar para la
division de dos nimeros complejos los cuales son: Un ntimero complejo arbitrario entre un
numero real positivo, negativo e imaginario puro. De la anterior exploracion, se le plantean al

estudiante las siguientes situaciones:
40. (_on base en lo anterior indica cual es el Procedimiento algebraico para la divisién

deZ;=a+ biyZ, =c donde a, b y € son nlimeros reales.

41i. (Con base enlo anterior, indica cudl es el Proccclimicnto algebraico para la division

deZ;=a+ bi y Z, = di donde a,b yd son nimeros reales.

42. o gcncral, écuél es el Proccdimicnto algebraico para la divisién de Z;=a+ bi9
Z,=c+ di cona, b, c Y d ntimeros reales? Exp!ora, anota tus observaciones Yy

compara con tus comPaﬁcros.

Actividad 5f. Potencias de Numeros Complejos:

El objetivo de esta actividad es que el estudiante relacione grafica, numérica y algebraicamente
diferentes potencias de nimeros complejos, considerando ambas formas de representacion,

polar y cartesiana.

En esta actividad se utilizan dos applets, el primero de ellos permite al estudiante explorar
grafica y numéricamente la operacion Z™ (con n = 1,2,3,4,5,6), donde Z es un numero

complejo y esta representado en su forma polar (ver Figura 37 y Figura 38).
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Selecciona la potencia deseada

(el punto verde debie-estar sobre el extremo izquierdo del segmento) | [ Muestra valores numéricos
n=2
———
- . - n
Desliza el punto verde para visualizar Z 1
[ ]
4]
.2_
Z
D T T T
1o 5 ] A 5 o 2 4 8 8 10
.2_
44

Figura 37. Applet 1, Actividad 5f.

Selecciona la potencia deseada

(el punto verde dehe estar sakrerel extremo izquierdo del seamenta) | M Muestra valores numeéricos
n=2 l Z =2 CIS 30°
n
s =
Z =4 CIS 60°
- . n
Desliza el punto verde para visualizar Z &1
e

Figura 38. Applet 1, Actividad 5f.
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Mediante la exploracion en el applet, al estudiante se le solicita elevar un nimero complejo a
diferentes potencias, asi como el registro de los resultados obtenidos. Cuando el estudiante a

realizado varios casos particulares se le pide lo siguiente:

43. Eiabora una conclusién sobre el Proceclimicn’co gcncral para elevar un ntmero

complcjo a determinada Po’ccncia en términos de modulo Yy argumento.

El segundo applet tiene el mismo propdsito que el anterior, pero ahora el nimero complejo Z

estd representado en su forma cartesiana (ver Figura 39 y Figura 40).

Kr

Saleccipna la polencia deseada

14 puei verde debs seiar mobrd 8l sademe oqmecd o dal gapmenkal
=2
-—

& " Muestra valores numericos

L]
Desliza ol punio verde para vissmalizar £

Figura 39. Applet 2, Actividad 5f.
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Desliza sl punto verds para visu s ar F4

-4

Figura 40. Applet 2, Actividad 5f.

En este caso, se resalta lo complicado que resulta elevar un numero complejo a determinada
potencia, sin embargo, se realiza una exploracion para potencias de 2 y 3. Una vez hecha la

exploracion correspondiente, al estudiante se le cuestiona lo siguiente:

44 @Cémo crees que sea mas facil de calcular Z", en su forma Po]ar o cartesiana?

Comenta con tus comPaﬁcros Y anota tus conclusiones.

Actividad 5g. Raices de Numeros Complejos:

Esta actividad tiene como propdsito que el estudiante relacione grafica y numéricamente las
raices de un niumero complejo representado en forma polar.
Para llevar la actividad se utiliza un applet, el cual estd disefiado para que el estudiante

visualice, explore grafica y numéricamente todas las posibles raices del nimero VZ (con n =
1,2,3,4,5,6), donde Z es un numero complejo representado en forma polar (ver Figura 41 y

Figura 42).
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Raiz tuadrada ™ Muestra valores Aumeficos

A=z
—

s nalmers

—_— 1

Arrastra el punto azul para vesualizar una de Iz raoes T

taladradas de T i

-——

I~ Mostrar todas Llas radems

Figura 41. Applet 1, Actividad 5g.

Raiz quenta

nwh
—_—

B Mpwirer todan jas raices

Figura 42. Applet 1, Actividad 5g.

Posterior a que el estudiante realiza una exploracion para obtener raices cuadradas y cubicas,
se le solicita que explore para distintos numeros de raices, con el fin de que pueda generalizar
el procedimiento para calcular raices n-ésimas de numeros complejos. Una de las instrucciones

menciona lo siguiente:
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45. Repite la exploracién paran = 4,5y6 y determina una forma general para obtener

las raices n-ésimas AC cualquier numero COI’nPIC_jO Z claclo cn Forma Polar.

Por ultimo, se presenta una seccion de Actividades Complementarias para los estudiantes, donde se
hace un enlace con el trabajo realizado en el marco del proyecto “Disefio e Implementacion de
Exdmenes Estandarizados en Linea en el Curso de Algebra de los Programas de la Divisién de Ingenieria
de la Universidad de Sonora” (Del Castillo, et al, 2009). Este enlace consiste en la recomendacién de
llevar a cabo las actividades desarrolladas en el citado proyecto, con el fin de reafirmar los
conocimientos sobre nimeros complejos que emergen de nuestra propuesta. Las actividades se
realizan en un ambiente distinto, con representaciones graficas estaticas, pero cuyo dinamismo
consiste en la presentacion de problemas con datos generados aleatoriamente, y en donde la

retroalimentacion sobre las respuestas de los estudiantes es inmediata.
3.3 Elementos de Analisis Didactico

3.3.1 Analisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas

Dentro de la secuencia se presentan diferentes situaciones — problema, de tipo intramatematico,
que van desde operaciones con numeros reales y el analisis de la cerradura de estas operaciones,
hasta las formas de operar con numeros complejos. De manera general, se promueve la
vinculacion entre las representaciones grafica, numérica y algebraica, enfatizando y resaltando

las caracteristicas de los procedimientos para operar con numeros complejos.
3.3.2 Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos

En la secuencia intervienen y emergen varios objetos y procesos matematicos, para lo cual se
llevd a cabo el analisis de cada una de las actividades, con el objetivo de identificarlos. De
manera general, se consideran los siguientes procesos y elementos primarios involucrados en

la secuencia.
Procesos:

Particularizacion: Se solicita la exploracion de los procedimientos geométricos para operar con

casos particulares de nimeros complejos

Generalizacion: A partir de explorar la conversion para casos particulares, se solicita la

generalizacion de dicho procedimiento.
Objetos Primarios:
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Con respecto a los elementos primarios, se contemplan los diferentes lenguajes, situaciones,
procedimientos, conceptos, propiedades y argumentos que intervienen y emergen de cada una

de las actividades, las cuales fueron colocadas en el anexo 3.
3.4 Orientaciones para el Docente

Con el propésito de que el docente conozca los objetivos, tanto generales como especificos, de
cada una de las actividades asi como su requisitos, se disefié una serie de orientaciones que

sirvan como apoyo al momento de implementar la secuencia.

Dichas orientaciones contienen una seccion de consideraciones generales, las cuales aplican
para todas las actividades. Especificamente se describen los métodos de ensefianza y los
recursos tecnoldgicos necesarios para llevar a cabo la realizacion de las actividades. Ademas,

se brinda una recomendacion para el trabajo en el aula.
Por otra parte, para cada una de las actividades se detalla la siguiente informacion:

1. Tiempo estimado. Se obtuvo con base en el tiempo registrado durante las dos puestas

en escena de la secuencia.

2. Prerrequisitos. En este apartado se especifican los conocimientos necesarios para poder

realizar la actividad.
3. Contenidos disciplinares. Se especifica el contenido involucrado dentro de la actividad.

4, Objetivo general y objetivos especificos. Se describe el objetivo global de la actividad,

asi como los objetivos particulares que se van presentando a lo largo de la secuencia.

5. Sugerencias. Se realizan algunas recomendaciones para la implementacion de la
actividad, asi como el sefialamiento de algunos puntos especificos donde hay que tener

especial cuidado.

6. Uso de los Applets. Se describe la utilidad y el proposito de cada applet incluido en la
actividad.
7. Actividades Complementarias. Son actividades desarrolladas en ambiente Maple T.A.

(2013) en el marco del proyecto “Disefio e Implementacion de Examenes
Estandarizados en Linea en el Curso de Algebra de los Programas de la Division de

Ingenieria de la Universidad de Sonora” (Del Castillo, et al, 2009).
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8. Sugerencia de evaluacion de la actividad. Se describen algunas recomendaciones para

evaluar las actividades.

Para tener acceso a la descripcion completa de las orientaciones realizadas puede verse el
Anexo 2 o bien consultar este mismo documento en la direccion -electronica
www.mat.uson.mx/proyectoalgebra/Complejos/orientaciones.
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CAPITULO 4. LA PUESTA EN ESCENA DE LA SECUENCIA
Y SU VALORACION DIDACTICA

4.1 Primera puesta en escena

4.1.1 Caracteristicas del de la primera puesta en escena

La primera puesta en escena se llevo a cabo con dos grupos de estudiantes de Ingenieria, uno
de Ingenieria en Mecatronica y el otro de Ingenieria Industrial y de Sistemas, con objeto de
identificar errores y/o limitaciones en el disefio de las actividades, asi como conflictos
semioticos potenciales. Las condiciones fueron muy favorables, ya que se cont6 con un aula
de computadoras con acceso a Internet para ambos grupos, donde los estudiantes podian formar
equipos de dos o tres personas y trabajar con las actividades en linea para analizarlas, discutirlas

y comentar sus dudas, conjeturas, conclusiones, etc., enriqueciendo, asi, la actividad grupal.

Los estudiantes iniciaron con la exploracion en los applets para responder a los
cuestionamientos hechos en las hojas de trabajo, sin una preparacion previa sobre el uso de los
mismos, ya que estos estan disefiados para que el estudiante los manipule aunque no tengan

conocimiento del software.

Algunas actividades requirieron mas tiempo del asignado a cada sesion y quedaban como
actividad extra clase. Posteriormente, al término de cada una de éstas, se llevaba a cabo una
discusion grupal para aclarar dudas e institucionalizar lo abordado. Esto constituy6 una primera
puesta en escena de las actividades donde las observaciones hechas van encaminadas a mejorar

el disefio.
4.1.2 Observaciones y Analisis de la primera puesta en escena

En esta primera puesta en escena, la atencion se centrd en la identificacion de potenciales

mejoras de la propuesta, por lo que el énfasis esta centrado en la deteccion de dificultades.

Asi, durante la primera puesta en escena de las actividades pudieron identificarse algunos
conflictos semidticos derivados de una interpretacion incompleta de las instrucciones dadas
para la exploracion de los applets, o de los cuestionamientos asociados a esta exploracion. A

continuacion se describen dichos conflictos:

1. La inclusion del simbolo i, como integrante de la parte imaginaria de un nimero
complejo.
A continuacion, se presenta una imagen con el fin de ejemplificar dicha dificultad.
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. Los nimeros complejos también pueden representarse de la forma atbi,
donde a se conoce como su parte real y b, como su parte imaginaria. Esta es
la forma cartesiana. Arrastra el puntfo sobre el segmento para visualizar
varios nimeros complejos y completa la tabla que se muesira abajo.

. Forma Parte Parte

Numero - : L ehr
Cartesiana Real imaginaria

£y 24 2 :

% =242 | =T | 214

Z- a2 | & | -Z
Zy -5-3: | -5| -3;
Zs i, D CI

Ze ~S%1 -5 \

< -3 @l = A
Ze | 2adi| 2 | o
Za | -4 | &
Zo -2 &) 24
Zu | 1= ] S~
Ziz =y = ~1

Figura 43. Actividad 4b, reactivo 6

En la Figura 43, se presentan las respuestas de un estudiante sobre la representacion cartesiana
para niumeros complejos, considerando su parte real y parte imaginaria. La indicacion para el
estudiante es revisar un applet previo, donde aparecen las representaciones cartesianas de
algunos numeros complejos. La tabla presentada, muestra que la funcién semidtica que el
estudiante establece con la parte imaginaria y la representacion numérica de un nimero
complejo no se corresponde con lo establecido por la institucion, ya que, institucionalmente, la
parte imaginaria no incluye el simbolo i (la representacion simbolica de la unidad imaginaria).
Es importante mencionar, que a pesar de que el enunciado inicial que viene dentro de la
actividad dice “Los numeros complejos también pueden representarse de la forma a + bi,
donde a se conoce como su parte real y b, como su parte imaginaria” algunos estudiantes

siguen manifestando un significado personal que no es acorde al significado institucional.
2. La falta de generalidad en algunas respuestas elaboradas por los estudiantes.

A continuacion, se presenta una imagen con el fin de ejemplificar dicha dificultad.
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Figura 44. Actividad Sc, reactivos 5,6y 7

En la figura 44, se muestran las respuestas de un estudiante a las preguntas siguientes:
1. ;Qué relacion existe entre los modulos de Z;, Z, y el producto Z; - Z,?
2. ¢Qué relacion existe entre los argumentos de Z;, Z, y el producto Z; - Z,?
3. Describe como se efectia graficamente el producto Z; ' Z,.

El interés se centra en las respuestas a las preguntas 5 y 7, donde se puede observar que en la
respuesta de la pregunta 5, el alumno esta considerando un caso particular, a pesar de que en
la instruccion previa se solicita una exploracion para diferentes casos, es decir, no se logra el
proceso de generalizacion. Ademas, el estudiante afirma que Z; - Z, = (3)(3) = 9, lo cual nos
indica que hay un conflicto semidtico a la hora de tomar la notacién para nimeros complejos

(Z4,Z,) y los modulos de tales nimeros.

Por otro lado, en la respuesta 7, aunque es un poco confusa, se puede apreciar que el estudiante
afirma que el médulo crece al multiplicar dos niimeros complejos, 1o cual nos dice que su
significado personal no logra corresponderse con el institucional, ya que no se estan
considerando valores de modulo menor o igual a uno. Hace falta una mayor reflexion y
exploracion en el applet, y por lo tanto, podemos concluir que no hay una generalizacion sobre
el procedimiento grafico para el producto de dos numeros complejos y este estudiante ha

construido un significado personal muy pobre.

Durante esta puesta en escena se lograron identificar algunos errores y dificultades reportados

en articulos de investigacion, los cuales son:

4. La consideracion del médulo de un nimero complejo como una cantidad negativa.

60



A continuacion, se presentan algunas imagenes para ejemplificar dicha dificultad.

2. Llamaremos médulo a la longitud de los segmentos dirigidos y argumento al dngulo
que forman éstos con la parte positiva de la recta real. Encuentra médulo y
argumento de cada nimero representado en el punfo anterior y completa la
siguiente fabla.

Nidmere ] | Mddulo Argumento
n= | 1 0

Zy = ] - 3 g

Zz = = 1B( )

Zy = 6 o

25 :_ () |

Figura 45. Actividad 2, reactivo 2

En la Figura 45 se muestra una parte de la secuencia en la cual se estaba trabajando con el
conjunto de los niimeros reales, considerando su médulo y argumento. La indicacion para el
estudiante es revisar un applet previamente puesto en escena, donde aparecen las
representaciones graficas de algunos numeros reales. La tabla presentada, brinda informacion
sobre el significado personal que el estudiante tiene del valor para el moédulo y argumento de
un nimero real. Es interesante observar que, a pesar de que al inicio de la instruccion aparece
el enunciado “Llamaremos modulo a la longitud de los segmentos dirigidos™ el estudiante
contesta erroneamente la tabla, lo cual hace suponer que su significado personal del objeto
matematico “longitud” no es acorde a la pauta institucional. Cabe mencionar, que el estudiante
omite la primera columna de la tabla, pero los nlimeros reales que brinda el applet son los

mismos que los declarados en los modulos.

20. ¢Cudl debe ser el deUFD y argumento del nimero i?
PCJ:""II] e "-"' 2 .TLJIL} W ﬂﬂ‘?""f"" J-'/I a i:-'t '"F""'“ TC- = E?{ /y Z‘/‘? j°

Figura 46. Actividad 2, reactivo 20

En la Figura 46, se estaba trabajando con la representacion de la unidad imaginaria tanto grafica
como numéricamente. En esta pregunta, se hace énfasis en el numero i, considerando su
modulo y argumento. La respuesta del estudiante con respecto al médulo no se corresponde

con la pauta institucional, ya que sefala que éste puede ser negativo. Ademas del conflicto

61



mencionado anteriormente, podemos sefialar que el estudiante se refiere a los objetos

matematicos i y -1L.

5. La identificacion incorrecta de argumentos al no considerar el signo de las partes real e

imaginaria del nlimero complejo.

N Ferma F Polar || FOrma Polar S

S Cartesiona o Abreviada ".

4 e E T T iaglm{,é.?{l’“ T+ Z=5.6( CI3Z6.31"
L2, 1195 7. 93(Ge c2lua+ {Sed 63.43°) | . _ 52 (s T
WA B S S LR U B e ol

s 2 G Qe RJU3 £ icehb2.43) | &7 3.06 IS /8.43°

Ic 2 497 El¢osz3. R 2 in-ders.ta")\ |  Zu= M7 (1S erYy3’

75 —2 — bi L2 2 { Sev ’Ia?s-U-—Ié;;- I'I Ig= © CI1S 63.13°

7~ -1l4 25 LR (cos (0.2 + 1Sed D37 | Z=E63 I(,IS L3 YR
(=4 -7 [8.94(ros ML 031 d14.03° I i v

¢ ‘ = : o Z5= 1.8 C1S 10.3°

m™J

LRI 61 19.03°

Figura 47. Actividad 4c, reactivo 13

En la Figura 47 se muestra una tabla en la que se aborda el problema de pasar de una forma de
representacion cartesiana a una polar. Los datos son tomados después de una exploracion en
un applet. La tabla presentada, brinda informacién sobre el significado personal que tiene el
estudiante para calcular el argumento a partir de su forma cartesiana. Sin embargo, dicha
significado no se corresponde con el significado institucional, ya que todos los argumentos
considerados en la columna “Forma Polar” de la tabla son menores de 90°, lo cual hace suponer
que todos los nlimeros se encuentran en el primer cuadrante, pero recurriendo a la columna de
“Forma Cartesiana” podemos observar que no se corresponden, ya que hay niumeros en el

segundo, tercero y cuarto cuadrante.
4.1.3 Modificaciones para la Secuencia

En primer término, se considerd la modificacion en la redaccion de algunas preguntas, para
tratar disminuir los conflictos semioticos generados en la interpretacion de las mismas.
Ademas, se incorporaron tablas en las actividades, en los puntos donde se le pide al estudiante
realizar una exploracion libre, para que anoten los resultados obtenidos, de modo que se

promuevan la identificacion de patrones y los procesos de generalizacion.
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4.2 Segunda Puesta en Escena
4.2.1 Caracteristicas

Una vez incorporadas las modificaciones que se consideraron pertinentes (modificacion de
applets, cambios en las redaccion de algunas instrucciones e incorporacion de tablas), se llevo
a cabo la segunda puesta en escena con un grupo de estudiantes de Ingenieria en Mecatronica,
con objeto de contrastar los resultados obtenidos en la primera puesta en escena, asi como ver
si se detectan nuevos conflictos semioticos y en qué medida se atienden los detectados en

durante la primera puesta en escena.

Cabe sefialar, que al igual que la primera puesta en escena, las condiciones fueron muy
favorables, ya que se contd con un aula de computadoras con acceso a Internet, donde la forma

de trabajo fue la misma que en la primera puesta en escena.
4.2.2 Observaciones y Analisis

Los resultados de algunos analisis llevados a cabo se presentan en tablas, en las cuales se
incluye el porcentaje de estudiantes que realizaron las practicas matematicas esperadas, asi
como los que manifestaron conflictos semidticos. Particularmente, los analisis se enfocaron en
los procesos de generalizacion realizados por los estudiantes, los cuales debian establecer las
relaciones correspondientes entre los procedimientos graficos, numéricos y algebraicos de las

operaciones con nimeros complejos.
A continuacion se muestran los andlisis realizados para algunas de las actividades:

Actividad: Conversiones

El objetivo general de esta actividad es que el los estudiantes relacionen la representacion polar
y la representacion cartesiana de un niimero complejo, identificandolas y realizando
conversiones de una a otra.

Sus objetivos especificos son:

1. Convierte un numero complejo representado en forma polar a su forma de
representacion cartesiana (casos particulares elegidos por los estudiantes mediante la
exploracion en el software, para lo cual se les solicitan nimeros complejos en distintos
cuadrantes).
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Expresa de manera general la parte real a y la parte imaginaria b de un niimero

complejo cuyo modulo es 7 y su argum

ento es 6.

Convierte un nimero complejo representado en forma cartesiana a su forma de
representacion polar (casos particulares elegidos por los estudiantes mediante la
exploracion en el software, para lo cual se le solicitan nimeros complejos en distintos

cuadrantes).

Expresa de manera general el modulo r y el argumento € de un nimero complejo cuya
parte real es a y su parte imaginaria es b.

A continuacion, se abordan los objetivos especificos de cada actividad y en qué medida los
resultados de los estudiantes se corresponden con las practicas matematicas esperadas.

1. Convierte un niimero complejo representado en forma polar a su forma de representacion
cartesiana (casos particulares elegidos por los estudiantes mediante la exploracion en el
software, para lo cual se les solicitan nimeros complejos en distintos cuadrantes).

Practicas Matematicas Numero de Estudiantes Porcentaje
1. Lectura a partir de una representacion
afica d lej f lar.
grafica de un complejo en su forma polar 20 66.7%
Uso de funciones trigonométricas.
Célculo de la parte real y la parte imaginaria.
Conflictos Semioticos
2. N 1 1 10 todos 1
o explora la conversion en todos los 5 16.7%
cuadrantes
3. Agrega la notacion i como elemento
constitutivo de la parte imaginaria 3 10%
4. Contesta de manera erronea en segundo y
tercer cuadrante 2 6.7%

Tabla 3. Practicas Matematicas y Conflictos Semidticos Objetivo 1. Actividad Conversiones

La siguiente imagen muestra la presencia del conflicto semiotico b, ya que el estudiante solo
reporta exploraciones en el primer y segundo cuadrante.
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Figura 48. Conflicto Semiético b, Objetivo 1. Actividad Conversiones

5. Expresa de manera general la parte real a y la parte imaginaria b de un nimero complejo
cuyo modulo es r y su argumento es 6.
Practicas Matematicas Numgro de Porcentaje
Estudiantes
1. Utiliza adecuadamente el lenguaje algebraico o
: 11 36.7%
para generalizar los resultados del punto 5.
Conflictos Semi6ticos
2. Confunde la tarea propuesta (Expresa de
manera general el modulo y argumento de un|
, . 7 o
numero complejo dada su parte real y su parte 23.3%
imaginaria)
3. No contesta 6 20%
4. Escribe  simplemente ( Z =r(cosf +
i senf)) 2 6.7%
5. Expresa de manera general su respuesta, pero
incluye el simbolo i como elemento
constitutivo de la parte imaginaria 1 3.3%
6. No expresa de manera general una de las
partes (real o imaginaria) de un numero 1 3.3
complejo 70
7. Escribe simplemente (a + bi) 1 3.3%
8. Utiliza incorrectamente las  funciones 1 339
trigonométricas o

Tabla 4. Practicas Matematicas y Conflictos Semidticos Objetivo 2. Actividad Conversiones

Como se puede observar en las tablas anteriores (Tabla 3 y 4), el nimero de estudiantes que
logra generalizar el procedimiento de conversion de un niimero complejo representado en
forma polar a forma cartesiana disminuye con respecto al nimero de estudiantes que puede
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realizar casos particulares. Lo anterior, sugiere que hay dificultades para que los alumnos
logren realizar procesos de generalizacion.

La siguiente figura muestra el conflicto semiotico e, generalizando el procedimiento de calcular
la parte real y la parte imaginaria pero incluyendo el simbolo i como elemento constitutivo de
la misma.

Figura 49. Conflicto Semiético e, Objetivo 2. Actividad Conversiones

9. Convierte un numero complejo representado en forma cartesiana a su forma de
representacion polar (casos particulares elegidos por los estudiantes mediante la exploracion
en el software, para lo cual se le solicitan nimeros complejos en distintos cuadrantes).

Practicas Matematicas Numero de estudiantes Porcentaje
1. Lectura a partir de una representacion grafica
de un complejo en su forma cartesiana. o
. . L 15 50%
Uso de funciones trigonométricas.
Célculo de modulo y argumento.
Conflictos Semidticos
2. Agrega la notacion § como elemento
constitutivo de la parte imaginaria. 4 13.3%
3. No explora la conversion en todos los
p 4 13.3%
cuadrantes.
4. Utiliza mecanicamente la formula para
calcular argumentos, sin considerar el
cuadrante en el que se encuentra el numero 3 10%
complejo.
5. Confunde la tarea asignada (convierte un
namero complejo en forma polar a
. P P 3 10%
cartesiana).
6. Utiliza argumentos negativos en forma 0
. . 1 3.3%
inconsistente.

Tabla 5. Practicas Matematicas y Conflictos Semiéticos Objetivo 3. Actividad Conversiones

La siguiente figura muestra el conflicto semiotico d, donde el estudiante simplemente utiliza
la formula para calcular argumentos, sin tomar en cuenta el cuadrante con el que se esta
trabajando (ver Z,, Z3, Z, ).
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Figura 50. Conflicto Semiético d, Objetivo 3. Actividad Conversiones

7. Expresa de manera general el modulo r y el argumento € de un ntimero complejo cuya parte
real es a y su parte imaginaria es b.

Conflictos semioticos Nume'ros de Porcentajes
Estudiantes

Considera diferentes casos para expresar de
manera general el argumento de un numero
complejo (dada su parte real e imaginaria), pero
no considera todos los cuadrantes o los considera 15 50%
errobneamente
INo contesta 6 20%
Para expresar de manera general el argumento de
un niamero complejo sélo considera el caso del 5 16.7%
primer cuadrante )
Escribe simplemente (Z = r(cos 8 + i senf)) 1 3.3%
Indica que dependiendo del cuadrante serd
modificada la férmula, pero no menciona los! 1 3.3%
diferentes casos
Escribe simplemente las literales (r y )

1 3.3%
Utiliza el modulo para expresar de manera
general la forma de obtener el argumento de un 1 3.3%
numero complejo dada su parte real e imaginaria )

Tabla 6. Practicas Matematicas y Conflictos Semiéticos Objetivo 4. Actividad Conversiones

En la tabla anterior (Tabla 6) se pueden observar las dificultades que hubo para generalizar el
procedimiento de convertir un nimero en forma cartesiana a polar, ya que la funcion
trigonométrica utilizada tiene ciertas consideraciones dependiendo del cuadrante con el que se
esté trabajando. Cabe mencionar, que la representacion grafica ayudoé a disminuir el nimero de
estudiantes que utilizan de manera mecanica la formula en casos particulares, sin embargo, al
momento de generalizar no lograron una descripcion algebraica de lo sucedido.
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En la Figura 61 se muestra el conflicto semiotico d, donde el estudiante confunde la
generalizacion del procedimiento para convertir un nimero representado en forma cartesiana a
polar con la forma polar de representar un nimero complejo.

Figura 61. Conflicto Semiético d, Objetivo 4. Actividad Conversiones
Actividad: Suma

El objetivo general de esta actividad es que, el estudiante, a partir de la exploracion libre en el
software de GeoGebra, logre generalizar el proceso de la suma de nimeros complejos partiendo
de representaciones graficas, para posteriormente expresarlo algebraicamente, asi como
extender la propiedad de conmutatividad para la suma de numeros reales hacia la suma de
nameros complejos.

Sus objetivos especificos son:

1. Describir el procedimiento grafico de la suma de niimeros complejos, mediante la
exploracion en GeoGebra.

2. Sumar ntimeros complejos en casos particulares de forma grafica, mediante la
exploracion en el software GeoGebra.

3. Generalizar el proceso de la suma para nimeros complejos y expresarlo en lenguaje
algebraico.

4, Explorar la conmutatividad de la suma en casos particulares de forma grafica.

5. Establecer la relacion de conmutatividad para la suma de numeros complejos.

A continuacion, se abordan los objetivos especificos de cada actividad y en qué medida los
resultados de los estudiantes se corresponden con las practicas matematicas esperadas.

1. Describir el procedimiento grafico de la suma de nimeros complejos (Z; y Z;), mediante la
exploracion en el software GeoGebra.

Practicas Matematicas Nuimero de Porcentaje
Estudiantes
1. Visualizacion del procedimiento grafico 20 69%

para la suma de ntimeros complejos.

Descripcion grafica de la suma de numeros
complejos a partir de la exploracion en el
software.

Conflictos Semioticos
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. Confunde a los segmentos dirigidos Z; y Z,
con los ejes real e imaginario.

. Vacio de significacion en cuanto a la
descripcion grafica de la suma (no utiliza
elementos graficos para describir la suma;
sin embargo, declara el procedimiento
numeérico).

. No logra describir el procedimiento grafico
general para la suma, declara que el
segmento de Z, se le agrega a Z;.

3.4%

17.2%

10.3%

Tabla 7. Practicas Matematicas y Conflictos Semioticos Objetivo 1. Actividad Suma

. Sumar numeros complejos (casos particulares elegidos por los

exploracion en el software).

Practicas Matematicas

. Lectura de un numero complejo en forma
cartesiana a partir de su representacion
grafica.

Identificacion de la parte real y parte
imaginaria.

Calculo de la suma.

Conflictos Semioticos

. Agrega la notacion i como elemento
constitutivo de la parte imaginaria; sin
embargo, realiza las demas practicas
matematicas eficazmente.

. Manifiesta errores aritméticos.

Numero de
Estudiantes

5

23

1

estudiantes mediante la

Porcentaje

17.2%

79.3%

3.4%

Tabla 8. Practicas Matematicas y Conflictos Semiéticos Objetivo 2. Actividad Suma

real e imaginaria (Representar algebraicamente su respuesta).

Practicas Matematicas
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Numero de
Estudiantes

Tomando en cuenta los resultados de la Tabla 8, se puede apreciar que el conflicto semidtico
predominante en esta situacion es el incluir la notacion i como elemento constitutivo de la parte
imaginaria (conflicto semidtico b). Cabe sefialar, que el conflicto se limita, en la mayoria de
los casos, a la notacion de la parte imaginaria, pero que las demas practicas son realizadas
correctamente.

9. Describe de manera general como se efectiia la suma de nimeros complejos dadas su parte

Porcentaje



. Utiliza  adecuadamente el lenguaje

algebraico para generalizar los resultados
del objetivo 1.

Conflictos Semioticos

. No logra abstraer la parte imaginaria en

forma algebraica, aunque si logra abstraer la
parte real, ya que solo escribe (a+c)+(bi+di).

. Vacio de significacion (no contesta).

. No logra abstraer parte real y parte

imaginaria en forma algebraica, solo deja
indicada la operacion de la siguiente manera
(atbi)+(c+di).

. Expresa adecuadamente su respuesta de

manera verbal, pero no logra pasar al
lenguaje algebraico.

. No suma la parte real de Z; con la parte real

de Z,, de igual manera para la parte
imaginaria, sino que las multiplica, de tal
manera que expresa: Z; + Z, = ac + bdi

13 45%
9 31%
4 13.8%
1 3.4%
1 3.4%
1 3.4%

Tabla 9. Practicas Matematicas y Conflictos Semiéticos Objetivo 3. Actividad Suma

Si consideramos la tabla del objetivo 2 y agregamos como respuesta correcta a los estudiantes
que presentan el conflicto semidtico b) de la tabla 8 (puesto que las demds practicas
matematicas las realizaron eficazmente) podremos observar que el 95.7% de los estudiantes
logro realizar el procedimiento de la suma de niimeros complejos en casos particulares. Sin
embargo, al momento de generalizar, vemos que el porcentaje de estudiantes que realiza las
précticas matematicas esperadas, reduce al 45% (ver Tabla 9). Con lo cual se aprecia que no
todos los estudiantes pudieron realizar el proceso de generalizacion a partir de casos
particulares.

7.

Explorar en el software la suma de Z; + Z, y la suma Z, + Z; (La intencion de este reactivo
es probar la conmutatividad de la suma en casos particulares seleccionados por los

estudiantes).

Practicas Matematicas

. Lectura de un numero complejo a partir de

su representacion grafica.

Identificacion de la parte real y la parte
imaginaria.
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Validacion de la conmutatividad de la suma
para casos particulares.

Conflictos Semioticos

. Agrega la notacion i como elemento
constitutivo de la parte imaginaria; sin
embargo, realiza las demas practicas
matematicas eficazmente.

. Manifiesta errores aritméticos.
. Vacio de significacion (no contesta)

. Agrega la notacion i como elemento
constitutivo de la parte real.

20

69%

7%
3.4%
3.4%

Tabla 10. Practicas Matematicas y Conflictos Semidticos Objetivo 4. Actividad Suma

que existe entre la suma de Z; + Z, y la suma Z, + Z;.

Practicas Matematicas

. Interpreta los resultados del objetivo 3.

Valida la conmutatividad para la suma de
nameros complejos (implicita 0
explicitamente).

Conflictos Semioticos

. Vincula los elementos de la suma con los
elementos del producto, ya que argumenta
que “el orden de los factores no altera el
producto”.

. No logra abstraer las caracteristicas
generales para la conmutatividad de la suma,
ya que solo argumentaque Z; +Z, yZ, +
Z, “tienen el mismo médulo”.

. Vacio de significacion, el estudiante declara
que no encuentra ninguna relacion.

Tabla 11. Practicas Matematicas y Conflictos Semidticos Objetivo 5.
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Numero de
Estudiantes

25

Como se puede observar en la Tabla 10, el conflicto semidtico predominante fue, nuevamente,
la inclusion de la notacion i como elemento constitutivo de la parte imaginaria (conflicto
semiotico b). Sin embargo, es importante resaltar, que aunque varios estudiantes presentaron
dicho conflicto, las demas practicas matematicas las realizaron de manera correcta.

6. Cuestionar al estudiante, a partir de los resultados obtenidos en la tabla, sobre la relacion

Porcentaje

86.2%

7%

3.4%

3.4%

Actividad Suma



EnlaTabla 11, se observa que el porcentaje de estudiantes que realiza las practicas matematicas
esperadas fue muy bueno. Sin embargo, surgen dos conflictos semidticos, que aunque son
aislados, vale la pena retomar. Primeramente, para el conflicto b) (ver Tabla 11) se puede ver
que el estudiante relaciona reglas que son validas para la multiplicacion de los niimeros reales
y las extiende hacia la suma de nimeros complejos, lo cual nos indica que existe disparidad
entre el significado personal que tiene el estudiante sobre el objeto matematico “factor” con el
que marca la institucion. Por otra parte, la respuesta dada por el estudiante y enmarcada como
conflicto ¢) (ver Tabla 11) no es incorrecta, ya que los modulos son los mismos; sin embargo,
su respuesta es incompleta, faltaria agregar la caracteristica de que tienen el mismo argumento.

Es importante mencionar que los estudiantes suelen ver la propiedad de conmutatividad como
una propiedad que se cumple siempre.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo del conflicto semidtico b, donde el estudiante
vincula elementos de la suma con elementos del producto.

Figura 62. Conflicto Semiético b, Objetivo 5. Actividad Suma

Actividad: Resta

El objetivo general de esta actividad, es que el estudiante, a partir de la exploracion libre en el
software de GeoGebra, generalice el proceso de la resta de numeros complejos y lo exprese
algebraicamente, asi como que declare (implicita o explicitamente) cudl es el inverso de un
namero complejo.

Los objetivos especificos son:

1. Objetivo 1: Restar numeros complejos en casos particulares mediante la exploracion en
el software GeoGebra.

2. Objetivo 2: Generalizar el proceso de la resta para numeros complejos y expresarlo en
lenguaje algebraico.

3. Objetivo 3: Establecer, mediante la exploracion en el software, la relacion que Z, — Z;
es el inverso de Z; — Z,, donde Z,, Z, pertenecen a los nimeros complejos.

A continuacion, se abordan los objetivos especificos de cada actividad y en qué medida los
resultados de los estudiantes se corresponden con las practicas matematicas esperadas.

Objetivo 1: Restar numeros complejos (casos particulares elegidos por los estudiantes
mediante la exploracion en el software).

e L Numero de .
Practicas Matematicas . Porcentaje
Estudiantes
1. Lectura de un niimero complejo en forma
cartesiana a partir de su representacion 6 21%

grafica.
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Identificacion de la parte real y parte
imaginaria.

Calculo de la resta.

Conflictos Semioticos

2. Agrega la notacion i como elemento
constitutivo de la parte imaginaria.

3. Resta incorrectamente.

21 72.4%

2 7%

Tabla 12. Practicas Matematicas y Conflictos Semioticos Objetivo 1. Actividad Resta

Objetivo 2: Describe de manera general como se efectiia la resta de nimeros complejos dadas su
parte real e imaginaria (Representar algebraicamente su respuesta).

Practicas Matematicas

1. Utiliza  adecuadamente el lenguaje
algebraico para generalizar los resultados
del punto 7.

Conflictos Semioticos

2. Expresa algebraicamente: Z; —Z, = (a —
c)—(b—ad)i.

3. Responde de manera verbal sin generalizar,
ni representar algebraicamente.

4. Da respuesta para el caso de la suma de
nameros complejos.

5. Sefala que Z; — Z, = Z; + Z,.

6. Responde de manera verbal y si generaliza;
sin embargo, no representa algebraicamente
su respuesta.

7. Expresa algebraicamente: (a +c¢) — (b —
d).

8. Declara verbalmente que a Z, se le resta Z,
pero expresa algebraicamente la resta Z; —
Z,.

9. Expresa algebraicamente: (a + bi) + (c +
di) — 1y declara verbalmente:”se toma Z;
y se le suma Z, multiplicado por -1”.

73

Nimero de Porcentaje
Estudiantes J
16 55.1%
3 10.3%
2 7%
2 7%
1 3.4%
1 3.4%
1 3.4%
1 3.4%
1 3.4%



10. Expresa algebraicamente: X; — X, =

1 49
XsyV1-Y, =1 3.4%

Tabla 13. Practicas Matematicas y Conflictos Semioticos Objetivo 2. Actividad Resta

Al igual que en los andlisis realizados para la actividad de suma, en la Tabla 12, el conflicto
semiotico predominante fue la inclusion de la notacion i como elemento constitutivo de la parte
imaginaria (conflicto semidtico b). Sin embargo, las demas practicas matematicas fueron
realizadas de manera correcta. Si consideramos la tabla del objetivo 1 y agregamos como
respuesta correcta a los estudiantes que presentan el conflicto semidtico b) de dicha tabla
podremos observar que el 93.4% de los estudiantes logro realizar el procedimiento de la suma
de nimeros complejos en casos particulares.

Por otra parte, al momento de generalizar el procedimiento para restar dos nimeros complejos
arbitrarios, reduce el numero de estudiantes. Lo cual, nuevamente, muestra dificultad para
pasar del proceso de particularizacion al de generalizacion.

A continuacion, en la Figura 63, se muestra un ejemplo del conflicto semiotico b, donde el
estudiante expresa de manera incorrecta la generalizacion para el procedimiento de dos
numeros complejos arbitrarios.

Figura 63. Conflicto Semiético b, Objetivo 2. Actividad Resta

Un ejemplo mas, que a continuacion se presenta (ver Figura 64) es el del conflicto semidtico
j, donde el estudiante hace una vinculacion con la parte grafica, pero considerando al eje X'y
al Y. Lo cual sugiere un fuerte vinculo con el plano cartesiano.

B

Figura 64. Conflicto Semiético j, Objetivo 2. Actividad Resta

Objetivo 3: Cuestionar al estudiante por la relacion que existe entre la resta Z; — Z, y la resta
Z, — Z, (El objetivo es que el estudiante declare implicita o explicitamente la propiedad del
inverso aditivo)

Numero de

Practicas Matematicas Porcentaje
Estudiantes L
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1. Expresa implicita o explicitamente que Z; —

Zy=123yZy— 72y =172, entonces Z3 = —Z,.
9 31%

Justifica su respuesta grafica, numérica y/o
algebraicamente su respuesta.

Conflictos Semioticos

2. Expresa implicita o explicitamente que Z; —
Zy,=2Z3yZy— 7y =7Z,, entonces Zg = —Z,. 10 34.5%
Sin embargo, no justifica su respuesta.

3. No encuentra ninguna relacion. 8 27.6%

4. No contesta. 2 7%

Tabla 14. Practicas Matematicas y Conflictos Semioticos Objetivo 3. Actividad Resta

En los resultados de la tabla anterior, se pude observar que los estudiantes tienen conflicto para
argumentar sus respuestas, ya que se puede apreciar un buen numero de estudiantes que
lograron identificar la propiedad del inverso aditivo; sin embargo, no todos pudieron
justificarla.

4.2.3 Modificaciones para la Secuencia

Las nuevas incorporaciones sugeridas por la segunda puesta en escena de la secuencia fueron
modificaciones en la redaccion de algunas preguntas, ya que se observaron conflictos

semioticos generados por la interpretacion de las mismas.

4.3Valoracion de la Idoneidad didactica

Con el objetivo de identificar potenciales mejoras en el proceso de estudio asi como resaltar
sus bondades se hace una valoracion de la secuencia de actividades y su implementacion en el

aula, para lo cual se consideran las seis componentes propuestas por Godino (2009)
Idoneidad Epistémica

Los objetos matematicos involucrados en las actividades, sus definiciones, propiedades y
procedimientos, cuya emergencia se busca promover, forman parte del significado institucional

de referencia y pretendido.

La secuencia de actividades estd pensada para que se vaya avanzando gradualmente entre
actividad y actividad. De esta manera, los objetos matematicos involucrados tienen relacion y

articulacion a lo largo de toda la secuencia.
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Los contextos utilizados para la secuencia fueron intra matematicos, ya que las aplicaciones
extra matematicas no se encuentran al nivel de los estudiantes de primer ingreso de la
Universidad a quienes va dirigida la propuesta; sin embargo, en las actividades se promueve el
uso y la emergencia de diferentes formas de lenguaje, ya que las situaciones son planteadas
verbalmente y en un ambiente geométrico-dindmico, los cuales se vinculan con el lenguaje
numérico y algebraico, favoreciendo el establecimiento de multiples y variadas funciones

semioticas entre ellos.
De lo anterior, se considera que la idoneidad epistémica es alta.
Idoneidad Cognitiva

Las situaciones matematicas que se ponen en juego en las actividades requieren de conceptos
matematicos fundamentales, como el conjunto de los nimeros reales y las propiedades de sus
operaciones, mismos que aunque han sido estudiados en niveles educativos previos, no estan
suficientemente afianzados al ingresar a la Universidad. Por tal motivo, la secuencia incluye
una actividad introductoria que aborda los distintos subsistemas de los numeros reales.
Ademas, con las ventajas visuales y dindmicas que ofrece GeoGebra y el caracter intuitivo
utilizado para la construccion de los objetos matematicos, se considera que los significados

pretendidos tienen una dificultad apropiada para los estudiantes.

Sin embargo, dentro de la secuencia, no se contemplan adaptaciones para diferencias

individuales entre los estudiantes.

De lo anterior, se considera que la idoneidad cognitiva es media alta.
Idoneidad Mediacional

La secuencia de actividades fue colocada en una pagina web, para que los estudiantes puedan
ingresar a ella desde cualquier computadora. Ademas, la ayuda del software GeoGebra,

favorecio los procesos de visualizacion y generalizacion.

La recomendacion de trabajo para la implementacion de la secuencia es contar con un buen
numero de computadoras, de tal forma que la distribucion de los estudiantes para la realizacion

de las actividades pueda llevarse a cabo en pequefios grupos (2 a 3 personas).

Particularmente, para la implementacion de la secuencia el tiempo requerido se excedio del

tiempo sefialado en el programa de la materia.
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De lo anterior, se considera que la idoneidad mediacional es media alta.
Idoneidad Emocional

Las actividades promueven la implicacion de los estudiantes, mediante la exploracion libre en
el software y la elaboracion de conjeturas a partir de la misma. Ademas, promueven la

participacion grupal para comparar los resultados obtenidos.

Sin embargo, resulta complejo lograr un interés genuino por las actividades en algunos
estudiantes, ya que éstas se encuentran en un contexto intramatematico y, por lo regular, surgen
cuestiones sobre las aplicaciones extramatematicas, tal como sucedid durante la

implementacion de la secuencia.
De lo anterior, se considera que la idoneidad emocional es media.
Idoneidad Interaccional

Durante la implementacion de la secuencia el profesor tiene la funcion de conductor, apoyando
a los estudiantes con dudas en la redaccion de las preguntas o detalles técnicos del software.
Para el momento de institucionalizacion el docente realiza consensos sobre los diferentes

objetos matematicos que emergen de cada actividad.

Con respecto al trabajo que realizan los estudiantes, se promueve el trabajo en equipo y la
inclusion de cada integrante en las actividades, lo cual favorece el didlogo entre ellos; sin

embargo, algunos estudiantes mantienen un bajo perfil durante las discusiones grupales.
Por tal motivo, se considera que la idoneidad interaccional es media alta.
Idoneidad Ecologica

La secuencia de actividades se corresponde con lo solicitado en el programa de la materia.
Ademas, los objetos matematicos que emergen de dicha secuencia tienen relaciéon con
contenidos intramatematicos y extramatematicos con los cuales, el estudiante, trabajara
posteriormente, tales como, Ecuaciones Diferenciales, Mecanica, Electronica y otras ramas de

la ingenieria.
De lo anterior, se considera que la idoneidad ecologica es alta.

Con el objetivo de mostrar una panoramica general de la valoracion de cada una de las

idoneidades se presenta la Figura 7, donde el hexagono regular es la idoneidad ideal, mientras
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que el hexdgono irregular es la idoneidad alcanzada por la secuencia de actividades disefnada.

Cabe sefialar que la escala utilizada es cualitativa.

Figura 65. Valoracion de 1a Idoneidad Didactica

78



CONCLUSIONES

Para finalizar este trabajo, se presentan en esta seccion las conclusiones derivadas del mismo.

El objetivo principal de este trabajo fue disefiar una secuencia de actividades didacticas para la
ensefianza de numeros complejos con un enfoque diferente al que usualmente privilegia el uso
del lenguaje algebraico y la manipulacion de expresiones algebraicas. Se descarto la posibilidad
de utilizar contextos extra-matematicos, ya que los que fueron identificados, generalmente no
resultan familiares a los estudiantes y no son triviales, por lo que orientar la ensefianza a través
de ellos, requeriria de un tiempo mucho mayor del que se dispone en un curso inicial de algebra
en el primer afio de universidad. Por lo que se tomd la decision de enfocar el disefio desde una
perspectiva grafico-algebraica, y crear ambientes dindmicos en los que el estudiante sea capaz
de encontrar relaciones, diferencias y/o similitudes entre las propiedades de sus operaciones y

las de los niimeros reales.

Para el disefio de la secuencia resulté muy util la revision de la parte historica, en la que se
pudo apreciar la resistencia y dificultades que experimentaron los matematicos para la
aceptacion de estos numeros, y poder comparar con las dificultades y resistencia de los
estudiantes, reportadas en varios trabajos de investigacion. La identificacion de las cuatro
etapas epistemologicas asociadas a la emergencia de los numeros complejos, presentadas por
Pardo y Gomez (2005) fueron muy ttiles para caracterizar cuatro configuraciones epistémicas

en el significado institucional de referencia.

La secuencia incluye applets con representaciones graficas dinamicas al considerar que la
visualizacion es un recurso importante para la construccion de significados y el establecimiento
de variadas funciones semioticas, aportando un aspecto intuitivo y brindando la oportunidad
de que el estudiante manipule y explore diferentes casos particulares para, posteriormente,
generalizar los procedimientos involucrados. Dentro de la secuencia de actividades se
promueve también la vinculacion entre los lenguajes grafico, numérico, algebraico y verbal,
enriqueciendo la actividad matematica del estudiante y para prevenir los posibles riesgos

asociados a la visualizacion, reportados en los trabajos de Planchart (2002).
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Otra caracteristica importante de la secuencia de actividades es que se encuentra en linea,
brindando acceso a los estudiantes desde cualquier computadora, ofreciendo fuerte apoyo al

trabajo extra-clase.

Otro de los objetivos de este trabajo, fue el disefio de una serie de orientaciones para el docente
sobre la implementacion de la secuencia, lo cual resultd dificil. Se intentd plasmar en un
documento en un lenguaje apropiado, los objetivos de cada actividad, sugerencias para la
implementacion y otros elementos que se consideraron importantes. Consideramos este

documento como un primer acercamiento de apoyo a la practica docente.
Durante la puesta en escena de la secuencia se destacan las siguientes observaciones:

1. Numeros complejos es el primer tema del curso de Algebra. Generalmente los
estudiantes no estan acostumbrados a una dinamica de clase como la propuesta en esta
secuencia y externaron cierto desconcierto. Sin embargo, el ambiente de laboratorio de
computadoras, el uso de applets, y hojas de trabajo, logré involucrar a los estudiantes
permitiéndoles trabajar con mayor autonomia. El trabajo en pequefios grupos pareciod
favorecer el dialogo, la elaboracion de conjeturas y la discusion de las mismas. Los
applets disefiados brindaron la oportunidad a los estudiantes de visualizar y verificar

las propiedades graficas de las operaciones con nimeros complejos.

1. El trabajo extra-clase se promovié a través de la propuesta de revisar la actividad
previamente a la sesion presencial, o bien, posteriormente, para finalizarla o afianzarla.
El tiempo establecido en el programa es reducido (diez sesiones de una hora) y a pesar
de que se promovio el trabajo extraclase, se requirieron alrededor de cinco sesiones

adicionales de una hora.

2. Se observo que el uso de representaciones graficas dinamicas jugé un papel principal a
lo largo de la secuencia, ya que la visualizacion fue un recurso importante para la
construccion de significados y el establecimiento de variadas funciones semioticas,
aportando un aspecto intuitivo, brindando la oportunidad de que el estudiante manipule

y explore diferentes casos particulares y generalice los procedimientos involucrados.

3. Ademas, un buen niimero de estudiantes logré trabajar con los diferentes lenguajes, y

la vinculacion entre ellos.
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Asimismo, durante la implementacion de la secuencia se detectaron dificultades en algunos
estudiantes para identificar las relaciones graficas involucradas en las operaciones de nimeros
complejos y expresarlas con lenguaje verbal o algebraico. Esto afectd también los procesos de
generalizacion. Se observaron también algunas de las dificultades que reportan algunos
investigadores (las cuales son descritas en este trabajo, pag. 6) fueron identificadas en los
resultados obtenidos por los estudiantes. Especificamente, la notacion utilizada para
representar a la parte imaginaria de un nimero complejo, la consideracion de modulos con
cantidades negativas, y el calculo de argumentos sin considerar el cuadrante en el que se ubica

el nimero complejo.

Después de la primera implementacion, se hicieron modificaciones a la secuencia. Una
adecuacion importante fue la insercion de tablas para organizar los resultados de las
exploraciones con los applets. Con esto se busco garantizar que los estudiantes efectivamente
exploraran con diferentes niimeros complejos en cada situacion, y que les facilitara la busqueda

e identificacion de relaciones entre las cantidades propuestas.

Con respecto a la valoracion a posteriori de la idoneidad didéctica, solo las idoneidades
epistémica y ecologica se consideraron altas. Resulta muy dificil lograr un disefio equilibrado
en el que todas las idoneidades se valoren como altas. Aunque la valoracion es de caracter
cualitativo, lo anterior da pie a que se pueden replantear posibles adecuaciones con el fin de

refinar el disefio.

Una vez concluido este trabajo, quedan abiertos algunos problemas o lineas de trabajo

relacionadas, las cuales son:

1. La continuacion del disefio de actividades donde se incluyan las configuraciones
analitica, formal y de contextos extra-matematicos, las cuales estarian dirigidas a

estudiantes de semestres mas avanzados.

2. Una investigacion sistematica sobre la implementacion de la secuencia, que considere

los cinco niveles de analisis propuestos por el EOS.

3. La caracterizacion de los significados personales de los estudiantes.
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4. Una investigacion sobre el efecto de las actividades complementarias propuestas en el
ambiente Maple T.A. (2013), dado que las representaciones graficas manejadas son

estaticas, y las de nuestra propuesta, son dindmicas.

5. Un taller para profesores, con el objetivo de que conozcan las actividades, tengan la
oportunidad de contemplarla en sus planes de trabajo, y puedan implementarla de
acuerdo a los fines con las que fueron disefiadas, ya que se menciond que las

orientaciones para el docente aqui propuestas pueden no ser suficientes.
6. Una investigacion sobre los modos en que los profesores interpretan la propuesta.

A la fecha, la secuencia se encuentra en linea en la direccion electronica
www.mat.uson.mx/proyectoalgebra/Complejos y ha sido utilizada por varios docentes de la
Universidad de Sonora, los cuales nos han hablado de las bondades del disefio, asi como de
sugerencias a incorporar. Ademas, la difusion de la secuencia en diferentes foros, tanto
nacionales como internacionales, ha favorecido el acceso a las actividades a personas ajenas a
la institucion. Actualmente nuestra pagina supera las 11,000 visitas y esperamos que este

numero siga creciendo.
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ANEXO |

Secuencia de Actividades Didacticas
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En esta seccion se presenta la secuencia de actividades, la cual se encuentra disponible en la
pagina electronica www.mat.uson.mx/proyectoalgebra/Complejos.

Representacion grafica de numeros Reales

1. Arrastra los puntos azules y utilizalos para marcar en la siguiente recta los niimeros

naturales que estan a la vista.
i | T E.] A 4 1 r 1 o 1 2 A a4 [ L3 T M E L]
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2. Imagina que la recta se extiende infinitamente y en ella estan marcados todos los ntimeros
naturales y so6lo estos. Si sumamos dos nimeros naturales, ;obtenemos un numero dentro
de este conjunto o necesitamos agregar mas nimeros a esta recta?

3. (Qué pasa cuando multiplicamos dos niimeros naturales? ;Necesitamos agregar mas
numeros a esta recta?

4. ;Qué pasa cuando restamos dos niumeros naturales? ;Necesitamos agregar mas nimeros a
esta recta?

5. Utiliza los puntos rojos para marcar en la recta los nimeros que debemos agregar, para
poder restar.

6. (Como se llama el conjunto de todos los nimeros marcados?

7. ¢ Qué pasa si queremos dividir? ; Qué nimeros debemos agregar a este conjunto de niimeros
para poder dividir? Escribe algunos de ellos y represéntalos en la recta, utilizando los
puntos verdes.

8. Los nimeros que has marcado hasta el momento se llaman nimeros racionales, y son
aquellos que pueden obtenerse dividiendo dos niimeros enteros, siempre y cuando no
dividamos por cero. ;Como estan distribuidos estos nimeros sobre la recta?

9. Hasta ahora hemos considerado cuatro operaciones basicas: suma, producto, resta y

division. ;Qué otras operaciones aritméticas conoces?
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10.

. Qué pasa si queremos sacar raices cuadradas? Digamos que queremos encontrar v/2. ;Son
suficientes los numeros racionales o debemos agregar mas numeros?

Representa v/2 sobre la siguiente recta y explica por qué no es un niimero racional.

12.

13.

14.

15.

(Conoces otros nimeros que no sean racionales que puedan ser representados en | recta
anterior?

Los numeros del punto anterior se conocen como numeros irracionales. Si consideramos la
union de los niimeros racionales y los irracionales obtenemos el conjunto de los nimeros
reales. A cada numero real le corresponde un punto sobre la recta, y también a cada punto
sobre la recta le corresponde un niimero real ;Qué pasa si queremos obtener la raiz
cuadrada de un nimero negativo? ;Son suficientes los nimeros reales o debemos agregar
mas numeros? ;Por qué?

Utiliza una calculadora para obtener v—1. ;Qué obtuviste? Compara tu resultado con el de
tus compaiieros.

v—1 no es un numero real y no puede ser representado sobre la recta de los nimeros reales.
Para poder obtener raices de numeros negativos debemos agregar mas numeros a nuestro
sistema. ;Ddénde podremos representarlos?
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Representacion Grafica de la Unidad Imaginaria

1. Un nimero real puede ser representado mediante un punto sobre una recta, la cual
llamaremos recta real. También puede ser representado mediante un segmento dirigido
sobre la recta. Arrastra el punto azul que aparece en el siguiente applet para visualizar la
representacion grafica mediante segmentos dirigidos de algunos numeros reales. ;Qué
numeros representan los segmentos dirigidos presentados?

[T ] 81 D A0 BOLTE 238 Menid Darg vl E5 13 repissenmacion 08 »ca nilmerns reaks
—_—
-
- - 1] - i L i

2. Llamaremos modulo a la longitud de los segmentos dirigidos y argumento al angulo que
forman éstos con la parte positiva de la recta real. Encuentra modulo y argumento de cada
numero representado en el punto anterior y completa la siguiente tabla.

Nudmero Médulo Argumento

3. (Cual es el argumento de un niimero positivo?
4. (Cual es el argumento de un nimero negativo?
5. En el siguiente applet se muestran dos nimeros reales. Arrastra el punto verde sobre el

segmento para visualizar la multiplicacion de Z; * Z, y anota lo que se te solicita en la tabla
posterior.
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10.

Zy Z, Zy-1Z,

Médulo Argumento Médulo Argumento Médulo Argumento

Repite el proceso para distintos numeros reales y explora con el producto de dos numeros

positivos, dos nimeros negativos, y un nlimero positivo con uno negativo. Anota lo que se
te solicita en la siguiente tabla.

Zy Z, Zy 7,

Médulo Argumento Médulo Argumento Moédulo Argumento

(,Qué relacion existe entre los modulos de Z;, Z, y el moédulo deZ; - Z,?
(,Qué relacion existe entre los argumentos de Z;, Z, y el argumento de Z; - Z,?

Describe como se efectiia graficamente la multiplicacion de Z; - Z,.

En el siguiente applet se muestra un numero real Z y su cuadrado Z,.

89




11. Arrastra el extremo del segmento dirigido que representa a Z y completa la siguiente tabla.

V4 z2
Médulo Argumento Médulo Argumento
1. . Qué relacidn existe entre el moédulo de Z y el médulo de Z2?
2. . Qué relacion existe entre el argumento de Z y el argumento de Z2?

3. Ahora, arrastra el extremo del segmento dirigido que representa a Z y resuelve las
siguientes ecuaciones.

1. 72 =9
2. 72 =2
3. 7% =-1

4, Cuantas soluciones encontraste para cada una de las expresiones anteriores? Justifica tu
respuesta y comenta con tus compafieros.

5. Como habras notado, la ecuacién Z? = —1 no tiene soluciones en el conjunto de los
numeros reales. Sin embargo, agregaremos nimeros a nuestro sistema para que esta
ecuacion tenga solucion. Estos nimeros no pueden representarse en la recta real, entonces
buscaremos graficamente las soluciones en el plano, de modo que se conserven las
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caracteristicas geométricas en términos de modulo y argumentos para la multiplicacion de
numeros reales.

6. En el siguiente applet se muestra un ntimero real Z y su cuadrado. Arrastra el extremo del
segmento dirigido que representa a Z de modo que se salga del eje real e intenta resolver
la ecuacion Z? = —1. ;Cuantas soluciones puedes encontrar?

i
o

7. Escribe el moédulo y argumento del ntimero —1.

Numero Médulo Argumento

8. Escribe el moédulo y argumento de las soluciones encontradas.

Solucién Mddulo Argumento

9. ¢Qué relacion existe entre ellas?

10. El simbolo i representa la unidad imaginaria y la definimos como una solucion a la
ecuacion Z2 = —1
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11.

12.

13.

14.

Es decir, i es un niamero no real tal que elevado al cuadrado nos da
(,Cual debe ser el modulo del nimero i?
(Cuales son los posibles argumentos de i?

Se ha convenido que el argumento de la unidad imaginaria sea el positivo minimo.
Entonces, ¢ cudl es el argumento del nimero i?

Representacion Grafica de Numeros Imaginarios

En el siguiente applet se muestra un niimero complejo Z y su cuadrado Z2. Arrastra el
extremo del segmento dirigido que representa a Z para resolver las ecuaciones que se
muestran en la tabla posterior. Expresa las soluciones encontradas en términos de moédulo
y argumento.

Soluciones

Ecuaciéon P
Modulo | Argumento

ZZ

I
Ne)
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72 =-9

72 =4
7% =—4
7% =2
72 =2

Algunas de las ecuaciones que resolviste tienen soluciones reales y algunas de ellas tienen
soluciones no reales. Las soluciones no reales que encontraste se llaman nameros
imaginarios, y gracias a ellos, podremos ahora obtener raices cuadradas de nimeros
negativos. {Cudles son las raices cuadradas de —9? ;Y de —2? ;Por qué?
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Representacion Grafica de Nimeros de Complejos

1.

Forma Polar

1. Desliza el punto sobre el segmento color morado que se muestra en el siguiente applet,
para visualizar varios numeros complejos. Determina el modulo y argumento de cada uno

de ellos y completa y la tabla.

T Muestra valores numaricos

—e
4
1
a
1] ¥ ) r ® B a ] 1 1 1 ] L] B a
1
4
-
-
Numero Médulo Argumento
Zy
Z;
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Utiliza la herramienta “Vector entre dos puntos” de GeoGebra para construir abajo los
segmentos dirigidos que representan a los nimeros presentados en la siguiente tabla.

Madulo Argumento

3 45°
1.5 120°
2 225°
5 0°

4 195°
1 135°
2.5 240°
3 300°
2 75°
0.5 270°
6 180°
3.5 60°
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Representacion Grafica de Numeros de Complejos

1. Forma Cartesiana

En el siguiente applet se muestra la unidad imaginaria i y un niimero real b. Atendiendo
la forma grafica como se ha definido la multiplicacion, el nimero i puede ser multiplicado
por cualquier numero real. Arrastra el punto verde sobre el segmento para visualizar el
producto de un niimero real por la unidad imaginaria i.

2.

Explora para distintos valores de b, tanto positivos, negativos y cero. Durante la
exploracion puedes activar la casilla “Muestra valores numéricos”. Anota la informacion
solicitada en la siguiente tabla.

i b bi
Modulo Argumento Moédulo Argumento Moédulo Argumento

(Qué relacion existe entre los modulos de i, el nimero b y el producto bi?
(Qué relacion existe entre los argumentos de i, el numero b y el producto bi?
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A los ntimeros de la forma bi (donde b es un nimero real e i la unidad imaginaria) se les

llama ntimeros imaginario puros.

Utiliza el siguiente applet para representar los nimeros imaginarios 3i, —i, —4i, (1/2)i,

—2.51.
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Ahora, un numero real puede sumarse con un niimero imaginario. Recordemos como se
suman graficamente los nimeros reales y extendamos el procedimiento para considerar a
los nimeros no reales. Arrastra el punto sobre el segmento para visualizar la suma de dos

numeros reales y completa la tabla posterior.

1= Arrastra ol punts rojo sobre ol Se@Ements para obtenar 2+,

—

Z4 Z, Z,+12,
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6. Expresa con tus palabras como se efectia graficamente la suma de ntimeros reales.

7. En el siguiente applet se muestra la suma de un niimero real y un imaginario. Explora con
distintos nlimero reales e imaginarios y completa la tabla posterior.

a b a + bi

8. Con ayuda de la tabla anterior, expresa con tus palabras como se efectiia numéricamente
la suma de un niumero real y un nimero imaginario puro.

9. Con ayuda del applet anterior, expresa con tus palabras como se efectua graficamente la
suma de un numero real y un nimero imaginario puro.

10. Los numeros complejos también pueden representarse de la forma a + bi, donde a se
conoce como su parte real y b como su parte imaginaria. Esta es la forma cartesiana.
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Arrastra el punto sobre el segmento para visualizar varios numeros complejos y completa

la tabla que se muestra abajo.

=
% I Muestra valores mamiricos
1
— i
1
| TS
a
= » - Ta ] 3 2 ) 0 \ 1 " ] ] T ] " i
a
Y]
i
L
Numero Parte Real Parte Forma
Imaginaria Cartesiana
Zy
Zy
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11. Construye en el plano complejo mostrado al final, los nimeros complejos que se muestran
en la siguiente tabla.

Nimero 3+2i —7+i —3—4i 5-i -5 (3/2)i 1/2-3i —5-(1/2)i —1—-i 42-2i

= e e = .
RERREERENEE

Eis insgasin ji=

= B

n A Ein Maal
T T T T T T T T T T T T T T T T
] x B L} a L] z | n 1 vl 1 1 L] a T L} ]
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Representacion Grafica de Numeros de Complejos

12. Conversiones

Hemos estado representando a los numeros complejos mediante su moédulo y argumento,
ademas también vimos su forma cartesiana. Veremos ahora como pasar de una forma de
representacion a otra. En el siguiente applet se muestra un nimero complejo Z.

Activa la casilla “Muestra reticula polar” y determina el mdédulo y argumento del ntimero
mostrado.

Numero Médulo Argumento

Trataremos de determinar ahora, la forma cartesiana del nimero Z. Estima visualmente
cudl es la parte real y la parte imaginaria de este numero. Si requieres ayuda, activa las
casillas “Muestra parte real” y “Muestra parte imaginaria”, y desactiva la casilla “Muestra
reticula polar”. Organiza la informacion en la siguiente tabla.

Numero Médulo Argumento Parte Real Parte
Imaginaria

102



Activa la casilla “Muestra valores numéricos” y verifica tus resultados. (Para ver los
valores de la parte real y la parte imaginaria, las casillas correspondientes deben estar
activadas). ;Qué tan buena fue tu estimacion de las partes real e imaginaria del nimero?
(Como pueden calcularse, dado que se conoce el modulo y argumento del nimero Z?

Activa de nuevo la casilla “Muestra reticula polar” y desactiva todas las demaés. Selecciona
ahora, un niumero complejo en cada uno de los cuadrantes, y en cada parte positiva y
negativa de los ejes real e imaginario. Completa la siguiente tabla, calculando (no
estimando), con al menos cuatro decimales, la parte real y la parte imaginaria de cada
numero seleccionado. Al final, verifica tus resultados activando las casillas adecuadas.

Numero Mddulo Argumento Parte Real Parte
Imaginaria

Z

Expresa de manera general la parte real a y la parte imaginaria b, de un numero complejo
cuyo modulo es r y su argumento es 6.

Veremos ahora el proceso inverso. En el siguiente applet se muestra un nimero complejo
Z en un plano con coordenadas cartesianas.
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10.

11.

Identifica la parte real e imaginaria del nimero mostrado y anota la informacion solicitada
en la siguiente tabla.

Numero Parte Real Parte Imaginaria

VA

Activa la casilla “Muestra reticula polar” y trata de determinar visualmente el modulo y
argumento del numero mostrado. Si requieres ayuda, activa las casillas “Muestra Modulo”
y “Muestra Argumento”. Puedes quitar la cuadricula con el boton derecho del Mouse
haciendo click sobre el area grafica. Organiza la informacion en la siguiente tabla.

Numero Parte Real Parte Médulo Argumento
Imaginaria

Activa la casilla “Muestra valores numéricos” y verifica tus resultados. (Para ver los
valores del modulo y argumento, las casillas deben de estar activadas). ;Qué tan buena fue
tu estimacion del modulo y argumento del numero Z? ;Coémo pueden calcularse, dado que
se conoce la parte real e imaginaria del nimero Z?

Activa de nuevo la casilla “Muestra reticula polar” y desactiva todas las demaés. Selecciona
ahora, un nimero complejo en cada uno de los cuadrantes, y en cada parte positiva y
negativa de los ejes real e imaginario. Completa la siguiente tabla, calculando (no
estimando), de manera exacta o con al menos cuatro decimales, modulo y argumento de
cada numero seleccionado. Al final, verifica tus resultados activando las casillas
adecuadas.
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Numero Parte Real Parte Médulo Argumento
Imaginaria

Z

12. Expresa de manera de general el modulo r y el argumento 6, de un ntimero complejo cuya

13.

parte real es a y parte imaginaria b.

En el siguiente applet se muestra la manera de expresar la forma polar y la forma cartesiana
de un nimero complejo. Explora para distintos nimeros complejos y organiza la
informacion en 1 tabla mostrada abajo. Selecciona uno de ellos para explicar
detalladamente como se obtiene una forma de representacion a partir de la otra.
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Numero

Forma
Cartesiana

Forma Polar

Forma Polar
Abreviada

Z

Operaciones con Nimeros Complejos

1.

Suma
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1. En el siguiente applet se muestran dos numeros complejos. Arrastra el punto sobre el
segmento rojo para visualizar la suma Z; + Z,.

1.+ Brrastra of punto rojo sobre &l segmanto para obianar I.-A.‘

—_— 4

L
1 s

2. Repite el proceso para distintos nimeros complejos.

3. Describe como se efectia graficamente la suma de Z; + Z5.

4. Con ayuda del siguiente applet, identifica el valor de la parte real y la parte imaginaria de
los nimeros complejos y anota lo solicitado en la tabla mostrada abajo.
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Z4 Z, Z,+2Z,
Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte

Imaginaria Imaginaria Imaginaria
5. Repite el proceso para distintos nimeros complejos y anota lo que se te pide en la tabla.
Z, Z, Z,+12Z,

Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria

6. (Qué relacion existe entre las partes reales de Z;, Z, y la suma de Z; + Z,?

7. ¢Qué relacion existe entre las partes imaginarias de Z;, Z, y la suma de Z; + Z,?

8. Activa ahora la casilla “Muestra valores numéricos” y verifica tus respuestas a los puntos
anteriores.

108



9. Describe de manera general como se efectlia la suma de numeros complejos dadas su parte
real e imaginaria, y represéntala algebraicamente (Sugerencia: considera Z; = a + bi'y
ZZ =c+ dl).

10. Ahora, con ayuda del siguiente applet explora, para distintos nlimeros complejos, la suma
de Z, + Z, yde Z, + Z; y completa la tabla con la informacion solicitada.

Kl

1. Arragtra & pUnto rojo Sobre o S8 geesna para l:ll:lt,ur:wr-gilil_:I LI L e R L Rty T o H]

——
-|.

I« Arrasira el punto azul sobre &l segmento pars ohisner 1:,+1|

- .

T
-

G- Apraptra sl puants verds soBirs el psgmento pors viswussgar ia sy del parsisiogrames
X

—

Z4 Z, Z,+12, Z,+27,

Parte Parte Parte Parte Parte Parte Parte Parte
Real |Imaginaria | Real |Imaginaria | Real |Imaginaria | Real | Imaginaria

11. ;Qué relacion existe entre la suma Z; + Z, y lasuma Z, + Z;?

12. Ahora, arrastra el punto sobre el segmento verde y justifica el por qué la suma de nimeros
complejos puede obtenerse usando un paralelogramo.
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Operaciones con Nimeros Complejos
1. Resta

1. En el siguiente applet se muestran dos nimeros complejos. Arrastra el punto sobre el
segmento rojo para visualizar la resta Z; — Z,.

1.~ Brrasirs | pume fajo gobee & LegEents pAra oBtener :1-1? ™ Wi S v b s T

e 1

2. Describe el proceso que se realiza en el applet mientras arrastras el punto rojo hasta que
éste se encuentra en el punto medio del segmento.

3. Describe el proceso que se realiza en el applet mientras arrastras el punto sobre el resto
del segmento.

4. Repite el proceso para distintos nimeros complejos.

5. Describe como se efectua graficamente la resta Z; — Z,.

6. Ahora, con ayuda del siguiente applet, identifica el valor de la parte real y la parte
imaginaria de los numeros complejos y completa la informacion solicitada en la tabla
mostrada abajo.
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Zy Z, Z,—-17,

Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria

7. Repite el proceso para distintos numeros complejos y completa la informacion solicitada
en la siguiente tabla.

Zy Z, Z,—-17,

Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria

8. (Qué relacion existe entre las partes reales de Z;, Z, y laresta Z; — Z,?

9. (Qué relacion existe entre las partes imaginarias de Z;, Z, y laresta Z; — Z,?
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10.

11.

12.

Activa ahora la casilla “Muestra valores numéricos” y verifica tus respuestas a los puntos
anteriores.

Describe de manera general como se efectiia la resta de nimeros complejos dadas su parte
real e imaginaria, y represéntala algebraicamente.

(,Qué relacion existe entre la resta Z; — Z, y laresta Z, — Z;? Justifica tu respuesta.
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Operaciones con Numeros Complejos

13. Producto

1. En el siguiente applet se muestran dos niimeros complejos. Arrastra el punto sobre el
segmento verde para visualizar el producto Z; - Z5.

2. Describe el proceso que se realiza en el applet mientras arrastras el punto verde hasta que
éste se encuentra en el punto medio del segmento.

3. Describe el proceso que se realiza en el applet mientras arrastras el punto sobre el resto
del segmento. Expresa tu respuesta en términos de la relacion que existe entre los
tridngulos mostrados.

4. Repite el proceso para distintos niumeros complejos. No olvides considerar niimeros
complejos que se encuentren en cuadrantes distintos cada vez, e incluso sobre los ejes real
e imaginario. También varia los modulos de modo que éstos sean mayores, menores o
iguales a uno. Anota la informacion solicitada en la siguiente tabla.

Z, Z; Z, 7,
Modulo Argumento Moédulo Argumento Modulo Argumento
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5. ¢Qué relacion existe entre los modulos de Z4, Z, y el producto Z; - Z,?

6. (Qué relacion existe entre los argumentos de Z;, Z, y el producto de Z; - Z,?

7. Describe como se efectiia graficamente el producto Z; - Z,.

8. Activa la opcion “Muestra valores numéricos” y verifica las observaciones hechas en las
preguntas 5, 6 y 7. Comenta con tus compaifieros.

9. ¢Qué relacion existe entre el producto Z; - Z, y el producto Z, - Z;? Justifica tu respuesta.

10. Ahora, analizaremos el producto en coordenadas cartesianas
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11. Explora la multiplicacion Z; - Z,, con Z; unreal positivo y Z, arbitrario. Repite el proceso
para distintos numeros complejos con las especificaciones indicadas y anota la
informacion solicitada en la siguiente tabla.

Z, Z; Z, 7,
Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria
1. (Qué relacion existe entre las partes reales y las partes imaginarias de Z;, Z, y las del

producto Z; - Z,?

2. Después repite lo anterior, pero ahora con Z; un real negativo y anota la informacion
solicitada en la siguiente tabla.

Z4q Z, Zy Z,

Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria

3. Anota tus observaciones en términos de las partes real e imaginaria de los nimeros
complejos utilizados.

4. Verifica tus observaciones activando la casilla “Muestra valores numéricos”. Si obtuviste
una conclusion distinta a la que habias llegado, anotala. Recuerda desactivar la casilla una
vez que hayas terminado de verificar tus observaciones.
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5. Con base en lo anterior indica cual es el procedimiento algebraico para la multiplicacion
deZ, =ayZ, =c+didonde a, c yd sonnimeros reales.

6. Ahora, explora la multiplicacion de Z; * Z, con Z; un imaginario puro y Z, arbitrario.

Z, Z; Z, 7,
Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria
1. (Qué relacion existe entre las partes reales y las partes imaginarias de Z;, Z, y las del

producto Z; - Z,?

2. Verifica tus observaciones activando la casilla “Mostrar valores numéricos”. Si obtuviste
una conclusion distinta a la que habias llegado anotala.

3. Con base en lo anterior, indica cual es el procedimiento algebraico para la multiplicacion
de Z; = biyZ, = c + di donde b, ¢ y d son numeros reales.

4. Ahora, explora la multiplicaciéon de Z; - Z, con Z; y Z, arbitrarios.
Zl ZZ Zl ' Zz

Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria
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En general, ;Cuadl es el procedimiento algebraico para la multiplicacion de Z; = a + bi'y
Z, = c+dicona,b, cyd nimeros reales? Explora, anota tus observaciones y compara
con tus compafieros.

Operaciones con Nimeros Complejos
6. Numero Complejo Conjugado

Mueve el complejo Z, de tal manera que el producto Z; - Z, sea un nimero real positivo.

L
5=

(Como debe de ser Z, para que el producto Z; - Z, sea un numero real positivo?

(Qué relacion existe el argumento de Z; y Z,?

Ahora, haz que el modulo de Z, sea el mismo que el de Z; y consigue que el producto
de Z; - Z, sea un numero real positivo. ;Cuantos nimeros encontraste que cumplan
con estas condiciones?
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Repite las instrucciones del inciso ¢) cambiando Z;, de modo que €ste se encuentre en un
cuadrante distinto cada vez, e incluso sobre los ejes real e imaginario. Anota la informacion
que se te pide en la siguiente tabla.

Z, Z, Z, 7,

Moédulo Argumento Moédulo Argumento Moédulo Argumento

Escribe de manera general, la relacion que existe entre dos niimeros complejos del mismo
modulo cuyo producto es un ntimero real positivo y comenta con tus compaifieros lo que
escribiste.

(Como es el modulo del producto Z; - Z, si Z; y Z, cumplen las condiciones del punto
anterior?

Repite la actividad del inciso c), considerando ahora que los nimeros complejos estan
dados en coordenadas cartesianas. Si los modulos de Z; y Z, son iguales...
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T heuesira valores mMamencos

[

VA

Z,

Parte Real Parte

Imaginaria

Parte Real

Parte
Imaginaria

Parte Real

Parte
Imaginaria

1 |

3.

(Qué relacion existe entre la parte real de los numeros Z; y Z,?

(Qué relacion existe entre la parte imaginaria de los nimeros Z; y Z,?

Activa la casilla “Muestra valores numéricos” y compara con las respuestas dadas en el

punto anterior.
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4. Investiga la definicion de numero complejo conjugado y comenta con tus compaferos su
relacion con la actividad que acabas de realizar.

5. Investiga propiedades de los nimeros complejos conjugados y resalta su importancia.

Operaciones con Nimeros Complejos
6. Division

1. En el siguiente applet se muestran dos numeros complejos. Arrastra el punto sobre el
segmento verde para visualizar el cociente Z,/Z,.
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2. Describe el proceso que se realiza en el applet mientras arrastras el punto verde hasta que
éste se encuentre en el punto medio del segmento.

3. Describe el proceso que se realiza en el applet mientras arrastras el punto sobre el resto
del segmento. Expresa tu respuesta en términos de la relacion que existe entre los
tridngulos mostrados.

4. Repite el proceso para distintos nimeros complejos. No olvides considerar nlimeros
complejos que se encuentren en cuadrantes distintos cada vez, o incluso sobre los ejes real
¢ imaginario. También varia los modulos de modo que estos sean mayores, menores o
iguales a uno.

Zy Z, Z,/Z,

Madulo Argumento Maddulo Argumento Madulo Argumento
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5. ¢Qué relacion existe entre los modulos de Z;, Z, y el producto Z;/Z,?

6. (Qué relacion existe entre los argumentos de Z;, Z, y el producto de Z; /Z,?
7. Describe como se efectua graficamente el producto Z; /Z,.

8. Activa la opcion “Muestra valores numéricos” y verifica las observaciones hechas en las
preguntas 5, 6 y 7. Comenta con tus compafieros.

9. (Qué relacion existe entre el cociente Z;/Z, y el cociente Z,/Z,? Justifica tu respuesta.

10. Ahora, analizaremos el producto en coordenadas cartesianas

| Desiiza ol punto para obtener £yE, : T Muesira valores numencos

—_—
I 1
1
E B bl i 1 a i 1 a B [

11. Explora la multiplicacion Z; /Z,, con Z; arbitrario y Z, un numero real positivo. Repite
el proceso para distintos numeros complejos con las especificaciones indicadas y anota la
informacion solicitada en la siguiente tabla.

Z4q Z, Z4/Z,

Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria
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12. (Qué relacion existe entre las partes reales y las partes imaginarias de Z;, Z, y las del
cociente Z; /Z,?

13. Después, repite lo anterior pero ahora con Z, un real negativo y anota lo que se te solicita
en la siguiente tabla.

Zy Z, Z1/Z,

Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria

14. Anota tus observaciones en términos de las partes real e imaginaria de los nimeros
complejos utilizados.

15. Verifica tus observaciones activando la casilla “Muestra valores numéricos”. Si obtuviste
una conclusion distinta a la que habias llegado, andtala. Recuerda desactivar la casilla una
vez que hayas terminado de verificar tus observaciones.

16.  Con base en lo anterior indica cudl es el procedimiento algebraico para la division de
Zy=a+ biyZ, =cdonde a, by c son numeros reales.

17. Ahora, explora el cociente de Z; /Z, con Z; arbitrario y Z, un imaginario puro.
Z, Z, Z,/Z,
Parte Real Parte Parte Real Parte Parte Real Parte
Imaginaria Imaginaria Imaginaria
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1. (Qué relacion existe entre las partes reales y las partes imaginarias de Z;, Z, y las del
cociente Z; /Z,?

2. Verifica tus observaciones activando la casilla “Mostrar valores numéricos”. Si
obtuviste una conclusion distinta a la que habias llegado andtala.

3. Con base en lo anterior, indica cudl es el procedimiento algebraico para la division de
Zi=a+biyZ, =didonde a, b yd son numeros reales.

4. Como puedes ver, al dividir un numero complejo arbitrario entre un niimero real o un
imaginario puro podemos hacer algunas observaciones e incluso indicar un
procedimiento algebraico para hacerlo. Sin embargo, cuando queremos dividir dos
numeros complejos arbitrarios resulta ser complicado el visualizar una forma algebraica
para hacerlo, por lo tanto, debemos buscar la manera de que al dividir dos nimeros
complejos arbitrarios nuestro denominador sea un ntimero real y asi poder efectuar la
division. ;Como podemos hacer esto? ;Cual es el nimero complejo que al multiplicarlo
por otro nimero complejo dado, nos da un nimero real?

5. En general, ;cudl es el procedimiento algebraico para la division de Z; = a+ biy Z, =
¢ +dicona, b, c yd nameros reales? Explora, anota tus observaciones y compara con
tus compaiieros.
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Operaciones con Nimeros Complejos
6. Potencias

1. En el siguiente applet se muestra un numero complejo Z.

Selecciona la potencia deseada

(2l punto verde debe éstar sobre el extremo izquierdo del'segmento) | I Muestra valores numéricos
n=2
ee—
. - . n
Desliza el punto verde para visualizar Z &9
-—
4
2]
v
]
: - : . : - : - .
10 3 B 4 2 0 2 a & g

2. Selecciona la potencia n = 2 y desliza el punto verde para visualizar Z2. Anota lo que se
te solicita en la siguiente tabla.

VA 7%

Modulo Argumento Moédulo Argumento

3. Explora para distintos valores de Z y anota lo que se solicita en la siguiente tabla.
Z Z?

Modulo Argumento Modulo Argumento
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1. . Qué relacion existe entre el modulo de Z y el modulo de Z2?

2. . Qué relacion existe entre el argumento de Z y el argumento de Z2?

3. Activa la opcion “Muestra valores numéricos” y verifica tus respuestas al punto anterior.
Comenta con tus compafieros.

4. Repite la exploracion anterior para n = 3,4, 5, 6. Completa las siguientes tablas con la
informacion solicitada y anota lo que observas en términos del modulo y argumento del
complejo Z y del complejo Z™.

VA 73

Modulo Argumento Moédulo Argumento

Anota tus observaciones en términos del modulo y argumento del complejo Z y del complejo
Z3:

Z zZ*

Modulo Argumento Moédulo Argumento
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Anota tus observaciones en términos del modulo y argumento del complejo Z y del complejo
VAR

Z Z5

Modulo Argumento Modulo Argumento

Anota tus observaciones en términos del modulo y argumento del complejo Z y del complejo
Z5:

Z Z

Modulo Argumento Modulo Argumento

Anota tus observaciones en términos del modulo y argumento del complejo Z y del complejo
VAT

5. Elabora una conclusion sobre el procedimiento general para elevar un nimero complejo a
determinada potencia en términos de modulo y argumento.
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6. En el siguiente applet se muestra un numero complejo Z en coordenadas cartesianas.

Selecciona |a polencia deseada
[ed powmia werde dabe sdar sobed 8| sais mn oamendo del eapmenia)

=2
—

i
Desliza of punto verde para visualizar Z

e
o

" Muestra valores numérnicos

al

7. Selecciona la potencia n = 2 y desliza el punto verde a lo largo del segmento para visualizar
Z?. Anota en lo que se te solicita en la siguiente tabla.

ZZ

Parte

Parte Real o
Imaginaria

Parte Real

Parte
Imaginaria

8. Explora para distintos valores de Z y anota lo que se te pide en la siguiente tabla.

Z

ZZ

Parte

Parte Real o
Imaginaria

Parte Real

Parte
Imaginaria
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9. ;Como seria el procedimiento algebraico para obtener Z2, donde Z es de la forma a + bi

10.

11.

12.

1.

con a y b numero reales? (Sugerencia: Recuerda el procedimiento algebraico para
multiplicar dos nimeros complejos arbitrarios en forma cartesiana).

Activa la opcion “Muestra valores numéricos” y verifica tus respuestas al punto anterior.
Comenta con tus compafieros.

¢Como seria para Z3?

(Como crees que sea mas facil de calcular Z", en su forma polar o cartesiana? Comenta
con tus compafieros y anota tus conclusiones.

Operaciones con Numeros Complejos

13. Raices

En el siguiente applet se muestra un numero complejo Z.
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Raiz suadrada
=3
——

s nalmers

e ——

Arrastra &l punte axul para wesualizar una de las rasces
euadradaE O T

M

™ Muestra valores Aumeficos

I~ Mostrar todas Llas radems

Selecciona raiz cuadrada (n = 2) y desliza el punto sobre el segmento azul para
visualizar la raiz cuadrada de Z. Realiza este procedimiento para las diferentes raices
existentes (deslizador verde) y anota la informacion solicitada en la siguiente tabla.

(Cuantas raices diferentes encontraste? ;Cudles son?

Comprueba que estos niimeros con raices del nimero Z y anota tu procedimiento para

lograrlo.

Ahora, activa la opcion “Mostrar todas las raices” y responde lo siguiente:

(Qué relacion existe entre los modulos de las raices?

(Qué relacion existe entre los argumentos de las raices?
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Activa la casilla “Mostrar valores numéricos” y verifica tus respuestas.

Realiza esta secuencia para distintos numeros complejos (prueba con uno en cada
cuadrante y sobre los ejes real e imaginario) y anota lo que se te solicita en la siguiente
tabla.

Z1 Raiz nimero 1 Raiz numero 2

Médulo Argumento Médulo Argumento Médulo Argumento

Con base en lo anterior, escribe de manera general un procedimiento para obtener la
raiz cuadrada de cualquier nimero complejo Z.

Selecciona raiz cuadrada (n = 3) y desliza el punto sobre el segmento azul para
visualizar la raiz cuadrada de Z. Realiza este procedimiento para las diferentes raices
existentes (deslizador verde) y anota la informacion solicitada en la siguiente tabla.

(Cuantas raices diferentes encontraste? ;Cuales son?

Comprueba que estos niimeros con raices del nlimero Z y anota tu procedimiento para
lograrlo.

Ahora, activa la opcidon “Mostrar todas las raices” y responde lo siguiente:
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(Qué relacion existe entre los modulos de las raices?

(Qué relacion existe entre los argumentos de las raices?

Activa la casilla “Mostrar valores numéricos” y verifica tus respuestas.

Realiza esta secuencia para distintos numeros complejos (prueba con uno en cada
cuadrante y sobre los ejes real e imaginario) y anota lo que se te solicita en la siguiente
tabla.

Zy Raiz nimero 1 Raiz nimero 2 Raiz nimero 3

Médulo  |Argumento Mddulo  |Argumento Mddulo  |Argumento Médulo | Argumento

Considerando lo anterior, escribe de manera general un procedimiento para obtener la
raiz cubica de cualquier nimero complejo Z.

Repite la exploracion paran = 4,5 y 6 y determina una forma general para obtener
las raices n-ésimas de cualquier numero complejo Z dado en forma polar.
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ANEXO 2

133



Orientaciones para el Docente

Introduccion

El disefio de estas orientaciones para el docente surge con la intencion de aportar sugerencias
para el momento de implementar la secuencia de actividades, ya que éstas no son
autosuficientes y requieren de un conductor que contemple los objetivos pretendidos en cada
hoja de trabajo.

Consideraciones generales para la implementacion de la secuencia de actividades

Medios de enseinanza

(modalidad de ensefianza y recursos tecnologicos)
Modalidad de Ensenianza

1. La ensefianza se centra en la actividad autéonoma del estudiante, a través de la
exploracion de applets de geometria dindmica. La exploracion se guia con una serie de
cuestionamientos. Tanto los applets, como la guia de la exploracion, se integran en
hojas de trabajo que se encuentran disponibles en linea.

Recursos Tecnologicos

1. Papel y lapiz

2. Calculadora

3. Computadora con conexion a internet

Organizacion del trabajo en el aula
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Se presenta la actividad en linea, la cual se encuentra en la direccion
www.mat.uson.mx/proyectoalgebra/Complejos y se sefala el tiempo que tendran para
realizar dicha actividad.

Se indica a los estudiantes trabajar en equipo de dos a tres personas por computadora,
promoviendo el debate de ideas, conjeturas y resultados entre los integrantes del
equipo.

El docente estara al pendiente de lo que realicen los estudiantes, apoyando en dudas
particulares sobre el contenido matematico y/o de caracter técnico con el software.

Una vez que los estudiantes realicen la actividad correspondiente, se entregaran los
resultados al profesor.

Se discutiran los diferentes resultados obtenidos en las hojas de trabajo de manera
grupal, y el docente conducira la discusion.

El docente cuidard que los conocimientos (lenguaje, representaciones simbdlicas,
conceptos, procedimientos, propiedades) que surjan durante la actividad sean acordes
a lo que marca la institucion.
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Nombre de la actividad: Representacion grafica de nimeros reales

Tiempo estimado: 1 hora 20 minutos.

Prerrequisitos
1. Sistemas numéricos.
2. Operaciones aritméticas.

Contenidos disciplinares

1. Numeros naturales, enteros, racionales e irracionales.
2. Sistema de los niimeros reales.
3. Operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicacion, divisidn, potencias y raiz
cuadrada).
Objetivos
General
1. Identificar los diferentes sistemas numéricos contenidos en el sistema de los nimeros

reales, es decir, los naturales, enteros, racionales e irracionales. Ademas, establecer la
necesidad de extender cada sistema.

Especificos
1. Representar graficamente algunos niimeros reales en la recta real.
2. Establecer la necesidad de extender cada uno de los sistemas numéricos abordados,

mediante la validacion de la propiedad de cerradura de operaciones como la suma,
resta, producto, division y raiz cuadrada.

Recomendaciones

En esta actividad, se recomienda hacer énfasis en las operaciones aritméticas que no cumplen
con la propiedad de cerradura en cada uno de los sistemas numéricos y, de esta manera,
justificar la necesidad de extender dichos sistemas.
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Si surgen problemas al graficar V2 con las herramientas de GeoGebra, en el punto 11 de la
actividad, indicar que la representacion grafica puede hacerse en papel, ya que el estudiante
pudiera tener dificultades con las herramientas de dicho software.

Uso de los applets

Se hace uso de dos applets, el primero de ellos estd disefiado para que el estudiante identifique
nameros naturales, enteros y racionales en la recta real. Mientras, que el segundo applet

pretende que el estudiante lleve a cabo una construccidén geométrica para ubicar el namero v2
en la recta real lo cual involucra el uso de las herramientas de GeoGebra.

Actividades Complementarias.

Solicitar la actividad en linea “Representacion grafica de nlimeros reales” que se encuentra en
la direccion electronica maple.uson.mx/mapleta

Sugerencia de evaluacion

Revision de las hojas de trabajo, la discusion grupal, asi como el trabajo registrado en la
actividad complementaria.
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Nombre de la actividad: Representacion grafica de la unidad imaginaria

Tiempo estimado: 1 hora 20 minutos.

Prerrequisitos

3. Operaciones aritméticas.

4. Conceptos: segmento dirigido, longitud y angulo.

5. Resolucion de ecuaciones cuadraticas de la forma Z? = a?, donde a es un nimero real.

Contenidos disciplinares

6. Interpretacion grafica de las propiedades de la multiplicacion de numeros reales.
7. Resolucion de ecuaciones cuadraticas de la forma Z2 = —1.
8. La unidad imaginaria.
Objetivos
General
9. Determinar la representacion grafica de la unidad imaginaria a través de la resolucion

grafica de ecuaciones cuadraticas, considerando las propiedades del modulo y
argumento de un producto de nlimeros reales.

Especificos

10. Determinar moédulo y argumento de un nimero real representado mediante un
segmento dirigido.

11.  Obtener moddulo y argumento del producto de nlimeros reales, a partir de su
representacion grafica.

12. Establecer las relaciones graficas y numéricas que existen entre el modulo y argumento
para el producto de nimeros reales con el médulo y argumento de los factores.

13.  Representar grafica y numéricamente a los nimeros reales, considerando su modulo y
argumento.
14. Resolver ecuaciones cuadraticas de la forma Z? = —a?, donde es un numero real

mediante la exploracion grafica.
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15. Determinar modulo y argumento de la unidad imaginaria considerando que es solucion

de la ecuacion Z2 = —1.
16. Representar graficamente a la unidad imaginaria.
Recomendaciones

Antes de iniciar la actividad, se recomienda enfatizar las caracteristicas del modulo y
argumento de un numero real. Particularmente, mencionar que el modulo siempre serd una
cantidad real no negativa, y sobre el argumento sefialar el como se medira.

En esta actividad se introduce la notacion para la unidad imaginaria, por lo cual se sugiere una
discusion grupal sobre las respuestas (particularmente en los puntos del 19 al 23), haciendo
énfasis en las caracteristicas graficas de las soluciones de la ecuacioén cuadratica Z? = —1,
mismas que pueden ser representadas graficamente (en el applet del punto 15). Ademas,
enfatizar las caracteristicas que tendra i (médulo 1, argumento 90 °) por convencion
matematica.

Uso de los applets

En esta actividad se utilizan cuatro applets, el primero de ellos tiene por objetivo que el
estudiante instituya una representacion de numeros reales en la recta real mediante segmentos
dirigidos identificando, a la vez, el modulo y argumento de los mismos. El segundo applet
promueve la multiplicacion de nimeros reales mediante segmentos dirigidos, donde se espera
que el estudiante establezca las relaciones entre los modulos y argumentos de los factores con
el modulo y argumento del producto. El tercer applet tiene por objetivo mostrar que al elevar
un numero real al cuadrado su resultado siempre sera positivo. Por ultimo, el cuarto applet
permite dar solucién a la situacion-problema z? = —1, ya que en éste los resultados no se
limitan a la recta real, sino que pueden salir de ella, esperando como resultado la ubicacion
geométrica de la unidad imaginaria.

Actividades Complementarias

Solicitar la actividad en linea “La unidad imaginaria” que se encuentra en la direccion
maple.uson.mx/mapleta

Sugerencia de evaluacion

Revision de las hojas de trabajo, la discusion grupal, asi como el trabajo registrado en la
actividad complementaria.

139



140



Nombre de la actividad: Representacion grafica de nimeros imaginarios

Tiempo estimado: 30 minutos

Prerrequisitos

17. Modulo y argumento.

1. Resolucion de ecuaciones cuadraticas de la forma Z2 = —1 y Z? = a? donde a es un
numero real.

Contenidos disciplinares

2. Resoluciéon de ecuaciones cuadraticas de la forma Z? = —a?, donde a es un numero
real.

3. Numeros imaginarios.

Objetivos

General

4. Identificar a los nimeros imaginarios a través de su representacion grafica y de la
solucion de ecuaciones cuadraticas del tipo Z2 = —a?, donde a es un niimero real.

Especificos

5. Resolver ecuaciones de segundo grado de la forma Z2 = —a?, donde a es un niimero

real, mediante la exploracion en el software.

6. Justificar la validez de las soluciones complejas no reales de las ecuaciones.
7. Representar graficamente a los nlimeros imaginarios
Recomendaciones

Una vez que se discutan las soluciones correspondientes a cada ecuacion presentada, indicar
el nuevo eje de numeros (eje de nimeros imaginarios) que surge a raiz de la necesidad de dar
solucioén a todas las ecuaciones de tipo Z? = —a?, donde a es un niimero real.
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Uso del applet

En esta actividad se utiliza un applet, el cual se disefi¢ para que el estudiante identifique el eje
de numeros imaginarios por medio de la resolucion de ecuaciones cuadraticas.

Actividades Complementarias

Se estaran considerando aspectos de esta actividad mas adelante en la direccion
maple.uson.mx/mapleta

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
en clase.
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Nombre de la actividad: Representacion grafica de nimeros complejos. Forma Polar.

Tiempo estimado: 1 hora.

Prerrequisitos
8. Modulo y argumento de ntimeros reales y de nimeros imaginarios.
9. Representacion grafica de segmentos dirigidos

Contenidos disciplinares

10.  Representacion polar de los nimeros complejos.

Objetivos

General

11.  Representar grafica y numéricamente a los numeros complejos, considerando su
modulo y argumento.

Especificos
12. Identificar médulo y argumento de un nimero complejo representado graficamente.

13.  Realizar el procedimiento inverso, graficando algunos numeros complejos, dado su
modulo y argumento.

Recomendaciones

Para representar graficamente un nimero complejos en el applet (punto 2), especificar al
estudiante donde se encuentra la herramienta “vector entre dos puntos”, en caso de ser
necesario.

Una vez realizada la actividad, se sugiere discutir los diferentes resultados obtenidos
orientando la discusion para que los estudiantes identifiquen la representacion grafica y
numérica de un nimero complejo expresado en forma polar.

Uso de los applets
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En esta actividad se utilizan dos applets, en el primero se permite al estudiante visualizar la
forma de representacion polar de distintos nimeros complejos, con el fin de que identifique
modulo y argumento de los mismos. El segundo applet esta disefiado para que el estudiante
grafique en la reticula polar distintos ntimeros complejos dado su moédulo y argumento,
haciendo uso de las herramientas de GeoGebra.

Actividades Complementarias.

Solicitar la actividad en linea “Formas de Representacion de ntimeros reales”, después de
realizar la actividad “Forma Cartesina” y “Conversiones”, que se encuentra en la direccion
electronica maple.uson.mx/mapleta

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Revision de las hojas de trabajo, la discusion grupal, asi como el trabajo registrado en la
actividad complementaria.
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Nombre de la actividad: Representacion grafica de nimeros complejos. Forma Cartesiana.

Tiempo estimado: 1 hora.

Prerrequisitos
14. Representacion grafica y numérica de la unidad imaginaria.
15. Representacion grafica de los nimeros reales mediante segmentos dirigidos.

Contenidos disciplinares
16. Interpretacion grafica de la suma de ntimeros reales.

17. Interpretacion grafica de un nimero complejo como la suma de un nimero real y un
nimero imaginario.

18. Representacion cartesiana de los niumeros complejos.

Objetivos

General

19.  Identificar grafica y numéricamente a los numeros complejos, considerando su parte
real y su parte imaginaria.

Especificos

20.  Representar graficamente algunos numeros imaginarios puros, considerados como la
multiplicacion de un numero real por la unidad imaginaria.

21. Extender la interpretacion grafica de la suma de niimeros reales, hacia la suma de un
imaginario puro con un numero real.

22. Identificar la parte real y la parte imaginaria de un nimero complejo representado
graficamente.

23. Representar numérica y algebraicamente un nimero complejo en forma cartesiana.

24, Realizar el procedimiento inverso, graficando un nimero complejo dada su parte real

y su parte imaginaria.

Recomendaciones
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Se recomienda solicitar a los estudiantes que verifiquen las propiedades del moddulo y
argumento de un producto, ahora que los factores son un nimero real y la unidad imaginaria
(Punto 2, inciso a y b). Ademas, resaltar las caracteristicas de los nimeros imaginarios puros,
que se desprenden de la multiplicacion de un ntimero real por la unidad imaginaria.

Los estudiantes deberan extender las propiedades de suma de los niimeros reales hacia la suma
de un niimero imaginario puro con un numero real (Puntos 5, 6 y 7), para lo cual se recomienda
enfatizar las caracteristicas graficas que se cumplen en la suma de nimeros reales.

Una vez realizada la actividad de manera grupal, institucionalizar entre los estudiantes que la
representacion cartesiana de un nimero complejo se expresa algebraicamente de la siguiente
manera: Z = a + bi, donde a es la parte real y b la parte imaginaria.

Uso de los applets

En esta actividad se hace uso de seis applets, el primero de ellos tiene por objetivo la
visualizacion del producto de un numero real por la unidad imaginaria i, es decir, la obtencion
de los nimeros imaginarios puros, esperando que el estudiante establezca la relacion que existe
entre los modulos y argumentos de los factores con el modulo y argumento del producto. En
el segundo applet se le solicita al estudiante que ubique algunos nimeros imaginarios puros,
utilizando herramientas del software GeoGebra. El tercero se usa para visualizar la suma de
dos niimeros reales representados mediante segmentos dirigidos, con el fin de extender las
propiedades de dicha operacion a la suma de niimeros complejos. El cuarto applet tiene por
objetivo que el estudiante explore la suma de un nimero real con un nimero imaginario puro,
obteniendo como resultado a los nimeros complejos en el plano expresados en su forma de
representacion cartesiana. El quinto applet se utiliza para que el estudiante visualice distintos
numeros complejos representados en forma cartesiana e identifique su parte real y su parte
imaginaria. Por ultimo, el sexto applet estd disefiado para que el estudiante represente
graficamente distintos numeros complejos en el plano, haciendo uso de herramientas del
software GeoGebra.

Actividades Complementarias

Se estaran considerando aspectos de esta actividad mas adelante en la direccion
maple.uson.mx/mapleta

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
que se genere de manera grupal.
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Nombre de la actividad: Representacion grafica de nimeros complejos. Conversiones.

Tiempo estimado: 2 horas.

Prerrequisitos

25.  Representacion polar y cartesiana de nimeros complejos.
26. Razones Trigonométricas.

27. Teorema de Pitagoras.

Contenidos disciplinares

28. Interpretacion grafica y numérica de un nimero complejo representado en forma polar
y cartesiana.

29. Conversion de un nimero complejo en su representacion cartesiana a polar y viceversa.

Objetivos

General

30. Relacionar la representacion polar y la representacion cartesiana de un nimero
complejo, identificandolas y realizando conversiones de una a otra.

Especificos

31. Estimar el valor numérico de la parte real y la parte imaginaria de un ntimero complejo,
dada su representacion grafica en la reticula polar.

32.  Calcular la parte real y la parte imaginaria de un numero complejo dada su
representacion polar, haciendo uso del teorema de Pitdgoras y de algunas razones
trigonomeétricas.

33. Expresar algebraicamente como pasar de la representacion polar de un numero

complejo a la representacion cartesiana.

34. Estimar el valor numérico del modulo y el argumento de un niimero complejo, dada su
representacion grafica en coordenadas cartesianas.

35. Calcular el modulo y el argumento de un numero complejo dada su representacion
cartesiana, haciendo uso de algunas razones trigonométricas.
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36. Expresar algebraicamente como pasar de la representacion cartesiana de un numero
complejo a la representacion polar.

Recomendaciones

En esta actividad a los estudiantes se les solicita calcular (no estimar) la parte real y la parte
imaginaria de un ntimero complejo (punto 5); motivo por el cual, se recomienda hacer énfasis
en la representacion grafica de dicho numero y las propiedades geométricas que presenta,
orientando las discusion grupal hacia el uso de las razones trigonométricas. (La misma
sugerencia se hace en el procedimiento inverso, es decir, cuando se solicita el calculo del
modulo y argumento a partir de la representacion cartesiana de un numero complejo,
orientando la respuesta hacia el uso del teorema de Pitagoras y de razones trigonométricas).

Por ultimo, se sugiere generalizar, de manera grupal, las representaciones algebraicas
correspondientes, que permitan transitar entre ambas representaciones de los numeros
complejos (cartesiana y polar).

Uso de los applets

En esta actividad se usan tres applets, en el primero de ellos se le brinda al estudiante la
oportunidad de visualizar un nimero complejo en su forma de representacion polar, al mismo
tiempo que puede consultar su parte real y parte imaginaria. Lo anterior, es con el proposito de
cuestionar al estudiante como obtener la parte real y la parte imaginaria de un numero complejo
dada su forma de representacion polar, es decir, dado su modulo y argumento. El segundo
applet esta disefiado para efectuar el procedimiento inverso. Por ultimo, el tercer applet permite
explorar y visualizar distintos numeros complejos con sus dos formas de representacion (polar
y cartesiana).

Actividades Complementarias

Realizar la actividad en linea “Formas de representacion de numeros complejos” que se
encuentra en la direccion maple.uson.mx/mapleta. Dicha actividad engloba ambas formas de
representacion de los nimeros complejos, es decir, la representacion cartesiana y polar.

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
grupal.
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Nombre de la actividad: Operaciones con niumeros complejos. Suma.

Tiempo estimado: 1 hora

Prerrequisitos
37.  Representacion cartesiana de numeros complejos
38. Suma de numeros reales

Contenidos disciplinares
39. Suma de nimeros complejos.
40. Conmutatividad de la suma de niimeros complejos.

41. Ley del paralelogramo.
Objetivos

General

42.  Conocer y relacionar los procedimientos grafico, numérico y algebraico de la suma de
numeros complejos, considerando su parte real y su parte imaginaria.

Especificos

43. Describir graficamente la suma de nimeros complejos.

44, Explorar la suma de nimeros complejos de manera grafica y numérica.

45. Establecer el procedimiento algebraico para la suma de nimeros complejos.

46. Establecer (implicita o explicitamente) la propiedad de conmutatividad de la suma por

medio de la exploracion en el software.

47. Justificar la ley del paralelogramo.

Recomendaciones

En esta actividad, a los estudiantes se les solicita una descripcion del procedimiento grafico
que se lleva a cabo para la suma de nimeros complejos (punto 3); por tal motivo, se recomienda
hacer énfasis que la respuesta debe utilizar conceptos geométricos para describir dicho
procedimiento, como por ejemplo, segmentos, paralelismo, desplazamientos.

Una vez realizada la actividad, se sugiere discutir grupalmente las repuestas dadas en la
generalizacion del procedimiento algebraico de la suma de nimeros complejos (punto 9), con
el fin de institucionalizar dicho procedimiento.

149



Cabe sefalar, que el estudiante suele agregar el simboloi a la parte imaginaria de un niimero
complejo, para lo cual se sugiere corregir dicha concepcion.

Por tultimo, para verificar la conmutatividad de la suma, se recomienda que el docente
justifique dicha propiedad presentando diferentes ejemplos (punto 11) buscando que el
estudiante consiga extender dicha propiedad que se cumple en la suma de nimeros reales hacia
la suma de nimeros complejos.

Uso de los applets:

En esta actividad se hace uso de tres applets, el primero de ellos permite la visualizacion grafica
de la suma numeros complejos representados mediante segmentos dirigidos. El segundo applet
tiene por objetivo que el estudiante visualice la suma de nimeros complejos de manera grafica
y numérica, con el fin de que establezca la relacion que existe entre las partes real e imaginaria
de los sumandos con la parte real e imaginaria de la suma. En el tercer applet se brinda la
oportunidad de verificar para distintos casos la conmutatividad de la suma, esperando que el
estudiante generalice dicha propiedad. Ademas, en este applet el estudiante visualizara la ley
del paralelogramo para las suma de niimeros complejos.

Actividades Complementarias

Se realizara una actividad en la direccion maple.uson.mx/mapleta, después de analizar la resta
de nimeros complejos.

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
grupal.
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Nombre de la actividad: Operaciones con niumeros complejos. Resta.

Tiempo estimado: 1 hora

Prerrequisitos
48. Representacion cartesiana de nimero complejos
49. Resta de numeros reales

Contenidos disciplinares

50. Resta de numeros complejos.
51.  Propiedad del inverso aditivo.

Objetivos
General

52.  Conocer y relacionar los procedimientos grafico, numérico y algebraico de la resta de
numeros complejos, considerando su parte real e imaginaria.

Especificos

53. Describir graficamente la resta de nimeros complejos.

54. Explorar la resta de nimeros complejos de manera grafica y numérica.

55. Establecer el procedimiento algebraico para la resta de nimeros complejos.
56. Establecer (implicita o explicitamente) la propiedad del inverso aditivo.
Recomendaciones

En esta actividad, a los estudiantes se les solicita una descripcion grafica del procedimiento
que se lleva a cabo para la resta de nimero complejos (punto 5); por tal motivo, se recomienda
hacer énfasis que la respuesta debe utilizar conceptos geométricos para describir dicho
procedimiento, como por ejemplo, segmentos, paralelismo, desplazamientos.

Una vez realizada la actividad, discutir grupalmente las repuestas dadas en la generalizacion
del procedimiento algebraico de la resta de numeros complejos (punto 11), con el fin de
institucionalizar dicho procedimiento.
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Para la operacion resta, los estudiantes tendran que revisar si la conmutatividad se cumple en
este caso (punto 12), con lo cual se espera que conjeturen que la propiedad de conmutatividad
no es valida para la resta de numeros complejos. Se sugiere aprovechar los resultados obtenidos
de la exploracion para introducir la relacion del inverso aditivo.

Por ultimo, se recomienda resaltar la importancia de cuidar los signos al restar numeros
complejos.

Uso de los applets

En esta actividad se utilizan dos applets, el primero de ellos permite la visualizacion grafica de
la resta nimeros complejos representados mediante segmentos dirigidos. El segundo applet
tiene por objetivo que el estudiante visualice la resta de nimeros complejos de manera grafica
y numérica, con el fin de que establezca propiedades y relaciones de esta operacion.

Actividades Complementarias

Realizar la actividad en linea “Suma y resta de nlimeros complejos” que se encuentra en la
direccion maple.uson.mx/mapleta. Dicha actividad engloba las operaciones de suma y resta.

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
grupal.
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Nombre de la actividad: Operaciones con numeros complejos. Producto.

Tiempo estimado: 2 horas

Prerrequisitos

57. Representacion cartesiana de nimeros complejos.
58. Representacion polar de numeros complejos.

59. Suma y producto de nimeros reales.

60. Semejanza de triangulos.

61.  Producto de binomios.

Contenidos disciplinares

62. Producto de niimeros complejos en forma polar.

63. Producto de nimeros complejos en forma cartesiana.

64. Conmutatividad del producto de ntimeros complejos.
Objetivos

General

65.  Conocer y relacionar los procedimientos grafico, numérico y algebraico de la
multiplicacion de nimero complejos, considerando las formas de representacion polar
y cartesiana.

Especificos

66. Describir graficamente la multiplicacion de niimeros complejos en su representacion
polar.

67. Explorar la multiplicacion de numeros complejos de manera grafica y numérica,

considerando su médulo y argumento.

68.  Establecer las relaciones graficas, numéricas y algebraicas que existen al multiplicar
numeros complejos en su forma polar.

69. Establecer y justificar la propiedad de conmutatividad para el producto de nimero
complejos.
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70. Explorar graficamente la multiplicaciéon de numeros complejos representados en su
forma cartesiana.

71. Multiplicar nimeros complejos en su forma cartesiana, tanto grafica como
numéricamente.
72. Justificar la multiplicacion de numeros complejos en su forma cartesiana con el

procedimiento para multiplicar binomios.

Recomendaciones

En esta actividad, se le solicita al estudiante que describa el procedimiento grafico de la
multiplicacion de nimeros complejos en su representacion polar (punto 2, 3 y 7); para lo cual
se recomienda hacer énfasis que su respuesta debe considerar conceptos geométricos tales
como modulo, argumento, desplazamiento, semejanza, entre otros.

Después de realizada la actividad, se sugiere discutir grupalmente las relaciones que existen
entre los modulos y argumentos de los factores con el mddulo y argumento del producto,
orientando la discusion hacia la multiplicacion de los modulos y la suma de los argumentos
entre los factores (punto 5 y 6).

Para la multiplicacion de numeros complejos, los estudiantes también revisaran la
conmutatividad de dicha operacion; motivo por el cual se sugiere enfatizar las relaciones que
existen entre los modulos y argumentos de los factores con el modulo y argumento del
producto.

Por ultimo, para la multiplicacion de numeros complejos de manera cartesiana se sugiere
discutir los diferentes procedimientos algebraicos que los estudiantes declaren para los
siguientes casos:

1. La multiplicacion de un niamero real positivo y un nimero complejo arbitrario.

2. La multiplicacion de un nimero real negativo y un ntimero complejo arbitrario.

3. La multiplicacion de un nimero imaginario puro y un numero complejo arbitrario.
4, La multiplicacion de dos nimeros complejos arbitrarios.

Para lo cual, tendran que argumentar sus repuestas, con la finalidad de institucionalizar el
procedimiento algebraico de la multiplicacion de numeros complejos representados en forma
cartesiana.

Uso de los applets

En esta actividad se utilizan dos applets, el primero de ellos es para visualizar grafica y
numéricamente la multiplicacion de nimeros complejos representados en forma polar. El
segundo applet tiene por objetivo que el estudiante visualice grafica y numéricamente la
multiplicacion de nimeros complejos representados en forma cartesiana.
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Actividades Complementarias

Realizar la actividad en linea “Producto de numeros complejos” que se encuentra en la
direccion maple.uson.mx/mapleta.

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
grupal.
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Nombre de la actividad: Operaciones con numeros complejos. Conjugados.

Tiempo estimado: 1 hora.

Prerrequisitos

5. Representacion cartesiana de nimeros complejos.

6. Representacion polar de numeros complejos.

7. Producto de numeros complejos en forma polar y cartesiana.

Contenidos disciplinares

8. Numeros complejos conjugados, en forma polar y cartesiana.
Objetivos

General

9. Identificar grafica, numérica y algebraicamente el conjugado de un numero complejo,
considerando ambas formas de representacion, es decir, polar y cartesiana.

Especificos

10. Encontrar nimeros complejos cuyo producto sea un niimero real positivo.

11. Encontrar el conjugado de un numero complejo representado en forma polar y
conjeturar que es unico, a partir de la exploracion grafica.

12.  Representar grafica, numérica y algebraica el conjugado de distintos numeros
complejos dados en forma polar.

13. Establecer la relacion que existe entre el modulo y argumento de un numero complejo
con su conjugado, a partir de la exploracion grafica.

14. Representar grafica y numéricamente el conjugado de distintos nimeros complejos
dados en forma cartesiana.

15. Establecer la relacion que existe entre las partes real e imaginaria de un nimero
complejo con su conjugado, a partir de la exploracion grafica.

Recomendaciones

156



En esta actividad, los estudiantes tendran que conjeturar que un numero complejo tiene
solamente un conjugado (punto 1, inciso ¢) mediante la exploracion en el software. Lo anterior,
es abordado en la representacion cartesiana y polar de un nimero complejo; por tal motivo, se
sugiere al docente enfatizar las caracteristicas graficas que se cumplen para cada una de las
diferentes representaciones.

Una vez que se realizo la actividad y se discutieron los resultados, se sugiere institucionalizar
la definicion de un nimero complejo conjugado.

Uso de los applets

En esta actividad se hace uso de dos applets, el primero de ellos permite que el estudiante
explore, represente y caracterice, tanto grafica como numéricamente, al conjugado de un
numero complejo representado en forma polar. En el segundo applet el proposito es el mismo,
pero en éste se trabajara con la forma de representacion cartesiana.

Actividades Complementarias

Realizar la actividad en linea “Complejos Conjugados” que se encuentra en la direccion
maple.uson.mx/mapleta.

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
grupal.
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Nombre de la actividad: Operaciones de nimero complejos. Division.

Tiempo estimado: 1 hora 30 minutos.

Prerrequisitos

16. Representacion cartesiana de nimeros complejos.
17. Representacion polar de numeros complejos.

18.  Numeros complejos conjugados.

19. Suma y producto de nimeros complejos.

Contenidos disciplinares

20.  Division de nimeros complejos en forma polar.

21. Division de nimeros complejos en forma cartesiana.
Objetivos

General

22.  Relacionar grafica, numérica y algebraicamente la division de numeros complejos,
considerando ambas formas de representacion, polar y cartesiana.

Especificos

23.  Explorar grafica y numéricamente el cociente entre dos nimeros complejos
representados en forma polar y describir el proceso grafico que se lleva a cabo.

24.  Establecer las relaciones graficas, numéricas y algebraicas que existen entre el médulo
y argumento del divisor y el dividendo con el modulo y argumento del cociente.

25. Establecer la no conmutatividad de la division, mediante la exploracion en el applet.

26. Explorar grafica y numéricamente el cociente entre dos numeros complejos
representados en forma cartesiana.

27. Establecer las relaciones graficas y numéricas que existen entre las partes real e
imaginaria del divisor y el dividendo con el médulo y argumento del cociente.

28. Utilizar el objeto matematico nimero complejo conjugado para realizar la division de
complejos en su forma de representacion cartesiana.
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29. Expresar algebraicamente la division de dos nUmeros complejos arbitrarios
representados en forma cartesiana.

Recomendaciones

En esta actividad, al estudiante se le solicita el procedimiento grafico que se lleva a cabo en la
division de complejos (punto 2 y 3), para lo cual se recomienda hacer énfasis que su respuesta
debe considerar conceptos geométricos tales como modulo, argumento, desplazamiento, entre
otros.

Por medio de la exploracion grafica de la division de niumeros complejos representados en
forma polar, al estudiante se le solicita establecer las relaciones encontradas entre los modulos
y argumentos del divisor y el dividendo con el modulo y argumento del cociente, para lo cual
se sugiere una discusion grupal donde se llegue a un consenso sobre el procedimiento para
dicha operacion.

Por otra parte, la division de nimeros complejos también es abordada de manera cartesiana,
para lo cual se le solicita al estudiante la exploracion grafica de los siguientes casos:

30. La division de un nimero complejo arbitrario y un nimero real positivo.
31.  Ladivision de un numero complejo arbitrario y un niimero real negativo.
32.  Ladivision de un nimero complejo arbitrario y un nimero imaginario puro.
33. La division de dos nimeros complejos arbitrarios.

Una vez que obtengan sus propias conclusiones, se sugiere discutir las diferentes respuestas,
con el proposito de generalizar un procedimiento para la division de numeros complejos en
representacion cartesiana. Particularmente para el inciso d, hacer énfasis en la necesidad de
utilizar el objeto matematico nimero complejo conjugado (punto 19 y 20 de la actividad).

Uso de los applets

Para esta actividad se utilizan dos applets, el primero de ellos permite que el estudiante
visualice grafica y numéricamente la division de nimeros complejos representados en forma
polar. El segundo tiene el mismo propdsito, pero en esta ocasion se trabajara con la forma de
representacion cartesiana.

Actividades Complementarias

Realizar la actividad en linea “Division de numeros complejos” que se encuentra en la
direccion maple.uson.mx/mapleta.

Sugerencia de evaluacion de la actividad

159



Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
grupal.
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Nombre de la actividad: Operaciones de nimero complejos. Potencias.

Tiempo estimado: 1 hora 30 minutos.

Prerrequisitos

34. Representacion cartesiana de nimeros complejos.

35. Representacion polar de numeros complejos.

36. Conversiones entre la forma polar y la forma cartesiana
37. Multiplicaciéon de nimero complejos.

Contenidos disciplinares

38. Potencias de nimeros complejos.
Objetivos

General

39. Relacionar grafica, numérica y algebraicamente diferentes potencias de ntiimeros
complejos, considerando ambas formas de representacion, polar y cartesiana.

Especificos

40. Explorar graficamente Z", donde Z es un niimero complejo representado en forma
polary n = 2,3,4,5,6.

41. Extender las propiedades de la multiplicacion de ntimeros complejos hacia potencias
de nimeros complejos.

42. Expresar algebraicamente el procedimiento general para elevar un nimero complejo
representado en forma polar a determinada potencia.

43. Explorar graficamente Z", donde Z es un niimero complejo representado en forma
cartesianay n = 1,2,3,4,5,6.

44, Relacionar el Teorema del Binomio y el procedimiento para elevar un numero
complejo a determinada potencia, donde el nimero esta dado en forma cartesiana.

45.  Reconocer el procedimiento mdas practico para elevar un numero complejo a
determinada potencia.

Recomendaciones
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En esta actividad, al estudiante se le solicita explorar el procedimiento grafico para elevar un
numero complejo en su representacion polar a determinada potencia, donde se espera que se
relacione dicho procedimiento con el de la multiplicaciéon de numeros complejos. Por tal
motivo, se recomienda orientar la discusion hacia esas conclusiones.

Por otra parte, esta actividad también solicita al estudiante la exploracion del procedimiento
grafico para elevar numeros complejos en su representacion cartesiana, donde se recomienda
hacer hincapi¢ en lo laborioso que resulta realizar dicha operacion cuando la potencia se
incrementa.

Por ultimo, se sugiere institucionalizar los procedimientos algebraicos que se utilizan al elevar
un nimero complejo a determinada potencia, tanto de forma polar como cartesiana.

Uso de los applets

En esta actividad se utilizan dos applets, el primero de ellos permite al estudiante explorar
grafica y numéricamente la operacion Z" (con n = 1,2,3,4,5,6), donde Z es un niimero
complejo y estd representado en su forma polar. El segundo applet tiene el mismo proposito
que el anterior, pero ahora el nimero complejo Z esta representado en su forma cartesiana.

Actividades Complementarias

Algunos aspectos de esta actividad seran considerados en la direccion maple.uson.mx/mapleta
en una tarea posterior.

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
grupal.
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Nombre de la actividad: Operaciones de nimero complejos. Raices.

Tiempo estimado: 1 hora 30 minutos.

Prerrequisitos

46. Representacion polar de numeros complejos.

Contenidos disciplinares

47. Raices de numeros complejos.

Objetivos

General

48.  Relacionar grafica y numéricamente las raices de un nimero complejo representado en
forma polar.

Especificos

49. Explorar graficamente las n-raices de VZ, donde Z es un nimero complejo
representado en forma polar y n = 2,3,4,5,6.

50. Establecer las relaciones que existen entre el modulo y argumento del nimero complejo
con el modulo y argumento de sus n-raices.

Recomendaciones

La actividad solicita al estudiante la exploracion grafica del procedimiento para calcular la raiz
n-ésima de un nimero complejo. Se sugiere hacer énfasis en el numero de raices obtenidas,
vinculando el resultado con la raiz n-ésima. Ademas, discutir los diferentes resultados
obtenidos para obtener un procedimiento general para el calculo de raices de nimeros
complejos.

Uso de los applets
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En esta actividad se utiliza un applet, el cual estd disefiado para que el estudiante visualice,

explore grafica y numéricamente todas las posibles raices del nimero VZ (con n =
1,2,3,4,5,6), donde Z es un numero complejo representado en forma polar.

Actividades Complementarias

Realizar la actividad “Potencias y raices de nimeros complejos” que se encuentra en la
direccion en linea maple.uson.mx/mapleta.

Sugerencia de evaluacion de la actividad

Esta actividad se evaluara con las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes y la discusion
grupal.
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ANEXO 3

Objetos Primarios

En este apartado se muestra una descripcion de las situaciones, lenguajes, procedimientos,
conceptos, propiedades y argumentos que intervienen y emergen de cada una de las actividades.

Actividad 1. Representacidn Grafica de los Numeros Reales
Tipos de Objetos Objetos Primarios

1. Identificar los diferentes sistemas numéricos contenidos en el sistema de
los numeros reales, es decir, los naturales, enteros, racionales e
irracionales.

Situaciones 2. Validar la propiedad de cerradura en los diferentes subconjuntos de los
numeros reales con las operaciones de suma, resta, multiplicacion, divisidon
y raiz cuadrada.

3. Obtener la raiz cuadrada del nimero -1.
4. Grafico
Lenguaje 5. Verbal

6. Numérico
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Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumentos

7. Representar graficamente, en un applet de GeoGebra, algunos nimeros
naturales, enteros, racionales e irracionales.

8. Efectuar operaciones dentro de cada uno de los sistemas numéricos dados
utilizando nliimeros genéricos.

9. Representar graficamente la raiz cuadrada de algunos nimeros enteros
positivos.

10. Uso de la calculadora para intentar obtener la raiz cuadrada de -1.
11.Conjunto de los NUmeros Naturales
12.Conjunto de los Numeros Enteros
13.Conjunto de los Numeros Racionales
14.Conjunto de los Nimeros Irracionales
15.Conjunto de los Nimeros Reales
16.Recta Real

17.Propiedad de Cerradura bajo la suma
18.Propiedad de Cerradura bajo la resta
19.Propiedad de Cerradura bajo el producto
20.Propiedad de Cerradura bajo la divisién

21.Justificaciones de las operaciones de los niUmeros reales.

Actividad 2. Representacion Grafica de la Unidad Imaginaria.

Tipos de Objetos

Situaciones

Lenguaje

Objetos Primarios

22. Identificar el médulo y argumento de los nimeros reales a partir de
su representacion grafica.

23. Identificar las relaciones que existen entre los factores y el producto
de numeros reales, en términos de médulo y argumento.

24, Identificar la solucién gréfica de algunas ecuaciones de segundo grado
de la forma Z% = a, donde a es un nimero real.

25. Establecer la unidad imaginaria.
26.Gréfico
27 Verbal

28.Algebraico
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Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumentos

29.Numérico

30.Expresar el mddulo y argumento de un nimero real, considerando su
representacién como un segmento dirigido.

31.Efectuar la multiplicacién grafica, mediante un applet de GeoGebra, de dos
ndmeros reales.

32.Describir las relaciones graficas y numéricas que existen entre el médulo y
argumento para el producto de numeros reales con el médulo y
argumento de los factores.

33.Representar grafica y numéricamente a los nimeros reales, considerando
su médulo y argumento.

34.Resolver ecuaciones cuadraticas, mediante la exploracion grafica, de la
forma Z? = a, donde a es un ndmero real.

35.Determinar modulo y argumento de la unidad imaginaria considerando
que es solucién de la ecuacion Z% = —1.

36. Representar graficamente a la unidad imaginaria.

37.Recta Real

38.Segmento dirigido

39.Numero Reales

40.Médulo

41.Argumento

42.Ecuacion

43.Unidad imaginaria i

44.El producto de los médulos de los factores es el médulo del producto.

45.La suma de los argumentos de los factores es el médulo del producto.

46.Justificaciones para operar con los nimeros reales.

Actividad 3. Representacién Grafica de NiUmeros Imaginarios.

Tipos de Objetos

Situaciones

Objetos Primarios

47. Identificar a los niUmeros imaginarios a través de su representacion
gréafica y de la solucién de ecuaciones cuadraticas del tipo Z2 = —a?,

donde a es un nimero real.
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Lenguaje

Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumento

48. Justificar la validez de las soluciones complejas no reales de las
ecuaciones.

49.Gréfico
50.Verbal
51.Algebraico
52.Numérico

53.Resolver yjustificar las soluciones de algunas ecuaciones de segundo grado

2 donde a es un numero real, mediante la

exploracién en el software.

de la forma Z? = —a

54. Representar graficamente algunos nidmeros imaginarios.
55.Médulo

56.Argumento

57.Ecuaciones

58.Raiz cuadrada

59.Reticula Polar

60.NUmeros imaginarios

61.Extension de las propiedades de los reales para el producto.

62.Justificaciones de las operaciones de los nimeros reales.

4. Representacion Grafica de los Niumeros Complejos

1. Forma Polar

Tipos de Objetos

Situaciones

Lenguaje

Objetos Primarios

2. Identificar y expresar numéricamente un nimero complejo representado
graficamente en la reticula polar.

3. Representar un nimero complejo en la reticula polar dado su mdédulo y
argumento.

4. Grafico
5. Numérico

6. Algebraico
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7. ldentificar el médulo y argumento de un ndmero complejo a partir de su

representacion grafica.
Procedimientos
8. Graficar en un applet de GeoGebra varias nimeros complejos conociendo

sumodulo y argumento.

9. Numero Complejo

10.Reticula Polar

11.Segmento dirigido

Conceptos

12.Médulo

13.Argumento

14.Numero complejo representado en forma polar

15.Sea Bel argumento de un nimero complejo Z si sucede que:
16. 0° < 0 < 90° entonces Z esta en el primer cuadrante.
17. 90° < 8 < 180° entonces Z esta en el segundo cuadrante.
18. 180° < 8 < 270° entonces Z esta en el tercer cuadrante.

Propiedades

19. 270° < 8 < 0° entonces Z esta en el cuarto cuadrante.

20. 6 = 0°6 6 = 180° entonces Z se encuentra en el eje real a la derecha
6 izquierda del origen, respectivamente.

21. 8 =90°66 = 270° entonces Z se encuentra en el eje imaginario
arriba ¢ abajo del origen, respectivamente.

22.Convencidn matematica para representar a los grados en el plano
complejo a partir de la parte real no negativa del eje real en sentido

Argumentos . . .
contrario a las manecillas del reloj.

23. Forma Cartesiana

Tipos de Objetos Objetos Primarios

24, Identificar las relaciones graficas y numéricas entre la multiplicacion
de un ndmero real por la unidad imaginaria, en términos de su parte real

Situaciones . L.
e imaginaria.

25. Relacionar la suma de nimeros reales con la suma de un nimero real
y un nimero imaginario.
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44,

Lenguaje

Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumentos

Conversiones

Tipos de Objetos

Situaciones

Lenguaje

26. Representar e identificar grafica y numéricamente a los ndmeros
complejos en forma cartesiana.

27.Gréfico
28.Verbal
29.Numérico
30.Algebraico

31.Efectuar la multiplicaciéon de un numero real por la unidad imaginaria,
mediante un applet de GeoGebra.

32.Representar graficamente algunos nimeros imaginarios puros.

33.Realizar, graficamente, la suma de dos nimeros reales y, posteriormente,
la suma de un imaginario puro con un ndmero real.

34.|dentificar la parte real y la parte imaginaria de un nimero complejo
representado graficamente.

35.Representar numérica y algebraicamente un nimero complejo en forma
cartesiana.

36. Realizar el procedimiento inverso, graficando un niumero complejo
dada su parte real y su parte imaginaria.

37.Unidad Imaginaria i

38.NUmeros imaginarios puros

39.Parte Real

40.Parte Imaginaria

41.Forma cartesiana de un nimero complejo
42 .Ley del paralelogramo implicita

43 Justificaciones para la suma de vectores en el plano.

Objetos Primarios

45. Relacionar la representacién polar y la representacion cartesiana de
un numero complejo, identificandolas y realizando conversiones de una a
otra.

46.Grafico
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Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumento

47 Verbal
48.Numérico
49 Algebraico

50.Estimar el valor numérico de la parte real y la parte imaginaria de un
numero complejo, dada su representacién grafica en la reticula polar.

51.Calcular la parte real y la parte imaginaria de un nimero complejo dada su
representacién polar, haciendo uso del teorema de Pitagoras y de algunas
razones trigonométricas.

52.Expresar algebraicamente cémo pasar de la representaciéon polar de un
numero complejo a la representacion cartesiana.

53.Estimar el valor numérico del mdédulo y el argumento de un nimero
complejo, dada su representacion grafica en coordenadas cartesianas.

54.Calcular el médulo y el argumento de un ndmero complejo dada su
representacion cartesiana, haciendo uso de algunas razones
trigonométricas.

55. Expresar algebraicamente como pasar de la representacion cartesiana
de un nimero complejo a la representacion polar.

56.Mdédulo

57.Argumento

58.Parte real

59.Parte imaginaria
60.Funciones trigonométricas
61.Representacion polar
62.Representacion cartesiana

63.Sea Z = r(Cis@ (nimero complejo representado en forma polar) donde r es
el modulo y 0 el argumento de Z, y sea Z = a + bi (nimero complejo
representado en forma cartesiana) donde a es la parte real y b la parte
imaginaria de Z, entonces:

Sia>0yb > 0entonces § = tan‘lg
Sia<0yb > 0entonces § = 180° — tan™!

64. r=va®+b%20=

Sia<0yb < 0entonces 8 = 180° + tan™!

QITa el

(Sia>0yb < 0entonces & = 360° — tan™*
65. a =rcos(0)y b =rsen(0).

66.Reglas de Trigonometria y Teorema de Pitagoras
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5a. Suma

Tipos de Objetos

Situaciones

Lenguaje

Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumentos

5b. Resta

Objetos Primarios

67.ldentificar las caracteristicas y/o relaciones para la suma de nimeros
complejos de manera grafica, numérica y algebraica, en términos de su
parte real y su parte imaginria.

68.Establecer la propiedad de conmutatividad de la suma.
69.Justificar la ley del paralelogramo.

70.Gréfico

71.Verbal

72.Numérico

73.Algebraico

74.Describir el procedimiento grafico para la suma de dos numeros
complejos, a partir de su visualizacién en el software.

75.Sumar nimeros complejos considerando parte real y parte imaginaria

76.Expresar algebraicamente el procedimiento para la suma de numero
complejos.

77.Explorar en un applet de GeoGebra la conmutatividad de la suma para
numeros complejos.

78.Suma de nimeros complejos
79.Parte Real
80.Parte Imaginaria

81.Sea Z; = a+ biy Z, = c + di nimeros complejos entonces Z; + Z, =
(a+c)+ (b+ d)i. Es decir, la suma entre la parte real del primer y
segundo sumando nos dara la parte real de la suma y, similarmente, la
suma entre la parte imaginaria del primer y segundo sumando nos dara la
parte imaginaria de la suma.

82.Conmutatividad de la suma para nimeros complejos

83.Justificaciéon del procedimiento para la suma de nimeros complejos a
partir de una extensién de las propiedades para sumar con nimeros reales.

84.Justificar el por qué la suma de nimeros complejos cumple con la ley del
paralelogramo.
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Tipos de Objetos

Situaciones

Lenguaje

Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumentos

5¢. Producto

Objetos Primarios

85.ldentificar las caracteristicas y/o relaciones para la resta de numeros
complejos de manera grafica, numérica y algebraica, considerando su
parte real e imaginaria.

86.Establecer la no conmutatividad de la resta.
87.Establecer la relacién del inverso aditivo.
88.Grafico

89.Verbal

90.Numérico

91.Algebraico

92.Describir el procedimiento grafico para la resta de dos nimeros complejos,
a partir de su visualizacién en el software.

93.Restar numeros complejos considerando parte real y parte imaginaria.

94.Expresar algebraicamente el procedimiento para la resta de nimeros
complejos.

95.Explorar en un applet de GeoGebra la no conmutatividad de la resta y la
propiedad del inverso aditivo.

96.Resta de niumeros complejos
97.Parte Real

98.Parte Imaginaria

99.Inverso aditivo

100. Sea Z; =a+biy Z, = c+di nimeros complejos entonces Z; —
Z,=(a—c)+(b—d)i. Es decir, la resta entre la parte real del
minuendo y la parte real del sustraendo nos dard la parte real de la resta
y, similarmente, la resta entre la parte imaginaria del minuendo y la parte
imaginaria del sustraendo nos dard la parte imaginaria de la resta.

101. Justificacidn del procedimiento para la resta de nUmeros complejos a
partir de una extension de las propiedades para restar con nimeros reales.
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Tipo de Objetos

Situaciones

Lenguaje

Procedimientos

Conceptos

Objetos Primarios

102. Identificar las caracteristicas y/o relaciones para la multiplicacién de
nuimeros complejos en su representacidn polar y cartesiana de manera
grafica y numérica.

103. Establecer el procedimiento algebraico para la multiplicacion de
numeros complejos.

104. Establecer y justificar la propiedad de conmutatividad para el
producto.

105.  Gréfico
106. Verbal
107. Numérico
108. Algebraico

109. Realizar y describir la multiplicacion gréfica y numérica de distintos
pares de nUmeros complejos representados en forma polar, con ayuda del
software.

110. Explorar grafica y numéricamente las relaciones que existen con el
producto de nimeros complejos, en términos de moédulo y argumento.

111. Explorar la propiedad conmutativa para el producto de numeros
complejos.

112.  Visualizar gréficamente y expresar algebraicamente la multiplicacién
de dos complejos en forma cartesiana para los siguientes casos:

113.  Un numero real positivo con un nimero complejo arbitrario.
114.  Un numero real negativo con un niimero complejo arbitrario.
115.  Un numero imaginario puro con un nimero complejo arbitrario.
116.  Dos nimeros complejos arbitrarios.

117.  Establecer las relaciones pertinentes para cada uno de los cuatro
casos anteriores en términos de sus partes real e imaginaria.

118. Producto de Numeros Complejos
119. Mddulo

120. Argumento

121.  Parte Real

122.  Parte Imaginaria
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Propiedades

Argumentos

5d. Conjugados

Tipos de Objetos

Situaciones

Lenguaje

123. Numero real negativo
124. Numero real positivo
125. Numero imaginario puro
126. Semejanza de triangulos.

127. Sea Z; =rCis(6,) y Z,=rm,Cis(6,) , entonces Z,'Z,=
11, Cis(6, + 65).

128. Sea Zy=a+biy Z,=c+di, entonces Z;-Z, = (ac — bd) +
(ad + bo)i.

129. Conmutatividad

130. Justificacion del procedimiento para el producto de nidmeros
complejos a partir de una extension de las propiedades para multiplicar
ndmeros reales.

Objetos Primarios

131. Identificar grafica y/o numéricamente el conjugado de un nimero
complejo representado en forma polar y cartesiana. Ademas, conjeturar
gue es Unico.

132. Establecer la relacién que existe entre un nimero complejo y su
conjugado en las diferentes representaciones abordadas.

133. Investigar la definicion de nidmero complejo conjugado y sus
propiedades.

134.  Gréfico
135.  Verbal
136. Numérico
137.  Algebraico

138. Explorar gréficamente y encontrar un numero complejo que
multiplicado por otro ya dado y representados en forma polar, de como
producto un nimero real positivo.
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Procedimientos

139.  Restringir las condiciones del punto anterior considerando que el
numero buscado deberd tener el mismo médulo que el nimero complejo
dado.

140. Ubicar graficamente y anotar numéricamente el conjugado de
distintos nimeros complejos representados en forma polar.

141. Explorar gréficamente y encontrar un numero complejo que
multiplicado por otro ya dado y representados en forma polar, de como
producto un numero real positivo (con la consideracion de que el nimero
encontrado debera tener el mismo médulo que el complejo dado).

142. Establecer, mediante la exploracion en el software, la relacion que
existe entre las partes real e imaginaria de un nimero complejo con su
conjugado.

143. Investigar y comparar la definicion de un nimero complejo conjugado
con las caracteristicas que emergieron de esta actividad.

144. Investigar propiedades de los numeros complejos conjugados y
resaltar su importancia.

145.  Producto de numeros complejos

146. Numero real positivo

147. Mdédulo
Conceptos 148. Argumento
149. Partereal
150. Parte imaginaria
151. Numero complejo conjugado
152. Sea Z; = rCis(6;) entonces su conjugado serd Z, = rCis(360° —
. 61).
Propiedades
153. SeaZ; = a + bi, entonces su conjugado serd Z, = a — bi.
154. Reglas de la multiplicaciéon para nimeros complejos representados en
forma polar.
Argumentos
155. Reglas de la multiplicacién para nimeros complejos representados en
forma cartesiana.
5e. Divisién
Tipos de Objetos Objetos Primarios
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Situaciones

Lenguaje

Procedimientos

156. Identificar las caracteristicas y/o relaciones graficas y
numéricas de la division de nimeros complejos en forma
polar.

157. Establecer la no conmutatividad de la division.

158. Identificar las caracteristicas y relaciones graficas y
numeéricas de la divisién de nimeros complejos en forma
cartesiana, considerando el objeto matematico numero
complejo conjugado.

159.  Expresar algebraicamente la division de dos numeros
complejos arbitrarios.

160. Gréfico
161. Verbal
162.  Numérico
163. Algebraico

164. Realizar y describir la division grafica y numérica de
distintos pares de numeros complejos representados en
forma polar, con ayuda del software.

165.  Establecer las relaciones siguientes:

166.  La division entre el médulo del dividendo y el médulo
del divisor es el médulo del cociente.

167. La resta entre el argumento del dividendo y el
argumento del divisor es el argumento del cociente.

168. Verificar las relaciones anteriores con ayuda del
software y comparando entre los demas compafieros.

169. Establecer la no conmutatividad de la division, al mismo
tiempo que surge implicita o explicitamente la propiedad del
inverso multiplicativo.

170. Visualizar graficamente y expresar algebraicamente la
division de dos complejos representados en forma
cartesiana para los siguientes casos:

171.  Eldividendo arbitrario y el divisor un real positivo.
172.  Eldividendo arbitrario y el divisor un real negativo.
173.  Eldividendo arbitrario y el divisor un imaginario puro.

174.  Dos numeros complejos arbitrarios (utilizar la definicién
de nimero complejo conjugado).
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Conceptos

Propiedades

Argumentos

5f. Potencias

Tipos de Objetos

Situaciones

Lenguaje

175. Establecer las relaciones pertinentes para cada uno de
los cuatro casos anteriores en términos de sus partes real e
imaginaria.

176. Mddulo

177. Argumento

178. Parte real

179. Parte imaginaria

180. Numero real positivo

181. Numero real negativo

182. Numero imaginario puro

183. Numero complejo conjugado

184. Sea Z; =nCis(6,) y Z, =n,Cis(6,) , entonces
Zl/Z2 = 1L Cis(6; — 6,).

185. Sea Zi=a+bi , Zy=c+di y Zz=c—di
_Z1'Z3

(conjugado de Z, ), entonces Zl/ZZ—Z.Z =
2 43

(ac+ )+(bc—-ad)i
c?+d?

186. Lasreglas de la multiplicacién para nimeros complejos.

187. Propiedades de los complejos conjugados.

Objetos Primarios

188. Identificar las caracteristicas y/o relaciones graficas y
numéricas para elevar un nimero complejo a determinada
potencia, representado en forma polar y cartesiana.

189. Extender las propiedades de la multiplicacién de
numeros complejos hacia potencias de nimeros complejos.

190. Grafico
191. Verbal
192. Numérico

193. Algebraico
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Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumentos

5g. Raices

Tipos de Objetos

194. Visualizar Z™ para distintos valores de Z, donde Z es un
nimero complejo representado en forma polar y n =
2,3,4,5,6.

195. Establecer las relaciones correspondientes entre el
mddulo y argumento de Z con el mddulo y argumento de
Z™, donde Z es un nimero complejoy n = 2,3,4,5,6.

196. Elaborar una conclusién sobre el procedimiento general
para elevar un nimero complejo a determinada potencia en
términos de su médulo y argumento.

197.  Visualizar Z™ para distintos valores de Z, donde Z es un
numero complejo representado en forma cartesiana yn =
2,3,4,5,6.

198. Utilizar, de manera explicita o implicita, el teorema del
binomio para elevar un nimero complejo representado en
forma cartesiana a determinada potencia.

199. Decidir el procedimiento mds practico para elevar un
nuimero complejo a determinada potencia.

200. Potencias de nimeros complejos

201. Mddulo

202. Argumento

203. Partereal

204. Parte imaginaria

205. Teorema del Binomio

206. SeaZ = rCis(6), entonces Z™ = r"Cis(nf).

207. Sea Z=a+bi , entonces Z"=(a+bi)"=

n n! n—k.k
Zk:ok!(n—k)lx Yo

208. Extension de las propiedades para la multiplicacién de
ndmeros complejos.

209. Uso del Teorema del binomio.

Objetos Primarios
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Situaciones

Lenguaje

Procedimientos

Conceptos

Propiedades

Argumentos

210. Relacionar grafica y numéricamente las raices de un
nuimero complejo representado en forma polar.

211.  Grafico

212.  Verbal

213.  Numérico

214. Algebraico

215.  Obtener la raiz cuadrada de un nimero complejo.

216. Describir las relaciones entre el nimero complejo y sus
raices, en términos de médulo y argumento, al calcular su
raiz cuadrada.

217. Obtener la raiz cuadrada para varios numeros
complejos.

218. Repetir el procedimiento anterior para la raiz cubica,
cuarta, quinta y sexta de un numero complejo.

219. Mddulo

220. Argumento
221. Partereal

222.  Parte imaginaria

223. Férmula de De Moivre

224. Sea Z = rCis(0), entonces VZ = rt/m [cos (m%) +

. 6+2k ,
i sen ( +n 7r)], donde k es un nimero entero que va desde
0 hastan—1.

225. Lasreglas de la multiplicacién para nimeros complejos.
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