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1 Introduccion

En general, muchos de los sistemas de reaccidon-difusién se presentan fendmenos que
evolucionan en diferentes escalas espacio-temporales. Las diferentes escalas temporales se deben
a las variadas tasas de reaccién de ciertos elementos involucrados en el proceso. Las escalas
espaciales son simple consecuencia del fendmeno temporal.

Un problema muy importante al que se enfrentan los investigadores de laboratorio, es el de poder
realizar experimentos in vitro. Dependiendo del tipo de experimento, se debe de tener un control
estricto en cuestiones de temperatura, luz, humedad, etcétera, que hace muchas veces que un
fendmeno sea a veces irrepetible. Otra opcidn que se plantea para estudiar ciertos fendmenos es
el uso de modelos matematicos. En dichos modelos es posible ajustar pardmetros de forma
apropiada y reproducir experimentos in vitro o bien plantear nuevos fendmenos que sean de
dificil realizacién en un laboratorio. Es por ello que los modelos matematicos son de gran utilidad.

Una forma tradicional que se ha utilizado para modelar fendmenos que varian con el tiempo son
las ecuaciones diferenciales ordinarias. Cuando se requiere estudiar fendmenos que varian tanto
en el tiempo como el espacio, una de las herramientas mas comunmente usadas son las
ecuaciones diferenciales parciales.

Una desventaja de realizar modelacidon con ecuaciones diferenciales es que en general no es
posible encontrar soluciones mediante métodos analiticos. Una forma en que se ha logrado darle
importancia a la modelaciéon con ecuaciones diferenciales es que es posible estudiarlas utilizando
métodos numéricos.

La solucidn numérica de las ecuaciones diferenciales ha servido para poder comprender mejor
comportamientos fisicos que, sin los modelos se hubiesen obtenido.

Una pregunta importante surge en este punto. ¢Es posible que al encontrar un nuevo fenémeno
fisico con un modelo matematico resuelto numéricamente, sea en verdad un fenédmeno fisico o
solo una respuesta errénea del modelo matematico? Mds aun, suponiendo que el modelo
matematico planteado es correcto, ¢Es posible que el fendmeno observado no sea un error debido
al método numérico?

En la actualidad se conocen muchos software para la solucidon de ecuaciones diferenciales
parciales. Sin embargo, hay ecuaciones que todavia no se pueden resolver de forma precisa con
métodos tradicionales en un tiempo razonable.

Uno de los principales problemas es el caso de aproximar las derivadas de las soluciones que
tienen varias escalas espaciales. El problema radica en que si se usa un esquema tradicional de
diferencia finita de malla equiespaciada para soluciones de multiples escalas, se enfrenta al
siguiente dilema: Si se usan pocos puntos para la discretizacion del medio, entonces no se
capturan en la totalidad los fendmenos que varian en escalas rapidas y por tanto hay una gran



posibilidad de tener errores numéricos. Por otro lado si se usa una malla fina de tal forma que se
capturen los fendmenos que varian rapido, entonces aunque la solucién numérica obtenida
pudiese ser aceptable, tardaria demasiado tiempo para solucionar el problema, aunado a que en
las regiones donde los cambios son mas lentos, no se requiere un mallado tan fino para obtener
soluciones apropiadas.

Es por ello que en esta tesis presentamos una forma de derivar funciones que consideren mallas
no uniformes. Se utiliza primeramente un método de derivacién utilizando polinomios de
Chebyshev para su solucidon. El esquema se mejora utilizando el enfoque de multidominio y se
concluye con un sistema donde para cada subdominio se hace una correccion, dependiendo de los
cambios que tuvo la solucidn en esa posicion en el espacio.

Para lograr nuestros objetivos, esta tesis esta desglosada de la siguiente manera:

Primeramente se describe el sistema quimico que motiva nuestro estudio. En esta seccién se
platica a detalle el modelo del Oregonador. Se hace un estudio para entender las dindmicas del
problema. Ya que se entendid, se procede a plantear el sistema de reaccion difusién
correspondiente y se presentan algunas soluciones que son las que estudiaremos en esta tesis.
Después, nos enfocamos a presentar los esquemas numéricos para derivar funciones con
multiples escalas en el espacio. Esto se hard en cuatro pasos. Inicialmente consideramos la
derivacion usual utilizando el esquema de diferencias finitas (Esta derivada estara dada por el
operador Dy primer derivada 6 D3, segunda derivada). Se continta con el uso de polinomios de
Chebyshev. Esto nos da el operador de derivada de Chebyshev monodominio denotado por Dy, 6
DZ,; primer y segunda derivada respectivamente. A continuacién se describe el método de
multidominio el cual es una generalizaciéon del método anterior. Aqui se obtendrd un segundo
operador de derivada de Chebyshev multidominio, el cual denotaremos por D¢yp 6 Déyp, primer
y segunda derivada respectivamente. Finalmente construiremos el ultimo operador, el cual
denotamos por Dcyyp 0 D(?ZMD, primer y segunda derivada respectivamente, los cuales son una
correccién de los operadores Deyp ¥ Déyp- Estos nuevos operadores, los cuales no se han
reportado en la literatura, consideraran los cambios bruscos en la solucién y en base a ello,
realizaran una derivacion especial en las regiones de interés. Concluimos esta tesis con diferentes
pruebas para mostrar la utilidad del nuevo método.

1.1 Modelacién matematica de reacciones quimicas

Uno de los primeros trabajos realizados para entender la formacién de patrones en animales, fue
propuesto por Alan Turing en la década de 1950. El mecanismo de Turing [15] representa la
competencia entre la activacién de un compuesto X y la inhibicion de un compuesto Y. Este
proceso es espontaneo y se muestra que bajo ciertas perturbaciones en las concentraciones de los
compuestos, el estado final en dicha reaccion no es el estado de equilibrio de tener
concentraciones homogéneas en todo el espacio, sino mas bien, se observa que el estado final
manifiesta patrones con diferentes coloraciones, en un fendmeno conocido como morfogénesis
(Figura 1.1).



El principio matematico de Turing llamado Reaccion-Difusidon, mostrd que estos dos componentes
podian organizarse en forma espontdnea en manchas o rayas. Su atencién se concentré en los
morfégenos, moléculas que controlan la forma y estructura de los organismos durante su
desarrollo. La base de Turing es sobre dos componentes los cuales pueden dispersarse en el
espacio. Estos podrian ser ondas de arena en dunas o dos quimicos moviéndose a través de una
sustancia pegajosa que mantiene las células de un embrién en desarrollo unidas. La clave esta en
gue los dos componentes se dispersan a velocidades diferentes. Uno de los componentes puede
auto-activarse, o sea hacer réplicas de si mismo. Este activador produce un segundo componente
o inhibidor que desactiva al activador, por lo que es importante que el inhibidor se mueva mas
rapido que el activador a través del espacio y asi se controla la accion del activador quedando
como evidencia una franja o linea. Turing afirmd que los patrones pueden presentarse como
resultado de inestabilidades en la difusién de productos quimicos morfo genética en las pieles de
animales durante la etapa embrionaria del desarrollo. La ecuacion de Turing tiene la forma
general dada por

d
a—izF(c)+ DVZc, (1.0)

En donde c es el vector de concentraciones del morfogeno, donde F(c) es la funcién del vector y
D es una matriz diagonal. Segun Turing siD = 0y c va a la solucién del estado estacionario de
F(c), entonces bajo ciertas circunstancias la introducciéon de D # 0 puede crear las variaciones

espaciales que producen patrones [3].




FIGURA 1.1. Imdgenes de los patrones de Turing espacio temporales. Las transiciones entre los colores azul y amarillo
en la concentracion de morfogeno ocurren en una escala espacial rapida.

En este contexto, pasamos a comentar a cerca de reacciones que fueron de gran importancia
dentro de la formacién de patrones, las cuales son las reacciones oscilantes y las reacciones
naturaleza excitable.

Uno de los pioneros en el estudio de reacciones oscilantes fue Davy Humphry en los afios 1800,
estudio las llamadas llamas frias, llamadas asi por tener temperaturas (200-400 menores a las
llamas normales.

La reaccién de oxidacién del acetaldehido es el ejemplo mas estudiado realizado entre 450-650 °K
y de 40-200 mmHg. En esta reaccién se acoplan dos procesos, el intercambio entre la
concentracion del combustible y la temperatura del medio de reaccién. La concentracion del
combustible (acetaldehido) puede fluctuar dependiendo de la reaccidn, por su parte la temperatura
(T°) afecta la velocidad de reaccidn, esta dependencia es del tipo Arrhenius:

_Ea
K; = Ae Rt (2.2)

Un modelo de este comportamiento, se tiene con la reaccion de Wong y Mou, la cual puede
aplicar a la oscilacion de la reaccién BZ:

A(ky) = x

B + x(k,) = 2x

x(k3) = 51

x(ky) = 52

A+ x(ks) - 2x

Que da origen al sistema de ecuaciones diferenciales acoplados siguiente:
da

i —kya — ksax
= = kya + kybt — kyx — kyx — ksax

€55 = qukia + Gokobx — qskax — qakax + gsksax — x(T — T,)
En donde:
k; Son las constantes de velocidad afectadas por la temperatura segun ecuacion 1.1
a, x; Representan concentraciones
q; Es la entalpia molar de reaccién
C Es la capacidad calorifica efectiva
X Es el coeficiente de transferencia de calor y Ta es la temperatura a la cual se trabaja.
Para tener la ecuacion explicita, cada valor de k; se remplaza por expresiones tipo Arrhenius.

1.2 Breve historia de la Reaccion de Belousov-Zhabotinskii.

Belousov nacié en Moscu Rusia en 1893. En 1908 sus padres lo llevaron a Zurich Alemania, donde
estudidé en la Universidad técnica de Zurich. En 1916 Belousov regresé a Moscu y su primer
trabajo fue en el Laboratorio Quimico de Metalografia, y en 1919 fue profesor de Quimica en la
Universidad popular de Moscu y a principios de los afios veinte trabajé para la alta escuela de



Quimica militar de la armada roja, donde para 1935 ya trabajaba para el gobierno de la URSS en el
instituto de saneamiento y quimica, y aqui fue donde inicio en el area de investigacién. Como
investigador escribio reportes como:

Defectos del Gas mostaza y lewisita, Dosificados en micro-cantidades de cloro entre otros. A
principios de los afios 1960s, Belousov se movio a la ciudad de Puschino en la provincia de Moscu.
Al inicio de los afios 1950s, el problema de la proteccién contra la radiacién era un problema
mayor para el Instituto donde laboraba Belousov, y lo asignaron como jefe del proyecto solucidn
por posible guerra nuclear, en respuesta de esos tiempos propuso el chitosan (proviene de
crustdceos) como protector de radiacién.

FIGURA 1.2. Imagen de la reaccion BZ para un tiempo fijo. Las ondas representan transiciones abruptas en el espacio
de la concentracion de alguno de los reactivos en la reaccion (Tomado de www.iesjorgemanrique.com).

Cuando Boris P. Belousov, director del Instituto de Biofisica de la Unidn Soviética, envié un articulo
en 1951 a un prestigioso diario cientifico en el que afirmaba que habia encontrado una reaccién
guimica oscilante, se encontré con un rechazo de dos revistas quimicas cientificas (Zhurnal
obshchey khimii [La revista de quimica general] y kinetika i kataliz [Cinetica y catalisis]) ambas con
un alto prestigio en su area.

Belousov habia estado intentando crear un modelo de ciclo de Krebs cuando, accidentalmente,
observd que una disolucion de acido citrico, bromato (BrOs3) y una sal de Cerio (Ce) oscilaba
periédicamente entre amarillo e incoloro. Sin embargo, debido a la reaccion entre la comunidad
quimica en aceptar la mera posibilidad tedrica de los osciladores quimicos, el trabajo no se pudo
publicar hasta afios después y solo en los resimenes de una obscura conferencia médica. Aquel
“incidente” acabd con la carrera de Belousov. Afortunadamente la muestra fue recogida afios
después por otro biofisico, Anatol M. Zhabotinsky, actualmente en la Universidad de Brondeis (EE
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UU). Zhabotinsky refirio la reaccion, remplazando el acido citrico por maldnico y descubriendo que
cuando una fina capa homogénea de los reactivos se deja evolucionar sin intervencion posterior,
aparecen fascinantes patrones geométricos como circulos concéntricos y espirales de Arquimedes
gue se propagan por el medio. Por lo tanto, la reaccion oscila tanto en el tiempo como en el
espacio, por lo que es un oscilador espaciotemporal. Zhabotinsky también se encontrd con la
resistencia de los editores que usaban el argumento de la imposibilidad termodinamica, pero un
conocimiento mas extendido de la termodindmica del no-equilibrio permitié que Zhabotinsky
consiguiese publicar finalmente varios articulos sobre la que hoy se conoce como reaccion de
Belousov - Zhabotinsky o, simplemente, reaccién BZ. Las pruebas estaban ahi: las reacciones
guimicas podian oscilar, y hacerlo periédicamente.

La reaccion BZ se quedaria en una mera curiosidad si no se pudiese descifrar lo que ocurre en
realidad. Y una descripcidn no es satisfactoria, si no puede expresarse en el lenguaje de la ciencia:
Las matematicas. A principios de los afios 1970s del siglo pasado Richard Noyes, Richard Field y
Endre Koros, los tres en la Universidad de Oregon (EE UU), propusieron un mecanismo en 18
reacciones quimicas y 21 especies quimicas diferentes, un espectacular sistema de ecuaciones
diferenciales para describir las velocidades de reaccién de las distintas ecuaciones. El sistema era
complicado y los autores lograron simplificar el mecanismo, llamado “Oregonador”, para poder
explicarlo. A pesar de su relativa simplicidad, el Oregonador es capaz de capturar el
comportamiento “cualitativo” de la reaccidn BZ. El Oregonador reduce las reacciones de 18 a 5.
Aparecen a continuacién junto a las velocidades de reaccion asociadas y las constantes (k) cuyas
unidades son moles por segundo (M~1s71).

Br03 + Br~ + H,0 - HBrO, + HOBr/ /v, = k{[Br0Os][Br~],k; = 1.28

HBr0, + Br~ - 2HBr//v, = k,[HBr0,][Br~],k, = 2.4x10°

Br03 + HBr0, -» 2HBr0, + 2Ce**//v; = k3[BrO3][HBr0,], ks = 33.6
2HBr0, - BrO3 + HOBr/ /v, = k4[HBr0,]? k4 = 3x103

B + Ce* > (%) FBr=//vs = k.[Bl[Ce* ] ks = 1

Donde B representa todas las especies organicas oxidables presentes y f es un factor
estequiometrico que recoge la quimica orgdnica presente. Donde los corchetes representan la
concentracién (en una unidad apropiada, habitualmente moles por litro) de dicha especie. Las k;
son simplemente constantes de reaccién que dependen de la temperatura y deben determinarse
experimentalmente con objeto de facilitar la lectura, A representa la concentracion de BrO3 , P a
lade HOBr, X aladel HBr0,,Y aladel Br~ y Z aladel Ce**.

dX
= = kiAY — koXY + ks AX = 2k, X?

dy f
= = ~hiAY = kXY + S kBZ



dz
— = 2ksAX — kcBZ

Este sistema de ecuaciones diferenciales, se resuelve por métodos numéricos. Cuando
A=006M, B=002ZMyf =1, se puede observar efectivamente un comportamiento
oscilatorio [4].

1.3 El Oregonador

Un andlisis cinético cuantitativo de las oscilaciones se llevo a cabo por Field y Noyes (1974) [4],
usando una version simplificada del mecanismo FKN. Ellos identificaron las reacciones importantes
como [R3], [R2], [R5]+2[R6], [R4], y [R9] + [R10], las cuales se escriben esquematicamente como

A+U->U+P ky = KR3[H*]? = 2M~1s71
U+W - 2P k, = kR2[H*] = 3x10°M~1s71
A+U->20+2V k; = kR5[H*] = 40M 1571
20 ->A+P k = KR4 = 3000M~1s~1
B+V ->hW+Q ks = 0.6M~1s™1 h = 0.5,donde

A = Br03;,B = MA+ BrMA,P = HOBr,Q = C0O,,U = HBr0,,W = Br~,V = Me®+D+,

Las constantes de velocidades se estiman de los valores dados por Field y Forsterling (1986), con
[H]=1M

Usando la ley de acciéon de masas, podemos convertir este mecanismo simplificado (Oregonador)
en tres ecuaciones diferenciales ordinarias (T=tiempo):

du ,
— = kAW — koUW + kg AU = 2k,U

dw
— = —ki AW — k;UW + hksBV

dv
7 = 2K3AU — ksBV

Es conveniente convertir estas ecuaciones en forma adimensional para reducir constantes.
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du

Ea=qw—uw+u(1—u)
€= —qw —uw + fv
dv
U
Donde
u= (%A) Uw= (Z—jA) W,v = ((’Z;‘zZB) vt = (kiSB) T, e= (";—f)A = 0.008,€'= (%) =

('fl)A = 0.00002,q = (Zkilk?

3

)=00001,f=2n=1

Los pardametros han sido estimados bajo tipicas condiciones A = [BRO3]=0.06yB =
[acidos organicos | = 0.03M.

Tyson (1979) sefialé que, por ser € muy pequefio (proximo a cero), podemos reemplazar la

., . . ., . fv .
ecuacién diferencial para y por la relacion algebraicaw = wra’ guedando solo dos ecuaciones
diferenciales ordinarias.

eX =yl -u) - frl (1.2)

dt u+q

dv

—=u-—-". (2.3)
dt

Hay tres planos de fases tipicas para [1.2] y [1.3] dependiendo del valor de f. Para f < 0.5, la
reaccion se encuentra en un estado de equilibrio estable con el procedimiento B dominante, y
para f > 2.4, el equilibrio estable se obtiene con procedimiento A dominante. Las oscilaciones
son evidentes solo cuando 0.5 < f < 2.414.

En la figura 1.3, se muestran algunas de las soluciones del sistema (1.2) y (1.3) para diferentes
valores de f. En la ultima figura, se puede observar la naturaleza de las soluciones de éste sistema
quimico. En la variable u (en azul), es clara la alternancia entre cambios bruscos y cambios lentos.
Este es un ejemplo clasico donde una funcién cambia en dos escalas de tiempo [4].

Sistemas homogéneos

Supongamos un medio activo, el cual se contiene dos situaciones como el acoplamiento de las
distintas regiones y/o elementos del sistema. Se considera que el sistema estd homogenizado, o
sea que la interaccidn entre las distintas partes es la misma e independiente de la distancia que las
separa. Esto puede ser modelado por un sistema dindmico de dimension espacial cero, esto es, su
dindmica quedaria representada por solo uno de sus elementos. También podemos considerar un
medio activo donde la interaccidon entre elementos es nula, por lo que la dindmica global se
reduciria a la suma individual de cada elemento. [14]
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Grafica Oregonador para f=5.4 con sistema de ecuaciones Field-Noyes

02 T T T T T T T T ! ! Grafica Oregonador para f=5.4 con sistema de ecuaciones de Field-Noyes
I]4 T T T T T T T T T
0har ] 2 Q

g3 :
> >
[ =
° E
5 8
9 <02 b
g s
‘g kel

c
g :
8 g 0l f
¢] I

Q

2 K

o

O D,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
| 0 1 7 3 4 5 B 7 8 3 0

Tiempo (Segundos)

Bl ! ! ! !
A5 0 00 of 06 02 025 03 035 04 D4

Concentracion de u

Figura 1.3. Soluciones del sistema de ecuaciones (1.2) y (1.3). (Izquierda) Solucion en el espacio fase (u vs v). Las curvas
verde y roja son las ceroclinas del sistema, y la curva azul es la solucion del sistema que a diferencia de la figura 1.4, no
es periodica. (Derecha) Grafica de la solucion del mismo sistema de ecuaciones pero con respecto al tiempo. Se observa
un cambio bruzco de u entre 0y 1 segundos, asi como e cambio menos bruzco de v tambien entre 0 y 1 segundos.
Como a los tres segundos se observa estabilidad de ambas concentraciones. En esta grafica, f = 5.4.
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Figura 1. 4. Soluciones del sistema de ecuaciones (1.2) y (1.3). (Izquierda) Solucion en el espacio fase (u vs v). Las curvas
verde y roja son las ceroclinas del sistema, y la curva azul es la solucidn del sistema. Observe que la solucidn es una
Orbita periodica. (Derecha) Grdfica de la misma solucion pero respecto al tiempo. Observe los cambios bruscos de la
solucion. En esta grdfica, f = 0.6.

Los componentes que contiene el medio activo no siempre es facil su caracterizacion, y en muchas
ocasiones es posible describirlos con un sistema dinamico determinista, esto es usando ecuaciones
diferenciales. Asi se caracteriza su estado con un conjunto de variables dependientes del tiempo
¢ = (cq,€3,---,Cy) Y sudinamica mediante un sistema integrado de ecuaciones diferenciales:

dc

EZ f(C,p)

11|



Donde la funcion f, que representa la dinamica, depende de los parametros p = (p1,P2,---,Pm)-
Ejemplo, en este caso que es reaccidon quimica, f representara la cinética de la reaccién. Dicha
reaccidon poseera términos no lineales y en ocasiones su dimensidn sera mayor, lo que complicara
su comportamientos (Verhulst, 1996).

1.4 Difusion

Es el movimiento de moléculas o atomos de una concentracion mas alta a una de menor
concentracion, esto implica que el gradiente (diferencia entre concentraciones) disminuya hasta
gue sea cero o llegar al equilibrio de dichas concentraciones, quedando las moléculas distribuidas
equitativamente, esto puede suceder en la combinacion de dos o mds substancias en los tres
estados de la materia.

Leyes de Fick de la difusidon: Cuando un sistema presenta una diferencia en el numero de
moléculas por unidad de volumen (concentracién) por dentro y por fuera de un sistema
delimitado por una membrana, se establece una concentracién que expresada en forma
diferencial, es proporcional a la diferencia en concentraciones entre ambos medios e
inversamente proporcional al espesor de la membrana:

. ac
Gradiente = —
ox

En caso que la membrana sea permeable a las moléculas desiguales distribuidas. La densidad de
moléculas en este flujo (/) depende del gradiente de concentracién y de la facilidad con que las
moléculas atraviesan la membrana (D). El signo negativo indica la direccién del flujo (de mayor a
menor concentracion)

J = —D% Primera ley de Fick.
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Flujo de materia ———> Superficie Circular (S)

]ﬁ

y

Figura 1.5. Grdfica para comprender el concepto de difusion. La concentracion de c varia con la posicion a lo largo del
eje x; el flujo de particulas atraviesa una superficie perpendicular a la direccion del flujo.

La concentracion varia con la posicidon a lo largo del eje x, el flujo de particulas atraviesa una
superficie perpendicular a la direccion del flujo [10].

Las particulas del soluto se van acumulando conforme pasa el tiempo en el elemento de volumen
S dx y es equivalente a la diferencia entre flujo entrante (JS) y el flujo saliente (J'S), esto es

_re =9
JS=]'S = adex
La acumulacién de particulas por unidad de tiempo es:
ac
Igualando ambas ecuaciones y sustituyendo J de la primer Ley de Fick, tenemos:

aJ _ ac
anx = Sdx py

ac
ox at

a*’¢c _10cC .

== Segunda ley de Fick.

Dando finalmente

ac _ . d%*C
at = ox?
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la cual se conoce como ecuacién de difusion.

En el caso de un gas A difundiéndose en un sélido B. A medida que el tiempo progresa, la
concentracion de atomos de soluto en cualesquier punto del sélido en la direccidn x, aumenta. Si
la difusividad del gas Aen el sélido B es independiente de la posicidn, entonces la segunda ley de
Fick tiene como solucion:

Cs—Cy x
== =erf (—
Cs—Co (zx/m)
Donde;

¢ = Concentracidn superficial del elemento en el gas que difunde hasta adentro de la superficie.
Co = Concentracion inicial uniforme del elemento en el sélido.

C, = Concentracién del elemento a la distancia x de la superficie en tiempo t.

x = Distancia desde la superficie.

D = Coeficiente de difusion.

t = Tiempo.

La funcién error o funcién de Gauss (erf (z)) es una funcién matematica que se representa con:
_ 2 rz _42
erf(z) = ﬁfo e tdt.

Tabla de valores de x y erf (z) obtenidos de la funcién de error de Gauss

z erf (z) z erf (z)
0.000 0.0000 0.800 0.7421
0.025 0.0282 0.850 0.7707
0.050 0.0564 0.900 0.7969
0.075 0.0845 0.950 0.8209
0.100 0.1125 1.000 0.8427
0.150 0.1680 1.100 0.8802
0.200 0.227 1.200 0.9103
0.250 0.2763 1.300 0.9340
0.300 0.3286 1.400 0.9523
0.350 0.3794 1.500 0.9661
0.400 0.4284 1.600 0.9763
0.450 0.4755 1.700 0.9838
0.500 0.5205 1.800 0.9891
0.550 0.5633 1.900 0.9928
0.600 0.6039 2.000 0.9953
0.650 0.6420 2.250 0.9985
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0.700 0.6778 2.500 0.9996

0.750 0.7112 o0 1.0000

Ejemplo: La superficie de barra de acero 1025 (0.25% en peso de C) se va a carburizar para
aumentar su resistencia al desgaste (dureza) superficial con un gas rico en carbéon a 950°C.
Determinar el tiempo requerido para aumentar el contenido de carbén a 1.25% en peso a:

a).- 0.05 mm de profundidad en la barra.
b).- 0.75 mm de profundidad en la barra.
c).- 8.5 mm de profundidad en la barra
D = 1.28x10" m*/s a 927°C.

Concentracion del gas carburante (1.3%).

Cs—Cyx x 1.3-1.25
—_—=erf = =
Cs—Co f=I 2\/Dt) 1.3-0.25
complementaria de error.

=0.04762 = 1 — ferr(z), ferr(z) se define como funcién

X

ferr(z) =0.95238 le corresponde z = 1.400 donde z = 757 Por tanto:
Respuestas:
a)
5x10"5m . . .
14 = =, Despejando t se tiene, t = 24.912 seg.= 0.4152 min.

2 /1.28x10-11m7t

b)
-4
14=—1220 m —, Despejando t se tiene, t = 5605.27 seg. = 93.42 min.
2 /1.28x10_11mTt
c)

8.5x1073m

2
2 {1.28x10-11m7t

= 199.9905 horas=8.333 dias.

1.4 = , Despejando t se tiene, t = 719965.72 seg. =11999.4287min.

En las ondas generadas de la reaccion BZ, se produce una auto-organizacion espacial, con la
formacidn de pautas espaciales estables que aparecen por la ruptura espontanea de la simetria y
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la homogeneidad de la composicidn en un sistema homogéneo. La formulacién de reaccién de BZ
gue incluye la heterogeneidad en el medio es

axi

—= = vi({x;},) + DiV?x; (Ecuacién de Reaccion-Difusion) x; =12, ..,n

Los términos x; representan las variaciones macroscopicas del sistema de i componentes, los v;
(no lineales) son los términos de reaccion dependientes de las concentraciones, temperaturas,
velocidades de reaccidn, los D; (lineales) son los coeficientes de transporte por difusion.

Las soluciones dan lugar a:

- Frente de onda viajera, como el de la llama

- Esquemas estacionarios con alto grado de auto-organizacion espacial
- Esquemas cuasi estacionarios

- Sistemas caédticos.

ESTRUCTURAS ESPACIO-TEMPORALES (parametros fisicos)
Medios de reaccion-difusion

Un medio activo con la dinamica fija de sus elementos lo que sigue seria fijar sus diferentes
grados de acoplamiento entre componentes del sistema, siendo este continuo o discreto.

Los sistemas reaccién-difusién son muy importantes al describir un nimero grande de sistemas
naturales. Matematicamente los sistemas reaccion-difusién se pueden modelar reemplazando
el sistema de ecuaciones (1) por un sistema acoplado de ecuaciones de derivadas parciales

% = f(c,p) + DAc (1.4)
En donde se ha agregado un término de difusidon (D) que representa el coeficiente de difusion,
este puede ser un tensor de orden n, en la practica este tensor suele reducirse a una matriz
diagonal, donde A es el operador laplaciano. Por tanto, la ecuacién (1.4) se podria usar por
ejemplo para un reactor quimico no agitado, en donde las concentraciones de las diferentes
especies pueden cambiar de regidn a regidn del mismo con flujos difusivos. En ocasiones usando
el principio de esclavitud (Haken, 1987) el numero de variables de (3) se reducen a dos llamadas:

Activador e inhibidor. Este principio se basa en considerar que las variables que convergen
rapidamente hacia el estado estacionario, tienen poca influencia en la dindmica global. Los
sistemas activador - inhibidor tienen la propiedad de auto-catdlisis del activador, que le permite
autogenerarse, y la propiedad del inhibidor de “suprimir” activador. Como se ha dicho, la
estructura que surge en el medio activo depende de la naturaleza de los elementos del sistema y
de su acoplamiento. Por tanto, en un sistema reaccién- difusion, si la dinamica local es bi-estable y
el medio activo se encuentra en un estado homogéneo, determinado por uno de los puntos de
equilibrio, la perturbacidén se propagarad por todo el medio en ondas viajeras u ondas de
activacion. En este caso el medio activo es bi-estable y las ondas de activacién son las estructuras
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espacio-temporales. Para un sistema reaccion-difusion y si la dinamica local es excitable, el
coeficiente de difusién lo suficientemente grande y el medio se encuentra en el estado de
equilibrio, cuando la perturbacién rebasa cierto umbral se producirad una transicion local en los
vecinos de los elementos perturbados que los excitara a realizar también ellos una transicién en el
espacio de fases de cada uno de ellos. Al igual que en el medio bi-estable dicha perturbacién
viajard por todo el medio en forma de una onda de excitacién. Una vez que el medio recupere
localmente el punto de equilibrio, estard listo para que una nueva onda pase por el mismo sitio.

1.2 : : : . :
w—) T, L)
1T s % T
0.8r Direccion de 1
Propagacion
0.6} S I
0.4t -
0.2} -
QI
o\ \
Fp 44
o D CB A
) 10 20 30 40 50 60
4 &

Figura 1.6. Propagacion de la onda en el modelo del Oregonador (Ecuaciones 1.2 y 1.3), con difusion (f = 2.5). La
solucién se muestra en un tiempo fijo t*.

Funciones con multiples escalas en el espacio: El caso del Oregonador

El pulso generado en un punto ubicado en el medio, con las condiciones adecuadas, se propagara
a través del resto del medio. Una forma de obtener el pulso que se propaga es mediante la
solucién numérica del sistema de ecuaciones diferenciales parciales del tipo de reacciéon-difusiéon
dado por
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ou _ az_u _ _ u—q
€L==t u(l—u) —fv wra (1.5)
0y (1.6)
ot oxz  UTV ’

Donde claramente, se tomaron las ecuaciones (1.2) y (1.3) y se les afiadié un coeficiente de
difusion a la ecuacion de cada uno de los reactivos.

El mecanismo general por el cual un pulso viaja es una especie de efecto domind. Un pulso se
genera en una ubicaciéon del espacio y este se mueve siguiendo la dinamica local en cada punto,
ayudado por el proceso de difusién. La propagacion a través del medio puede explicarse en la
figura 1.5. En esta figura, se considera que el pulso se estd propagando solo en una direccién
(direccién horizontal) y de izquierda a derecha. En la ubicacién A, el medio se encuentra en reposo
y cualquier perturbacién del medio podria activar los mecanismos para que se generase un pulso.
En el punto B, un pulso recién se ha formado. En el punto C, un pulso esta ocurriendo pero pronto
acabara de pasar. Finalmente en D, un pulso acaba de pasar, pero las concentraciones de los
guimicos en ese punto no estan totalmente restablecidos y otro pulso no puede pasar por ahi
hasta que el medio este completamente recuperado. El punto en A, es claramente activado debido
a la difusién de los quimicos, que hacen que el mecanismo local de la generacién de pulsos, genere
otro pulso justo en el punto A. Al final, se observa que el pulso observado en la figura 1.3 en un
medio homogéneo respecto al tiempo, se traduce en la propagacién de un pulso en el medio
donde se observa que las escalas de tiempo de la figura 1.3, se heredan al caso de ondas
propagandose en el espacio. Es por ello que surge la propagacién de ondas en el medio que
evolucionan en multiples escalas espaciales.

Una idea intuitiva de éste fendmeno de propagacidon de ondas en el espacio, puede entenderse
claramente cuando se inicia un incendio en un campo lleno de hierba seca. En cada punto donde
el fuego llega, consume toda la planta y avanza donde hay hierba seca. Por tanto, se puede
observar una onda de fuego propagandose donde el medio puede aceptar el fuego, pero una vez
consumida la hierba, el fuego ya no puede pasar por ese mismo sitio hasta que la hierba vuelva a
crecer y secarse nuevamente.
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2 Métodos numeéricos.

Como se observd en el capitulo anterior, se obtuvieron funciones que variaban en diferentes
escalas temporales (Dado por las soluciones de las ecuaciones 1.2 y 1.3). Al plantear el problema
completo de reaccion difusién se observd que las variaciones de la solucion también se
presentaban en el espacio. En general, al resolver un problema de reaccién difusiéon de forma
numérica, es necesario calcular la segunda derivada de una funcién respecto al espacio, la cual no
se conoce en su forma analitica. Es por ello que se quisieran desarrollar métodos practicos que
realicen el proceso de primera y segunda derivada de funciones que cambian en diferentes escalas
espaciales.

Este capitulo, se separa en dos partes principales. La primera se enfoca en la teoria que
necesitamos para entender el proceso de interpolacion y como puede aplicarse para generar
métodos para derivar funciones de forma numérica. La segunda parte se enfoca en entender una
clase particular de polinomios interpoladores, basados en polinomios de Chebyshev. En este
ultimo tema se encontrard un operador para poder derivar funciones numéricamente y que serd
base para definir los métodos de multidominio y doble multidominio.

2.1 Introduccién a la interpolacion

Un problema que se presenta con frecuencia en las ciencias experimentales y en ingenieria es
tratar de construir una funcién (denominada funcién “interpolante”). La justificacion de construir
una funcidn interpolante, se debe a dos problemas interpolantes: i) Dado un conjunto de datos,
gueremos encontrar una funcién que verifique a dicho conjunto, que sea facil de construir y de
forma muy importante, que sea facil de manipular. Los datos que se necesiten representar
mediante funciones pueden obtenerse de observaciones realizadas en experimentos en el que se
relacionan dos o mas variables que involucran valores de una funcién; (ii) Dada una funcién
gueremos aproximarla por medio de un polinomio de tal forma que podamos aproximar la
derivada o la integral de dicha funcién mediante la derivaciéon y la integracién del polinomio que
aproxima la funcién.

Para poder dar respuesta a estos problemas se conoce un resultado de aproximacion de funciones
por medio de polinomios.

Teorema de aproximacion de Weierstrass: Suponga que f estd definida y ademas continua en
[a, b]. Para cada € > 0 existe un polinomio p definido en [a,b], con la propiedad de que
[f(x) — P(x)] < €, para toda x en [a, b].

Este teorema dice que en un intervalo cerrado, es posible aproximar tanto como se quiera una
funcién mediante un polinomio. En este espiritu es que se utilizan polinomios para aproximar
funciones las cuales coinciden con dicha funcidn en un conjunto de puntos. Asimismo, es que se
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utilizan polinomios para interpolar valores que han sido tomados de un experimento respecto a un
parametro determinado.

En general un problema de interpolacién puede enunciarse asi: Dado un conjunto de puntos,
normalmente valores de una funcién y/o sus derivadas en los puntos x;,i = 0,1,2,...,n, llamados
nodos, el objetivo es construir otra funciéon que coincida con la funcidn conocida en los datos de
interpolacion.

Segun el tipo de datos a interpolar, se pueden considerar tres tipos de interpolacién.
Interpolacidn de Lagrange: Se conocen los valores de la funcién f(x;) enn + 1 puntos distintos.

Interpolacién de Taylor: Los datos son el valor y sus derivadas sucesivas en un punto x, hasta el
orden fP(x,),i = 0,1, ...,n.

Interpolaciéon de Hermite: Se disponen de los valores de una funcién y de algunas de sus derivadas
sucesivas en determinados puntos. Por ejemplo, f(x;)y f'(x;) enn+1 puntos distintos,
xi,i = 0, 1, ., N

En este trabajo, nos ocuparemos de la interpolacion de Lagrange.

El polinomio de interpolacién de Lagrange es una reformulacién del polinomio de Newton que
evita el calculo de las diferencias divididas. En este tema encontraremos polinomios de
aproximacion que se determinan con tan solo conocer determinados puntos en el plano por
donde deben pasar.

El uso del polinomio de Lagrange es muy util a la hora de aproximar funciones. Antes de enunciar
uno de los teoremas importantes procedemos a construir dichos polinomios.

Para un polinomio de primer grado que pase por los puntos (xg,y,)y (xl, yl)con Xog # X1, €S
equivalente a aproximar una funcién f, donde f(x,) =y, v f(x;) =y, interpolando un
polinomio de primer grado con los valores dados de f en los puntos dados

x— X—%g

—Xx1
PO =" Yo + 1

Cuando x = x4, p(x¢) = ¥y = f(xg) ycuando x = x4,p(x1) = y; = f(x1).

Al generalizar el concepto de interpolacién lineal, consideramos al polinomio de grado n que pasa
por los n + 1 puntos

(xOI f(xo))' (Xl, f(xl))i (Xz, f(xZ))l HEp] (Xn, f(xn))
El polinomio lineal que pasa por(xo,f(xo)) y (xl,f(xl)), se construye usando los cocientes

X—Xq X—Xo

Lo(x) = yL(x) =

Xo—X1 X1-Xo

Cuando x = xO,Lo(xo) = 1yL1(x0) =0.Six = xl,Lo(xl) = OyLl(xl) =1.
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En caso general, para cadak =0,1,...,n,se construye un cociente L, x(x) con la propiedad
Lyk(x;) = 0cuandoi # ky L, (x,) =1 para que se cumpla Ly, (x;) = 0 para i+ kes
necesario que el numerador de L, ; (k) converja a

(x = 2x0) (¢ = x1) o (X = X 1) (6 = Xgg) - (X — X))

Para que se cumpla L, ,(x;) =1, el denominador de L,(x) debe ser igual a (x —xp)(x —
X1) o (X = X—1) (X = Xp41) ... (x — X)) cuando es evaluado en x = xy. Esto es,

L (X) — (x—2x0)..(x=xp—1)(X=Xg41)...(Xx—xn) — n (x—x;)
nk (xx—2x0) (X=X —1) (X=X g41) - (X —%n) ;:2 (eg—x1)

Teorema de n-ésimo polinomio interpolante de Lagrange: Si x,, X4, ..., X, sonn + 1 nimeros
distintos y si f es una funcion cuyos valores estan dados en esos numeros, entonces existe un
unico polinomio p de grado a lo mas n, con las propiedades de que

Para cada f(x;) = p(xy) para cada k = 0,1, ..., n.
Este polinomio esta representado por
p(x) = f(xO)Ln,O(x) + ot f(xn)l’n,n(x) = 7I;L=0f(xk)l'n,k(x)’

Donde

_ (e=x0)(x=xg—1) (x=Xg41) - (X—Xn)
Ln'k(x) B (k=20 ... (e —Xp—1) Xk =X 1) . (X — %)

(x—x;)
L) =11 —,k=0,1,..,n
"’k( ) i;g (xe—2x7)
Ejemplo: Usando los datos (nodos) x, =3,x; = 3.5,y x, =5 para obtener el polinomio
interpolante de segundo grado para f(x) = Vx, debemos determinar los cocientes polinomicos

Lo(x), L1 (x)y Lp(x).

Lo(x) = % = (x—35)(x —5) = (x —85)x + 17.5
-3)(x-5

Li(x) = % = —%[(x —3)x — 5x + 15]

L,(x) = Z=2039 _ 1ry _ 65)x +10.5]

T (5-3)(5-35) 3

Ahora evaluamos funciones:

flxo) = f(3) =3,
f(x) = f(3.5) = V35,

f(x,) = f(5) = V/5, usando la siguiente relacién y sustituyendo datos, tenemos:
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P(x) = Z/zc=0 fCxr) L (x)
P(x) = [(x —8.5)x + 17.5]V3 + {=2[(x — 3)x — 5x + 15]}V35 + ( [(x — 6.5)x + 10.5]}V5

P(x) ~ —0.01703x% + 0.38826x + 0.72055

Concluimos esta seccidn acerca del error obtenido a la hora de interpolar una funcién en un
intervalo utilizando polinomios de Lagrange.

Teorema: Si X0, X1, ) Xn son nuameros distintos en el intervalo
[a, bly que f € C"*1[a, b]. Entonces, para cada x en [a, b] existe un numero é(x)en (a, b)con

FOD(E()
(n+1)

fGx) =pl) + (x = x0) (x = x1) . (X = Xy) (2.6)

Donde p(x) es el polinomio interpolante, este polinomio puede cambiarse y quedaria

F) = 0o f () L () + EZ20=070) e 1) (£(y))

(n+1)

Para &(x) € I, donde Ly (x) representa el polinomio de coeficientes de grado k de Lagrange para f
€N Xg, X1, ) Xp

De este teorema, uno puede pensar que cuanto mas puntos se tomen dentro de un intervalo
cerrado, que implica tomar polinomios de un orden mayor, entonces se tendra que

f(x) = p(x), convergera a cero para cualquier x dentro del intervalo de interés. Sin embargo
es bien conocido que existen funciones para las cuales eso no ocurre. Esto se conoce como el
fendmeno de Runge [13].

2.2 Resumen del polinomio interpolador de Newton en diferencias divididas
Interpolacion lineal.

Una forma sencilla de interpolacidn consiste en unir dos puntos con una linea recta a la cual se le
conoce como interpolacion lineal.
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f(x)

f(x1) A
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f1(x)
f(xo) C/ E D X

Xo X X1

FIGURA 2.1. Esquema grafico de la interpolacion lineal. Los tridngulos semejantes usados para obtener la formula de
la interpolacion lineal son CAD y CBE.

Apoydndonos en la figura y usando tridngulos semejantes, tenemos

L)~/ @) _ ST () yaspeiando f(x), nos queda

x—xo xl—x
(e1)—f(x0)
fl(x)=f(xo)+Mcx Xo)

Conocida como férmula de interpolacién lineal. Se puede observar que ademds de representar la
pendiente de la linea que une los puntos, el termino [ f(x;) — f(xg) I/(x —x,) es una
aproximacion en diferencial dividida finita a la primer derivada. En general, cuanto menor sea el
intervalo entre los puntos, mejor serd la aproximacion.

Interpolacion cuadratica

En el caso anterior, el error resulta de la aproximaciéon a una curva con una linea recta. Una
estrategia para mejorar la aproximacidn consiste en introducir alguna curvatura a la linea que une
los puntos. Con tres puntos como datos, estos se ajustan a un polinomio de grado dos (pardbola).
Una forma conveniente es

f2(x) = by + by(x = x0) + by(x — x0) (x — x1) (2.1)
Haciendo las multiplicaciones y separando por orden tenemos
f2(x) = by — byxg + byxox1 + (by — byxg — byx1)x + byx?
fo(x) = ag + a;x + ayx?
Donde
ag = by — byxy + byxoxy
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a; = by — byxo — byxy
az = bz

Un procedimiento simple puede usarse para determinarse los valores de los coeficientes.
Para encontrar by, en la ecuacion (2.1) se evalia con x = x, para obtener

by = f2(x0) (2.2)
La ecuacidn (2.2) se sustituye en la ecuacion (2.1), después se evalla en x = x; para obtener

bl — f2(x1)—f2(x0)

X1—Xo

(2.3)

Por ultimo, las ecuaciones (2.2) y (2.3) se sustituyen en ecuacién (2.1), después se evaltua en
X = X, Yy se resuelve para

Fa(x2)=f2(xp) fa(x1)—f2(xp)
X2—XQ X1-X0o
bz =
X2—X1

Los primeros dos términos de la ecuacién (2.1) son equivalentes a la interpolacién lineal de
Xo @ X;. El Gltimo término, b, (x — x,) (x — x,) determina la curvatura de la funcién.

Forma general de los polinomios de interpolacion de Newton

El analisis anterior puede generalizarse para ajustar un polinomio de n-ésimo grado an + 1 datos.
El polinomio de n-esimo grado es

fa(x) = by + bi(x —x0) + -+ by (x — x0) (x — x1) .. (X — Xpp—1)

Los puntos asociados con datos se utilizan para evaluar los coeficientes by, ..., b,. Para un
polinomio de n-ésimo grado se requiere n + 1 puntos:

[x0, f(xo) ], [xq, f ()], ey [Xn f ()] Usamos estos datos vy las siguientes ecuaciones para
evaluar los coeficientes:

by = f(x0)
by = f(x1, %)

by, = f(x2,x1, %)

bn = f(xn' Xn—1, ""xlixO)
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La primera diferencia dividida finita en forma general se representa como

Fl)—f(x))

xi—xj

f(x,x) =

La segunda diferencia dividida finita, representa la diferencia de las dos primeras diferencias
divididas, se expresa como

F(xox;) =1 (xjxi)

f(xi'xj'xk) = Xi—Xk

[ X; f(x;) Primero Segundo Tercero

0 X f(x0) f(xq,x0) f(x2,x1,%0) f(x3,%2,%1,%0)
1 Xq f(x1) f(x2,%1) f(x3, %2, 1)

2 X2 f(x2) f(x3,%2)
3 X3 f(x3)

TABLA 2.1 Representacion grafica de la naturaleza recursiva de las diferencias divididas finitas

Y la n-ésima diferencia dividida finita es

I CenXn—1,mX1) = f (Xn—1,Xn—2,-4%0)
Xn—Xo

f(xn) Xn—1, ...,xl,xo) =
Estas diferencias sirven para evaluar los coeficientes by, b4, ..., b, para obtener

fn(x) = f(xo) + (x — xo)f(x — XO) + (x — xo)(x - xl)f(xz:xpxo) + ot (x —
Xn-1)f (n, Xn—1, -+, Xo)-

Esta ultima formula se conoce como polinomio de interpolacién de Newton en diferencias
divididas.
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2.3 Diferencias finitas

Dada una funcién discreta, esto es, un conjunto finito de puntos x; teniendo cada uno su
correspondiente pareja i, Yy suponiendo que los puntos estan igualmente espaciados, esto es
Xk+1 — X = h, las diferencias de los valores y; se denotan

Ay = Y1 — Yk
Y se llaman primeras diferencias. Las diferencias de estas se denotan asi
Ay = A(AYr) = AYVis1 — DYk = Yisz — Va1 — Yier + Vi = Yirz — 2Vis1 + Vi
Y se llaman segundas diferencias. En general
Ay = A"y — Ay
Define a las n-ésima diferencias.

La tabla de diferencias es el formato estandar para desplegar las diferencias finitas. Su forma
diagonal hace que cada entrada, con excepcidn de x; y yi , corresponda a la diferencia de sus dos
vecinos mds cercanos a la izquierda

Xo Yo
Ay,
X1 V1 A%y,
Ay, Ay,
X2 Y2 A%y, A*y,
Ay, Ay,
X3 Y3 A%y,
Ays
Xa Va

Cada diferencia demuestra ser una combinacion de los valores y en la segunda columna.
Ejemplo sencillo.

Calcular hasta la tercera diferencia de la funcidon discreta cuyos valores se muestran en las
columnas x, y y, delatabla
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0 1 1

7
1 2 8 12

19 6
2 3 27 18

37 6
3 4 64 24

61 6
4 5 125 30

91 6
5 6 216 36

127 6
6 7 343 42

169
7 8 512

De la tabla se puede obtener diferencias como
Ayo=y1=yo=8-1=7
A%yo=Ay, — Ay, =19 -7 =12
Ny, = Ay =A%y = A(Ay,) — A(Ayo) = ¥3 — 3y + 3y1 — Yo
A3y, =64—-3027)+3(8)—1=6

Nota: Cuando una de las columnas representada por A™y, se vuelve constante, estd nos da como
informacidn el grado del polinomio que representa la tabla, para este caso grado tres.
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2.3.1. Diferenciacion numérica

Por definicidn, la derivada de f en x, es

f(xg+h)—f(x0)

> (2.4)

f,(xO) = limh_,o

Para aproximar este nimero, supondremos que x, € (a, b), donde f € C%[a,b], y que x; = xo +
h, donde h # 0. Usando el primer polinomio de Lagrange p, ; (x) para f determinada por x, y x4
con su término de error

£ ) = po () + EZEET 1 (5(x)) = SR (o) + T2 f () + S £ (5(x))

G xo —h)

f o) + S f (g + ) + EZREZ £7(5(x), para §(0) € [a, b].

Al diferenciar se obtiene lo siguiente

f (x) f(xo) f(x0+h) (x x0)+(x Xo— h)fll(z( )) +(x xO)(x X0~ h) d
h

+

o €x)

=f(x0+h}z_f(x0)+ 2(x— xo) hf//(z( )) + (x— xo)(x Xo—h) d fll(z( ))

Cuando x = x se anula el ultimo término y podemos sintetizar la formula como sigue

f1(xg) = LEHIEO) B e ) (2.5)

h

Si h es pequefia, se puede usar el cociente [ (xo+h) =/ (o)

h
h . . . .
MT, donde M es una cota en f"(x)para x € [a,b]. Sih > 0a la formula se le llama diferencia

para aproximar f'(x,) con error acotado

progresiva y diferencia regresiva si h < 0.

Ejemplo: Sean f(x) = e* yx, = 1.5. El cociente w, h > 0, nos sirve para aproximar

7 3 1.5
th(E)| = h% < hez , 1.5 <& <154 h, haciendo la siguiente tabla para

f'(1.5) con error |
h = 0.1,0.01y0.001, tenemos

n FOLS +h) f(1.5+hr)l—f(1.5) he21'5

0.1 4.95 4,713 0.2241
0.01 4.527 4.531 0.02241
0.001 4.486 4.311 0.00224
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Para f'(x) = e*, el valor exacto de f'(x) = 4.4817, el cual se parece mas al correspondiente de
h =0.001

Para casos mas generales de la aproximacion de la derivada, supondremos que {xg, x4, ..., X5 }
son n+1 numeros distintos en algun intervalo I y que f € C™"*1(1).

Si utilizamos la expresién de interpolacion de funciones dada por

F() = TP f () L () + EE20=B20) £ (nt) (£ ()

(n+1)

Para é(x) €1, donde L (x) representa el polinomio de coeficiente de grado k de Lagrange para f
en Xg, X1, -.., Xn. Al derivar f(x) tenemos

(x—xg) .. (x — x3)
n+1)

—xg) - (X — xp)
n+1)

1) = ) FOaL () + Dy 1LFD(eco) + & Dof D (x))
k=0

Nuevamente se tiene un problema al estimar el error de truncamiento, al menos que x sea uno de
los nimeros x;. Si asi fuera, el ultimo término se hace cero, y la formula se reduce a:

FODE(x;)
(n+1)

f(x) = Xi=o f (i) L'1e () + [Tee=0(x; — xx) (2.7)

k+#j

Esta Gltima ecuacién es llamada formula de (n + 1) puntos para aproximar f'(x;). Las férmulas
mas comunes son las que abarcan tres y cinco puntos de evaluacién.

Derivando formulas utiles de tres puntos y consideramos los errores de cada uno:

2X—X1—Xy

(xo—x1)(x9—x2)

Lo(x) = M, Con derivada L'y(x) =

(xg—x1)(xo—x2)

2X—Xo—X2

(x1—x0)(x1—%x2)

L]_ (x) — (x_xO)(x_xl)

. / _
o ro ) SON derivada L';(x) =

Ly(x) = XX)OX) 01 derivada L,(x) = 2Xx X X1

(x2=%0) (X2 —x1)’ (x2—x0)(x2—x1)

Sustituyendo estas ultimas tres derivadas en la ecuacién (2.7), tenemos

2Xj=Xg—X2

(x1=%0)(x1—x2)

2Xj—Xg—X1

(x2—x0)(x2—x1)

£1(5) = [ o) +

0—%1)(Xg—x2)

]f(x1) + ]f(xz) + %f(s) (f(xj)) H%:Q(xj - x) (2.8)
#]

Paracadaj =0, 1, 2, endonde ¢ depende de X;j.

Las tres férmulas que se obtendran de la ecuacidén 2.8 son Uutiles si los nodos son equidistantes,
estoes,x; =xo+hyx, =x9+2h, h #0.

Si x; = x sustituimos los valores x; y x, en la ecuacion 2.8, tenemos
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ZXO—XO—XO—h—Zh

2x

1
+ gf(3)(fo)(xo — x1) (%o — X2).

O_XO_XO_Zh Zxo_xO_xO_h

O LTSI

Fieo) =| 1£Ge2)

o 1 . .
Simplificando y sacando - como factor comun, se tiene

, 1 3 1 h?
frxo) =3[~ 2 (o) + 20 () = 3 F ) |+ 5 £ O (&,). (2.9)
Ahora consideremos que x; = x4, por tanto tenemos

Zxo—xo—x0+2h—h—2h 2x0+2h—x0—x0—2h 2x0+2h—x0—x0—h

fr() = [P () + [P f () o [ £ () +
S f @) 0r1 = %0) (31 — x2)

o g 1 .
Simplificamos y sacamos ~como factor comun y nos queda

, 1 1 1 h?
f'(x1) = g[—gf(xo) + Ef(xz)] - ?f(g)(fl)- (2.10)
Y ahora hacemos x; = x,, para obtener lo siguiente

2x0+4h—x0—h—x0—2h 2x0+4h—x0—x0—2h 2x0+4-h—x0—x0—h

f(p) = [P R () 4 [P B £ ) o [ IR £ ()
= FO(E,) (2 — x0) (2 — x1)

Igual simplificamos y sacamos factor comun

f10) = 2 f () = 2f () + ()] + 2 FO (). (2.11)
Ahora cambiamos a x; ¥ X, por X, y h en las ecuaciones 2.9, 2.10, y 2.11, y nos queda

f/(xo) =3[ f(xo) + 2f (xo + B) = 3 f(xg + 2h) + = f (e, ). (2.12)
f/(o +h) = (=2 Fxo) + 3 f (g + 20) = FO(e,). (2.13)
F'o + 2h) = = [ £ x0) = 2f (o + 1) + 2 f (xo + 20)] + 2 FO(&,). (2.14)

Para reducir el sistema de 3 ecuaciones hacemos el cambio de variable en ecuacién 2.13 (xo+h por
Xo) Y en ecuacién 2.14 (xo+2h por Xg), quedando de la siguiente forma

f/(x0) = = [=f Cro = 1) + f (o + W] =2 £ (). (2.15)

(FORMULA DE DOS PUNTOS)
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f'(xo) = = [f (xo — 2h) — 4f (xo — h) + 3f ()] + 2 F P (&,). (2.16)
(FORMULA DE TRES PUNTOS)

Solo quedan estas dos ecuaciones ya que la ecuacion 2.12 esta representada por la ecuacién 2.16
al cambiar h por — h.

Donde ¢, se encuentra entre (xo —h)y (xo+ h). Los errores en ambas ecuaciones
(2.15y 2.16) son 0(h?).

Ejemplo con férmulas de dos y tres puntos:

Sea f(x) = xIn(x), para x >0

X f(x)

1 0

1.1 0.1048
1.2 0.210
1.3 0.341
1.4 0.4711
1.5 0.8062

Usando ecuacién 2.15 y tomando a x, = 1.2 para que tenga margen de restar.

h=01, f'(x,) = 2(0%1)[,‘(1.3) — f(1.1)] = 1.1812

h=0.2, f'(x,) = ﬁ[f(l.él) — F(10)] = 1.1777

Usando ecuacion 2.16:

1
2(0.1)

h=0.1, f(x) = [—3£(1.2) + 4f(1.3) — f(1.4)] = 1.1844

h=—=0.1,f (x,) = ——[-3f(1.2) + 4f(1.1) — f(1)] = 1.1850

2(-0.1)
Nota: Los cuatro resultados anteriores son aproximaciones y el valor exacto es

f'(x) =1+1In(x), porloque f'(1.2) =1+ In(1.2) = 1.18232156

Formula de cinco puntos

Aplicando teorema de Taylor
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fo+ 1) = fxo) + f/ )k + £/ (o) o £ () o 4 £ 24 ) 1t o) (2.17)

Xo0) 51
f o +2h) = fx0) + 2f ' (eodh + " (x ) <R f”’( 0 & 4+ £ (ZZ) - 0(h%)  (2.18)
fxo = h) = f(xo) = f' (odh + " (ag) 5 — f"'( L fé,;;? B o (2.19)
f o = 2h) = F(xo) = 2f ' Gro)h + £ (g) BX — 7" () LL 4 fIN E 1 0(hS)  2.20)

Las operaciones 8[(2.17)-(2.19)]-(2.18) + (2.20) nos da lo siguiente
8f (xo + h) — 8f (xo — h) + f(xo — 2h) — f(xg + 2h) = 12" (xo)h + = f ) b
De donde

£ (x0) = 3 L (o = 2h) + 8 (xo + h) = 8f (o — h) = f (xg + 2W)] = 50 fS S

El Gltimo término se transforma en 0(h*), por lo que la ecuacién queda como

f' (o) = o [f (o = 2h) + 8f (o + h) = 8f (%o — k) — f (xg + 2R)] — O(h*).
(ECUACION DE CINCO PUNTOS).

Ejemplo: Aplicando esta formula de cinco puntos a la misma funcién que se le aplicaron las
férmulas de dos y tres puntos.

f(x) = xln(x),tomando a x, = 1.2 y h = 0.1, se tiene

1
f'(12) = = [f(1) +8f(1.3) - 8f(1.1) — f(1.4)] = 1.182

Ahora se deducird una férmula para f''(x,), también usando polinomio de Taylor.
0

flto—h) = F(xg) = f'(ro) 24 f" (o) o= 7 (o) o fE) 2 - f O (2.21)

f o = 2h) = f(x0) = (o) 2+ £ (0) BX — 7" (o) B 4 Y I _ ) B (3.29)
f o = 3h) = f(x0) = (o) 2+ £ (0) BL — 7" (o) L 4 Y - _ ) GO (3 23)

Con la operacion 4(2.22) — 5(2.21) — (2.23), obtenemos lo siguiente

4f (xg — 2h) = 5f(xg — h) — f(xg — 3R) = =2f (xg) + £ (xo)h? — = f(h* + £ 20 b

12

Despejando f"'(x,), tenemos

f"(x0) = % [2f(xo) + 4f(xg — 2h) — 5f(xo — h) — f(xo — 3h)] + 1Zf((w)hz f((v) 13
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Reduciendo los dos ultimos términos nos queda

f"(x0) = 75 [2f (o) + 4f (xg — 2R) = 5f (%o — h) — f (g — 3W)] + 0(h?)

Ejemplo: Aplicamos esta férmula de f''(x,) a la misma funcién anterior

F7(1.2) = —[2£(1.2) + 4f (1) = 5£(1.1) — £(0.9)] = 0.81902114 Valor aproximado

.01
f'(x) = %, por tanto f"'(1.2) = % = 0.833333333 valor exacto.

En este trabajo lo que realizaremos serd el tomar puntos especificos y aproximar la funcién
utilizando polinomios de Lagrange. Para ello, seleccionaremos puntos especificos que hardn que el
error de aproximacién entre la funcién y el polinomio, disminuyan de tal forma que se puedan
tener buenas aproximaciones a la primera y segunda derivada de una funcién dada. Esto se vera
en la seccion 2.4, con los polinomios de Chebyshev.

2.3.2 Derivadas de segundo orden y su relacion con el problema de Reaccién Difusion

El sistema de reaccidon difusién se plantea en el estudio de poblacién, la epidemiologia, la
fisiologia, finanzas, mantos acuiferos, biologia, etcétera. Los ejemplos cldsicos en el area de
ciencias de la vida se tienen con el modelado de patrones de pelaje de los animales, la reaccién BZ,
el modelo H-H (Hodgkin-Huxley) de la propagacion del potencial de accidn a lo largo de la célula
nerviosa, y modelos de la propagacién de una enfermedad en un ecosistema. El modelado de este
sistema ha sido muy activo en areas de investigacién por muchos afios. La forma general de un
sistema de difusidn reaccion esta representado por

S =D.V*V +F(V)

Donde V = (V, Vs, ...,V,)con V; = V;(x,t),i = 1.n, puede representar la concentracién de N
especies quimicas en una reaccién quimica del tipo BZ. La funcidn f se llama término de reacciény
dependera de V;y de los modelos de la dindmica local. La variacidn espacial de V;(x,t) esta
representada con el término de difusién D. V2V, donde D es la matriz de coeficiente de difusién.
Fitzhgh y Nagumo, simplificaron el modelo de la dinamica local de H-H. Las ecuaciones de FNH han
sido aplicadas en numerosos problemas tales como la oxidaciéon de Pt en CO, el estudio de las
ondas de Ca*en oocitos de xenopus. Las ecuaciones de FHN con difusidn se representan por

‘2_1:= D,V2u + = f(u,v)

% =D,.V*v + g(u,v)

Al resolver numéricamente estas ecuaciones, claramente estdn involucradas las segundas
derivadas parciales de u y v respecto a la variable espacial x.
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El método de diferencias finitas es un método de caracter general que nos permite la solucién
aproximada de ecuaciones diferenciales parciales definidas en espacios finitos. Es un
procedimiento ideal para la solucion de una ecuaciéon bidimensional como la escrita a
continuacion. El primer paso para la aplicacion del método consiste en describir el recinto en el
plano donde se resolvera la ecuacién con una malla, por facilidad sera cuadrada. Se puede
desarrollar u(x,y) en series de Taylor alrededor de un punto

ou(x,y) 0%u(x,y) h?

u(x+ h,y) =ulx,y) + > h+ 5 T 0(h®)
u(x —hy) =ulx,y) — au;i'y) h + azgg,y)h; + 0(h?)

Sumando ambas ecuaciones miembro a miembro, agrupando, eliminando los ultimos términos
0(h®) y despejando la segunda parcial, tenemos:

o%u(x,y) _ ulx—hy)-2u(x,y)+u(x+hy)
axz h2

De manera similar se obtiene la segunda parcial con respecto ay:

%u(x,y) _ ulxy—h)—2u(x,y)+u(x,y+h)
dy? - h2

De aqui se sigue claramente que en la solucién de ecuaciones en derivadas parciales del tipo de
reaccion-difusion, si se necesita precisién en la solucion numérica deseada, entonces es necesario
tener precision a la hora de aproximar la segunda derivada espacial.

2.4 Método de diferenciacion Pseudospectral mediante polinomios de Chebyshev

En esta seccidn presentamos los detalles del método Pseudospectral para derivar funciones
basadas en polinomios de Chebyshev. Aunque al final nos daremos cuenta que estamos hablando
de interpoladores de Lagrange, utilizaremos factores de base de funciones para llegar a nuestro
esquema. Los polinomios de Chebyshev T} (z) son ortogonales con respecto a la funcién de peso
w(z) = (1 —z%) 2 enelintervalo [—1, 1], esto es,

~ [ w@T(@T(2)dz = s, (2.24)

Donde C, = 1 para todo k excepto para C, = 2. Los puntos de cuadratura de Lobbato y pesos
asociados con polinomio de Chebyshev-Gauss estan dados por z; = —cos (%)y los pesos por

w; = m/N para todo i excepto w, = wy = m/2N (2.25) a la (2.27). Estos puntos y pesos
proporcionan la aproximacion de la cuadratura,

[Lw@f(2)dz = T wif () (2.25)
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Donde N es el nimero de puntos. Dado que cualquier funcién continua a trozos, f € L2,[0,1]
puede ser expandida en series de polinomios de Chebyshev que es convergente en la media de la
norma L%, nosotros tenemos que

f(@) = fu(2) = Zk=o aTi(2) (2.26)
Donde
ay = if_llw(z)f(z)Tk(z)dz (2.27)

Con las ecuaciones (8)-(10) obtenemos el algoritmo de interpolacién
fa(2) = 2o (2 f (2) (2.28)

Donde el algoritmo de interpolacion, I;(z), esta dado por
2v;
Ii(z) = TJZI’LO vak(zj)Tk(z) (2.29)

Donde vy = vy = icon vy =1sik #0, y donde [;(z;) = 6;j es la condicién cardinal de tal

manera que fy(z;) = f(z;) [8]. Observemos que la ecuacion (2.28) y la relacidn (2.29) indican que
la funcidn esta siendo aproximada por un polinomio tal que pasa por los puntos (z;, f(z;)). Por la
unicidad de los polinomios deducimos que el polinomio obtenido en (2.28) es el polinomio de

Lagrange que pasa por (z;, f(z;)).

Observemos que, de nueva cuenta se tiene de las ecuaciones (2.6) y (2.7), una formulacién donde
es posible calcular la derivada de una funcidn al derivar solamente los polinomios interpolantes.

La n-ésima derivada de f(z) en los puntos de cuadratura queda representada aproximadamente
por

() = T 1D (2) f (2) (2.30)

Si denotamos por f, al vector de dimensién N de la funcién evaluada en los puntos Chebyshev-
Lobato, ecuacion (2.30) puede reescribirse como

f(n) = D(n)f (2.31)
Donde la matriz de la n-ésima derivada esta dada explicitamente por

anj(Z)

= Z (2.32)

Esta es la base del método Pseudospectral de Chebyshev, por lo que la ecuacién (5) puede ser
reducida a un set de ODE’s con la representacion de la n-ésima derivada con operador D™,

Observemos que la diferencia entre este enfoque y el enfoque de la pagina 25, es la eleccion de
los nodos donde ocurrird la interpolacion. En el otro enfoque, no se tiene ninguna distribucion
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particular de nodos, mientras que en el caso de Chebyshev, la distribucion de los puntos es muy
especifica.

Observemos que la formulacién descrita en esta seccién es valida para funciones definidas en el
intervalo z € [—1, 1]. Si queremos derivar funciones definidas en un intervalo x € [a, b], lo que se
hace es tomar la transformacion lineal

2
b—a

z= x—a)—1

Y si la funcién original es u(x), entonces la derivada se calcula utilizando el algoritmo descrito en
esta seccidn y se incluye una constante de re-escalamiento debido al cambio de variables, i.e.

du _du dz _ 2 du

dx dz'dx b-a dz

Y para la k-ésima derivada, se tiene

2.4.1. El problema de aproximar funciones con polinomios de Chebyshev

Uno de los principales problemas a la hora de aproximar una funcién mediante el uso de
polinomios de Chebyshev, surge cuando uno quiere aproximar funciones que presentan
discontinuidades de sitio. En este caso, se presentan el denominado fenémeno de Gibbs (ver
apéndice), que practicamente nos dice que al querer aproximar una funcion definida en el
intervalo [—m, ] que cumpla f(—m) # f(mr) con polinomios trigonométricos (Combinaciones
lineales de funciones h,(x) = cos(kx), gi(x) = sen(kx), implicard que la aproximacion
mediante dichos polinomios presentara oscilaciones en unavecindadde x = —mry x = m.

Observemos que sucede cuando aproximamos una funcidon que presenta un cambio lo
suficientemente brusco (de tal manera que se pueda considerar la funcion como una
discontinuidad de salto) con polinomios de Chebyshev.

En la figura 2.2, se presenta la aproximacion de la funcién

1

F00 = e

Para el valor de s = 108. Dicha funcién tiene un cambio altamente brusco en x = 0.
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En azul se muestra la funcién f, mientras que en rojo se muestra la aproximacién con los
primeros 100 polimeros de Chebyshev obtenida con la ecuacién 2.28 y los polimeros de
Chebyshev dados en el apéndice.
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FIGURA 2.2. Problema de aproximar una funcidon que presenta cambios en dos escalas espaciales. Observe que el
cambio brusco que aparecen en x=0, es interpretado por la computadora como una funcion discontinua con
discontinuidad de salto.

Claramente, si uno quiere aproximar la derivada en una vecindad de x = 0, utilizando los
polinomios de Chebyshev, notara que la aproximacion es completamente errada. Sin embargo,
hay que notar que en realidad en la funcién f no existe una verdadera discontinuidad de salto,
sino que se tiene un cambio exponencial en una escala espacial muy pequefia. El problema radica
en que al calcular la aproximacidn polinomial, es necesario considerar solamente puntos de la
funcidn; y para efectos practicos la computadora no sabe distinguir entre una discontinuidad de
salto y un cambio exponencial en una escala muy pequeiia. La ventaja de saber que la funcién
tiene un cambio exponencial en una escala muy pequefia sera utilizada en este trabajo para
encontrar métodos de derivacion de este tipo de funciones altamente eficientes que no
requeriran muchos puntos en su discretizacion.

37



2.5. Método de Chebyshev de Multidominio.

En orden de aplicacién del método de Pseudospectral de Chebyshev, empleamos un enfoque
multidominio utilizado anteriormente [9]. Este consiste en divisiones del intervalo [x;, xz] dentro
de N, subintervalos traslape, I, = [x{, x}._,], respectivamente, con Nc = N, yu =1y, N,y en
cada dimensién todos los subintervalos tienen la misma longitud. Para cada subintervalo,

aplicamos el procedimiento descrito en ecuaciones (2.26)-(2.30), donde surge una constante de

cambio de variable dada por A = ((2—_Xu))k para la k-ésima.
0

D
XNc—l

La aplicacién del multidominio de Chebyshev en la solucién de la ecuacién (5), requiere la eleccién
de dos parametros, el numero de subdominios N;y el numero de puntos de Chebyshev por
subdominios N, , elegido suficientemente grande como para lograr la convergencia numérica.
Para multidominios de Chebyshev, podemos incrementar ambos N, y Ny o fijar uno mientras el
otro aumenta. En este trabajo, nos centramos en aumentar N; y fijar N, en un valor pequefio
relativamente. Un incremento de N, requiere una disminucion en el tamafo de paso de tiempo
con el fin de preservar la estabilidad y por lo tanto el cdlculo de tiempo aumenta.

La utilizacion del método Pseudospectral con multidominio ayuda a evitar problemas de
inestabilidad, debidos a la mala aproximacién de la segunda derivada de un solo dominio [9]. Es
por ello que se considera el enfoque de multidominio. Para esto, dividimos el dominio [x;, xg], en
k subdominios denotados por

IIJ = [xg' xklc—l]’

Donde cada subintervalo tiene longitud L y es discretizado con puntos M+1 de Chebyshev como se
muestra en figura 2.2. Los dos primeros puntos de la cuadratura del intervalo [, 1 coinciden con
los dos ultimos puntos del intervalo [,,.

Subdominio I,

Xy, I In;—1 XR
' E—
Il INi
~ |
7 A ) |
Xo XM-1 Xm Xom-1 XN

Figura 2.3. Particidn de los intervalos [x;, xg] en N; subdominios

La superposicion de estos puntos de dominios vecinos es posible a condicidn de que cada
subintervalo sea de la misma longitud
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_ XR-X],
K+(1-Np)(1—cos(1))/2

Y el mismo numero de puntos de colocacién de Chebyshev se utiliza en cada intervalo. Por lo
tanto, la nueva rejilla de puntos sobre todo el intervalo puede ser representado por

— 1 1 — 2 1 2 u u — LMt K

(e} ={xg, s X1 = X5, Xpp = XL, Xy Xy =X e Xk (2.34)
La superposicion de los subdominios como se describe es muy importante para la construcciéon
correcta de los operadores derivados. En cada subdominio I,,, procedemos como antes y en este
caso se obtiene que el operados de diferenciacién esta dado por

‘D, D) .. Dj,, D O 0 0 0 0 0
D, D, .. D, D& O 0 0O 0 0 0
' - - - - 0 0 0 0 0 0
Dl%/l -1,0 Dl%/l -1 D&/I -1L,M-1 D&/I -1,M 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Dlz,o D12,1 o D12,M -1 D12,M 0 0 0
0 0 0 ' E ' R ' 0 0 0
D=
0 0 0 Dlsl -1,0 Dfﬂ -1 DI\Z/I -1LM-1 DI\Z/I -1LM 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ' - 0 0 0
0 0 © 0 0 0 Dy D,; Dy Dy
0 0 0 0 o o DY DN D), , DN,
0 0 0 0 0 0 . ’ B
0 0 0 0 0 0 Dy, Dy's Div.: Dy

2.6 Método de Chebyshev de doble Multidominio.

En esta seccién presentamos un método para reducir el nUmero de puntos para encontrar la
derivada de funciones que varian en multiples escalas.

En la seccion anterior trabajamos con un dominio, el cual fue seccionado en subdominios. En cada
subdominio, que se sobrepone a sus vecinos, se hace una aproximacion de la funcidon usando n
puntos de Chebyshev. El método que desarrollamos en esta tesis considera una aproximacién mas
fina en los subintervalos donde hay variaciones rapidas en la funcién a derivar. En los
subintervalos donde se observa una rapida variacién (mediante el criterio del valor absoluto de la
derivada de la funcidon mayor que un valor k predeterminado).

En los subintervalos donde |f'(x)| > k. Lo que procede es que en dichos intervalos se vuelve
aplicar la descomposicién en subdominios.

Los multidominios de Chebyshev se usan cuando se quiere investigar mas detalladamente un
dominio donde los errores son menores o mayores, este dominio se subdivide en subdominios los
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cuales nos sirven para localizar aquel subdominio que tenga menor error, y asi sucesivamente
hasta tener errores pequefios aceptables, graficamente tenemos que cuando se analizan dominios
pequeiios y aumentamos la escala se ve mucho mejor la grafica detallada que puede pasar de
pendientes verticales (infinito) a pendientes positivas o negativas aclarando puntos criticos o
convirtiendo puntos pico en curvas suaves.

Numero de operaciones acorde a matriz. Si definimos a N. como puntos por subintervalo y a N;
intervalos, la matriz muestra bloques diagonales tal que podemos usar la formula N.(N, — 1) +
N.(N. —1) + N.(N. — 2)(N; — 2)obtenida de la matriz principal, que al reducirse nos queda

N.(N. — 2)N; + 2N,

Esta férmula nos permite comparar nimero de operaciones en cada método numérico, como
diferencias finitas, Chebyshev, multidominio, etc., y definirse por el menor nimero de operaciones
y seleccionar la mejor.
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3 Estudio numeérico de derivadas de
funciones con multiples escalas.

Los métodos que se explicaron en el capitulo anterior, se pondrdn a prueba para derivar funciones
qgue dependen de multiples escalas espaciales. Dichas funciones aparecen cuando queremos
resolver, por ejemplo, alguna ecuacién diferencial como el Oregonador. Por ejemplo, cuando se
quiere resolver un sistema de ecuaciones de la forma

ou 0%u

—=—+4+ F(u 3.1

ot = o T F(W) (3.1)
Numéricamente, es necesario calcular la segunda derivada de la funciéon en un tiempo particular
to. Si se quiere estudiar un proceso modelado con la ecuacién (3.1) para T unidades de tiempo y se
consideran tamafios de paso At, entonces es necesario calcular

N_T
At

Derivadas de funciones que presentan cambios con multiples escalas. De aqui surgen dos
preguntas. ¢Qué tan precisa es la derivada obtenida? ¢{Qué tanto se puede reducir el nUmero de
puntos y preservar una excelente precision en los resultados?

Para hacer un estudio apropiado de convergencia de soluciones con los métodos descritos,
consideraremos una ecuacion del tipo (3.1), de la cual conocemos su solucion exacta. Al conocer la
solucién exacta, podemos encontrar de igual manera expresiones analiticas de la primer y segunda
derivada, las cuales servirdn para evaluar la efectividad de las derivadas obtenidas con los
métodos numéricos.

3.1 La ecuacion de Zeldovich

La primer ecuacién que consideramos se conoce como ecuaciéon de Zeldovich [10] y estad dada por

ou _ 0% 201 _
7% = 32 + u“(1—u) (3.2)
La cual tiene la solucion exacta
_ 1 _ 1
u(y,7) = —=w, donde v = 5 (3.3)

1+e V2
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Una variante de la ecuaciéon de Zeldovich, que nos permite controlar la norma de la primer y
segunda derivadas de la funcién mediante un parametro de control p, se obtiene mediante el
cambio de variable

Yy =4pPx T=pt
De aqui obtenemos que las ecuaciones 3.1y 3.2 se convierten en

ou_ 2%u 201 —
5= omtru(l-uw (3.4)

La cual tiene la solucion exacta

u(x, t) = > donde v=\/% yp=1 (3.5)

1

)

[By—B¢
1+eV2" 2

El propdsito de este cambio de variable, es ver que es posible controlar la magnitud de la primery
segunda derivada.

Derivando hasta dos veces la ecuacion (3.5)

- Py L
ou \Fx—gt : \/Ex—gt p e\/;x Zt-\E
L) =—|1+ ez 2 .eN? 2.\/;=——2

0y = - A
()

De igual manera

(3.6)

2

2
PP PP PP
%e\ﬁx 2t(1+ e\ﬁ 2t> —2*<1+ e\gx Zt)
u
) =—
0x* ( Jéx_et)“
1+ eN2™ 2

N

(o)
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p,_pP p,_pP p,_P
9%y Be Ex—if(1+e\/;x—5f_2€ Ex—it) 92
= t) =2 — (1)

3 2
x
L, P,
1+ eV2" 2
P

NG (37)

3.2 Aproximacion numérica de la primera y segunda derivadas

En el primer capitulo presentamos dos casos de estudio para aproximar la primer y
segunda derivadas de la ecuacion 3.5, los cuales estan dados por p =1000yp =
1,000,000. Cuando el valor de p se incrementa, asi también se incrementa la magnitud de
primera y segunda derivada por factores pl/2 y p respectivamente.

La grafica de u(x,t,p) se muestra en la figura 3.1 para tres valores de p
(p = 103,10%,10°). En la grafica, se muestran las funciones en un intervalo pequefio para
mostrar el claro efecto de la variable p.

Es claro que aumentar el valor de p hace que se obtenga un frente con variaciones en una
banda cada vez mds angosta. Dicho de otra manera, la funcién decae mucho mas rapido
conforme el valor de p aumenta. Cuando el valor de p es lo suficientemente grande,
observamos que la funcion, es practicamente constante igual a 1, después, cerca de x = 0
se tiene una rapida transicion hacia el valor 0, donde a partir de aqui la funcién es
practicamente constante con valor de u = 0. Para valores grandes de p, se tiene un
problema cldsico de funciones que cambian en dos escalas diferentes en el espacio.

Por tanto, el propdsito que buscamos en este capitulo es aplicar los métodos descritos en
dos capitulos anteriores para evaluar cual método es el mas dptimo para derivar funciones
qgue varian en diferentes escalas. Los métodos a utilizar son: Diferencias finitas (DF)
Chebyshev Mono-dominio (CM), Chebyshev Multidominio (CMD) y Chebyshev Doble
Multidominio (C2MD). Para medir el desempeiio de los métodos estudiados, se tomas en
cuenta tres factores. El (i) error obtenido, (ii) el nUmero de puntos y (iii) el nUmero de
operaciones necesarias para calcular la derivada. Al final de este capitulo, se presenta un
resumen de cudl es el mejor método para calcular derivadas de funciones que presentan
cambios en diferentes escalas espaciales.

En este trabajo consideramos una medida del error dada por la normal [, es decir, dada una
funcién h definida en el conjunto de ({x;}Y_,), y su aproximacién numérica dada por ({h;},),
definimos el error como la cantidad

Error = lz";axN |h(x;) — hyl (3.8)
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En base a esta definicién procedemos a realizar aproximaciones de las derivadas. Iniciamos con
comparaciones de la primera y segunda derivada cuando p = 1000. En este caso, la funciéon es
muy suave y no presenta ningun cambio abrupto. Por tanto, se espera tener soluciones con
errores pequefios si se toman relativamente pocos puntos.

I I
p ]
- p =103
S 05- i
8
S
0 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T
1 T T T T T I
_ 6
G p=10
S 05f ]
8
)
4 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T
1 [ I I I I I I I
9
= p=10
S 05 ]
&
0 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

Figura 3.1: Esta grafica corresponde a la funcién u(x, t) (Funcién 3.3, p = 103,108, 10°), en donde u(x, t) es la solucién
de la ecuacion de Zeldovich segun Kudryashov y Li.

En las tablas de la 3.1 a la 3.3 se presentan los errores obtenidos con los métodos DF, MD y CMD,
respectivamente, para aproximar la primera derivada. Se observa en la tabla 3.1 el error obtenido
con DF al aumentar el nimero total de puntos de integraciéon desde N, = 100 hasta N, =
409600. Observe que aumentar el tamafio de paso al doble, hace que el error se reduzca a la
mitad. Un ejemplo de la aproximacién a la primera y segunda derivada con DF se puede apreciar
en la figura 3.3.

En la tabla 3.2 se observa que el error obtenido con CM, decrece mucho mas rapido que con DF al
aumentar el nimero de puntos en la discretizacion. La Figura 3.3 da una perspectiva mucho mas
completa donde se muestra en escala Log-Log el comportamiento del error con respecto al
ndmero de puntos de discretizacion. Se ve que el error de DF se comporta como O(%), mientras
qgue el error con MD decrece mucho mas rapido. Sin embargo, una vez que se ha alcanzado un
error minimo con N, = 400, al aumentar el nimero de puntos con MD, el error vuelve a crecer.
Esto se debe al error de redondeo inducido al multiplicar los elementos de la matriz por la funcion.
El orden de los elementos de la matriz de derivacién aumenta al incrementar los puntos de
discretizacion como se puede observar en la Figura 3.4 para el caso del ultimo rengldn de las
matrices de primera y segunda derivadas.
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Primer derivada df(100,1000),Numerica - Analitica.
0 T T ~J - T

_6 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Segunda derivadas df (100,1000),Numerica - Analiticas.

Figura 3.2 Primer (arriba) y segunda (abajo) derivada exacta y aproximada de la ecuacion (3.5) como funcion de x.
Aproximacién numérica con DF (N,, = 100) y p = 1000.

-10

-12

Figura 3.3. Comparacion de rapidez de convergencia de los métodos FD y MD. Log(Error) contra Log(Nx).
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Observe que para la primera derivada, los términos se encuentran en un rango de entre 1x10(0)
hasta 1x10(4) (con N, = 200) y 1x10(6) (con N, = 1600). Para la segunda derivada vemos que
hay un cambio mucho mas brusco en el orden de los elementos. En el caso de N, = 1600 vemos
gue los elementos tienen cambios de hasta 6 érdenes de magnitud. Es por ello que al tomar sumas
y restas en la aproximacion de la primera y segunda derivada de la funcion u(x) en el punto xy,
dada por

S = Ty Dy pu(n) (3.9)

Conrigual alo 2, vemos que se involucran nimeros con magnitudes cada vez mds grandes, da
como resultado un incremento en el error de la aproximacién por redondeo.

Tabla 3.1 Error obtenido al aproximar la primera derivada de la funcién (3.5) con Dy para diferentes valores de
discretizacion del dominio p = 1000.

Np 100 200 400 800 1600 3200 6400
Error 0.4828 0.2414 0.1205 0.0620 0.0301 0.0150 0.0075
Np 12800 25600 51200 102400 204800 409600

Error 0.0038 0.0019 0.0009397 0.000469 0.000234 0.000117

Tabla 3.2 Error obtenido al aproximar la primera derivada de la funcién (4.5) con D, para diferentes valores de
discretizacién del dominioy p = 1000.

Np 100 200 400 800 1600 3200

Error 5.947e-5 9.89%e-11 9.864e-12 1.859%e-11 1.2073e-10 | 3.0885e-10

Se continuda el analisis con el método de CMD, donde los resultados se muestran en la tabla 3.3.
Para el caso de CMD vemos que el nimero total de puntos fijo puede ser obtenido mediante
combinaciones de diferentes valores de N; y N.. En las tablas se muestra que diferentes
combinaciones de N; y N, Que dan aproximadamente 100 puntos, se obtienen diferentes errores
de aproximacion. Los errores en este caso se encuentran en un rango de 10(-10) a 10(-3). De la
tabla 3.2, vemos que el error obtenido con MD fue de 10(-5). Con el enfoque de CMD vemos que
es posible obtener errores mucho mas pequefios. Conforme tomamos N; mas grande y N, mas
chico, vemos que el error empieza a crecer. Como una primera posible conclusidon es que se
recomienda utilizar valores de N; lo mas chico posible y el error se minimizara. Esto se debe a que
se utilizan polinomios de grado mayor para aproximar las derivadas y la funcién a derivar es muy
suave.
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Figura 3.4 El orden de los elementos del ultimo renglon de la matriz de primera (izquierda) y segunda (derecha)

12

Mr

10

9r
‘N=200 ‘

Log10(D2(N ))vsi

N=1600

’W N=800

4

1400 1600 0

400 600 800 1000 1200 1400 1600

derivadas para diferentes valores de puntos en la discretizacion del dominio. N=200, 400, 800, 1600.

Otro detalle a considerar es el hecho de que derivar con CMD es mucho mas rdpido que derivar
con el enfoque de MD. Esto se debe a que CMD es una matriz de bloques y contiene muchos
ceros. Por ejemplo el usar N; = 2y N. = 51, implica el usar la mitad de operaciones respecto a

MD con N, = 100. Esta es una gran ventaja de CMD.

Tabla 3.3 Error obtenido al aproximar la primer derivada de la funcién (3.5) con D.yp para diferentes valores de

discretizacién del dominio p = 1000, N, ~ 100.

N; N Np Error

2 51 100 3.072e-10

3 36 104 3.6743e-05
4 28 106 9.5716e-08
5 22 102 6.1469e-05
6 18 98 4.9686e-06
7 16 100 1.1317e-04
8 15 106 1.3763e-05
8 14 98 2.9134e-05
9 13 101 3.04834e-04
10 12 102 4.43241e-05
11 11 101 4.6022e-04
12 10 98 2.78723e-04
13 10 106 1.72267e-04
14 9 100 3.29097e-04
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16 8 98 3.95664e-04
17 8 104 3.56712e-04
19 7 97 0.0025759
20 7 102 0.0011212
24 6 98 0.0035305
25 6 102 8.6524e-04
26 6 106 0.002507
32 5 98 0.0038788
33 5 101 0.00826224

Repetimos el mismo proceso para la aproximacion de la segunda derivada. Los resultados son
mostrados en las tablas 3.4 a 3.8. De igual manera, se observa que la convergencia con DF es
mucho mas lenta que con los métodos basados en polinomios de Chebyshev. Sin embargo, se
tiene la pregunta de saber cudl método de Chebyshev es mas eficiente.

De las tablas 3.5 y 3.6, claramente se ve que el uso de CMD con un valor de N; pequefio y N,
grande, se mejora el error obtenido. Sin embargo, en muchas ocasiones, no es necesaria una
precision tan buena. Por ejemplo, el esquema usual de DF (Tabla 3.4), tiene un error de 10(-3) con
1600 puntos. Sin embargo, el error de 10(-3) puede conseguirse de diferentes maneras con los
métodos basados en polinomios de Chebyshev. Por ejemplo, al tomar N; = 10,N, =120 N; =
3,N. =36 en CMD (Tabla 3.5), se obtiene el mismo error. De estos ultimos dos ejemplos,
claramente se escoge N; = 10, N, = 12 ya que el numero de operaciones requeridas es mucho
menor.

Tabla 3.4 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D3, para diferentes valores de
discretizacién del dominio p = 1000.

Ny 100 200 400 800 1600
Error 1.0187 0.2661 0.0668 0.01665 0.0042
Ny 3200 6400 12800 25600 51200
Error 0.0010 2.599%e-4 6.499%e-5 1.642e-5 4.815e-6

Tabla 3.5 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D, para diferentes valores de
discretizacién del dominio con p = 1000.

Np 100 200 400 800 1600 3200

Error 0.2141 1.4715e-06 5.9968e-08 3.1124e-06 1.0773e-04 0.0011

Tabla 3.6 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D3, para diferentes valores de
discretizacion del dominio p = 1000 ¥y N, = 100.

N; N¢ Ny Error

2 50 100 1.55586e-7

2 51 98 2.20679867e-7
3 36 104 0.00991907

3 33 95 0.01121332
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5 21 97 0.01616677

5 18 98 5.31980339%6e-4
7 16 100 0.01776436756
8 14 98 0.00349785921
9 13 101 0.02695008274
10 12 102 0.0048892501
11 11 101 0.039541463763
12 10 98 0.025841970166
13 10 106 0.0148829848
14 9 100 0.0240017941349
16 8 98 0.027292398999

Tabla 3.7 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D3, para diferentes valores de

discretizacion del dominio p = 1000, N, = 200.

N; Nc Np ERROR

2 100 198 5.143067112678861e-09
3 70 206 6.624135751032156e-08
4 50 194 1.505688479279399%e-09
5 41 197 2.469327542442557e-07
6 35 200 2.469327542442557e-07
7 34 198 2.918790897865620e-08
8 27 202 7.93127341580657e-09
9 24 200 1.132627154731836e-06
10 22 202 9.917615195753626e-08
11 20 202 2.427305048513517e-06
12 19 206 6.302421370341094e-07
13 17 197 1.287959738505151e-05
14 16 198 3.873208960669672e-06
14 15 197 2.847965910035555e-05
16 14 196 1.630306979860663e-05
17 14 206 1.015965477790815e-05
18 13 200 1.277464841109577e-05
19 12 192 4.954814533419949e-05

Tabla 3.8 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de

discretizacién del dominio p = 1000 con N,, = 400.

la funcién (3.5) con D%, para diferentes valores de

N; N Np Error

2 100 398 5.739008790417445 e-08
3 134 398 3.327054309831836e-08
4 100 394 2.080303888749986e-08
5 80 392 1.114901301076283e-08
6 67 392 2.201726909101774e-08
7 58 394 9.442722469280947e-09
8 52 402 1.062143274657164e-08
9 46 398 3.934716359156598e-09
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10 42 402 4.557513843680735e-09
11 38 398 4.273841947011192e-09
12 35 398 5.133873240374478e-09
13 33 405 3.456981995939063e-09
14 30 394 1.565851770539855e-09
15 29 407 2.265023409170004e-09
16 27 402 1.543666874881389%¢e-09
17 25 393 1.609618795123502e-09
18 24 398 1.094305923654559e-09
19 23 439 1.465462779486280e-09

Una vez agotado el estudio con p = 1000 se procede a aumentar el valor a p = 1000000. Esto
con el fin de hacer que la funcién presente cambios en dos escalas espaciales. En este caso, la
aproximacion de la derivada utilizando métodos pseudoespectrales, se espera no sea tan buena
como en el caso de p = 1000 . Esto se debe a que la funcién en el caso de p = 1000000, es una
aproximacion continua de una funcién escaldn (la cual presenta una discontinuidad de salto). En
este caso, es bien sabido que los métodos pseudoespectrales no pueden representar funciones
gue presentan discontinuidades de salto, y como se discutié en el capitulo anterior. Por otro lado,
el ser una aproximacién suave de una discontinuidad, permite que el método Pseudospectral
pueda de cierta manera aproximar apropiadamente a la funcién donde ocurre el cambio rdpido.

Primera derivada df(100,1000000), Numerica - Analitica.
0 T T T T T T T

'60 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Segunda derivadas df(100,1000000),Numerica - Analiticas.
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Figura 3.5 Dpp (arriba) y Dig (abajo) exacta y aproximada de la ecuacion (3.5) como funcién de x. Con N,~100 y
p = 1000000.

Dicho esto, procedemos a considerar la aproximacion a la primera derivada utilizando todos los
métodos descritos en este trabajo. Cabe aclarar que en esta seccién consideramos de igual
manera el método C2MD, ya que en el caso dep = 1000, no fue necesario utilizarlo.

En las tablas 3.9-3.15, se presentan los resultados obtenidos para la aproximacién de la primera
derivada. En la tabla 3.9 se observa que DF tiene el mismo comportamiento que en el caso
de p = 1000. A partir de N=800, vemos que al doblar el numero de puntos de la discretizacion, se
reduce el error a la mitad. Por tanto, la convergencia es muy lenta. Y mds aun, vemos que
aumentar el valor de p en tres 6rdenes de magnitud hizo que el error aumentase también en tres
6rdenes de magnitud. Por tanto, la aproximacién en este caso es bastante mala. En caso de querer
una precision de 10(-3), es necesario tomar 6, 553, 600 puntos.

Tabla 3.9 Error obtenido al aproximar la primera derivada de la funcién (3.5) con Dy para diferentes valores de
discretizacion del dominio p = 1000000.

Ny 100 200 400 800 1600 3200
Error 48.863 74.828 59.792 55.756 28.483 14.922
N, 6400 12800 25600 51200 102400 204800
Error 7.505 3.758 1.879 0.940 0.4698 0.2349
N, 409600 819200 1638400 3276800 6553600

Error 0.1175 0.0587 0.0294 0.0147 0.0073

Primer grafica de primer derivada ch(100,1000000)
10 T
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Segunda grafica de primer derivada ch(800,1000000)
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Figura 3.6 Aproximacion numérica de la ecuacion (3.5) con D¢y, p = 1000000, arriba N, = 100; Abajo N, = 800.
Ambas graficas son con D¢y, mismo p y N, diferente.

Por otro lado (Tabla 3.10), vemos que MD también presenta una disminucién en su efectividad, es
decir, aun cuando la rapidez de convergencia es mayor que con diferencias finitas, el error no
disminuyd en la misma tasa. Vemos que a partir de Np=400, se empieza a tener convergencia a la
solucién exacta. Otro punto negativo es que para obtener un error de 10(-3) se necesita tener
Np=3200 puntos. Aunque posiblemente 3200 puntos sea bastante bueno, comparado con DF, aun
gueda la pregunta de si es posible tomar muchos menos puntos y mejorar la precisién de la
aproximacion.

Tabla 3.10 Error obtenido al aproximar la primera derivada de la funcién (3.5) con Dy, para diferentes valores de
discretizacién del dominio y p=1000000.

Np 100 200 400 800 1600 3200

Error 21.8331 41.0250 41.8622 14.0371 0.8322 0.0014

Tabla 3.11 Error obtenido al aproximar la primer derivada de la funcién (3.5) con D¢y p para diferentes valores de
discretizacion del dominio con p = 1000000y N, ~ 100.

N; N, Np Error

2 51 100 7.791533

2 50 98 8.66403

2 49 96 9.500038

2 48 94 10.27805

3 36 104 23.11789

3 35 101 1.54292e+02
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3 34 98 21.801124

3 33 95 1.55617e+02
4 27 102 28.89878

4 26 98 31.008734

4 25 94 32.684500

5 22 102 23.04757

5 21 97 1.54789e+02
6 19 104 34.09324

6 18 98 33.34896

7 16 100 22.937287

8 15 106 31.36252

8 14 98 26.481073

9 13 101 1.532126

10 12 102 21.112485
11 11 101 1.52907e+02
12 10 98 12.174632
13 10 106 25.066386
14 9 100 12.81623

16 8 98 13.372605
17 8 104 25.01298

19 7 97 1.5283813

Por tanto, procedemos a mostrar ahora los resultados obtenidos con CMD. En las tablas 3.11 a la
3.15 se presenta el estudio para diferentes valores de Np (100, 200, 400, 600 y 800,
respectivamente). Observemos que en los casos de Np = 100, 200 y 400 el enfoque de CMD tiene
un error muy grande. Sin embargo cuando Np es tomado como 600 u 800 (Tablas 3.14 y 3.15,
respectivamente), observamos que se tienen muy buenas aproximaciones y muy malas
aproximaciones a la vez. Con un poco de cuidado, se observa que las aproximaciones tienen
bastante precision cuando Nc es par, mientras que la aproximacién se vuelva bastante mala
cuando Ni es impar. Lo que dice esta observacién es que en el caso de Ni impar, implica que la
transicién rapida se encuentra totalmente contenida dentro de uno de los subintervalos, mientras
gue si Ni es par, la transicién rapida ocurre en la frontera de dos de los subintervalos y esto es de
forma practicamente simétrica.

Por tanto, para entender el porqué la mejoria cuando Ni es par y el porqué de la mala
aproximacion cuando Ni es impar, simplemente debemos de pensar en que cuando Ni es impar, lo
gue se tiene es una mala aproximacion debida al fendmeno de Gibbs. Cuando Ni es par,
observamos que la mayoria de los efectos de la posible discontinuidad se reducen
considerablemente al no tener una discontinuidad tan marcada en este caso.

Tabla 3.12 Error obtenido al aproximar la primer derivada de la funcién (3.5) con Dqyp para diferentes valores de
discretizacion del dominio. Np~200 con p = 1000000.
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N; N Np Error

2 100 198 0.136882003664965

3 70 206 42.080751039068289

4 50 194 2.130975000909245

5 41 197 1.326895560774026e+02
6 35 200 1.872685980130403

7 34 198 41.496638751726813

8 27 202 6.016615374243678

9 24 200 41.972069336853991

10 22 202 10.356780500225000

11 20 202 42.165875541683498

12 19 206 15.302191688187037

13 17 197 1.311892588009272e+02
14 16 198 23.632241125059608

15 15 197 1.308504031838725e+02
16 14 194 28.739780321336752

17 14 206 43.354814051199703

18 13 200 29.878836812888608

Tabla 3.13 Error obtenido al aproximar la primer derivada de

discretizacion del dominio con p = 1000000 y N,, ~ 400.

la funcidn (3.5) con D¢yp para diferentes valores de

N; N, Np Error

2 200 398 1.9360380150601e-05
3 134 398 41.863977382436147
4 100 394 0.005324828640568
5 80 392 42.208444277120925
6 67 392 0.044565664573668
7 58 394 41.875924758505839
8 52 402 0.126129667152895
9 46 398 41.365653873570956
10 42 402 0.148111787118218
11 38 398 41.202861483521687
12 35 398 0.549261186346158
13 33 405 86.399171194194906
14 30 394 1.166041030078219
15 29 407 85.643579019053902
16 27 402 1.578691613015252
17 25 393 88.133501724206695
18 24 398 2.079256074333102
19 25 439 78.653997926160116
20 22 402 2.206197511446732
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Tabla 3.14 Error obtenido al aproximar la primer derivada de la funcién (3.5) con D¢yp para diferentes valores de

discretizacién del dominio p = 1000000 y N,, = 600.

N; N, Np Error

2 300 598 2.183071501349332e-09
2 305 608 2.215728045484866e-09
2 301 600 2.320462044735905e-09
2 299 596 2.082458649965702e-09
2 298 594 2.127393372575170e-09
2 297 592 1.947483951880713e-09
2 296 590 1.642547431401908e-09
3 200 596 23.392115474469918

3 201 599 53.478729391758904

3 202 602 22.899451654422094

3 203 605 52.575054466176042

3 204 608 22.414093699146605

3 205 611 51.682485584995206

4 150 594 9.651064658555697e-06
4 151 598 8.315454607554784e-06
4 152 602 7.091148347626586e-06
4 153 606 5.981253679010479e-06
4 154 610 5.017073803514904e-06
4 149 590 1.111104688789055e-05

Tabla 3.15 Error obtenido al aproximar la primer derivada de la funcién (3.5) con D¢y para diferentes valores

discretizacién del dominio p = 1000000 y N,, ~ 800.

de

N; N Np Error

2 400 798 3.474269760772586e-10
3 265 791 29.922468350777081

2 405 808 2.045794644800481e-10
2 406 810 3.893774191965349e-10
4 200 794 1.478346689509635e-08
5 160 792 14.200794158908153

6 233 1388 0.682388059038203e-11
6 150 890 6.796188856128538e-08
7 115 793 29.366960311310152

8 100 786 1.730668634536414e-05
9 90 794 13.970156673341519

10 80 782 1.989833092181925e-04
11 73 783 29.959398426594220
12 68 794 3.246142357511417e-04
13 60 756 15.374277273567621

14 55 744 0.003941131559401

15 50 722 16.751486745333366

Antes de mostrar los resultados obtenidos con C2CMD, presentamos un resumen del desempefio

de los métodos para aproximar la segunda derivada con p = 1000000. Los resultados se pueden
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observar en las tablas 3.16 a la 3.20. Practicamente, el fendmeno es el mismo que el observado

para la primera derivada, con la diferencia que la convergencia es aun mas lenta con la mayoria de

los métodos.

Claramente, se observa que hay una mejoria con el método de CMD sobre MD y FD. Una prueba

visual de como CMD da una muy buena aproximacion a la solucién se muestra en la Figura 3.7, con

solo 198 puntos. En la figura, no hay distincién entre la aproximacion numérica y la derivada

exacta. Sin embargo, como se ve en la tabla 3.12, el error es de orden de 1x10(-1). Entonces lo que

buscaremos es mucha mayor precisidon pero teniendo muy pocos puntos. Para ello utilizaremos el
método C2CMD.

Tabla 3.16 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D3, para diferentes valores de

discretizacion del dominio p = 1000000.

Np 100 200 400 800 1600 3200
Error 2.050e+3 3.7023e+3 2.1396e+4 1.278e+4 3.018e+3 9.686e+2
Np 6400 12800 25600 51200 102400 204800
Error 2.568e+2 64.86 16.228 4.059 1.0147 0.2540
Np 409600 819200 1638400 3276800

Error 0.0648 0.0215 0.0282 0.106

Tabla 3.17 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D%, para diferentes valores de

discretizacion del dominio con p=1000000.

N,

100

200

400

800

1600

3200

Error

6.5305e+03

2.6001e+04

8.1519%e+04

1.1052e+05

2.5337e+04

165.9705

Tabla 3.18 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D,p para diferentes valores de
discretizacion del dominio p = 1000000, con N,, = 400.

N; N Np Error

2 200 398 0.145843725771556

2 201 400 0.149500506720187

2 102 402 0.150502105459964

3 135 401 8.421857932311170e+03
4 101 398 19.167989209690404

4 102 402 17.249451841285918

5 82 402 6.322902544437120e+03
6 68 398 94.453949748966807

7 59 401 8.519238887453910e+03
8 52 402 2.328732582305074e+02
9 46 398 6.357206830506948e+03
10 42 402 1.533829124224794e+02
11 38 398 6.418123894118866e+03
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12 35 398 8.550397274940142e+02
16 27 402 1.673052438756668e+03
18 24 398 1.501574010407388e+03
19 23 401 8.834322384714975e+03
20 23 402 1.094366351599329e+03

Tabla 3.19 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D, para diferentes valores de
discretizacion del dominio con p = 1000000, con N, = 800.

N; N Np Error

2 400 798 3.362347405300170e-05
2 401 800 1.903138786474301e-05
2 402 802 2.096906035831125e-05
3 268 800 8.388884672356551e+03
4 201 798 1.728428044316388e-04
4 202 802 1.352835778334338e-04
5 162 802 8.367801647049717e+03
6 135 800 0.009215846824418

7 116 800 8.371746537984302e+03
8 102 802 0.139482610957430

10 82 802 0.775059819384524

14 59 800 3.792155534006270

16 52 802 14.529926264534879

17 49 801 7.087893114425100e+03
19 44 800 8.345235471909917e+03
20 42 802 13.574452559622841

21 40 800 8.343929305471296e+03
25 34 802 8.329524764772894e+03
32 27 802 2.061189633847835e+02

Tabla 3.20 Error obtenido al aproximar la segunda derivada de la funcién (3.5) con D2, para diferentes valores de
discretizacién del dominio con p = 1000000, con N, = 1600.Np =1600.

N; N Np Error

2 800 1598 2.335649978277843e-04
2 801 1600 5.872482037716509e-04
2 802 1602 3.748119233648595e-04
3 534 1598 1.925484476585084e+03
3 535 1601 4.604503927485494e+02
4 401 1598 3.910818693952933e-05
4 402 1602 4.261616265921475e-05
5 322 1602 1.896208403800572e+03
6 268 1598 9.340665798163172e-06
7 230 1598 1.906281738582989e+03
8 202 1602 2.128625965269748e-06
10 162 1602 3.373853076027444e-06
12 135 1598 2.413380035146436e-06
13 125 1601 4.440045056780582e+02
14 116 1598 2.927806531261012e-05
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16 102 1602 1.043898469106352e-04
17 96 1600 1.851095448294866e+03
20 82 1602 6.451187209677300e-04
21 78 1598 1.843355153572534e+03
25 66 1602 1.807669692398551e+03

El método C2MD, fue utilizado para aproximar la primera y segunda derivada para p = 000000.
Los resultados se resumen en las Tablas 3.21 y 3.22. En este trabajo se considerd el caso en que el
cambio brusco de la funcidn ocurriese completamente dentro de uno de los sub intervalos. Es por
ello que se tomd Niimpar. En funcion de esta decisidn se consideran dos tablas, (3.21 y 3.22). La
diferencia entre ellas radica en que al aplicar multidominio en el subdominio de interés se tomd
Nis impar y Nis par, respectivamente.

Tabla 3.21 Error obtenido al aproximar la primera y segunda derivadas de la funcién (3.5) con Deoyp ¥ DZoyp para
diferentes valores de discretizacidon del dominio principal y diferentes valores de discretizacién en los subdominios
donde hay cambios bruscos. p = 1000000.

N; N Nis Nes J No Nps Error(up final) Deop Error(upp final) DZ,,,p

3 34 3 34 2 98 98 47.292400519173931 4.108023135333248e+03
3 34 3 68 2 98 200 22.987088148307819 8.649061101148425e+03
3 34 3 135 2 98 401 7.287360676375300 2.131392292158627e+03
3 34 3 268 2 98 800 0.035901766388800 1.859257162947159e+02
3 34 3 534 2 98 1598 1.754057670666498e-06 | 0.036205847399225

5 22 5 22 3 102 102 30.214970575611602 8.301696601479021e+03
5 22 5 42 3 102 202 7.023207852426374 6.581733562973889e+03
5 22 5 82 3 102 402 0.166344746098773 6.083065616125761e+02
5 22 5 162 3 102 802 4.880309873911415e-05 | 0.697808052469131

5 22 5 322 3 102 1602 4.527070175631490e-11 | 1.843677869222412e-04
7 16 7 16 4 100 100 17.439442165253993 9.160890820775574e+03
7 16 7 30 4 100 198 1.747260356844217 3.111054107086298e+03
7 16 7 59 4 100 401 0.014340589157428 10.668442945186721

7 16 7 116 4 100 800 7.119981404457576e-08 | 0.001914841819708

7 16 7 230 4 100 1598 5.834081573960828e-11 | 2.178505864305624e-04
9 13 9 13 5 101 101 18.643066540924167 5.442792640830288e+03
9 13 9 24 5 101 200 0.383130906466718 1.059852721879940e+03
9 13 9 46 5 101 398 3.548196763958345e-04 | 3.687760775644776

9 13 9 91 5 101 803 2.280557964695618e-10 | 3.143115208104064e-06
9 13 9 180 5 101 1604 6.427601506597824e-11 | 6.195762664162885e-05

Tabla 3.22 Error obtenido al aproximar la primera y segunda derivadas de la funcién (3.5) con Dgoyp ¥ DZ,yp Para

diferentes valores de discretizacion del dominio principal y diferentes valores de discretizacion en los subdominios

donde hay cambios bruscos (Ni impar, N;.par). p = 1000000.

58




N; N Ni N J N, Nps Error(up final) Deopp Error(upp final) D2, up

3 34 2 50 2 98 98 0.457734560293545 6.92124216237746e+02
3 34 2 101 2 98 200 2.79958806743e-04 1.680253922419297

3 34 2 201 2 98 400 1.69421809914e-10 4.828357702990616e-06
3 34 2 401 2 98 800 2.23764118345e-10 5.733893047477068e-05
3 34 2 801 2 98 1600 9.51786205405e-10 0.001884468127194

5 22 4 27 3 102 102 0.637067564758297 9.772650560260972e+02
5 22 4 52 3 102 202 2.956840225110113e-04 | 0.572004456682407

5 22 4 102 3 102 402 3.864926156893489%¢e-10 | 6.512570053018862e-06
5 22 4 202 3 102 802 4.345679371908773e-11 | 2.359252408570193e-06
5 22 4 402 3 102 1602 4.870059910899727e-10 | 4.725750970091574e-04
7 16 6 18 4 100 98 1.019315999603634 1.346061401976584e+03
7 16 6 35 4 100 200 8.141104670897903e-04 | 2.812429686986434

7 16 6 68 4 100 398 9.982557003240800e-10 | 1.883423317394772e-05
7 16 6 135 4 100 800 3.183231456205249¢e-11 | 2.901341245654021e-05
7 16 6 268 4 100 1598 1.512034941697493e-10 | 1.547647148743587e-04
9 13 8 14 5 101 98 0.993252426776991 1.257310199799011e+03
9 13 8 27 5 101 202 8.131900543162374e-04 | 3.227025263548512

9 13 8 52 5 101 402 4.900186922895955e-10 | 8.499080536239489e-06
9 13 8 102 5 101 802 2.024391352990590e-11 | 5.501801669485339¢e-06
9 13 8 202 5 101 1602 1.091210144680665e-04 | 1.091210144680665e-04

3.3 Acerca de la reaccidn de BZ. El Oregonador.

Finalmente, concluimos con aplicar los métodos propuestos para derivar la funcién u dada por el
Oregonator (Ecuaciones (1.2) y (1.3)). A diferencia de la ecuacidn de Zeldovich, la cual se estudié
en la seccion pasada, para el Oregonador, no se conoce la solucién exacta de la ecuacion. Es por
ello que no es posible tener una expresidn analitica de la solucién de las ecuaciones (1.2)y (1.3).

Cabe aclarar que no se conoce la funcién a derivar exactamente. Es por ello que para obtener la
funcién de interés (Ver Fig. 1.5), es necesario resolver la ecuacion diferencial parcial y asi obtener
la funcion a derivar.

Como veremos en este ejemplo, las aproximaciones no seran satisfactorias del todo, a excepcién
del método de Multidominio (CMD), que es donde se resolvio la ecuacion diferencial parcial. En el
caso de diferencias finitas, necesitamos una malla mucho mas fina, para obtener resultados
satisfactorios. Sin embargo, para definir la funcion en dicha malla, es necesario aplicar
interpolacién lineal. Esto no permitira obtener una primer y segunda derivada con buena precisiéon
al estar usando datos mediante interpolacién lineal. Un efecto similar sucede con C2CMD, ya que
al quedar interpolacién lineal en un sub-subintervalo pequefio, implica que la primera derivada
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sera constante en ese sub-subintervalo y por tanto tendremos una solucion constante en ese
intervalo.

Consideramos la solucidon de la ecuacion diferencial (1.5 y 1.6) y la resolvemos mediante la
discretizacion del espacio utilizando el método de CMD con N; =60y N, =20 (Que da un total de
N, =1082 puntos) y el sistema de ecuaciones ordinarias resultante, se resuelve utilizando el
método de Euler. Claramente, como se resolvié la ecuacién en una malla dada por CMD con
N, =60y N, =20, es claro que una aproximaciéon mas aproximada a la verdadera, no es posible
encontrar. Entonces, esto no nos permitird encontrar mejores aproximaciones, ni aunque tomemos
mallas mas finas, puesto que para definir las funciones en mallas mas finas, lo que se utilizara es

interpolacién lineal para aproximar los datos desconocidos y por tanto generando errores en las
subsecuentes aproximaciones.

En la Figura 3.7, se muestra la funcién que usaremos para calcular las derivadas. Notemos que la
malla natural esta dada por N, =60y N_=20. La primer y segunda derivada ( Dg,,oU y DéuoU )

se muestran en rojo en las Figuras 3.8 y 3.9, respectivamente. En este caso, esta primer y segunda
derivada se consideran como las derivadas exactas.

Las primeras y segundas derivadas utilizando diferencias finitas (D;U y D2.U ), se calcularon
con 1500 puntos. Estas derivadas se utilizaron interpolando valores de la malla dada por CMD con
N, =60 y N, =20 . Las derivadas se muestran en color azul en las Figuras 3.8 y 3.9,

respectivamente. Finalmente, para aplicar de una forma apropiada el método de C2MD,
claramente no es posible empezar con una distribucién N, =60y N_ =20 de CMD, ya que si en

uno o mas de los subintervalos, se detecta un cambio brusco, entonces hay que hacer una
aproximacion con una malla mucho mas fina dentro de dichos subintervalos. El problema es que
cualquier refinamiento que se haga sobre uno de estos subdominios, hara que la interpolaciéon
lineal de aproximaciones con rectas y lo que obtendremos son funciones con derivadas constantes
por subintervalos, dando lugar a una pésima aproximacion.
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Figura 3.7. Funcion a derivar numéricamente con FD, CMD y C2MD. Esta funcion es la solucion de la ecuacion (1.2,1.3)

con (T =2.5). La solucién de la ecuacion diferencial se encontré al discretizar el espacio con el método de CMD con

N; =60 y N, =20.

Entonces, lo que hacemos es usando la informacién en la malla N; =60y N_ =20 es definir otra
malla mucho maés gruesa N, =20y N, =30, lo cual da un total de N, =562 puntos. Después se
procede a encontrar los subintervalos en donde hay cambios bruscos. En la Figura 3.7, se indican
los dos subintervalos donde hay problemas (los cuales son el 12 y el 13). En estos subintervalos lo
que se hace es una aproximacion en una malla mas fina, la cual tomamos como N5 =30y Ni =4
para 1 =1213. Esto nos da un total de puntos en cada subdominio de 62 puntos. Claramente, el
numero total de puntos es aproximadamente 562-2(20)+2(62)=646. En las Figuras 3.8 y 3.9 se
puede apreciar la primer y segunda derivada obtenida con C2MD ( DéZMDU y DEZMDU ,

respectivamente). Claramente, no se aprecia una superioridad entre la aproximacién de las
derivadas con los métodos C2MD y FD. Sin embargo, podemos notar que con FD se usaron 1,500
puntos y con D2MD se usaron solo 646.
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Figura 3.8. Derivada numérica de la funcion mostrada en la figura 3.7. La derivacion se llevé a cabo con FD, CMD y
C2MD.
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Figura 3.9. Segunda derivada numérica de la funcion mostrada en la figura 3.7. La derivacion se llevoé a cabo con FD,
CMD y C2MD.

Finalmente, vemos que el no conocer de forma exacta la funcidn, nos lleva a no poder decidir que
aproximacion es mejor. ¢ Esto significa que no podremos aplicar nuestro método para resolver una
ecuacién diferencial parcial del tipo de reaccién difusién? La manera de aplicar el método de
C2CM, es un poco mas complejo. Sin embargo, podemos describir un poco la estrategia que se
sigue.

1) Se toma una condicidn inicial tal que sea una funcién conocida. Esta funcion se define en
una malla (N;, N_) Se detectan los subintervalos donde la funciéon cambia en dos escalas de
espacio (inicialmente solo se consideran dos escalas) y se evalua la funcién en las submallas
(N&,NZ) . Observemos que hasta aqui no hay ninguna aproximacién por interpolacion,
sino que todo es exacto ya que es la condicidn inicial.

2) Supongamos el caso de que nuestra solucion sea como en la figura (Ver Fig. 3.7), es decir,
un pulso que viaja de derecha a izquierda. Supongamos que nuestra condicion inicial es de
hecho el pulso dado en Figura (3.7). La segunda derivada de dicha condicién inicial tendrd
un error pequeiio debido a que la aproximacion usando doble multidominio es muy buena.
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3) Supongamos que en la Figura (BZ pulse) la locacion de los puntos A (justo enfrente del
pulso) y B (justo donde se encuentra el pulso) se encuentran en diferentes, pero
consecutivos, subdominios.

4) Entonces, al detectar que el subdominio donde esta B tiene un cambio abrupto, se le pide
que el sub dominio consecutivo a ambos lados del subdominio con el cambio brusco, pues
se divida en sub-subdominios. En este caso, podemos observar que la funcion en el sub
intervalo donde se encuentra A, es casi constante (y si es exponencial, su valor para efectos
practicos, es casi cero). Por tanto podremos definir la funcion en los sub-subintervalos con
un error minimo y cuando pase el frente sobre el nuevo subdominio, estarad pasando sobre
una malla fina y la propagacion del frente procedera.

5) Cuando el frente se haya alejado de un subdominio, se regresa la solucién a definirse en la

malla menos fina (en N; puntos, en vez de los N =(N{—-2)Ng +2dados por la

expansion de doble multidominio)

3.4 Conclusiones y Discusion

En la presente tesis se considerd el calculo de la derivada numérica de funciones que varian en dos
escalas espaciales. Dichas funciones aparecen en diversas areas de la ciencia. En este trabajo, se
considerd el caso particular de funciones que surgen de manera natural en reacciones quimicas y
su uso en problemas de biologia. Sin embargo, los métodos desarrollados pueden servir para
generar métodos para la solucidn eficiente de ecuaciones diferenciales parciales del tipo reaccién
difusidn que presentan cambios con multiples escalas.

Para este trabajo se consideraron diferentes métodos de solucidn: Diferencias finitas (FD),
Chebyshev Mono-dominio (CM), Chebyshev Multidominio (CMD) y Chebyshev doble multidominio
(C2MD). Para estos métodos, se hizo una comparacién del nimero de puntos necesarios para
obtener una solucidn con una precisién determinada. Asimismo, se realizé un estudio del nimero
de operaciones involucradas en el proceso de derivada.

El enfoque principal desarrollado en esta tesis es el método de doble multidominio (C2MD). El
método C2MD no se ha reportado en la literatura con anterioridad. Una de las razones por la que
los métodos basados en polinomios de Chebyshev no se usan con frecuencia para aproximar
derivadas como la de la funcién 3.5 con [p=10] 76 y el dominio utilizado, es el hecho de que
para una malla predeterminada, la funcién se comporta como una funcion escaldn. Si se hubiese
considerado [p=10] 76 pero con un dominio mucho mas pequefio (como de tres érdenes de
magnitud menor), centrado en cero, entonces, no se observaria la presencia de una funcién
escaldn, sino de una funcién mucho mas suave y por tanto, se necesitarian pocos polinomios de
Chebyshev para lograr una excelente aproximacion.
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El problema de CMD descrito en el parrafo anterior nos permite entender porque el método de
doble multidominio (C2CMD) funciond. Supongamos que el subdominio Iy presenté cambios
bruscos. En dicho subdominio, es claro que la funcidn es relativamente mas suave que respecto al
dominio inicial. Aunado a esto, se vuelve a aplicar el método de CMD a dicho subdominio y por
tanto, si suponemos que el cambio brusco se da en uno de los sub-subdominios, entonces
tenemos que en dicho sub subdominio, la funcién que en el intervalo original se presentaba como
una funcidén escaldn, ahora se convierte en cada sub-subintervalo en una funcién que cambia lo
suficientemente suave, dando lugar a una mejor aproximacién numérica.

La funcidn practicamente tiene un comportamiento exponencial y como se ven las soluciones en la
féormula 3.5, la funcion es suave. Entonces, el problema se reduce realizar cambios de variable de
tal forma que el problema que aparentemente representa un frente que cambia en dos escalas,
puede reescalarse a tener un problema que cambia en una sola escala. Esto mediante Ia
implementacidn de una submalla en donde se presentan los cambios bruscos.

Se realizé un estudio de la distribucion de puntos. Hasta este momento, las mejores
aproximaciones se lograron cuando el frente quedaba dividido en dos de los frentes. Es por ello
gue el enfoque de doble multidominio es una excelente opcion para resolver este tipo de
problemas.

Claramente, es posible aplicar una variante de doble multidominio para diferencias finitas. Para
esto basta tener dos divisiones de puntos en la discretizacién. Sin embargo, el uso de DF con un
mallado mds fino en una franja alrededor del punto donde ocurre el brinco, no es muy util. Por
ejemplo, de la Tabla 3.15, donde se aproxima la primera derivada notemos que necesitamos 6,
553, 600 puntos para obtener un error de 0.0073. Como el doblar el nimero de puntos, reduce a
la mitad el error, suponiendo que no hay errores de redondeo, entonces si necesitamos un error
digamos de 10(-5), entonces se requeriran alrededor de 838, 860, 800 puntos en la discretizacion.
Por tanto, si queremos capturar el salto en la funcién de forma apropiada, necesitamos poner una
densidad de puntos mayor en una vecindad de donde ocurre el salto. Sin embargo, esto es
sumamente complicado. Si por ejemplo el dominio inicial es [-1,1] y por decir algo dividimos en
100 subintervalos, de tal forma que en el subintervalo 50 se tenga el cambio brusco, entonces en
dicho subintervalo se necesitarian al menos 8,388,608 puntos para lograr un error de 10(-5).
Claramente, se requiere un numero muy grande de puntos en la discretizaciéon y por tanto es
impractico.

El trabajo desarrollado en esta tesis tiene un propdsito fundamental, que es el desarrollo de
nuevos métodos numéricos para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales que presentan
cambios en multiples escalas espacio-temporales. El problema que uno enfrenta es el considerar la
menor cantidad de puntos para discretizar el medio de tal forma que aun, se mantenga una muy
buena precisién de la solucién.
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Entre los trabajos futuros que siguen a esta tesis, se puede considerar.

1) Solucién de ecuaciones diferenciales parciales cuyas soluciones evolucionan en
diferentes escalas espacio-temporales. Es posible, en base al método C2MD, desarrollar
un método que detecte con anticipacion la presencia de un frente de escala rapida y
pueda tener dos mallados de acuerdo a regiones con poca variacidn y variacion rapida.
Esto con la finalidad de evitar muchos célculos innecesarios.

2) En este trabajo se realizd un estudio de cambios de escala en un solo subdominio. Sin
embargo, es posible realizar este mismo estudio con diversos escenarios. Por ejemplo:
(i) Cambios en la funcién en escalas rapidas que ocurran en mas de un subdominio; (ii)
cambios en la funcidn que ocurren en fronteras de subdominios; (iii) mas de dos escalas
involucradas, lo que implica, multiples tamafios de Nis y Ncs, dependiendo del cambio
observado.

3) Un andlisis profundo de tener la escala en que ocurre el cambio y en base a ello,
determinar cuanto debe de ser Ni, Nc, Nis, Ncs.
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Apéndice

A. 1 Polinomios de Chebyshev.

Definimos un conjunto de polinomios T,(x) = Cos(nf®) de grado n, donde Cos(8) = x en el
intervalo —1 < x < 1.

Apoydandonos en identidades trigonométricas de suma de angulos, tenemos:

cos((n+ 1)8) = cos(nh) cos(8) — sen(nh)sen() (A1)
cos((n — 1)0) = cos(nh) cos(H) + sen(nf) (A2)
Sumando las ecuaciones (A1) y (A2), tenemos

cos(n+ 1)0 + cos(n — 1)0 = 2 cos(n@) cos (0) (A3)

De la ecuacién (A3) se obtiene la formula de recurrencia de Chebyshev al relacionarla con las de
definicion T,,(x) = cos(n@) y cos(0) = x.

The1(x) = 2xT (x) — Tpe 1 (%).
De las formulas de definicion se obtiene
To(x) =1y T,(x) =cos(f) =x
El resto de los polinomios se obtienes con la férmula de recurrencia, asi:
n=1T,(x)=2x(x)—1=2x%2-1
n=2T;(x) =2x(2x?> — 1) = 4x3 — 3x
n=23T,(x) =2x(4x3 —3x) —2x2+1=8x*—-8x2 +1
n=4Ts(x) = 2x(8x* —8x% + 1) — 4x3 + 3x = 16x° — 20x3 + 5x
y asi sucesivamente.

A. 2 Propiedades de los polinomios de Chebyshev

e Simetria
Los polinomios con exponentes pares son funciones pares f(x) = f(—x).
Los polinomios con exponentes impares son funciones impares f(x) = —f(—x).

e Ortogonalidad
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Oom+*n

m=n+0

f T ()T (%) "
e gy = 4=,
T2 2

-1 nm=n=0
Prueba de la propiedad de ortogonalidad:

Sabemos que x = cos(8), con esta formula se puede transformar la integral en

T __ [sen (m+n)6 sen(m-n)0| g _
fo cos(m@) cos(nf) db = [ e + Py ]0 =0, param=+n

Sim =n = 0, el resultado m es inmediato.

Sim =n = 0, laintegral se transforma en

J-(;T COSZ(HQ) _ E (sen (n@lcos(n@) + 9)] T

0" 2"
e Raicesocerosde T,(x) enelintervalo—1< x < 1

Las raices del polinomio de T;,(x) se obtienen igualando cos(nf) = 0
nf=Q2k-17,k=123...,n

0 = (Zk‘l)g,k= 1,2,3,...,n

n
((Zk_l)”),k =1,2,3,....n.k=1,2,3,....n
2n -
De lo que se deduce x; = cos(z),

_ ((Zn 1)71) — cos (ﬂ _ %) = —cos (%) = —Xx.

X, = COS (4_1)7T = COS( ) X3 = COS (_)

X = COS

2(n-1)-1 2n-3 37 3m
Xp_1 = COS|——— ) m = cos m=cos(m—=—)= —cos—=—x,
2n 2n 2n 2n '
De donde:
Xk = —Xn4+1-k-

A. 2.1 Generalidades de los polinomios de Chebyshev

El polinomio de Chebyshev de primera clase Ty (x) es el polinomio de grado k definido por
xe[—1,1] por
Tie(x) = cos(kcos™(x)),k =0,1,2, ... (A4)

Por tanto, —1 < T, < 1. Al establecer x = cos (z), tenemos
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Ty, = cos (kz) (A5)
de la cual es facil deducir las expresiones para el primer polinomio de Chebyshev
To =1,T, = cosz = x,T, = cos2z = 2cos?(z) — 1 =2x*>—1..

Mads generalidades, a partir de la formula de Moivre, obtenemos
cos(kz) = R,{(cosz + isenz)*}

Y luego por la aplicacién de la férmula de binomios, podemos expresar los polinomios T}, como

_kok/2 (k—-m-1) -
Tie = 3 Xm0 (D™ L gm (2077 (A6)

Donde [@] representa la parte entera de @
A partir de la identidad trigonométrica
Cos(k + 1)z + cos(k — 1) z = 2 cos(z) cos (kz)
Podemos deducir la relacion de recurrencia
Tiy1 — 2xT + Ty =0,k = 1, (A7)

Que nos permite, en particular, para deducir las expresiones de los polinomios Ty, k = 2, a partir
del conocimientode Ty y T;.

La expresion (A6) puede ser util en algunas circunstancias especiales, pero la representacion (A5)
se utiliza generalmente computacién, asi como en estudios tedricos.

Ahora enumeramos algunas propiedades Utiles para la comprension y aplicacién de los polinomios
de Chebyshev a la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales.

Los valores de T}, y su derivada de primer orden T), en x = +1 estan dados por
T () = (D", Te(21) = (2D k3 (A8)

El conocimiento de estos valores puede ser de interés al prescribir las condiciones de contorno. Es
importante observar que

T (—x) = (—l)ka(x), (A9)
Que es la paridad de la polinomial y es el mismo que su grado k.

El polinomio T} se anula en los puntos x; (Puntos de Gauss) definidos por
xi=cos(i+%)%,i=0,...,k—1 (A10)
y alcanza sus valores extremos +1 en los puntos x, (Gauss-Lobato) definidos por

X = cos%,i =0..,k. (A11)

71



Tenga en cuenta que tales puntos son los ceros del polinomio (1 — x2) Ty, (x)

Una relacion de recurrencia con la derivada se puede obtener facilmente. En primer lugar, la
diferenciacion de Ty nos da

senkz

d dz
T, = —(coskz)—= =
k™ az ( ) dx senz’

Donde hemos utilizado la representacion (A5). Luego mediante aplicacién de fdérmulas
trigonomeétricas, obtenemos la relacidn

Tern _ Teea
k+1 k-1 2T (A12)

Valido para k > 1. Una férmula similar por la n-ésima derivada se obtiene por diferenciaciones
sucesivas de (A12).

Los polinomios de Chebyshev son ortogonales en [—1, 1] con el peso
w=(1-x%)"1/2 (A13)
Siendo el producto escalar
1
(w,v)y, = [, uvwdx, (A14)
De modo que la propiedad de ortogonalidad es
1
(Tk!Tl)W = f—l Tk Tl wdx = gck5k,l. (A15)

Donde §y,; es la delta de Kroneckery ¢, esta definida por

_{25ik=0

““ZUsik>1 (A16)

La aproximacién de Chebyshev hace un amplio uso de las férmulas de cuadratura de Gauss. Para
o, . s

los puntos de Gauss-Lobato x; = cos 1= 0, ..., N, generalmente usado de colocacion, la

férmula de cuadratura se aplica a cualquier funcién p(x) dando

1 i
[ pwdx =ZyN PCD (A17)
2sik=0
Dondecy ={1sil1<k<N-1 (A18)
2sik=N

La relacién (3.11) es exacta si p(x) es un polinomio de grado 2N-1 como maximo. De (1.14)
podemos derivar la relacién de ortogonalidad discreta basada en los puntos de Gauss-Lobatto x;, i
=0,..,N.Para k # Norl +# N, el uso de (1.14) da una exacta aproximacion a la integral en (1.12)
sabiendo que T} T; es un polinomio de grado maximo 2N — 1:
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1 1
Sy = [, T Twdx = = o — Ty (x) Ty (x;)

Parak —1 = N.

A. 3 Fenomeno de Gibbs

El fendmeno de Gibbs se define como el estudio del comportamiento que tienen las series de Fourier
de funciones discontinuas conocidas como discontinuas de salto finito. Su nombre lo lleva del Fisico-
Matematico Norteamericano J. Willard Gibbs quien explico este fenomeno en 1899.

Descripcion del fenédmeno de Gibbs.

Cuando aplicamos series de Fourier a funciones discontinuas no se tendran buenas convergencias en
los limites de las discontinuidades.

En tales limites o entornos, las sumas parciales muestran valores superiores e inferiores alrededor del
valor real de la funcién.

Si x, es un punto de discontinuidad, la sucesion de sumas parciales converge al valor.

o prmm
S, (xy) = f(xo);'f(xo)

Ejemplo de Fenomeno de Gibbs aplicado a series de Fourier.

Funcion salto.
Trabajaremos con la funcién salto

1,-1mT<x<0
F(x)_{—l,OSx<n

Aplicando la formula general de Fourier
Sp(x) = % + Yr-1larcos(kx) + bysen(kx) (A19)

Cuyos coeficientes de Fourier se calculan por ortogonalidad de funciones trigonométricas quedando de
siguiente forma:
Qy—o, por tratarse de una funciénimpar, k =0,1,2, ...

by = lf_”ﬂf(t)sen(kt)dt, periodo T = 2m (A20)

3

be = = [0 (~Dsen(kt)dt + - [ (1)sen(kt)dt

3

by, = % ((1 — cosnm) — (cosnmt — 1))

2 2
by = — (1 —cosnm) = — (1 - (—1)¥), parak = 1,2, ... (A21)
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Por tanto para nuestra funcién salto, la suma parcial de Fourier queda

2 1-(-1k k

Si k es par en la ecuacién (3), la suma se puede escribir de la siguiente manera usando los cambios de
limitesN=2n—1yk =2r-1

a-(=n*1

2
Son-1(x) = p r=1 pv—) sen((2r — 1)x)

Reduciendo la fraccién queda

1+(=1)*")

o sen((2r — Dx)

2
SZn—l(X) = = ?:1

4 1
Son—1(x) = T ;}zlﬁ

sen((2r — 1)x)
Desarrollando la sumatoria nos queda
Son—1(x) = % (sen(x) + %sen(3x) + %sen(Sx) + %sen(7x) + 4 2nL_lsen(Zn —1Dx)

Usando Matlab se pueden obtener las graficas de las sumas parciales de Fourier para la funcién salto.
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