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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Comentarios iniciales

La teoria de los sistemas dindmicos no lineales juega un papel muy impor-
tante en casi todas las areas de la ciencia y la ingenieria, ya que los modelos
matematicos de los fenémenos del mundo real son de hecho no lineales. La teoria
de la dindmica es particularmente 1til en el estudio de comportamientos complejos
tales como la inestabilidad, la bifurcacion y el caos, los cuales son encontrados en
mecanica, aeronautica, circuitos eléctricos, sistemas controlables, problemas pobla-
cionales, economia, sistemas financieros, acciones de mercado, sistemas ecoldgicos,
etc. En general, el analisis del comportamiento de las soluciones de sistemas no
lineales puede ser dividido en dos categorias principales: andlisis local y analisis
global. Por ejemplo, comportamientos post-critico tales como la bifurcacién silla-
nodo y la bifurcacion de Hopf pueden ser estudiadas localmente en una vecindad
del punto critico, mientras que orbitas heteroclinicas y homoclinicas, y caos son
escencialmente comportamientos globales y logicamente tienen que ser estudiados
globalmente. Las dos categorias mencionadas necesitan ser tratadas con diferentes
teorias y metodologias.

Para el andlsis dindmico local (el que nos ocupa en nuestro caso), usualmente el
primer paso es para simplificar un sistema dado tanto como sea posible, mientras se
mantenga sin cambio el comportamiento cualitativo del sistema dinamico. Existen
diversas y excelentes metodologias muy estudiadas ya para sistemas dindamicos, como
son la teoria de la variedad central, la teoria de las formas normales, el método de
promedios, escalas de tiempo multiple, reduccion de Lyapunov-Schmidt, el método
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de sucesion de funciones, la técnica de balanceo harménico intrinseco, etc. Esos
métodos pueden ser usados para obtener ecuaciones “simplificadas” en una vecindad
del punto de interés. El sistema “simplificado” es topoldogicamente equivalente al
sistema original, y entonces el comportamiento dindmico del sistema original puede
ser estudiado en el sistema “simplificado”, haciendo el analisis mucho maés facil.
Usualmente, la teorfa de formas normales (por ejemplo ver [9], [10], [11]) es aplicada
junto con la teoria de la variedad central [6], la cual es aplicada primero para reducir
el sistema a una variedad central de menor dimensién. Entonces se emplea el método
de formas normales para obtener una simplificacién adicional para el sistema. Sin
embargo, existen aproximaciones que combinan las dos teorias en un procedimiento
unificado (ver [3], [18]-[22]).

En general, una forma normal no se define de manera tinica y calcular la férmula
explicita de una forma normal en términos de los coeficientes de el sistema original no
es facil, por lo que desde hace algunos anos, el cdlculo simbdlico de formas normales
usando software computacional como Maple, Mathematica, etc., ha recibido una
considerable atencién. En las dos décadas pasadas se di6 un creciente interés en lo que
respecta al estudio de bifurcaciones de sistemas controlables, incluyendo controles
o anticontroles de bifurcaciones y caos, y existe una basta variedad de aplicaciones
potenciales del control de bifurcaciones y caos. En general, el objetivo en el control
de bifurcaciones es disenar un controlador tal que las caracteristicas de bifurcacién
de un sistema no lineal experimente una bifurcacién que pueda ser modificada para
lograr algin comportamiento dindmico deseable. Platicaremos con mas detalle esto
ultimo mas adelante.

Ahora bien, una tarea importante en el estudio de los sistemas dindmicos no
lineales que dependen de uno o mas pardametros, es investigar la ocurrencia de bi-
furcaciones. Una bifurcacién es un cambio cualitativo en la dinamica del sistema, el
cual puede ocurrir cuando los parametros los hacemos variar desde un cierto valor
critico [2]. Ellos expresan la transicién entre las diversas regiones de funcionamiento
y es esencial su conocimiento ya sea en el andlisis de la dindmica del sistema, donde
diferentes comportamientos de un proceso dado necesitan ser predeterminadas, y en
el diseno del control, donde un regulador puede ser empleado para garantizar las
dindamicas requeridas para el proceso. De hecho, en muchas aplicaciones practicas se
requiere un comportamiento dado en una cierta regién del espacio paramétrico. Por
ejemplo, en muchos sistemas biolégicos las condiciones de operacion estandar son a
menudo cadticas o cuasi-periddicas [1], mientras que en diferentes aplicaciones un
objetivo comun es la estabilizacion de orbitas peridédicas inestables encajadas en un
atractor caodtico. En este contexto, un reciente e interesante reto en problemas de
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dindamica no lineal tiene que ver con control de bifurcaciones. Los objetivos tipicos
del control de bifurcaciones incluyen retardo en el inicio de una bifurcacion inher-
ente, estabilizaciéon de una orbita bifurcada, cambio en el valor del pardametro de
un punto existente de la bifurcacion, modificar la forma o tipo de una cadena de
bifurcacién, introducir una nueva bifurcacién en un algiin valor predetermindado del
parametro, establecer la multiplicidad, amplitud, frecuencia y estabilidad en algunos
ciclos limite que surgen de la bifurcacién, optimizar el funcionamiento del sistema
cerca de un punto de bifurcacion, etc.

Retomando el tema de control de bifurcaciones, podemos decir que éste en real-
idad es un nuevo campo de la investigacion en el cual los cambios cualitativos del
comportamiento de sistemas dindmicos después de variar un parametro distinguido,
son modificados convenientemente por cierto control especifico. Las herramientas
matematicas de la teoria de bifurcacién son readaptadas para proveer de un marco
de trabajo adecuado teniendo en mente algunos objetivos como los siguientes:

= Suavizar los cambios cualitativos en los diagramas de bifurcacién locales aso-
ciados,

= Cambiar el tipo de bifurcacion,

= Crear un ciclo limite en una cierta region del espacio de estados pudiendo
modicar su amplitud, frecuencia y estabilidad,

= Modificar la cuenca de atraccién de los puntos analizados o de los conjuntos
atractores,

= etc.

En otras palabras, el control de bifurcaciones usa el conocimiento de las carac-
teristicas cualitativas de las diferentes bifurcaciones para ayudar a disenar controles
en sistemas no lineales.

El objetivo en este trabajo es determinar bajo que condiciones, en un sistema
de control no lineal con ciertas caracteristicas, es posible disenar una ley de control
escalar que permita predecir la ocurrencia de ciclos limite alrededor de puntos de
equilibrio no hiperbdlicos, y al mismo tiempo, que sea posible establecer a priori dos
cosas:

a) la estabilidad del ciclo limite que emerge en la bifurcacion,
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b) la direccién del ciclo limite, es decir, que sea posible determinar si el ciclo
limite nacera o desaparecerd al pasar el parametro de bifurcacion por el valor
de bifurcacion.

Si en un sistema de control no lineal es posible disenar una ley de control que
satisfaga a) y b), diremos entonces que el sistema ha experimentado la bifurcacion
de Hopf controlable. El diseno de esta ley de control permitiria ademas, establecer la
estabilidad del punto de equilibrio no hiperbdlico, es decir, la ley de control resolveria
el problema de estabilizaciéon en un punto de equilibrio no hiperbdlico. Lo anterior
se hizo en el siguiente orden:

En el capitulo 2, que llamamos Preliminares Mateméticos, presentamos los con-
ceptos y resultados matematicos de los que se echa mano para lograr nuestro obje-
tivo, conceptos y resultados como la ecuacion de Sylvester, de la cual se demuestra
un resultado muy importante que pudieramos llamar, el Lema de Sylvester que es
un resultado sumamente 1til durante todo el desarrollo del trabajo, como ya se po-
dra apreciar més adelante. También se estudia la Teoria de la Variedad Central y la
Teoria de las Formas Normales que se utilizardn en la seccién siguiente correspon-
diente a la Bifurcacion de Hopf donde se enuncia el Teorema de la bifurcacion de
Hopf del cual no se escribe su demostracién pero que es un teorema ya muy cono-
cido y estudiado en la literatura como por ejemplo en [9], [16], [10], etc., y también
se hard uso de estas teorias en el siguiente capitulo.

En el capitulo 3 llamado Bifurcacién de Hopf Controlable, se establece inicial-
mente un resultado demostrado en [13] el cual se conoce como Teorema de la bi-
furcacion de Hopf controlable, y es aqui donde se d& la primera aportacion original
de este trabajo, que consiste en demostrar un nuevo resultado al que consideramos
como una nueva version del teorema de la bifurcacién de Hopf controlable,
que a nuestro parecer mejora de cierta manera (la cual se detalla en este mismo
capitulo), la primera versién, que fué presentada en [13]. Se concluye el capitulo re-
solviendo un ejemplo donde se aplica la nueva versién del teorema de la bifurcacién
de Hopf controlable.

En el capitulo 4, denominado Control de oscilaciones alrededor de la bifurcacion
k-cero, se presenta el diseno de un control escalar para un tipo de sistemas no
lineales muy particulares, este trabajo desarrollado en [12], se aplica a sistemas no
lineales, los cuales en su linealizacién alrededor del origen tiene un valor propio cero
de multiplicidad k& y n— k valores propios con parte real menor que cero. Este diseno
se logra mediante una cambio de coordenadas adecuado y resolviendo primeramente
el caso particualr k = 2, el cual después se generaliza para cualquier valor de k.
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De manera un tanto similar, en el capitulo 5, llamado Control de oscilaciones
alrededor de la bifurcacién k-cero Hopf se logra construir una ley de control escalar,
la cual es la segunda aportacién original del presente escrito. El disefio de este control
es ahora para sistemas no lineales cuya linealizacion alrededor del origen tiene dos
valores propios puramente imaginarios, un valor propio cero de multiplicidad k y
n — (k + 2) valores propios con parte real negativa. Aqui, la idea es que mediante
un cambio adecuado en la entrada de control, convertir los k valores propios cero
a valores propios con parte real negativa y después, mediante un cambio suave de
coordenadas, aplicar el resultado obtenido en el capitulo 3.

En el capitulo 6 al cual nombramos como Control de oscilaciones para sistemas
mas generales, que es en su totalidad la tercera aportacion del trabajo, hacemos uso
de todos los resultados analizados hasta esta parte, con el fin de lograr disenar la
ley de control de realimentacién, que nos controle valga la redundancia, las érbitas
periddicas que surgen al transformar el sistema no lineal, cuya parte lineal de su
campo vectorial contiene p parejas de valores propios puramente imaginarios con
sus correspondientes multiplicidades 7, (cuya suma supondremos igual a ), un valor
propio cero de multiplicidad k y n — 2r — k valores propios con parte real negativa, a
la forma k-cero Hopf y de ahi, a su vez tranformar dicho sistema a la forma normal
de la bifurcacion de Hopf controlable, para finalmente aplicar la nueva version del
teorema de la bifurcacion de Hopf controlable.

Terminamos nuestro trabajo dando una serie de conclusiones en las cuales se
rescata lo més relevante del mismo.

1.2. Planteamiento del problema

En esta seccién daremos una breve descripcion del objetivo principal planteado
en la presente tesis, asi como también los pasos que se siguieron para alcanzar dicho
objetivo.

Considere el sistema de control no lineal

£=JE+ F(E) +G(é)u, (1.1)
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z
donde £ e R ueR, &= wy |,conz € R w; € REyw, € R® (2r+k+s=n),
W2
Jy 0 0
J = 0 Jx O , (1.2)
0 0 Js
donde
C; 1
J 0 -+ 0 T
0 Jg 0 p
M= . , Ji = ; Ti=T
. I =1
0 0 JIp
2 CZ 2r; X27;
0 —w; (10
o= (0 )0 1=(10),
010 0
001 - 0
Jg=1| + :
000 1
000 0/
y Jg € R**® es Hurwitz; F,G : R™ — R"™ son campos vectoriales suaves tales que
b
F0)=DF0)=0yG0)=[ ¢
C2

El objetivo de control es disenar una realimentacién del estado

u:u(z>ﬂ>7)> (13)

donde 1 € R es un pardmetro artificial de bifurcacién y v € R* es un vector de
parametros artificiales de control, tal que el sistema en lazo cerrado (1.1-1.3) exper-
imente la llamada bifurcacion de Hopf controlable en & = 0 cuando p = 0.

Para conseguir el mencionado objetivo de control, primeramente se estudia, en el
capitulo 4, el caso particular en que la matriz (1.2) sélo posee un valor propio cero
de multiplicidad & en el eje imaginario del plano complejo; enseguida, en el capitulo
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5 se estudia el caso particular en que la matriz (1.2) posee un tnico par de valores
propios imaginarios de multiplicidad uno y un valor propio cero de multiplicidad k
en el eje imaginario del plano complejo. Finalmente, en el capitulo 6 se desarrolla el
problema general.
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Capitulo 2

Preliminares Matematicos

En este capitulo, recordaremos algunos conceptos y resultados que desempenan
un papel muy importante en el andlisis y desarrollo del trabajo que presentamos
en los capitulos posteriores. Comenzaremos con la llamada ecuacion de Sylvester
8], continuaremos con el Teorema de la bifurcacién de Hopf [9], y finalmente pre-
sentaremos un resultado que es basico en el presente trabajo y se conoce como El
teorema de la bifurcacion de Hopf controlable [13]. El tltimo resultado, establece
condiciones para, controlar la bifurcacién de Hopf de sistemas no lineales con dos
valores propios en el eje imaginario, y sin hipotesis de controlabilidad.

El teorema de la bifurcacién de Hopf controlable usa a su vez el Teorema de
la variedad central, el cual no enunciamos aqui pero puede estudiarse con gran
detalle en [16], este teorema reduce la dindamica del sistema a una variedad de dos
dimensiones. También se disena un controlador que nos permite decidir la estabilidad
y direccién de las soluciones periddicas que surgen.

2.1. La ecuacion de Sylvester

Definicién 2.1 i) FEl espectro de una matriz cuadrada A, denotado por o(A), es
definido por
g(A)={ A€ C|\ es un valor propio de A}

it) Una ecuacion lineal matricial de la forma

AX - XB=C, (2.1)
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donde A y B son matrices cuadradas, posiblemente de dimension diferente,
donde la matriz incognita es X y el término independiente es la matriz C', es
conocida como la ecuacion de Sylvester.

Lema 2.1 [§/
La ecuacion de Sylvester (2.1) tiene solucion unica X para cada C, si y solo si
o(A)No(B) =10.

Prueba. Dada la ecuacién (2.1), sean A = [aj]mxm, B = [bijlnxns X = [Tijlmxn ¥
C= [Cij]mxn-

Primeramente, consideremos la matriz C' como la matriz nula, es decir C' = 0.
Entonces la ecuacién (2.1) queda de la forma

AX = XB (2.2)

los divisores elementales de A y B (en el campo de los complejos) son:

(A) (A=A (A= A)™, . (A= A)™, con Y pi=m.
i=1

(B): (A= )™, (A= 1), ... (A= )", con 3 g =n.
=1

Y de acuerdo con esos divisores elementales, reducimos A y B a sus formas
normales de Jordan 3 .
A=UAU"', B=VBV! (2.3)

donde U y V son matrices cuadradas no-singulares de orden m y n respectivamente,
y A, B son matrices en forma de Jordan,

A = {)‘llm + Hp1> )‘21102 + sz> ceey )\UIPu + Hpu} >

b= {luan + Hyy s polgy + Hyyy oo piolg, + Hqu} )

donde [; es la matriz identidad de orden j y H; es la matriz nilpotente

H; = . tal que, H’ =0.

o O OO
o O O
o O = O
O = OO
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Reemplazando A y B en (2.2) por sus expresiones dadas en (2.3), obtenemos
UAU7'X = XVBV !,

multiplicando ambos lados de esta ecuacion, a la izquierda por U ~1 y a la derecha
por V., nos queda AU !XV = U~ XV B. Haciendo

X =U"XV, (2.4)
tenemos que
AX = XB. (2.5)

Hasta aqui, reemplazamos (2.2) por (2.5) que es una ecuacién de la misma forma,
pero sus componentes estan en la forma normal de Jordan.

Particionando la matriz X en bloques correspondientes a la forma cuasi-diagonal
de las matrices A y B:

X=(Xup), a=1,2,....u; f=1,2,...,0, (2.6)

aqui, X,z es una matriz de orden p, X g3, usando la regla para multiplicar una matriz
particionada por una cuasi-diagonal (ver [8], p.42), realizamos la multiplicacién de
las matrices en los lados izquierdo y derecho de la ecuacion (2.5). Entonces esta
ecuacion se transforma en uv ecuaciones matriciales de la forma

(Aadp, + Hp, ) Xap = Xap(pply; + Hyy), a=1,2,...,u; B=1,2,...,0,
las cuales se pueden reescribir como sigue:
(15 = Aa) Xap = HaXap — XapGl, (2.7)

donde
H,=Hp,, Gsg=Hy,, a=1,...,u B=1... 0. (2.8)

Ahora, o(A)Na(B) =0, si y sélo si ug # A, iteramos la ecuacién (2.7) r — 1
veces

(9= Ao Xaa = 30 (=17 (1) HEXosG, (2.9

o+T=r

“Multiplicamos ambos lados de (2.7) por g — Aa y en cada término del lado derecho reem-
plazamos (113 — Ao )Xap por HoXap — XapGa. Este proceso se repite r — 1 veces.
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nétese que por (2.8)

Hb = GF =0, (2.10)
si en (2.9) tomamos r > p, +qp — 1, entonces, en cada término de la suma en el lado
derecho de (2.9) al menos una de las relaciones o > p,, 7 > qg se satisface, asi por
(2.10) yasea H] = 0 0 G} = 0. Ademds, como o(A)No(B) # 0 si y sélo si Ao # ps,
encontramos que debido a (2.9), Xas = 0, asi por (2.6), X =0y por (2.4), X =0
es la unica solucién de (2.2).

Finalmente, considerando en la ecuacién (2.1) a C' # 0, esta ecuacién es equiva-
lente a mn ecuaciones escalares en la entradas de X:

Zaij%’k - inlblk =cik, 1=1,2,0..m5 k=1,2,....n, (2.11)
j=1 =1

El correspondiente sistema homogéneo ya vimos que tiene iinicamente como solu-
ci6on a X = 0 si y sélo si 0(A)No(B) =0, y esto implica que (2.1) tiene solucién
Unica.

2.2. Teoria de la Variedad Central

La teoria sera desarrollada en dos casos: (i) Campos Vectoriales y (i7) Campos
Vectoriales parametrizados.

2.2.1. Campos Vectoriales

Considere el sistema no lineal
W = X(w), (2.12)

donde w € R™ y X es un campo vectorial suave. Un conjunto S C R" se dice que
es una Variedad Invariante Local para (2.12), si para wy € S, la solucién w(t) de
(2.12) con w(0) = wy esta en S para |t| < T donde T' > 0. Si siempre podemos elegir
T = oo, entonces decimos que S es una Variedad Invariante.

A0

0 B
k x k con valores propios con parte real cero y B una matriz (n — k) x (n — k) con

Supéngase que X (0) = 0 y que DX(0) = , donde A es una matriz
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valores propios con parte real negativa. Luego, de manera natural podemos hacer
w = y ) con z € R¥ y y € R"*, obteniendo la siguiente representacién para el

sistema (2.12),
= Az + f(x,y)
y = By +g(z,y),

donde f(0,0) = ¢(0,0) =0y Df(0,0) = Dg(0,0) =0,y f,g €C", con r > 2.

(2.13)

Definicién 2.2 Una variedad invariante W€ serd llamada Variedad Central para
el sistema (2.13) si puede ser representada, de manera local, como sigue

Wice(0) = { (z,y) € R* x R"™* |y = h(x), 2] <6, h(0) =0, Dh(0) =0}

para O suficientemente pequena.

Observaciéon 2.1 El hecho de que h(0) = 0 y Dh(0) = 0 nos garantiza que la
variedad central W (0) es tangente al eigenespacio central E€ en el origen.

Los siguientes tres teoremas que enunciaremos, estdan demostrados en [6]. El
primero de ellos nos garantiza la existencia de la variedad central.

Teorema 2.1 Eziste una C" variedad central para el sistema (2.13). La dindmica
del sistema (2.13), restringida a la variedad central, estd dada, para v suficiente-
mente pequena, por el siguiente sistema k-dimensional

0= Av + f(v,h(v)), (2.14)

conv €V C RF,

El siguiente resultado establece que la dindmica de (2.14) cerca de u = 0, determina
la dindmica de (2.13) cerca de (z,y) = (0,0).

Teorema 2.2 (i) Suponga que v = 0 es un equilibrio estable (asintdticamente
estable) (inestable) del sistema (2.14), entonces (z,y) = (0,0) es un equilibrio
estable (asintoticamente estable) (inestable) del sistema (2.13).
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(i) Suponga que el equilibrio (x,y) = (0,0) del sistema (2.13) es estable. Entonces,
st (x(t),y(t)) es una solucion de (2.13) con (x(0),y(0)) lo suficientemente
pequeno, entonces existe una solucion v(t) de (2.14) tal que

Iim z(t) = o(t)+O0(e™™)

t—o0

lim y(t) = h(v(t)) + O(e™),

t—o0

donde v > 0 es una constante

Figura 2.1: Esquematizacion grafica del teorema 2.2.

Observacion 2.2 Lo que nos dice el teorema 2.2 es que la solucion u(t) del sistema
(2.14), representa, de manera aproximada, la proyeccion de la solucion (x(t),y(t))
del sistema (2.13), sobre el eigenespacio E¢ = R*. Ver figura 2.1.

El dltimo teorema proporciona un método para aproximar la funcién h(x), cuya
grafica es la variedad central. Antes de enunciarlo, encontraremos una ecuacién
diferencial en derivadas parciales, cuya incognita es justamente nuestra funcién h(x).
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Sea (x(t),y(t)) € WE.(0), luego, se cumple que y(t) = h(x(t)), y derivando con
respecto al tiempo, obtenemos
§ = Dh(x)s. (2.15)

Pero todo punto sobre la variedad central satisface la ecuacién (2.13), por lo tanto,
la ecuacién (2.15) es equivalente a

Bh(x)+ g(x,h(x)) = Dh(x) (Az + f(z, h(z))) .
Hagamos
N(h(z)) = Dh(x) (Ax + f(z, h(x))) — Bh(z) — g(z,h(x)) = 0. (2.16)

Luego, nuestro problema es encontrar h(x) tal que satisfaga la ecuacion (2.16), a esta
ecuacién se le conoce como ecuacion homoldgica ver [1]. Encontrar la solucién de
esta ecuacion en derivadas parciales es en general mas dificil que resolver el sistema
(2.13), sin embargo, el siguiente teorema nos permitird aproximar la solucién de
(2.16) con el grado de precisién que se desee.

Teorema 2.3 Sea ¢ : RF — R"* de clase C*, con ¢(0) = Dp(0) = 0 tal que
N(¢p(x)) = O(|z|?) cuando x — 0, para algin q > 1. Entonces

|h(z) — o(z)| = O(|z|?) cuando x — 0

2.2.2. Campos Vectoriales parametrizados

Considere el sistema no lineal parametrizado, escrito ya en bloques de Jordan

&= Ax+ f(x,y, 1)

) 2.17
y=By+g(x,y,p) (2.17)

con (z,y, ) € RE x R** x RP, donde A posee valores propios con parte real cero
y B posee valores propios con parte real negativa, con f(0) = Df(0) =0y ¢g(0) =
Dg(0) = 0. Supongamos por un momento que i € R? es un vector de estados, luego
podemos reescribir (2.17) como

&= Ax+ f(x,y, 1)
=0 (2.18)
Y= By+g(z,y,pm),
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llamado el sistema suspendido, que a su vez lo reescribimos como

() = o))+
y = By+glz.y,p).

Tenemos entonces un eigenespacio central de dimension k + p, por lo tanto existe
una funcién y = h(x, u) cuya gréfica es la variedad central, localmente alrededor del
origen (z,y, ) = (0,0,0), del sistema (2.18). Luego, la dindmica sobre esta variedad
central esta dada por
&= Az + f(z, h(z, 1), )
f=0,

y la ecuacién (2.16) para determinar h(x, 1) se reduce a

(2.19)

N (e ) = 9o ) (Ax -+ F(o, b, ), 1) — Bh(r, ) — g(, b, ), 1) = 0
(2.20)

2.3. Formas Normales

La teoria de formas normales consiste en, dado un sistema no lineal
&= X(z),

con X (0) = 0, buscar un cambio de coordenadas = =y + h(y) tal que el sistema en
las nuevas coordenadas tenga la expresién “mas simple posible”.

Supongamos que el campo X ha sido desarrollado en serie de Taylor alrededor del
equilibrio x = 0, y que, ademads, su parte lineal se encuentra en forma de Jordan,

T =Jx+ Fy(r)+ Fs(x) + -, (2.21)

donde F,. : R® — R™ es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado . Supongamos que el campo X posee términos no lineales de
grado r en adelante, es decir,

t=Jr+ F.(z)+ Frypq(x) + - - . (2.22)
Considere el cambio de coordenadas

z=y+h(y), (2.23)
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donde h, : R" — R"™ es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado r, tal que || h.(y) ||[<< 1. La idea es encontrar h, tal que, el
sistema (2.22) en las nuevas coordenadas no posea términos de grado r. Derivando
(2.23) obtenemos

& = g+ Dh(y)y
= (U +Dh(y)) 9, (2.24)

pero en I + Dh,(y) tenemos que || Dh,(y) ||[< 1™, entonces es una matriz invertible,

tal que
(I+Dh,(y))™" =1~ Dh.(y) + (Dhy(y))* + -+,

luego, de (2.24) se sigue que

g = (I+Dh(y) " d
= (I = Dhe(y) + (Dhe ()’ + -+ ) (Jo + Folw) + Fra(w) ++).

Pero F, (y + h.(y)) = F.(y) + DF,.(y)h.(y) + - - -, luego entonces

gy = (I—Dh.(y)+ (Dhe(y) =) (J =+ he(y) + Fr (y) + O(y|™™)
= Jy+(Ey) + Thi(y) - Dhr( )Jy) + O(ly|™)
= Jy+ E(y)+0(yl™),

donde F.(y) = F.(y) — (Dh.(y)Jy — Jhe(y)).
Observacion 2.3 Observe que si el campo vectorial X posee términos no lineales

a partir de orden r, entonces el cambio de coordenadas x = y + h,.(y) produce un
nuevo campo vectorial también con términos no lineales a partir de orden r.

Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de h, tal que E, = 0.
Considere el espacio vectorial H" de los campos vectoriales cuyas componentes son
polinomios homogéneos de grado r, y sea L; : H" — H" el operador lineal dado por

Ly(h(y)) = Dh,(y)Jy — Jh.(y).

Tal operacién se conoce como el paréntesis de Lie (o corchete de Lie) de los
campos vectoriales Jy y h,(y). Basta probar que L; es invertible, ya que F, = 0

“Aquf || - || representa a la norma euclidiana, es decir, || A ||= v/A, donde X es el valor propio
mayor de A.
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& h.(y) = L;' (F,(y)). Ahora bien, L; serd invertible si y sélo si todos sus valores
propios son diferentes de cero. Calculemos entonces sus valores propios.

Supongamos que J posee n valores propios reales diferentes \;, parai=1,...,n,y
como estd en forma de Jordan, entonces es diagonal, y ademas sus vectores propios
son los elementos de la base canénica en R", e;, parai = 1,...,n. Regresemos ahora
al espacio vectorial H" y tratemos de ubicar su base canénica. Por ejemplo, para
r =2y n =2, la base candénica posee seis elementos

se={ () (%) (9) (i) G ) ()
0/°\ 0 J7V0 )"\ w) \wmy ) \ v
Si definimos y™ = y{"'y5'2, con my + me = 2 y m; > 0, entonces

Bz ={y™e;|mi+me=2i=1,2}.

Po,m My m n —
En general, si y™ = y™ - yp™, con o m; = r y m; > 0, entonces la base
canoénica en H" esta dada por

BHr = {ym6i

n
E mj=r,1=1...,n ;.
j=1

Ahora bien,
Ly (y™e:) = D (y™e:) Jy — J (y™es) ,
pero
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

nxn
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A1
y Jy = : , por lo tanto
AnYn
0
0
D (y™e:) Jy = [ mihy™ + -+ maApy™ | = (m-A)y™e,
0
0
donde m = (my,...,m,) vy A= (A1, ..., A\y). Tenemos entonces que

Ly(y™e:) = D(y™e)Jy—J(y™e:)
= (m-AN)y™e; — A\y™e;
= (m-A—=X\)y™e,

es decir, y™e; es un vector propio de L; con valor propio

Luego, L; sera invertible si y sélo si A,,; # 0 para toda m y toda ¢ =1....,n. Esto
nos lleva al siguiente concepto,
Definicién 2.3 Diremos que la n-tupla de valores propios A = (A1, ..., \,) es res-

onante de orden r si es posible encontrar una relacion entera de la forma

)\i = i mj)\j,
j=1

e n .
para algin m con Y5, mj=r, y algunai=1,...,n.

Observacion 2.4 Puede probarse que la expresion (2.25) también es vdlida para el
caso en que J no es diagonal, ver [1].

Tenemos entonces probado el teorema de linealizacién de Poincaré
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Teorema 2.4 (Poincaré) Silos valores propios de la matriz J son no resonantes,
entonces el sistema no lineal

t=Jr+ F.(z)+ Frypi(x) + - -
puede ser reducido al sistema lineal
y=1Jy

por un cambio formal de coordenadas x =y + h.(y)+---, parar =2,3,....

Veamos como determinar h, tal que F, = 0, es decir, determinar h, tal que L (h,(y)) =
F.(y). Expresemos h, y F, en términos de los vectores canénicos de H",

he(y) = th,z-ymei

FT (y) = Z Fm,iym6i>

con 7, m; =r, luego,

Ly(he(y)) = Ly <Z hm,iym6i>
= Z hmiLy (y™e;)

= Z hmﬂ- (m A= )\Z) ymei.

m,i

Ahora bien, L;(h,.(y)) = F,.(y) siy sélo si
B = —— (2.26)

Como los valores propios de J son no resonantes, la expresion anterior siempre tiene
sentido.

Consideremos ahora el caso en que ocurre resonancia, es decir, el caso en que algunos
valores propios A,,; de L; son cero. Los vectores propios de L; que provienen de
valores propios diferentes de cero forman una base de la imagen B" = L;(H"). Sea
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F,. € H", luego, las componentes de F, que estén en B" pueden ser aniquilados
mediante el cambio de coordenadas z = y + h,.(y), donde h, se escoge de tal manera
que sus coeficientes esten de acuerdo a la férmula (2.26). Las componentes w, de
F,. que pertenezcan a algin subespacio complementario, G, de B", permaneceran
sin cambio mediante el cambio de coordenadas x = y + h,(y) obtenido de B". Asi
que estos términos resonantes permaneceran en el nuevo campo vectorial. Esto nos
prueba el siguiente teorema

Teorema 2.5 (Teorema de Poincaré-Dulac) Considere el sistema no lineal

T = X(z), (2.27)
con x € R", X(0) =0 y X un campo vectorial suave. Existe una transformacion
polinomial x =y + h(y), tal que transforma el sistema (2.27) en

g=Jy+ Y wy)+0(y"), (2.28)

r=2

donde todos los monomios en w,(y) son resonantes.
El lado derecho en (2.28) es llamado la forma normal del campo X.

Ejemplo 2.1 Para dar una breve ilustracion de los conceptos anteriores, deter-
minaremos la forma normal del campo vectorial

() =08 ) G)+(ae)
Solucion:

Observe que la Jacobiana del campo vectorial tiene los valores propios imaginarios
A = iwg y su conjugado \. Cuando se tienen valores propios complejos, es con-
veniente cambiar de variables para representar la Jacobiana en forma diagonal, y
de esta forma utilizar la metodologia desarrollada lineas arriba. Introducimos las
variables complejas z = x + 1y y Z = x — iy, es decir,

()0 2)6) ()25 ) ()
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Luego, después de ciertos cdlculos obtenemos

2\ [ iwo O 2 4 Fi(z,2)
z ) 0 —iwp z Fy(z,2) )’
donde Fy = fi +ifs y Fy = fi —ifo = F\. Tenemos entonces que

z = )\z+F1(z,2)
z = A+ Fi(z2).

Observe que la sequnda ecuacion es conjugada de la primera. Busquemos términos
resonantes de orden r, es decir, busquemos m e j, en la ecuacion (2.25) tal que
A j = 0. Tenemos entonces que

miA + m25\ =\ & (ml - m2))\ = )\i>

con \y = Xy Ao = A, ademds my + mo = 1. Para j = 1, la ecuacion anterior se

reduce a mi — mo = 1, por lo tanto, los términos resonantes son zFT'z%e;, para
k=1,2,.... Para j = 2, tenemos la ecuacion m; — mgy = —1, por lo tanto, los
términos resonantes son z¥z" ey, para k = 1,2.... Luego, la forma normal del

campo, en variables complejas, estda dado por

o0

2 = )\z+Zczk+1zk
k=1
o0

Z = A+ Gpzhzhtt
k=1

Pasemos el sistema a variable real, pero antes, observe que, si cx = cqp_1 + 10k_1,
entonces

T = pz(22)F
= (g1 +i0-1) (@ +iy)(a® + y*)"
= [(ar-12 — Bre1y) + i (Be-12 + ap_1y)] (27 + y?)".

Usando los cambios de coordenadas anteriores, obtenemos

(3)=(8 o) () (AT ),



2.4 Bifurcacién de Hopf 23

donde F(z,2) = > oo, k2" 2%, Ahora bien,

(F(z,2) + F(2,2)) = Re(F(2,2) =Y (ah1z — Bray)(@® + ),

1
2
k

I
—_

(~F(2,2) + F(2,2) = Im(F(2,2) = ) _(Braz + apay)(@® + )",

OIS
NNgE:

1

luego entonces

( T ) _ ( 0 —wo ) ( T ) n ( >y (aram — Breoay) (2 + y2)F )
y) \w 0 Yy >y (Be—1z 4 aray)(@® + 92k, )7
es decir,

T = —woy+ Z (agp—12 — ﬁk—ly)(xz + yz)k
k=1

Yy = woT + Z (Be—17 + Oék—ﬂ/)(fz + yz)k
k=1

No es dificil verificar que este mismo campo, escrito en coordenadas polares se ex-
presa como

[e.e]
ro= E TR
k=1

0 = wo + Z ﬁk—ﬂ’%
k=1

2.4. Bifurcaciéon de Hopf

Consideremos aqui un sistema de la forma

i= fula), (2.29)

con j = jip y un punto de equilibrio p(p), en el cual Df,, tiene un par de valores
propios puramente imaginarios, +iw, con w > 0 y ninguin otro valor propio con parte
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real cero. El teorema de la funcién implicita garantiza (ya que Df,, es invertible)
que para cada g cerca de po existird un punto de equilibrio p(u) cerca de p(ug) el
cual varia suavemente con p. No obstante las dimensiones de las variedades estable e
inestable en p(u) cambian si los valores propios de D f(p(p)) cruzan el eje imaginario
en . Este cambio cualitativo en el flujo local cerca de p(u) se debe marcar por
algunos otros cambios locales en los retratos fase que no implican puntos fijos.

Una pista de qué sucede en el problema genérico de la bifurcacion que implica un
equilibrio con valores propios imaginarios puros se puede obtener de examinar los
sistemas lineales en los cuales hay un cambio de este tipo. Por ejemplo, considerar
el sistema _

T = pr —wy

. 2.30
Y = wr + uy ( )

cuyas soluciones son
x(t) \ _ ot coswt senwt 7o\ (2.31)
y(t) senwt coswt Yo
Cuando p < 0, las soluciones espirales convergen al origen, y cuando g > 0
las soluciones espirales se alejan del origen. Cuando p = 0, todas las soluciones
son periodicas. Incluso en una familia uni-paramétrica de ecuaciones, es frecuente
encontrar un valor del parametro en el cual haya una familia completa de orbitas

periddicas, méas aun, hay una superficie de érbitas periddicas que aparece en el
problema genérico (2.29).

El ejemplo 2.1 nos da la informacién que requerimos acerca de como el problema
genérico difiere de el sistema (2.30). Mediante cambios de coordenadas suaves, las
series de Taylor de grado 3 (tomando k=1), para el problema general puede ser
trasladado a la forma

i = —woy + (ax — Boy)(z? + 3?)

. 2.32
¥ = wor + (Bor + agy) (22 + y?) (2.32)
la cual puede ser expresada en coordenadas polares como
: 3
= aor
0 = wo + Bor? (233)

Como el lado derecho de la ecuacién 7 en (2.33) es independiente de 6, vemos que
existen Orbitas periédicas de (2.32) las cuales son circulos de radio r =constante,
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obtenidos de las soluciones diferentes de cero de 7 = 0 en (2.33). Si ag # 0y
d # 0 (el teorema lineas abajo especifica quien es y que representa esta constante)
esas soluciones permanecen a lo largo de la pardbola u = —I;7%/d. Esto implica
que la superficie de orbitas periddicas tiene una tangencia cuadratica con su plano
tangente 1 = 0 en R? x R. El teorema de la bifurcacién de Hopf establece que
las propiedades cualitativas de (2.32) cerca del origen permanecen sin cambio si se
agregan los términos de orden superior al sistema:

Teorema 2.6 (Teorema de la bifurcacion de Hopf) Supongamos que el sistema & =
flz,p), x € R", u € R, tiene un punto de equilibrio (xq, o) tal que

(H1) D, f(xo, o) tiene un par de valores propios imaginarios puros y ningun otro
valor propio con parte real cero.

(H2) Sean A(p), () los valores propios de D, f(xo, po) los cuales son imaginarios
en |t = lg, tales que

d

4= (RO [y # 0. (2.34)

Entonces existe una unica variedad central tridimensional que pasa por (o, jo) €
R™ x R y un sistema de coordenadas suave para el cual la expansion de Taylor de
grado tres sobre la variedad central, en coordenadas polares, es dada por

o= (dp+ Lr*)r,
) = w 4 cp + br?.

Sily # 0, entonces existe una superficie de soluciones periddicas en la variedad
central, la cual tiene tangencia cuadrdtica con el eigenespacio de N(jo), A(po) que
coincide en dimension dos, con el paraboloide p = —%7’2. Si 1y < 0, entonces, esas

soluciones periodicas son estables, mientras que st ly > 0, son ciclos limite inestables.

Los coeficientes de estabilidad d y 1y son llamados wvelocidad de cruce y primer
coeficiente de Lyapunov, respectivamente.

Como puede verificarse en [10], este teorema puede ser probado por una apli-
cacion directa de los teoremas de la variedad central y de las formas normales que
se estudiaron en las secciones anteriores.
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Figura 2.2: Familia uni-paramétrica de dérbitas periddicas S resultantes de la bifur-
cacion de Hopf, en un punto de equilibrio no hiperbédlico xy y un valor de bifurcacion

Ho-

Observacion 2.5 La direccion hacia donde abre la superficie de soluciones periodi-
cas en la variedad central nos la proporciona el signo del producto d -1y, sid-1l; >0
abre hacia la 1zquierda del valor de bifurcacion, si d-l; < 0 abre hacia la derecha del
valor de bifurcacion.

2.4.1. Primer coeficiente de Lyapunov

Existe una expresion en los sistemas bidimensionales, para encontrar el primer
coeficiente de Lyapunov [; (ver [9]). Consideremos el sistema

&= Jr+ F(x),

donde J — ( Y ) Fz) = ( 28 ) con F(0) =0y DF(0) = 0. Entonces

ll (R1 -+ UJRQ), (235)

~ 16w
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donde

Rl = [Flmmz (Flmm + Flmzmz) - F2z1m2 (F2m1m1 + F2r2r2) - }7’1951951}7’29“”1
‘|‘F1m2m2 F2r2$2] |z:0 ’
Ry = [Flmmm + Flmlmzmz + F2m1r1r2 + Fzmm?m?”r:(] ’
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Capitulo 3

Bifurcacion de Hopf Controlable

3.1. Introducciéon

En este capitulo aportaremos una prueba diferente a la que se presenta en [13]
para el Teorema de la bifurcacion de Hopf controlable, esta nueva demostracién es
mas simple y mas completa, ya que estamos aportando de manera adicional el como
obtener de manera explicita el primer coeficiente de Lyapunov, guiandonos por la
féormula dada en (2.35).

Como ya se ha mencionado al principio de este trabajo, el Teorema de la bi-
furcacién de Hopf controlable, es un resultado béasico para lograr los objetivos del
mismo, por lo cual consideramos que la prueba aqui expuesta, aparte de ser clave
en el desarrollo y andlisis total que presentamos, es por si misma una aportacion
muy importante y novedosa en la teoria de la bifurcacion de Hopf, por lo que le
dedicaremos todo un capitulo.

Existen diferentes formas para controlar la bifurcaciéon de Hopf. Dependiendo de
las herramientas matematicas que se empleen, podemos distinguir tres aproxima-
ciones: Las que usan el método de proyeccién, la forma de Brunowsky, y la forma
de Jordan. Siendo la tultima de éstas la méas simple, la usaremos como una forma
normal. Por lo cual exponemos primeramente la siguiente
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Definicién 3.1 De entre los sistemas que experimentan la bifurcacion de Hopf y
que es posible controlarla, llamaremos la forma normal de la bifurcacion de
Hopf controlable al sistema

n=Jn+Fmn)+GMnu, (3.1)

donde n € R™ es el estado, y u € R es la entrada del control. Los campos vectoriales
F(n) y G(n) se suponen suficientemente suaves, con F(0) = DF(0) = 0. Se supone

. [ Jg 0 (0 —w . (R
tambzenqueJ—(O Js)conJH—(w 0 )ya(Js)C(C,F—(Fz),

G:(gl),COTLFMGlIRn—)Rz,yG(O):b:(21) con 0 # by € R?.
9 2

3.2. Teorema de la bifurcacién de Hopf
controlable

El siguiente teorema permite establecer a priori, para un sistema en la forma normal
de la bifurcacion de Hopf controlable, los valores de [; y d, esto permite controlar la

direccién y estabilidad de las soluciones periédicas que surgen de la bifurcacién de
Hopf.

Teorema 3.1 (Teorema de la bifurcacion de Hopf controlable)[13]

Dado el sistema (3.1), donde n = ( 5} ), con z = ( ? ), y by # 0, entonces, el
2

control de realimentacion de estado

u(z, 1, B,7) = u(Biz1 + Baza) + 1127 + V225, (3.2)

es tal que el sistema a lazo-cerrado (3.1-3.2) experimenta la bifurcacion de Hopf
controlable en n = 0 cuando p = 0. Mds aun, la velocidad de cruce d y el primer
coeficiente de Lyapunov ly, estdn dados por

1 - 3 <
d:§ﬁbl Yy l1200+§’}/'bl, (33)

donde = (P1,02), ¥ = (71,72) ¥ co es una constante que depende de los campos
vectoriales F y G.
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No presentaremos aqui la prueba de este teorema la cual puede consultarse en
[13]. Pero si presentamos otra versién del teorema, que a nuestro juicio representa
una mejora en el sentido de que es posible dar explicitamente el valor de la constante
co que aparece en el primer coeficiente de Lyapunov /. Analizaremos enseguida,
algunos resultados que nos ayudaran a simplificar y entender mejor la prueba de
esta nueva versién del teorema 3.1.

3.3. Nueva version del teorema

3.3.1. Lemas preliminares
Lema 3.1 Dado el sistema (3.1), existe un cambio de coordenadas

n=¢&+ H(z), (3.4)
donde & = (z,y)T, tal que el sistema (3.1) se transforma en

£=JE+ F(6) +9(&u (3.5)

donde f(&) = f2(&) + f3(&) + -+, con f; un vector cuyas entradas son polinomios
homogéneos de grado i. Ademds,

(i) f2(§) no posee términos de la forma x;x; parai,j = 1,2,

0 509 () = (5440 ) s

r _( (aom1 — Bow2)(xF + x3)
farle) = ( (Bow1 + agw2)(27 + x3) ) ’ (3.6)

(iii) fgl(f) no posee términos de la forma x3x;, parai,j = 1,2,

(iv) g(0) = b.
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Prueba. Sea

Hz) = ( ha () + hs(x) ) |

J2()

donde hy(x) v jo(2) son polinomios homogéneos de grado dos y h3(x) es un polinomio
homogéneo de grado tres. Luego,

z = x+ ha(x)+ hs(x),
w o= y+ja(z)

Derivando obtenemos

W = §+ Djs(x)d.

~—~
oo

Substituyendo (3.7) en la primera ecuacién del sistema (3.1), obtenemos

& = (I + D(ha() + hy(2))) ™" (Ju(z + ha(2) + ha(2)) + filw,y) + Gz, y)u) (3.9)

donde

filz,y) = Fi(z+ he(x) + ha(x),y + ja2(2)),
gi(r,y) = Gi(x + ha(z) + ha(x),y + j2(2)).

Como F1(0) = DF;(0) = 0, entonces el desarrollo de Taylor de Fj alrededor del
origen es

1

Fil) = 5 D*Fi(O)(n,0) + ZD°Fy(0)(n.mm) + -+
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Considerando que Fi(n)

Fi(z,w) =

para 7 = 1,2, entonces
9?F (0) 9?F} (0) i
022 920w
9?F (0) 9*F} (0)
1 ) 1 T T Owdz Ow? >
92F2(0) 92F2(0) w
022 0z0w
92F2(0) 92F2(0)
Owdz 02w |
1 [ ( TFllzz 0) TFllwz ) ( TFllzw(O) TFllww
2L (TFRA0) + 0T F2(0) (272 (0) +w” 2, (0
1 [ TFllzz(O)Z _I— wTFllwz(O)Z _I— TFllzw(O)w _I— wTFl
2| 2TE2(0)2 + wT F2,(0)2 + 2T F2, (0)w + wT F?
1 TFllzz(O)Z _I— 2ZTFllzw(0)w _I— wTFllww(O)w
2| STFRL(0)2 + 22T FR, (0w + wT FE,,, (0)w
1
= 5(2 Fi..(0)z + 2ZTF12w(0)’LU + wTFlww(O)w)
1 1
= izTFlzz(O)z + ZTFlzw(O)w + inFlww(O)w.
Analogamente,
1 1
gDsFl(O)(n 1) = P12 (0)(2, 2, 2) +

Tenemos entonces que

f1($>y)

2

+1(y + jo(2)) T Frouw(0,0)(y + jo(z

)

%(x + ho(x) + ha ()" Fi22(0,0) (z + ho(x) + ha(x))

lww

lww

),coan:]sz]R"‘z—HR

O /.
(0)) (w)
(0)w

(0)w

+(x 4 ho(x) + hs(2) T Fr.u(0,0)(y + ja(z)) + 1FlZZZ(O, 0)(z,x,2) 4+ -

6
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fl (I> y) = (%fTFIZZ(Oa 0)$) + (ITFlzw (O)y + %yTFlww(O)y)
+ (:ETFlzZ(O, 0)ha(2) + 27 Fr (0, 0)a(x) + émzzz(o, 0)(z, 1, x))
(" Fuun(0)ja0) + o7 Frae (Oha(a)) + Ol
= fau(x) + farlz,y) + far(z) + fa(x,y) + O([¢]*),
donde

for(z) = %:ETFMZ(O, 0)z, (3.10)

Fir(2) = 2T F1oa(0,0)ha(x) + 27 Fran(0,0) o () + émm(o, 0@ z.2), (311)

y se puede observar que fj; () posee términos homogéneos en x de grado j yfjl (z,y)
no posee términos homogéneos en = de grado j. Similarmente, si Gy () =by+---,
entonces, gi(x,y) = by + - --. Regresando a (3.9) obtenemos

i = (I — Dhy(x) — Dhs(z) + (Dha(x))* + -+ ) (Juz + Juha(z) + for(z) + for(z,y)
+Juhs(z) + fa(x) + fa(z,y) + O(E") + g1 (z, y)u)
= Jgr+ (Jgha(x) + for1(x) — Dho(z)Jgx) + (Juhs(x) + f31(x)
—Dhy(x)(Jiha(x) + far(x)) + ((Dho(x))? — Dhs(x)) Jux)
+for(z,y) + fa1(x,y) + Dha(z) for ( y) + O(IE]") + (I = Dha(x) + -+ )ga(x, y)u
= Tz + fa() + fal@,y) + fal@) + faa(z,y) + OE*) + g2, y)u,

fa(z) = Jyha(x) + far(x) — Dhy(z)Jyz,
fai(x) Juhs(x) + fs1(x) — Dha(2)(Juha(z) + f2(2))
+ ((Dha(x))* — Dhs(x)) Juz, (3.12)
fa(z.y) = fa(2,y) + Dha(x) far(z,y),
gi(z,y) = (I — Dho(z)+--)gi(x,y) =bi +---

Por el teorema 2.5 de formas normales debido a Poincaré-Dulac, existen hy y hs
tales que fo;(x) =0y

ute) = i) = {Gon el ) ) 3.13)
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son los términos resonantes de orden tres. Por lo tanto, tenemos que

&= Jux+ fa(w,y) + f5(2) + far(w,y) + O(E]") + g1z, y)u. (3.14)
Ahora bien, de (3.8) obtenemos
y = W+ Djs(x)d
= Jsgy + jo()) + fola, y) + g2(z, y)u — Djo(x) (Jux + far(z,y) + 5 (x)
+fa1(2,y) + Dha(2) far(z,y) + O(|€]*) + g1(z, y)u)

falz,y) = Fz(IJrhz(I)+h3($),y+j2(93)):[22(55)+f22(93,y)+(0)(|€|3)>
G2(,y) = Gao(x+ ha(z) + hs(z),y + ja(x)) = b2+ - -+,

con fo(z) = %:ETFQZZ(O):E un polinomio homogéneo de grado dos en  y fas(z, ) no
posee términos homogéneos de grado dos en z. Tenemos entonces que

y=Jsy+ fzz(ff) + fao(z,y) + O(IEP°) + g2(z, y)u,
donde

for(z) = Jsja(@) + far(x) — Dja(z)J

92(1',?/) = g2($>y)_Dj2($)gl($>y) B

Por otro lado, consideremos por un momento el sistema

2 = Jpz+ Fi(z,w), (3.15)
w = Jsw+ Fy(z,w).
Es claro que posee una variedad central invariante de dimensién dos, la cual podemos

determinar como la grifica de una funcién j : R? — R"2 w = j(2), que satisface
la ecuacién homoldgica

Dj(2) (Juz + Fi(z,j(2))) = Jsj(2) — Fa(2,4(2)) = 0.

Si consideramos una aproximacién hasta orden dos, j(z) = j2(2) + O(|z|?), entonces
obtenemos la ecuacion

4 ‘ 1
Djs(2)Ipz — Jsja(2) — izTngz(O)z =0, (3.16)
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Luego entonces, si seleccionamos ja(z) en el cambio de coordenadas (3.4) de tal
forma que sea la aproximacién cuadrética de la variedad central del sistema (3.15),
entonces foo(x) = 0, y entonces

'g = sz + f22($>y) + O(|€|3) + 92($>y)u

Resumiendo, mediante el cambio de coordenadas (3.4) se ha transformado el
sistema (3.1), en el sistema

&= Juz+ fu(w,y) + fi(0) + fa(z,y) + O(E") + i@, y)u, (3.17)
'g = sz + f22($>y) + O(|€|3) + 92($>y)u

Esto termina la prueba.
|

Corolario 3.1 La constante o contenida en (3.6), es el primer coeficiente de Lya-
punov del sistema

T =Jyx+ fgl(l’), (318)

donde f31(x) es dado por (3.11).

Prueba. Dado el sistema (3.18), por el teorema de las formas normales, podemos
tomar un cambio de coordenadas de la forma z = ¢ + h3(p), tal que es posible
simplificar (3.18) al sistema

¢ = Juy + fa(p), (3.19)

donde

f?" (80) — ( (Oé()QOl - 60Q02)(Q0% + Spg) )
3 (Bowr + cowa) (0] +w3) )’

y podemos observar claramente que el primer coeficiente de Lyapunov de (3.19) es
precisamente «y.

Ahora estamos en condiciones de poder enunciar un segundo lema,
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Lema 3.2 Dado el sistema (3.17), entonces, el control de realimentacion de estado

u(z, 1) = p(Brar + Paws) + Ny + s, (3.20)

es tal que el sistema a lazo-cerrado (3.17-8.20) experimenta la bifurcacion de Hopf
controlable en & = 0 cuando p = 0. Mas aun, la velocidad de cruce d y el primer
coeficiente de Lyapunov ly, estdn dados por

1 - 3 -
d= 5661 Yy ll = Qg + g’}/'bl, (321)

donde = (P1,02), v = (71,7%2) y ao es el primer coeficiente de Lyapunov del
sistema (3.18).

My Ms

Prueba. Sea Dg(0) = M = ( Mz M,

), y dada la ley de control (3.20), la

podemos reescribir como
u(z, p) = ppz + C(x), (3.22)

donde = (81, 2), y C(x) representa los términos cibicos. Entonces, usando (3.22)
en (3.17), obtenemos el sistema a lazo-cerrado

= sz+f2(17>y>ﬂ)> (324)

donde

fl(%?/»ﬂ) = f21($>y)+f§1(z)+f31($>y)+ﬂﬁ$61+c(z)61
+ufr(Miz + Moy + -+ ) + -+, (3.25)

La ecuacién (3.23) representa una familia de sistemas p-parametrizada, la cual
podemos escribir como un sistema suspendido, y agregando la ecuacién (3.24), ten-
emos

z Jg 0 0 x Fi(z, i1, y)
igl=10 0 0 uo |+ 0 . (3.26)
] 0 0 Js y Folz, 1, y)
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En esta forma, el sistema tiene una variedad central tridimensional que pasa a través
del origen,

1 1
Yy = h(l’, ,u) = il’Tsll’ + I’TSQ,U + §,UT53,U + - (327)

tal que h(0,0) = Dh(0,0) = 0. Substituyendo (3.27) en (3.26) y usando la regla de
la cadena, obtenemos

% [Tz + Fi(x, p, bz, 1)) — Jsh(z, p) — Folz, p, h(z, p)) = 0. (3.28)

De (3.25) es claro que Fy(z, i, h(z, 1)) no posee términos homogéneos de grado dos
en x, por lo tanto, sustituyendo (3.27) en (3.28) obtenemos

1
(:ETSl)JH:E - §J51’T511’ +..-=0,

concluyendo entonces que S; = 0, es decir, al igual que F3, la variedad central
tampoco posee términos homogéneos de grado dos en z. Luego entonces, la dinamica
sobre la variedad central estd dada por

&t = Jux+ Fi(x,p, bz, pw))
= Jux+ far(w, bz, w) + f(2) + far(@, bz, @) + pBrby + C(x)by
+pfa(Mx + Myh(x, ) + -+ ) + -+
= Jyx + u(b1B8)x + C(2)by + f5,(x) + O(|z, ul?)
= Jux+Cx)b + f5(z)+--- (3.29)

donde J, = Jy + puL con L = b. 3.

Ahora probaremos que el sistema (3.29) experimenta la bifurcacién de Hopf, en
x =0y pu = 0. Para esto, necesitamos calcular los valores propios de J, y probar
que éstos cruzan el eje imaginario cuando p = 0, y necesitamos probar que el primer
coeficiente de Lyapunov es diferente de cero. Sea J, = Jy + pL, la parte lineal del
sistema (3.29). El polinomio caracteristico es dado por

N —tr(J )N+ det(J,) =0,

donde tr(J,) = p-tr(L), det(J,) = w(Lar — L12)u + w?, con L = [L;;]. Entonces,
para p suficientemente pequena, sus valores propios estan dados por

) = %tr(J“) i—z'\/det(Ju) _ (%tr(Ju)) |
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Por lo tanto, A(0) = tiw y Re(A(n)) = 1p - tr(L), pero
()=o) =t (32 ) () ) =or (P20 G002 ) = budrtbuat =
Entonces

d
d = n (Re(A(1))) |u=0
d

= 2 (500
1

d = =8-b (3.30)

Usaremos la formula (2.35) para calcular el primer coeficiente de Lyapunov /;. Ha-
ciendo = 0 en (3.29) obtenemos

T 0 —w T -
(iz) (w 0)(I2)+(’Y1I§+%$§)b1

L aox‘f + Ozo$1517§ - 5017%372 - ﬁOx% 4.
Box? + Bor123 + aprize + aprs
Es claro que Ry =0y

R2 - flmlmlml + flmlmgmg + f2m1m1m2 + f2m2m2m2
= 6’}/1611 + 60(0 + 20(0 + 20(0 + 6’}/2612 + 60(0
= 169+ 6 (71511 + 72512)

= 16ag + 6’}/ : 61,
por lo tanto,
1
ll = E(Rl + (URQ)

1

= —R

16~ °

3 _

Esto termina la prueba.
|
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3.3.2. Expresion explicita del cambio de coordenadas

En esta seccién encontraremos las formas explicitas de los polinomios homogéneos
ho(z) y hs(zx), incluidos en el cambio de coordenadas del lema 3.1 como parte de la
funcién H(z). Primero resolveremos la ecuacion,

Juha(x) — Dhy(z)Jgx + for(z) =0, (3.32)
donde - )
_ _ 21\ L1, T2
hg(l’) N hg(l’l,l'g) N ( h22($1>$2) ) ’
con
hai(x1, 22) = aifE% + biz172 + Cﬂ%,
’ fau( )
_ _ 2121, L2
le(if) f21($1>172) ( f221(£E1,272) )>
con

7 2 2
f21(171, 552) = 1rx] + S;T1X2 + 15,

entonces, (3.32) se reduce al sistema de ecuaciones lineales

0 —1 0 —1 0 O ay T

2 0 -2 0 —1 0 bl S1

0 1 0 0 0 -1|]|ea|_ 1|t

1 0 0 0 -1 0 ax | w | T2

0 1 0 2 0 -2 bg S92

(0 0 1 0 1 0] |e. | 15 |
por lo que
$1+T2—|—2t2 27’1—2t1—|—$2 81—27’2—t2
hoi(x1,20) = — 3 ZE% + 3 T1To + Tfl?%,
(3.33)
7’1—|—2t1—$2 2T2—$1—2t2 27’1—|—t1—|—$2

hgg(l’l,l'g) = 3w ZL’% + 3w T1X2 T[L’g

Ahora bien, sabemos por el teorema 2.5, que existe hs(z), tal que fa(z) = fi(x),
donde el lado derecho de la equivalencia estda dado por (3.6). De (3.12) tenemos que

f31(1') == Jth(fL’) —l—f31(l’) —Dhg(l’)(Jth(l’) +f21(l’)) + ((Dhg(l’))z — Dhg(l’)) JH[L’,
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donde f31(x) es dado por (3.11). Por lo tanto, debemos encontrar hz(x), tal que
Jihs(x) — Dhs(x)Jgx — Dhe(x)[Jgha(x) — Dha(x)Jux + for(x)] + fs1(x) = fi(x)

como ya se obtuvo hs(x) tal que el término entre corchetes es cero, entonces la
equivalencia a resolver es

Juhs(x) — Dhs(x)Jyz = f35,(x) — fa(z). (3.34)

De manera similar al calculo anterior, hagamos ahora,

o= () v me= ()

h32(ZE1, 552)
tales que,

_ .3 2 2 3
hsi(z1, x2) = a;x3 + bixixe + w23 + dixs
para 1,7 =1,2,
J _ 3 2 2 3
f31 (21, 22) = njzy + ojaire + pixizs + ¢

entonces, en base a la forma de la matriz Jy, resolver (3.34) se reduce a resolver el
sistema lineal

0O -1 0 0 -1 0 0 0 a o — M
3 0-2 0 0 -1 0 0 by —Bo — 01
0 2 0 -3 0 0 -1 0 a1 o — P
o 0 1 0 0 0 0 -1 | 1| -B—a
1 0 0 0 0 -1 0 0 az | ~w | Bo—ne
0O 1 0 0 3 0 -2 0 by o — 02
o 0 1 0 0 2 0 -3 Co Bo — po
0 0 0 1 0 0 1 0]]d| | aw—q

se puede observar facilmente que la matriz de coeficientes del sistema no es invert-
ible, esto nos lleva a obtener una infinidad de soluciones, las cuales las hacemos
dependientes del valor que tomen los términos as y by, lo cual implica que cada una
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de las entradas de hs(x) son

5 - 3 5ny — o0y —p1 — 3
ha (w1, w2) = (bz L ks 018wp2 - ql) g + (—az + o 028wp1 qg) rixy
3ng — o1 — +3 ny — o9 + —
(3.35)

hao(z1,22) = azﬁ‘z) + bz"E%sz + (az + 5

3ns —o1 — 3
n (bg _ 9ng — 01 Do + Q1) Ig
8w

n1—|—302—p1—3Q2) 2
X1
8w

considerando que

1
ap = §(3n1+02+p1+3q2) y

1
Bo = g(gng — 01 +p2— 3q1)’
lo cual es consistente con las férmulas
1 ) ) )
@0 = E (f31m1m1m1 + f31m1m2m2 + f31$1$1$2 + f31m2m2m2) y
1
ﬁO = v (-fgzlml-'ﬂlfﬂl _I_ .f321m1m2m2 - f311m1m1m2 - féllfﬂgmgmz) .

16

3.3.3. El teorema en su nueva version

Recordemos que para pasar del sistema original (3.1) al sistema (3.5), utilizamos
el cambio de coordenadas n = {4+ H(x), es decir z = z+ho(x)+hs(x) y w = y+72(x),
entonces, si nos “regresamos” a las coordenadas originales, principalmente en el caso
de la coordenada z, tendremos que

x = z—ho(z)— hs(x)

= z— hao(z — hao(z) — hs(x)) — hg(z — ha(x) — hs(x))
=z — (h2(2) + Dha(2)(=ha(x) — ha(2)) + O(|z["))
— (hs(2) + Dhs(2)(=ha(z) — hs(x)) + O(|2[*))
=z — ha(2) + Dha(2)ha(2) — ha(z) + O(|z[")
(2) + Dha(2)[ha(2) — Dha(2)(ha(2) + ha(x))] = hs(2) + O(|2]*)
(2) + Dha(2)ha(2) — hs(2) + O(|2]"),

Z—hg

= Z—hg
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eSt;imphca q:e Gai(z) Za(z) i (2) ) -
( " ) i ( . )+ Ohaa () Ol () ( () )_( has(2) )_( haa(2) )+ )

es decir, si hacemos Z; = x; para i = 1,2, entonces

donde hs(z) y hs(z), estan dados por (3.33) y (3.35) respectivamente.

En base a los resultados anteriores y considerando el regreso en el cambio de
coordenadas que acabamos de desarrollar, hemos demostrado una nueva versién
para el teorema (3.1), la cual enunciamos en el siguiente

Teorema 3.2 Dado el sistema no lineal en la forma normal de la bifurcacion de
Hopf controlable (3.1),

n=Jn+F@n)+GMnu,

entonces el control de realimentacion de estado

w(Z,p, B.7) = (B Z) + 2} + 1 Zs, (3.37)

es tal que el sistema a lazo-cerrado (3.1)-(3.37), experimenta la bifurcacion de Hopf
controlable en n = 0 cuando p = 0. Ademds la velocidad de cruce d y el primer
coeficiente de Lyapunov ly, estdn dados por

1 - 3 -
d= 56 . bl, ll =g + g’}/ . bl, (338)

donde Z = (Zy, Zs)T, cuyas entradas se calculan en (3.36), 3 = (81, B2), ¥ = (71, 72)
y g es el primer coeficiente de Lyapunov del sistema (3.18).

3.4. Un ejemplo

Consideremos el siguiente sistema, dado en la forma (3.17)

3= —woza + 21 (2} + 23) +u
29 = woz1 + apza(2? + 23) (3.39)
W = Aw + ayz1w.
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Figura 3.1: Orbita periédica atractora alrededor del origen, del sistema (3.39).

donde wy > 0y Ag < 0.

Es claro que si tomamos u = 0, el origen es un punto de equilibrio no hiperbélico.
Aplicando el teorema 3.2, proponemos el control escalar u de la forma

U(Z, 22 Bv ’Y) = ,uﬁlzl + ’lei (340)

con los coeficientes de estabilidad

d= lﬁl y hL=a+ §%, (3.41)
2 8

nétese que la forma que toman tanto el control u como los coeficientes de estabilidad
d y 11, se deben a que en (3.39) ¢;(0,0) = (1,0)T y ¢2(0,0) = 0. Entonces si 8 = 1,
ap =1,y y1 = —8, tenemos que d > 0 y l; < 0, lo cual nos dice que para u > 0
tendremos una superficie de orbitas cerradas alrededor del origen que son atractoras.
En particular si asignamos los siguientes valores a los diferentes parametros del
sistema (3.39), wop = 1, Ay = —1, a1 = 1, y consideramos p = 0,1, obtenemos la
dindmica dada por figura 3.1.



Capitulo 4

Control de oscilaciones alrededor
de la bifurcacion k-cero

En este capitulo, se presenta un método analitico para el andlsis y el control de
oscilaciones en sistemas de control no lineales, cuya linealizacién alrededor del origen
tiene un valor propio cero de multiplicidad k. La idea principal consiste en explotar,
para el caso k = 2, la existencia de una curva de puntos de bifurcacién tipo Hopf
sobre su deformacion versal, para controlar las oscilaciones usando el teorema 3.2.
Entonces el caso general se reduce la caso doble-cero a través de un cambio de
coordenadas y un cambio en el control.

4.1. Introduccion

La bifurcacién k-cero ocurre cuando la parte lineal del campo vectorial tiene un
valor propio cero de multiplicidad k y el resto de los valores propios tiene parte real
diferente de cero. En la presente seccion consideramos el caso no diagonalizable.

El caso k = 2 es llamado bifurcacién Takens-Bognadov (doble-cero) y fué estu-
diada independientemente por Takens [11] en 1974 y Bognadov [5] en 1975. Ellos
encontraron una deformacién versal y probaron que en el plano de los parametros
existen curvas con puntos de bifurcacién silla-nodo, puntos de bifurcacién tipo Hopf
y puntos de bifurcacién tipo dérbitas homoclinicas, ver [9, 16] para mas detalles.
Existen pocos trabajos sobre el andlisis y control para el caso k > 3. En [23, 24| la
bifurcacién y el comportamiento inestable son estudiados para el caso k = 3, mien-
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tras que en [4] las formas normales son calculadas para los casos k =2y k = 3. En
[7] se estudié un método para asegurar una bifurcacion horquilla (pitchfork) para el
caso general k.

En [13, 15] se desarroll6 una aproximacion para establecer la estabilidad y la direc-
cion de los ciclos limite que surgen de la bifurcacion de Hopf, esto es, un método
para controlar las oscilaciones en la bifurcacién de Hopf. En [14] fue reportado un
método analitico para controlar las oscilaciones de la bifurcacion doble-cero, el cual
es basado en [13, 15].

La idea en estd seccion es presentar de manera conjunta los métodos desarrollados
en [12] y [14], para usarlo en un sistema de control no lineal con bifurcacién k-cero
en el origen. En la presente seccién procederemos como sigue. Primero, se da la
formulacion del problema. Enseguida, se resuelve el caso particualr k = 2, y se sigue
con el caso general.

4.2. Formulacion del problema

Consideremos el sistema de control no lineal

§=JE+ F (&) + G(u (4.1)
( J 0
donde u € R, J = ( 0 Js ),COH
01
Ji = 0
1
0 kxk
y Jg € RRX(=k) o Hurwitz; F,G : R® — R son campos vectoriales suaves,
b bi1
tales que F'(0) = DF(0) = 0y G(0) = (bl),donde by = o,y € =
2
bik

z _ I
( w ), con z € R* y w € R"*. Entonces, nuestro objetivo es disefiar un control

de realimentacion
w=u(z,p) (4.2)
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tal que el sistema a lazo-cerrado (4.1)-(4.2) experimente la llamada bifurcacion de
Hopf controlable en & = 0 cuando p = 0.

4.3. Control de las oscilaciones para el caso k =2

En esta parte, dado un sistema de control no lineal, cuya linealizacion tiene un
valor propio cero de multiplicidad dos y el resto de los valores propios con parte real
menor que cero, la idea es disenar un control de realimentacion tal que, primero,
transforme el valor propio cero doble en un par de valores propios imaginarios, sin
cambiar el resto de los valores propios, y enseguida usar el teorema 3.2 para controlar
la bifurcacién de Hopf.

4.3.1. Diseno de la ley de control

Consideremos el sistema de control no lineal (4.1), para el caso k = 2,
§=JE+F(§) +GEu (4.3)

donde v € R, J = ( ‘(])2 }) ), con Jy = ( 8 (1) ) y Jg € R=2x("=2) o5 Hurwitz;
S

F,G : R" — R" son campos vectoriales suaves tales que F'(0) = DF(0) = 0y
G(0) = by , donde b; = b ,y &= N ,con z € R? y we R*2,

bz 612 w
Considérese

u=az+uv, (4.4)

donde a € R?. La idea es encontrar « tal que transforme el valor propio cero doble
de J, en un par de valores propios imaginarios sin cambiar los otros valores propios
de J. Substituyendo (4.4) en (4.3) obtenemos

§ = JE+F(E)+GE)(az+v)
= JE+ F(Q + G(Qaz + GE
= JE+ FE) + G (4.5)
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Si G(&) = G(0) 4+ G1(€), entonces F(&) = F(&) + G1(Haz, v

JE = JE+G(0)ax
B Joz bioz
o (sz)+(bgaz)
Jz + blOé 0 ¥4
bocx Jg w )’

esto es, J = ( St b 0 )
’ bgOé Js

Recuerde que nuestro objetivo es encontrar « tal que un par de valores propios de J

esten sobre el eje imaginario. Obsérvese que J es triangular por bloques, entonces,

sus valores propios estan dados por los valores propios de Js 4+ by v Jg. Entonces,

es suficiente encontrar « de tal manera que los dos valores propios de J; 4 b« esten

sobre el eje imaginario, esto es,

tr(Jy +bia) =0 y

| J2 4 bia| = wj, (46)

donde | - | denota el determinante de la matriz, y wg > 0. Si a = (a1, ) entonces el
sistema (4.6) se reduce a
biioq + b =0

—blgoél = wg. (47)
Si suponemos que b # 0, la solucién de (4.7) es dada por
w2
a1 = _b_()
O[Q — bllul)%. (48)

Resumiendo, el control de realimentacién de estado (4.4), con ay, ap dados por (4.8),
transforma el par de valores propios cero de la matriz J en un par de valores propios
imaginarios +iwy, y el resto de los valores propios permanecen igual.

4.3.2. Cambio de coordenadas

Para usar el teorema 3.2 en el sistema (4.5), necesitamos cambiar las coordenadas
para poner la parte lineal en forma de Jordan, i.e., debemos encontrar n = ®~1¢ tal

que
175 JH 0
i) J<I>_( o g )
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donde Jyg = ( 0 —wo )

wWo 0

Lema 4.1 Existen A € R>*? y B € R"2*2 4injcas, tales que

A_I(Jg + bla)A = JH (49)
JsB — BJy —byalA. (4.10)

Prueba. Sabemos que J; + by, con o dada por (4.8), tiene como valores propios a
+iwp, entonces, si v = v; + vy es el vector propio de Jo 4+ bia para el valor propio
1wy, entonces

_1 bu
A= (o m )= () ). (4.11)

wo

resuelve la ecuacién (4.9). La ecuacién (4.10) es una ecuacion de Sylvester, y por el

lema 2.1 tiene solucion tnica B para cada —bsaA.
|

Lema 4.2 Sean A y B soluciones del sistema (4.9-4.10). Entonces la matriz

@:(g ?) (4.12)

~ Jy 0
17 —
es tal que @ JP ( 0 Js )

Prueba. Soélo obsérvese que

A7t 0
_1_
v = g 1)

Finalmente, usando el cambio de coordenadas n = ®~1¢ con ® dado por (4.12)
en el sistema (4.5), obtenemos

n=Jn+ f(n)+gn)v, (4.13)
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_ Jo 0 -
donde = ((4).7= (W ). 50 = @7 Fla) v gfo) = 071Gl
Definiendo

b= ( ﬁj; ) =9(0) = 27'G(0) = ( —gA ? ) ( Z; ) - ( —Bj—_llbﬁ1+ b2 ) ’

entonces

T 611 _ —1 _ —1 Zl_; bll _ 0
by = ( 612 ) = A" = ( 0 i bis = bia 7é 0. (414)
wo wo

Resumiendo, el sistema (4.3) ha sido llevado a través del cambio en el control
(4.4), y el cambio de coordenadas (4.12) a la forma normal de la bifurcacién de Hopf
controlable (4.13).

4.3.3. Diseno de v(z, i1, \)

Siguiendo el teorema 3.2, proponemos el control de realimentacion de estado
(3.37) para el sistema (4.13)

o(X, 1, 8,7) = p(Br1 X1 + 5X2) + n X7 + X3,
con

para ho(z) y hs(z) dados por (3.33) y (3.35) respectivamente.

Sin embargo, tenemos que by; = 0, ver (4.14), y de las expresiones de of I; y d,
dadas por (3.38), es posible hacer 8; = v, = 0, entonces, proponemos el control

(X, 1, B2,72) = pBaXs + 12 X3, (4.16)

para X, calculada en (4.15). Ahora, tenemos que poner esta ley de control en las
variables originales, pero sabemos que £ = ®n, y por (4.11)-(4.12), concluimos que
xy = 2,y substituyendo en (4.16) obtenemos

v(Z, i, B2, 72) = “w—izzz + %ZS, (4.17)
0
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donde
Zg = 29 + thg(Z) . hg(Z) — hgg(Z) — hgg(Z) + O(|Z|4), (418)

donde z = A712.

Finalmente, para este control se sigue de (3.38)-(4.14) que

10 3b
d= —Eﬁg y ll =g + —E’}/g. (419)
W 8 wo

Observacion 4.1 Recordemos que el como obtener el cdlculo de los polinomios hs
y hs que aparecen en (4.18), y la constante oy en (4.19), estin dados de manera
explicita en el capitulo 3, mas concretamente en la seccion 3.3.2 y en el corolario
3.1 respectivamente.

4.3.4. Teorema principal

Con los controles de realimentacién (4.4) y (4.17), establecemos el resultado
principal para el caso k = 2.

Teorema 4.1 Considerando el sistema de control no lineal

E=JE+ F(E) + G, (4.20)

dondefz(jj),coanRzwaR"‘z,ueR,J:({f })),conJg:
s

01 y Jg es Hurwitz, y G(0) = by , con by = by . Sibis # 0, entonces
0 0 ba bi2

el control de realimentacion de estado

u(z, pry o, B2,72) = -z + “—ﬁzzz + 7—§Z§", (4.21)
wWo Wy
donde o = (a1, a2), a1 = —wa/bia, as = byiwl /b3y, Zy es calculado en (4.18), son

tales que el sistema a lazo-cerrado (4.20)-(4.21) experimenta la bifurcacion de Hopf
controlable en & = 0 cuando p = 0. Ademads, los coeficientes de estabilidad pueden
ser calculados de (4.19).
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4.4. Control de las oscilaciones para el caso
general

La idea es encontrar un control de realimentacién de estado u = az + v, donde
a € R¥, y un cambio de coordenadas, tal que (4.1) pueda ser transformado en el
sistema (4.3), y entonces aplicar el teorema 4.1 para controlar las oscilaciones de la
bifurcacién k-cero.

4.4.1. Reduccion al caso £ =2

Consideremos el sistema no lineal (4.1) y la ley de control u = az + v, entonces

§ = JE+F(E)+G(E)u
= JE+ F() + Gz +0)
= JE+F() + G, (4.22)

7 Jp +biae 0
donde J = ( byt Js
tonces sus valores propios son dados por los valores propios de Jy+b;ay Js. Entonces
debemos encontrar « tal que dos valores propios de Ji + by sean cero y el resto de

) . Observe que esta matriz es triangular por bloques, en-

de ellos tengan parte real negativa. Consideremos ahora, o = (0,0, ag, g, . . ., ) =
(0, &), entonces Jy + by = S By , donde
0 B
Jy = 01 B, = biias biiag -+ buoy

00/’ bizaz +1 bipaa -+ biack Jy 4
y

bisas  bizag+1  bizas - bizau,

bisars buuay  buas+1 - bisary

B, = :
big—10s bigp—1ca  big_ias - bipiog +1
biras b1k biras T birag

k—2xk—2
Observe ahora, que la matriz J, + by« es triangular por bloques con dos valores
propios cero y el resto de los valores propios, son los valores propios de B;. El
siguiente lema nos da & tal que, ésta coloca los valores propios de B; en cualquier
lugar del semiplano complejo izquierdo.
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Observacion 4.2 Aun cuando el siguiente lema estd en términos de un lema de
existencia, en realidad la existencia de & la asequra el Teorema de asignacion de
polos, este teorema surge en la teoria de control lineal y es ampliamente tratado en
[17]. Sin embargo, se establece el lema de esta manera ya que en su demostracion
se proporciona la forma explicita que tiene este vector a.

Lema 4.3 Si by, # 0, entonces existe & € R¥=2 tal que

(Z) O'(Bl) c C-
(ii) o(B1)No(Js) =10

Prueba. Sea Js € RF 2572 una matriz tal que o(Jg) C C™ y o(Js) No(Jg) = 0,
con polinomio caracteristico

Pjs()\) e Y L TRy ey
Debemos encontrar @ = (azs, . .., ax) € RF72 tal que
P, (V) = p3, (V). (4.23)
Luego entonces, no es dificil ver que

P, (A) = N2 4 o (@)N 72 4 - pa(@) X + pu (@),

donde
p1(@) —bipos
pa(@) = —(byg-_103+ bixa)
Pk—2 (07) = —(blgag + by + -+ + blkak).

Entonces, (4.23) es equivalente a

) = a
) = o

o)

Pl
pa(

o)

Pr—2(@) = cp_2
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si y sélo si

—b1g 0 0 0 o3 c1
—big—1 b, O 0 oy Co
0
—b13 —by —bis - —bug 873 Ck—2
es decir,
Ta=C, lo cual implica que a=T"'C, (4.24)
donde det(T) = (—1)¥=2p%2 £ 0.
[ |
boras -+ baray
Finalmente, si boav = (0, B2)(n—k)xk, donde By = : , Y @
bz,n—kas b2,n—kak

es dado por (4.24), entonces

B Jo Bl 0
Fo Tkt O _f g
bga Js

0 By Js

tiene dos valores propios cero y el resto de ellos esta en C™.

4.4.2. Cambio de coordenadas

Para usar el teorema 4.1, necesitamos encontrar un cambio de coordenadas n =
P~ para poner J en forma de bloques de Jordan.

Lema 4.4 Existen P € R> =2 y Q € R"*k=2 tqles que

I P O
P=|0 1 0|,
0 Q I
la cual satisface que
PP = ( 20 ) —=J (4.25)
0 Js ’

(01 (B 0 : )
dondeJQ—(O 0),yJ5—(0 Js),cona(Js)C(C.
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Prueba. Primero, observe que

I —P 0
Pl=10 I 0
0 —Q I
Enseguida,
N Jo X1 0
PP = 0 B 0 ,
0 Xy Js

donde X1 = JoP —PB1+ By Xo = JsQ — QB + Bs. Pero, por el lema 2.1, existen
Py @ tales que la ecuacion matricial

JoP —PBi+ B, = 0 (4.26)
JsQ —QB1+ By = 0

tiene solucion tunica para cada By y Bs.

|
El cambio de coordenadas n = P~ transforma (4.22) en el sistema
n=Jn+F(n)+Gnv (4.27)
donde J es dado por (4.25) y G(n) = PIG(PE). Si by = < 21 ), donde b, =
1
b s ; b
)y b = : .y G(0) = 7' ), donde by = | " |, de esto se sigue
bio ba bio
bk
que,
; I =P 0 by by — Pby
( 51 ) =GO0)=P'GO)=| 0 I 0 by | = by ,
? 0 -Q [ by —Qin—l—bz
esto es, by = 51 — PZA)l = ( ZBH ) Luego entonces, si P = (pn T PLke2 ),
b1o D21t P22
entonces
) k—2 ) k—2
bi1 = b1 — Zpljbl,j+2 y biz = bia — szjb1,j+2- (4-28)
j=1 j=1

Finalmente, para usar el teorema 4.1, tenemos que probar que by # 0.
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Lema 4.5 by = %5 donde ¢, = det(B;) # 0.

Cl’

Prueba. Sabemos que P satisface (4.26), esto es,

bizas -+ bizay
0 — 0 1 pun - Prk-2 ) ( Pin - Pri-2
0 0 Po1r - P2k—2 Po1r - P2k—2
bigaz -+ bigoy
biios e by
. 4.2
* ( bipaz +1 -+ brooy (4.29)

Por lo tanto,

k—2
<_ Zp2jbl,j+2a3> + (bi2as+1) = 0
=1

k—2
<b12 — szjbuw) az+1 = 0

j=1
512a3+1 =0

612 - Y

pero, por (4.24), ag = —
|

4.4.3. Diseno de la ley de control

. [z [z ~ (= ~ : (=
815—(w),dondeZ—(2)>COHZ—<Z2)YZ— oy <y)
2k
T
donde z = ( ), entonces
T2
. I —P 0 Z z— Pz
y 0 —-Q I w —QzZ+w

r1=EF—-P3)" e y 29 = (2 — P2)" - e, (4.30)
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1 . .
donde e; = ( 0 ) Ye= (1) ) Para aplicar el teorema 4.1, necesitamos encontrar

la matriz P. Se sigue de (4.29) y (4.28) que

po1 + bz = 0, (4.31)
poi +biise —pria = 0 parai=2,....k—2, (4.32)
—poi +biaviys = 0 parai=1,...,k—3,
esto es,
by = —pai/as, (4.33)
p1i = buoyis+bipaiy parat=1,.... k—4,
P2 = biaiis parai=1,... .k — 3.

«

De (4.31) y (4.33) se sigue que b;; = %. Luego entonces, observe que,
3

k—2
512 = bip — ZPZjbl,j+2
j=1
k—3
= by — ZPZjbl,j—l—Z - Pz,k—zbm
j=1
asi
1 1 k—3
P2,k—2 = ﬂ <b12 + a_g <1 + ; Oéj+3bl,j+2>> .

Substituyendo i = k — 2 en (4.32) obtenemos p; -3 = p2r—2 + 3—§ak. Finalmente,
obsérvese que l

k—2

511 = 511—ZP1jb1,j+2

j=1
k—4
= by — E Pljb1,j+2 - pl,k—3bl,k—1 - pl,k—2blk>
j=1
entonces

k—4

k—4
1 QY 1
P1k—2 = E <511 - ? <1 + Zaj+3bl,j+2> + a_g ; aj+4bl,j+2 —Pl,k—sbLk—l) .



58 Control de oscilaciones alrededor de la bifurcaciéon k-cero

con esto, completamos las entradas de P. Ahora, por el teorema 4.1, el control de

realimentacion de estado, es dado por

v = Oéle + Oéng + 62_,UX2 + lngS,

donde, de nuevo X;, para i = 1,2 se obtiene de (4.15), y
o1 = wéas y Qg = —511013043,

con los coeficientes de estabilidad
1 blk 3 blk

d=~—"[s, y li =ag+ 5 —2,
2 woc1 8wy

por lo tanto, en términos de las variables originales,

W = aEtalE-Py+ Py, 2 73
u = az+ (a@a—aP)z+ 62—’“22 + 7—?23,

donde
Zn = (ZT : 62) + Vhaa(z) - ha(z) — hoa(z) — hsa(z) + O(lz]*),

donde z =z — Pz, o = (a1, az) es dado por (4.34), y & es dado por (4.24).

Aqui también debemos tener en cuenta la observacién 4.1.

4.4.4. Teorema principal
Hasta aqui, hemos probado ya el teorema principal de esta seccion.

Teorema 4.2 Consideremos el sistema de control no lineal

{=JE+F(E)+G(Eu

z
dondeE= | 2 ,conEERz,%\ERk‘zwa]R"‘k,ue]R,J:(%k })
w s
01
0o . . bl
J, = y Js es Hurwitz, G(0) = b , donde by =
1 2
0

kxk

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

), con

bll

bk
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Si bix # 0, entonces el control de realimentacion de estado

u=oaz+ (a@a—aP)z+ ﬁz—'ng%—v—éZS, (4.39)

donde Zy se obtiene de (4.37), a = (wias, —wias/az) y a es dado por (4.24), es
tal que el sistema a lazo-cerrado (4.38)-(4.39) experimenta la bifurcacion de Hopf
controlable, con los coeficientes de estabilidad (4.35).

Finalmente, podemos decir que hemos desarrollado hasta ahora, un método
analitico para controlar oscilaciones en una cierta clase de sistemas de control no lin-
eales. Este método se presento en dos partes: en la primera parte se desarrollé para el
caso particular de la bifurcacion doble-cero, y aqui se trata de encontrar un cambio
en el control y en las coordenadas de manera tal que el sistema es transformado en
la forma normal de la bifurcaciéon de Hopf controlable. La segunda parte consiste en
transformar el caso general que llamamos la bifurcacién k-cero en el caso particular
k = 2 (bifurcacién doble-cero) para entonces aplicar el resultado obtenido en esta
parte (Teorema 4.1).
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Capitulo 5

Control de oscilaciones alrededor
de la Bifurcacion k-cero Hopf

5.1. Introduccion

La bifurcacion k-cero Hopf ocurre cuando la parte lineal del campo vectorial
tiene dos valores propios imaginarios, k valores propios cero y el resto son valores
propios con parte real negativa. En este desarrollo consideramos otra vez, el caso no
diagonalizable. El caso k = 1 es llamado bifurcacién cero Hopf.

En [13, 15] como ya hemos mencionado anteriormente, se desarrollé6 un método
para establecer la estabilidad del ciclo limite que emerge de la bifurcacién de Hopf,
y la direccién hacia donde abre dicha bifurcacién, esto es, un método para controlar
el ciclo limite que surge en tal bifurcacion. En esta seccién estudiaremos un sistema
controlable no lineal, cuya linealizacion tiene dos valores propios imaginarios, un
valor propio cero de multiplicidad k y el resto de los valores propios tienen parte
real negativa.

Entonces la idea es disenar el control de realimentacion tal que, primero trans-
forme el valor propio cero de multiplicidad & en valores propios con parte real nega-
tiva, sin alterar las multiplicidades de los valores propios con parte real negativa ya
existentes, para después usar el teorema 3.2, para controlar la bifurcacién de Hopf
obtenida.
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5.2. Planteamiento del Problema

Consideremos el sistema no lineal de control

§=JE+F(E)+ G (5.1)
donde £ € R", u € R,
J. 0 0
J= 0 J, 0 |, (5.2)
0 0 Jg

010 0
0 1 0
Ji = R .o
000 -1
000 Lk
y Jg € R k+2)xn=(k+2) o5 Hurwitz; F, G : R” — R” son campos vectoriales suaves,
by b ba1
tales que, F'(0) = DF(0) =0y G(0) = | by |, donde b; = ( bll ), by = :
bg 12 bzk

y &= ( ;J )» con z = ( ? )> 2 € R?, zp € R¥ y w € R" () Entonces, nuestro
2

objetivo es disenar un control de realimentacién

u=u(z,pn) (5.3)

tal que el sistema a lazo-cerrado (5.1)-(5.3) experimenta la llamada bifurcacion de
Hopf controlable en £ = 0 cuando p = 0.

5.3. Control de las oscilaciones

La idea es encontrar un control de realimentaciéon u = aze+v, donde a = (v, g, ..., ) €
R* con zy definido como antes, y un cambio de coordenadas, tal que (5.1) pueda ser
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transformado en el sistema (3.1), y entonces aplicar el teorema 3.2 para controlar
las oscilaciones de la bifurcacion k-zero Hopf.

Consideremos el sistema no lineal (5.1) y la ley de control u = vz + v, entonces

£ = JE+F(E)+GEu
= JE+ F(6) +G(6)(az +v)

JE+ F(&) + G, (5.4)
R Jl bloé 0

donde J = 0 Jp+ba 0 |. Obsérvese que esta matriz es triangular por
0 bgOé Js

bloques, entonces sus valores propios estan dados por los valores propios de Ji,
Ji +bsay Jg. Entonces debemos encontrar « tal que los valores propios de Jj + bocx
tengan parte real negativa, y de tal manera que no esten en o(Jg). Aqui de nuevo la
observacion 4.2 es valida, ahora para el vector «, y sin embargo de nuevo se establece
el lema para obtener la forma explicita de dicho vector. Notese que

ba vy baras + 1 bayovs tee bay vy,
baocry basca boocs +1 --- basay;
Ji + bacx = :
bz,k—1041 bz,k—10é2 bz,k—10é3 te bz,k—10ék +1
baray baraa barars s barau,

kxk

Lema 5.1 Si by, # 0, entonces existe o € RF tal que

(i) o(Jx + bea) C C

(i1) o(Jx + ba) No(Jg) =0

Prueba. Sea Jg € R*** una matriz tal que o(Js) C C~ y o(Js) No(Js) = 0, con
polinomio caracteristico

PJS()\) P LR L S o
Debemos encontrar a = (ay, ..., o) € R¥ tal que

Pitbra(A) = Py (A). (5.5)
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Luego entonces, no es dificil ver que

Partbra(A) = N+ p(@)N "+ 4 pa(@)A + pi (),

donde
pi(a) = —byay
pa(a) = —(bag—101 + bopa)
pe(e) = —(ba1oq + bagcra + - - - + o).

Entonces, (5.5) es equivalente a

—bo 0 0 s 0
pi(e) = a ~bopg by O  --- 0 a 1
p2(a) = c . . . Q2 C2
= i . : =
pe(a) = ¢ 0 Qg Ck
—byy —byy —baz -+ —bop
s Ta=C
s a=T'C. (5.6)
[ |
Finalmente, si bjav = by -+ buay ) _ By,
bisa; -+ biaay
b31041 s bglak
b3,n—(k+2)a1 T b3,n—(k+2)ak
entonces
B J1 B, 0
J = 0 Jg+ba 0 ,
0 B, Jg

tiene dos valores propios imaginarios, y el resto de ellos pueden estar en cualquier
lugar del lado izquierdo del eje imaginario.
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5.4. Cambio de coordenadas

Para usar el teorema 3.2, necesitamos encontrar un cambio de coordenadas n =
P~1¢, para poner J en bloques de Jordan.

Lema 5.2 Si by, # 0, entonces existe E € R>** y L € R*=F+2%k ¢4 que

I E 0O
P=|0 I 0],
0 L I
satisface
. S0 0 _
Pl'JP=| 0 Js 0 | =J (5.7)
0 0 Js

Prueba. Primero, obsérvese que

I —-E 0
Pt=(0 I 0
0 —L I
Luego,
(a0
PtyP=1| 0 Js 0O |,
0 X, Jg

donde X; = J1E — EJs+ B, vy Xs = JgL — LJg + Bs. Pero, por el lema 2.1, existen
E vy L tal que la ecuacion matricial

JLE—EJg+ B,
JsL — Ljs + B,

(5.8)

o O

tiene solucion tunica para cada By y Bs.
[ |
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El cambio de coordenadas n = P~1¢ transforma (5.4) en el sistema

= Jn+F(n)+Gnv (5.9)
; 521
donde J es dado por (5.7) y G(n) = P71G(P¢). Si by = ( 511 ), donde by =
12 8%
b31 81
y by = : .y G(0) =] by |, de aqui se sigue que,
63,n—(k+2) bs
by I —E 0 by by — Eb,
b | =GO)=P'GO)=|0 I 0 by | = ba ;
(33 0 —L I b —Lby + b3
7 o 811 . . €11 - el
esto es, by = by — Eby = A . Luego entonces, si £ = ,
b1 €21 - €9
entonces
A k A k
bll = bll - Z 61jbgj Yy 612 = 612 — Z 62jbgj. (510)
=1 j=1

Finalmente, para usar el teorema 3.2, debemos establecer cuando b # 0.
Lema 5.3 Si by % 0 entonces by # 0.

Prueba. Sabemos que F satisface (5.8), esto es,

(0 —w)(ﬁ’n 61k)
0 = -
w 0 €21 - €2k

ba vy barag + 1 ba1 3 tee bay vy,
baocry bagcva boocvs +1 --- bas i,
( €11 - €1k ) .
€21 -+ € )
bz,k—1a1 bz,k—1a2 bz,k—1a3 te b2,k—1ak +1
baray barao barars s barary;

bisay -+ biaay

1 (b“al b“a’“). (5.11)
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Por lo tanto, de (5.11) es claro que
weyp; — €2-1 + biac; = 0 y wegi +e1i-1— by = 0, (5.12)

parai=1,...,k donde e;g = €5 = 0.

Supongamos que by = 0, esto es by =0 y bis = 0. Entonces, de (5.12) obtenemos

We1; — €24-1 = 0 Yy weg; + €1,i-1 = 0, V 1= 1, ey k‘,
esto es e e
2,i—1 1,0—1 .
€1 = Yy €2 = — s v ’L:l,...,k‘.
w w

Si ¢ = 1, entonces

0 0
611:—:0 y 621:——:0.
w w
Sii=2,
0 0
eip=—=0y ep=——=0,
w w

y asi sucesivamente. Entonces E = [e;;] = 0, por lo tanto by = by = 0, lo cual es una

contradiccién. Entonces by # 0.
|

5.5. Diseno de la ley de control

221
Z1 299 X1
Sié=| 22 |, donde z; = ( ?1 ), y 2p = } ,yn= | x2 |, entonces
w 12 : y
22k
1 I —FE 0 21 21— FEzo
To =n= IP’_1§ = 0O I 0 29 = 29 ,

esto es,

k
T1; = 215 — Z €ij22j, para 1= 1, 2, (513)
j=1
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Ahora, del teorema 3.2, el sistema (5.9) experimenta la llamada bifurcacién de
Hopf controlable si el control de realimentacion de estado v es dado por

v= (61 X1+ 02X3) + 1 X7 + 2 X5,
donde
Xi =T + thz(l’l) . hg(l’l) - hgi(l’l) — hgi(l’l) + O(|[L’1|4), 1= 1, 2, (514)

entonces
v =012y + BoZo) + 75 + 1223,

donde

k
Zi = <Zli — Z 61j2’2j> + thl(z*) . hg(z*) — hgz(z*) — th(Z*) + O(|Z*|4), 7, = 1, 2,
j=1

(5.15)
sabiendo que z* = z; — Ezy, con los coeficientes de estabilidad

1 3 .
d= 5661 y ll =g + g’}/bl (516)

donde 5 = (61, 02), v = (71,72) ¥y o es el primer coeficiente de Lyapunov descrito
en el corolario 3.1. Entonces el sistema (5.1) experimenta la bifurcacién de Hopf
controlable cuando

u=az + 12 [6121 + 6222] + ’}/1213 + ’}/2223, (517)

donde a es dada por (5.6).

En esta parte, la observacion 4.1 también es véalida en las ecuaciones (5.15) y
(5.16).

5.6. Resultado principal

Concluimos la seccién con un teorema que resume todo el desarrollo realizado
en ésta.

Teorema 5.1 Consideremos el sistema de control no lineal

§=JE+F(E)+G(é)u,
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by ba1
donde J es dado por (5.2), y G(0) = | be |, donde by = | Siby £0, y
b bax,

bar # 0, entonces el sistema a lazo-cerrado (5.1)-(5.17) experimenta la bifurcacion
de Hopf controlable, con los coeficientes de estabilidad (5.16).
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Capitulo 6

Control de Oscilaciones para
Sistemas mas (Generales

6.1. Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar una clase mas general de sistemas no lineales
de control. Nos referimos a la clase de sistemas que tienen como la parte lineal del
campo vectorial, a una matriz cuyos valores propios son: parejas de la forma +iw;
con sus respectivas multiplicidades 7, donde j = 1,...,p; un valor propio cero de
multiplicidad k; y el resto de los valores propios con parte real negativa.

A esta clase de sistemas, les aplicaremos la misma idea de los casos particulares
del capitulo anterior, con el propdsito de reducirlos a la forma k-cero Hopf estudiada
en la seccion 2.2, y una vez de esta forma, aplicaremos el resultado obtenido en 2.2.6,
es decir, el Teorema 5.1.

6.2. El problema general

Consideremos el sistema de control no-lineal

{=JE+F(E)+G(Eu (6.1)
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z
donde E e R, ueR, &= wy |,conz € R™ w; € REyw, € R® (2r+k+s=n),
W2
<221
_ (& _( & _| ™ _ (= o _
Z_<Zz)’zl_<212)’22_ f , con 22]_<Z§j ,paraj=1,...,7r—1,
22.r—1
Jy 0 0
J = 0 Jxg O , (6.2)
0 0 Js
con
C; 1
Jo 0 -+ 0 C I
0O J --- 0 ! P
JM: .2 7JZ': ,Z’T’Z’:’f’
: . i=1
0 0 p 2rX2r . CIf
@ 2r; X2r;
0 —W; . 0
o= (0 )0 1=(10),
010 - 0
0 01 0
Jik =
0 00 1
000 -0/ .
y Jg € R**% es Hurwitz; F,G : R™ — R" son campos vectoriales suaves tales que
b
F0O)=DF0)=0 y GO)=| a |,
C2
donde
by bi1 bl
b=1 : con b; = : ,paraz'zl,...,p,ybij:(bg),parajZL...,ﬁ-
b, bi Y



6.2 El problema general 73

6.2.1. Control de las oscilaciones

La idea es encontrar un control de realimentacion u = gz + v, donde
o tiene la misma estructura que el vector b, es decir, o € R*", o0 = (01, 02, - -, 0p),
con ¢; = (i1, ..., 0i2r), ¥ 05 = (0j, 03;), tal que (6.1) pueda ser transformado en
un sistema de control donde la parte lineal del campo vectorial contenga un par de
valores propios imaginarios, un valor propio cero con multiplicidad &k y el resto de
los valores propios con parte real negativa.

Asi, consideremos el sistema no-lineal (6.1) y la ley de control u = pz+wv, entonces

§ = JE+F(E)+G(E)u
= JE+ F(§) +G(6)(or +v)

— Je+ () + GEw, (6.4)
B Ju+bo 0 0

donde J = c10 Jk 0 |. Observemos que esta matriz es triangular por
C20 0 Js

bloques, entonces sus valores propios estan dados por los valores propios de Jy; + bo,
Jik v Js. Luego, debemos encontrar o tal que Jy; + bo tenga dos valores propios
imaginarios, y el resto tengan parte real negativa, pero de manera que no esten en

O'(Js).

Atendiendo a la observacion 4.2, si suponemos que el vector b satisface que sus
entradas del tipo b;,, son distintas de cero, entonces, podemos ver facilmente que la
matriz Jy; y el vector b # 0, son tales que la matriz J = [Jys, Jub, Jib, ..., Jyr 0]
es de rango méximo, es decir, rango(J) = 2r, por lo tanto podemos aplicar el
teorema de asignacién de polos, dado en [17] pag. 48, por lo cual podemos asegurar
que existe o tal que o(Jy + bo) = {Fiwi, \i € Clwy € RT, Re\; < 0, para i =
1,2,...,2r — 2}. Esto es equivalente al

Lema 6.1 Sib;,, # 0 para todai=1,2,...,p, entonces existe o € R*" tal que

(i) o(Jyp + bo) = {iw, —iw, A € Clw € R, ReX < 0},

(i1) o(Jy +bo)No(Jg) =0

Prueba. Sea Js € R**?" una matriz tal que o(Js) = {iw, —iw;, A € Clw; €
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R, ReA <0} y o(Js) No(Js) =0, con polinomio caracteristico

pjs()\) = ()\2 + u}f)()\%_2 + Cop NI e\ + 1) (6.5)
N Cor AT (Corz + WHAT T4 o+ (e + caw]) NP + (61 + cawd) N2

2 2
+eowi A + ciwy,

Debemos encontrar ¢ = (01, 02, - - -, 0p) € R?" tal que

P+be(N) = pig(A). (6.6)
Como
Ji+ bio b102 biop
bao Jo + booy - bao
Jar + bo = T I (6.7)
bpo1 bpo2 o Jp by
donde,
[ Ci+bnon I+ bioio bi10i3 s bi1 0ir; ]
biz0in Ci+ bi2oia I+ binois --- bi2 0ir;
Jit+bi0; = : : : : , (6.8)
biri—101  bir,—10i2  bir,—103 - LA biy—10ir,
bir; 001 bir; 0i2 bir,0i3 - Ci+bir,0ir, 1o xom

donde a su vez

Blol  blo2 —
C; + bij0ii = ij 1] ) ¢ 6.9
1 1)) bZQJ Qzlj + Wi bl2j szj ) ( )
T +bi:0; 01 = GRS i, +1 6.10
15 0i,5+1 ( b?j@ij—]—l b?j@ij.pl +1 ’ ( )

bml On1 bml On2 T bml Qn,rn

bm2 On1 bm2 On2 T bm2gn,rn
men = . . . . ) (611)

bm,rm On1 bm,rm On2 = °° bm,rm Qn,rn U o
' blol bl od

boon — ( Uik i€ 6.12
o= (ki ). 012
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por lo que el polinomio caracteristico de Jy; + bo es de la forma
Paarbo(A) = N 4 map (@) A ™ 4 mar 1 (A 72+ -+ ma(0)A + ma (o),
donde

m27«(Q) = _Z< Zbkzgkz>

p

p
mar—1(0) = Z [Z 0i;(wibl; — bi 141) — 05 (wibj; + b7 41)) +mei2
7=1

—1 1=1
: (6.13)
p p ri '
() = 3 { ( I wzfq) [Z (ol (2
i=1 q= l,q;éi j 1
p
i 1 i 2 i—Jj—3 i
_H“J: T bzg—l—l +w & Ea bl ,J+2 wir . 62,3—1—3 U )}} + Hw?r .
Entonces, de (6.6) y (6.13) tenemos que
p .
Cor—2 = — Z <Z Z bszkz)
k=1 i=1 j=1
p p
st et = 3 [z by — ) — Gt 4 81,0)
i=1 i=1 Lj=1
: (6.14)
p p p ri
2 2ry 2rq ri+j—1 1 ri— jb2 ri—j— lbl
€1 H“’i = Z H Wy Z (w] 01 (Wi b7 + W) ij+1
i=1 i=1 q=1,q97#1 7=1
—wl I — Wl T ) Wl T T el (Wl T
i 1 i 2 i—J—3
_H“J: T bzg—l—l_l—wr T blj+2 w: T 623—1—3 )}}

El sistema (6.14) lo podemos expresar como la ecuacién matricial

Mo=H (6.15)
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donde M = [M;jl,, .., con
b, sik esimpar,
My, = _{ o P
7, sikes par

— (wib; +b7;,1)), sik es par,

4 2 i _— i i
D Tq ri+j=1 ( ri—jp2 ri—j—1p1 22
( g=1,q4i %1 | Wi (%’ bi,j +w; bi,j+1 Wi bz’,j+2

ri—)—31.1 . .
—w;’ b-j+3—|—---), si k es impar,

i i,
M2r,k
P 2rq ritj—1 ri—jipl ri—j—172 ri—j—2p1
(Hq:l,q;ﬁi Wq ~ | Wy (—wi bi,j +w; bi,j—l—l +w; bi,j+2
ri—J—3711 .
L —w;' bi7j+3—---), si k es par,
donde para cada
1= 17 27 * 7p7
tenemos que
=12 ..., vy k=1,...,2r
0 es como se definié anteriormente, y
p p T
2 2 2 2r;
H = | cor_2,Cor—3+wj — E TiWi, ..., ClW] — H%’ '
i=1 i=1

Ahora bien, si aplicamos eliminacién gaussiana a la matriz M, con pivoteo por
renglones y sin intercambio de éstos, podemos observar que la matriz triangular
superior resultante es de la forma

- A A AT
M Mi2 -+ Mip
A A
./612 Moo -+ sz ’
0 .
A
. 0 0 Mpp |
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A
donde las entradas de interés son de la forma My, para i =1,...,p, para las cuales

A

M=

[ b1, —b%,

D§Y

0 o
0 0
0 0
0 0
0 0

—b? . —bl .
(ﬁiﬂTlﬂ 1&[)[)71%1
2,[ 141 2,[F 142
T, Tt
(1)11 (1)11
3,13 1+1 3,15 1+2
- 0 - 0
DLy DLy
IZ1-v IZ1-v
2w D 20 D2
et SN e T
(I51-2) BIERRA
D[%L],HEL] [_2].]],[_2].]
(E))
ot2,3p'l 3 N
0 I S TN e
D(ﬂ%}l—l)
[F 141,05 1+1
0 0

2r;—1
_2t7'1 wlrl Hbl,rl H2r1

(2r1—3)

Dy 12 1

denotando como Dg») al determinante del menor (i, j) de la submatriz de orden i x ¢

N
de M1 después del [-ésimo pivoteo, y Z:;l t;=ri(r; —1).

Y en general, para i = 2, ..., p, tenemos que

1
Ti,1

0

A
Mii=

0

considerando

2,1
@ri,l

2
ri,1

0

1,1
@ri,2

2,1 1,1
_@ ) _ )
7‘717'17‘2_1]] 7‘27“%]]4_1
922 1,2
oL At
ri [ 5] ri (= ]+1
2,1 2,1
P51 i1
@2"{;2 1,3
ri 73] ris[F1+1
1,2 1,2
75,2 75,2
oV
[
M2 __rolmlt
T T
7‘717'171]] @17[[771‘]]71
ris[73]
1
0 0

- L1

2,[ ]

@2’”%]]
Ti,Ti

S
riol ]
2,[ 5 1+1
®Tih'

e
ri [ G141
2

73,74
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i—1
1 _ 1,1 2 2\ 71
mhﬂ - _@Tz, ( Wg — wi) )
s=1
2,2 =1/ 92 2\ T2
2 _ 7,1 o1 (W5 — w})
ri,1 ’
‘ @ki—l—l,ki—l—l
1,3 =1/ 92 2\ 73
1 . ri,2 s:l( s wi)
ri,2 ’
‘ @ki+2,ki+2
2
2lez [[ T1]]]] H ( Z2)TTZ.+1
milvﬂr_l]] - o @ ’
2 ki+riki+r;
_ 1 1
27—2 II Tl]]+ H ( Z2)Tri+2
1 [[ J+1
mrivﬂr_l]]—"_l - - @ ’
2 kitri+1ki+ri+1
7 2r; Q2,7 =1, 2 2\ Tor.;
2 . 2 le ||bZ T Z@rz rlz Hs:l (ws - wi) "
riri ’
o Ok tri+2,kitri+2
donde ©; ; son funciones de w;, b'jhj, conj=1,...,7 v k=12, ademas suponemos

que Z:Z:l T = ’f’i(’f’i — 1)
Por lo anterior podemos decir que

L p
detM = H 27‘i(7‘i—1)w7‘1 2r; H (WZQ . wjz),rl,r.]

i=1 j=LgAi

1,7

y como por hipétesis b; ,, # 0 para toda ¢ = 1,2, ..., p, entonces det M # 0, por lo
tanto existe la matriz inversa M~ de M, luego

o= MH. (6.16)

Observacion 6.1 Como el objetivo que se persigue es transformar el sistema (6.1)
a un sistema que experimente la bifurcacion k-cero Hopf, entonces debemos tomar
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0, de tal manera que todos los valores propios imaginarios puros se muevan hacia el
lado izquierdo del eje imaginario, salvo la pareja tiwy, esto lo consequimos tomando

011 = 0.

Finalmente, obtenemos la matriz J como

B Ju+bo 0 0
J = C10 JK 0 )
C20 0 Js

tiene dos valores propios imaginarios, un valor propio cero de multiplicidad &, y el
resto estan en el lado izquierdo del eje imaginario, y en base a las matrices definidas
desde (6.7) hasta (6.12) y como g;; = 0, podemos considerar que Jy + bo es una
matriz de la forma

Cy B D
JM + bQ = 0 Bg s
E Ds
donde
By =(I+biio12 buows -+ buioin).
C1+ bi2012 I+ b12013 -+ b1201,r,
B, = : : : : ’
bir—1012  bip—103 - I +biy—101m
b1y 012 bip013 - Ci+bir01m
DZ(blgz b1Qp)>
bao1
E = : :
prl
Jo+ b20a - bap
D3 = e ’
b, 02 e Jp +bpop

y es facil ver que

1
bél (921 sz)
b11

(921 sz)
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E = ( 0 ba(012,-" ", 01r) ) = (0 En),

entonces, podemos reescribir

Ciy B D,
JM + bQ = 0 Bg D2 s
0 FEi Ds

lo que finalmente podemos simplificar, tomando By = (B1 D), By = ( By Dy )

y o~
Cy B
Iy +bo = ~ ],
M 0 < 0 B, )
donde B, tiene todos sus valores propios a la izquierda del eje imaginario, de tal
manera que o(By) No(Js) = 0.

Por otro lado, haciendo ¢ = (012, . - -, 011y, 02, - - -, 0p), POdemos ver que
ci 0 0 caorp -+ cudy,
Cik 0 0 ciora -+ CikOp,
para ¢ = 1,2, entonces N

Ci B 0 0
j_ 0 B 0 0
0 Dy Jg O
0 Dy 0 Jg

6.2.2. Cambio de coordenadas

~ Ahora necesitamos encontrar un cambio de coordenadas 1 = P~LE, para poner
J en bloques de Jordan.

Lema 6.2 Si b;,, # 0 para toda i = 1,2,...,p, entonces existen matrices P, €
R2X2r=1 Py € RF>¥20-1 Py € R2 =Y o o matriz identidad I; € R | tales que
para

I, 0 P 0

_ 0 0 Iyp-1y O
P= 0 I P, 0 ’

0 0 P I
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se satisface

cCi 0 0 O
~ 0 Jg 0 O -
P = =J. 6.17
PoJp 0 0 By 0 ( )
0 0 0 Js
Prueba. Primero, observemos que
Irh —-P 0 0
1 0 —F I O
P = 0 Iyp—1y 0 O
0 —FP 0 I
Luego,
ci 0 S5 O
17 0 Jxg Sy O
1 — ~
PEIP=1 0 o B, 0 |’
0 0 S3 Js

donde 51 = 01P1—P1§2—|—§1, 52 = JKPQ_PQEQ‘I_ﬁl y 53 = Jng—PgEg—l—Bg. Pero,
por el lema 2.1, existen Py, P, y P; tales que el sistema de ecuaciones matriciales

S1
S=0,conS=1 Sy | tiene solucién tnica para cada By, D1,y Ds.
S3
Asi
ci 0 0 O
~ 0 Jg 0 0
-1 . Y
PP 0 0 By 0
0 0 0 Js

n=Jn+ F(n) +Gnv (6.18)
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donde J es dado por (6.17), F(n) = PLF(PE) y G(n) = P1G(PE). Si la primera
entrada del vector G(0), b, es de la forma

_ gl T b%l 7T blﬁ
— <62 ) , con by = ( B2, y by = by , (6.19)

by
| B
G(0) = S
C2
de esto se sigue que,
61 Ig —P1 0 0 61 gl - P1§2
52 ~ -1 0 -P I, 0 g c1 — Pyby
_ =G0) =P G(0) = 2| = ~
C1 (0) (0) 0 Iyp—1y 0 O c1 b
Co 0 —P3 0 I Co Co — ngg
(6.20)
obsérvese que o B B
bl = bl — P1 y bg =C1 — Pgbg. (621)
X
Sin= zz , entonces el sistema (6.18) es de la forma
1
Y2

1y = Cir + @@71#52,?/1,?/2) + Q1($1,$2>y1>y2)v
Ty = {K@ + Fo(21, 02, Y1, Y2) + Ga(w1, T2, Y1, y2)v

. — = 6.22
t1 = Boyr + Fai(w1, w2, 41, y2) + Gai (@1, 02, 1, Y2)v (6:22)
Y2 = Jsy2 + Faa(x1, T2, Y1, Y2) + Gaa(1, T2, Y1, Y2)0.
Ahora bien, las matrices B, y Jg son Hurwitz, entonces la matriz J;, = { %2 }) } ,
S

también lo es, luego definimos el vector y = (y1,42)T, y también el vector Fy =
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(F31, F35)T, por lo que el sistema (6.22) quede de la forma

ifl == CI$I+F1(II>$2>y) +Gl(z1>$2>y)v
Ty = JK[L’Q + Fg(l’l, T2, y) + Gg(l’l, T2, y)v (623)
gy = Jny+ Fs(r1,22,y) + Gs(w1, 22, )0

Hemos logrado entonces, transformar el sistema (6.1), en el sistema (6.23), el
cual esta en forma tal, que experimenta la bifurcacién k-cero-Hopf.

6.2.3. Diseno del Control

En base al cambio de coordenadas que hemos aplicado, podemos ver entonces
que
by
b
C1
Co

F(0)=0 ypor (6.20), G(0)=

con o N . N
by = by — Piba, by = c1 — Paby,

donde P; y P, son las matrices dadas en el lema 6.2.

Si aseguramos que by # 0, by, # 0, entonces, la ley de control (5.17) queda de la

forma
2

V= ary + Z (,uﬁiXi + %-Xf) , (6.24)

i=1

donde

Xi = (:E1—E:Eg)i—l—v}lgi(:El—E:Eg)'hg(lEl—E:Eg)—hgi(lEl—E:Eg)—hgi(:El—E:Eg)—l—Oﬂ:El—E:E2|4),

(6.25)
de tal manera que el sistema a lazo-cerrado (6.23)-(6.24) experimenta la bifurcacién
de Hopf controlable, con los coeficientes de estabilidad

1~ 3~
d= 5661, ll =g+ g’}/bl, (626)

donde R N N N
bl = (bl — Plbg) — E(01 — Pgbg),
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FE satisface - N
CiE — EJs+ By,

js = JK + (01 — Pgbg)a, B\l = (gl — Plgg)a,
a=T71C (ecuacién (5.6)), Tt =T 1(C, — Pby).
Por otra parte, recordemos que nuestra variable de estado original es

€ = (21, 2, w1, wy)", donde 21 = (211, 212)7, 22 € R20D w; € RF, y wy, € R?,
sabemos que 7 = P, esto es que

X1 Ig —P1 0 0 Z1 21 — P12’2
) _ 0 —Pg Ik 0 Z9 _ wy — PQZQ
Y1 N 0 12(7“—1) 0 0 w1 N 22 ’
Y2 0 —Pg 0 IS Wo Wy — Png

por lo que el control v, en las variables iniciales toma la forma
2

v = a(w1 — PQZQ) + Z (,uﬁZZZ + ’}/ZZE) s (627)

i=1
donde
Zi = Z; + Vh,QZ(Z) . hQ(Z) — hgi(Z) — hgi(Z) + O(|Z|4), (628)

conz = (21 — Pizo) — E(wy — Pazs).

Nuevamente, es importante recordar lo que se indica en la observacién 4.1, sélo
que ahora es aplicable en las ecuaciones (6.28) y (6.26).

6.3. Resultado final

Concluimos nuestro trabajo enunciando el resultado final que se demostré con el
desarrollo de los capitulos anteriores y el presente capitulo.

Teorema 6.1 Consideremos el sistema de control no lineal
§=JE+ F(E) + GO,

b

donde J es dado por (6.2), yG(0) = | ¢1 |, dondeb es dado por (6.19). Sib; ., # 0,
C2

b1 # 0, by, # 0, y el control de realimentacion de estado

u(z,0,v) = 0z + v, (6.29)
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donde v es dada por (6.27), entonces el sistema a lazo-cerrado (6.1)-(6.29) experi-

menta la bifurcacion de Hopf controlable, en & = 0 y = 0 con los coeficientes de
estabilidad (6.26).



86

Control de Oscilaciones para Sistemas mas Generales




Conclusiones

En este trabajo, comenzamos nuestro estudio en el capitulo uno, con algunos
conceptos matematicos preliminares, dandose en algunos casos una justificacion de-
tallada de resultados importantes de los cuales hicimos uso en desarrollos posteriores,
como por ejemplo, el lema de Sylvester de la seccion 1.1, dicho lema fué de suma
importancia para el desarrollo de nuestro material, ya que se usa una y otra vez
en la demostracion de varios resultados posteriores. Se estudiaron con algiin detalle
teorias muy importantes como la teoria de la variedad central y la teoria de las for-
mas normales, en las secciones 1.2 y 1.3 respectivamente, estas teorias son bésicas
en el estudio de la bifurcacién de Hopf, cuyo principal teorema se muestra en seccién
1.4.

El capitulo dos es quiza el mas importante de esta tesis, ya que en el analizamos
y demostramos una version simplificada del teorema de la bifurcacion de Hopf con-
trolable que se enuncié y se demostré primeramente en [13], esta nueva versién es
la base donde se apoya todo el estudio, andlisis y desarrollo de los tres capitulos
posteriores.

En el capitulo tres, hicimos una presentacién de la bifurcacién k-cero y en el
capitulo cuatro de la bifurcacion k-cero Hopf, donde en ambos casos es posible
trasladarlos a la forma normal de la bifurcaciéon de Hopf controlable, para final-
mente disenarles un control apoyados en el teorema 3.2. Estos casos particulares son
generalizados en el capitulo cinco.

Las conclusiones que podemos mencionar acerca de este trabajo pueden ser las
siguientes:

= El primer resultado original que se aporta, se desarrollé en el capitulo dos,
y es la demostracién de una nueva version del teorema de la bifurcacién de
Hopf controlable. La aportacién, es la simplificaciéon de los céalculos de los
coeficientes de estabilidad, en el control de las érbitas periédicas que surgen
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Conclusiones

en un sistema de control no lineal que experimenta la bifurcacion de Hopf,
al ser transformado a la forma normal de la bifurcacion de Hopf controlable,
control dado por el teorema 3.1, particularmente lo que simplificamos es el
calculo del primer coeficiente de Lyapunov. Este resultado lo enunciamos en
el teorema 3.2, y es posiblemente la aportacién més importante que se da.

Otro resultado novedoso que conseguimos, es la generalizacion de la bifurcacién
k-cero, la cual llamamos bifurcacién k-cero Hopf, esto consiste en tomar la idea
trabajada en [12] y aplicarla a un sistema de control no lineal, cuya linealizacién
contiene dos valores propios puramente imaginarios, un valor propio cero con
multiplicidad k, y el resto de los valores propios tienen parte real negativa. En
este tipo de sistemas, el objetivo es trasladar el sistema de control no lineal
dado con las caracteristicas antes sealadas, a su forma normal de bifurcacién
de Hopf controlable y después hacer uso de nuestro resultado enunciado en el
teorema 3.2.

El desarrollo del resultado final que conseguimos, se refiere a su vez a gener-
alizar la bifurcacién k-cero Hopf, es decir aplicamos el resultado obtenido para
este iltimo tipo de bifurcacion a un sistema de control no lineal, cuya parte
lineal contiene r valores propios puramente imaginarios, donde estos valores
propios pueden tener diferentes multiplicidades, también contiene un valor pro-
pio cero con multiplicidad £ y s valores propios con parte real negativa. Una
vez transformado el sistema dado con las caracteristicas antes mencionadas en
forma tal que experimenta la bifurcacién k-cero Hopf, procedemos a disenar
una ley de control, basandonos en el resultado conseguido en el capitulo cuatro,
para este tipo de bifurcacion.
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