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We’ve arranged a global civilization in which the most crucial elements -
transportation, communications, and all other industries; agriculture,
medicine, education, entertainment; protecting the environment; and even the
key democratic institution of voting - profoundly depend on science and
technology.

We have also arranged things so almost no one understands science and
technology. This is a prescription for disaster. We might get away with it for a
while, but sooner or later this combustible mixture of ignorance and power is
going to blow up in our faces.
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Capitulo 1

Graficas

Un trabajo de Leonhard Euler, en 1736, sobre el problema de los puentes de
Konigsberg es considerado el primer resultado de la teoria de graficas. También
se considera uno de los primeros resultados topologicos en geometria. Este ejem-
plo ilustra la profunda relacién entre la teoria de gréaficas y la topologia.

En 1845 Gustav Kirchhoff publicé sus leyes de los circuitos para calcular
el voltaje y la corriente en los circuitos eléctricos. En 1852 Francis Guthrie
planteé el problema de los cuatro colores que pregunta si es posible, utilizando
solamente cuatro colores, colorear cualquier mapa de paises de tal forma que
dos paises vecinos nunca tengan el mismo color. Este problema, que no fue re-
suelto hasta un siglo después por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, puede ser
considerado como el nacimiento de la teoria de graficas. Al tratar de resolverlo,
los matematicos definieron términos y conceptos tedricos fundamentales de las
graficas.

En la actualidad, la teoria de graficas esta en constante expensién y se aplica
a muchas areas. Basta notar por ejemplo que cualquier cosa de lenguaje bino-
mial puede ser estudiado como grafica, asi, ayuda a mejorar considerablemente
los algoritmos computacionales. En la seccién siguiente veremos algunas defini-
ciones bésicas de la teoria de graficas necesarias para lo que sigue de estas tesis.

1.1 Terminologia y definiciones

Una grdfica G es una pareja (V, E) donde V es el conjunto de vértices de G,y E
es el conjunto de aristas de GG, una arista es un subconjunto de dos elementos de
V. Una arista caracteriza entonces un vinculo entre dos vértices de una gréfica.

Una hipergrdfica H es una pareja (V, E') donde V es el conjunto de vértices
de H, y E’ es el conjunto de hiperaristas de H. Una hiperarista es un subcon-

junto de n elementos, con 2 <n < |V]|.

11



12 CAPITULO 1. GRAFICAS

Si {u,v} € E (que denotaremos frecuentemente uv), diremos entonces que u
y v son adyacentes, 0 mas simplemente que u incide en v. Siu € V y e € E son
tales que u € e, diremos que el vértice u es incidente en la arista e, o también
que u es un extremo de e; ysie, f € Ey e[ f # 0, diremos que las aristas e y
f son adyacentes.

Si no estédn dados explicitamente, notaremos por V(G) el conjunto de vértices
de G y por E(G) el conjunto de aristas de G.

Llamaremos subgrdfica de G una grafica H = (V/,E'),con V' CV y E' C E.
Diremos que la subgrafica G' = (V', E’) es subgréfica inducida de G = (V, E)
si y solo si para toda uv € E', uwv € E.

Diremos que G contiene una grafica G’ si existe una subgrafica inducida de
G isomorfa a G’. En el caso contrario, diremos que G no contiene G'.

Para un vértice u € V, designaremos por N(u) el conjunto de vértices de
G adyacentes a u, y por N[u] el conjunto N (u)|J{u}, usualmente a N(u) se le
llama vecindad abierta de u y a N[u], la vecindad cerrada de u. Si Nu] =V
diremos que u es un vértice universal, y que la grafica G es una estrella centrada
en u.

Para u,v € V, llamaremos cadena o camino de u a v, a una sucesién
{u1,us, -+ ,u,} de vértices distintos de G con v = u; y v = u, tal que para
i =1,2,---,n— 1, tenemos u;u;+1 € E. La longitud del camino es el niimero
de vértices que contiene menos uno, es decir n — 1. Una cuerda de un camino
es una arista compuesta de dos vértices no consecutivos de un camino. Si para
todo u,v € V existe al menos un camino de u a v, entonces diremos que G es
coneca.

Un ciclo es una sucesién {uy,us, - ,u,} de vértices distintos de G tal que
para todo ¢ = 1,2,--- ,n tenemos u;u;+1 € E (considerando u,4+1 = uy). La
longitud de un ciclo es el nimero de vértices, es decir n. Una cuerda de un ciclo
es una arista compuesta de dos vértices no adyacentes del ciclo. Un hoyo es un
ciclo sin cuerda que tiene longitud de al menos cuatro. Diremos que un camino,
un ciclo, o un hoyo es par si su longitud es par, e impar si su longitud es impar.

La distancia de u a v es la distancia mas pequena entre todos los caminos de
u a vy se denota por d(u,v) por ejemplo si G es una trayectoria de n vértices
y 1, %2 los extremos entonces, d(z1,22) = n — 1. El didmetro de una grafica G
es el maximo sobre todas las distancias d(u, v), para u,v € V(G).

El complemento de una grafica G = (V, E) se define como G¢ = (V, E’) tal
que zy € E’ siy solo si zy ¢ E.
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Una gréfica o subgrafica G = (V, E) se dice completa si para cada par de
vértices {z,y} implica que zy € E. Un clan es una completa que no estd con-
tenida en ninguna otra completa 6 lo que es lo mismo un clan es una completa
maximal.

Una coloracion de una gréfica G es asignar un color a cada vértice de G.
Una buena coloracion de G es una coloracién de G tal que si dos vértices z y y
son adyacentes entonces £ y y no tienen el mismo color. Una n-coloracion de
G es una buena coloraciéon de G con n colores. El nidmero cromdtico, denotado
x(G), estd definido como el minimo n tal que G tiene una n-coloracién. Una
grafica G es n-coloreable si x(G) < n y es n-cromdtico si x(G) = n.

Dado una grifica G = (V, E), la subgréfica inducida por un conjunto S C V
es denotada G(S) donde G(S) = (S, E) tal que si 2y € E(G) y x,y € S entonces
Ty € B.

Definimos un octaedro Oy como una grafica G que consta de 2d vértices
U1, U2, ..., V2d—1, V2d, con el conjunto de aristas E(G) definido como : v;v; € E(G)
siy solosi j # i+d (médulo 2d). En otras palabras es una grafica con 2d parejas
de vértices no adyacentes, y con todas las demas aristas posibles.

Se dice que una grafica G es estrictamente balanceada (diremos tambien bal-
anceada) si el grado promedio de los vértices en G es mayor que en cualquier
subgrafica de H de G. Lo que es equivalente a decir que una gréfica es es-
trictamente balanceada si la razon de las aristas sobre los vértices en G es
estrictamente menor que la misma razoén para cualquier subgrafica H de G.
Tlustraremos esta definiciéon con un lema:

Lemma 1.1. SiG = Oy para alguna d, entonces G es estrictamente balanceada.

Demostracion: Sea G = Oy4 un octaedro, llamaremos R(G) a la razén de las
aristas sobre los vértices de G. El nimero de aristas en G esta dado por :

2d 2d!

Como G consta de 2d vértices, se tiene que

d(2d—1)—d: 2d —1 —E:d—l
2d 2 2

Ahora calcularemos R(H) para una subrgéfica H C G arbitraria. Sea ¢,
el numero de parejas no adyacentes, y sea £5 el niumero de vértices universales
(para los cuales su respectiva pareja en Og4 no se encuentra en H). Entonces el

nimero de vértices en H es 2¢; + £5 y el nimero de aristas esta dado por :

R(G) =

2+, @htl) , 2htb)Rhtb-1)
2 YT 462 T 2 !
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y se tiene que

COurBUre—) 4 4 b-1 4
201 + £ 2 201 + £y
y como 2¢1 + £ < 2d — 1:

R(H) =

_2£1+€2—1 2 2d — 2 lq 2d — 2

R(H _ -
(H) 5 il -2 2l 2

=d—1=R(G)

O

A continuacién definiremos dos operaciones bascias de graficas. Sea G =
(V, E) una gréfica, z,y € V(G) y 2y € E(G). Llamaremos subdivisién elemen-
tal de una arista al hecho de reemplazar la arista e = xy por un vértice w y
dos aristas ¢/ = zw y ¢’ = wy. Simetricamente, si tenemos dos aristas ¢’ = zw
y €’ = wy, llamaremos eliminacién débil de un vértice al hecho de contraer
estas dos aristas (sustituirlas) por una arista e = zy, asi se agrega la arista e y
desaparecen tanto las aristas €/ y e” como el vértice w.

subdivision efemental

* X
W
* ¥ ¥

eliminacion debif

Figure 1.1: una subdivision elemental de arista y una eliminacién débil de un
vértice

Sean G = (V,E) y &' = (V', E') dos gréficas. Si existe (G) tal que Gy G’
se pueden obtener de G’ mediante subdvisiones elementales, entonces diremos
que G y G’ son homeomorfas.

Terminaremos esta seccién con algin ejemplo de demostracion en gréficas.

Teorema 1.1. i) Cualquier grdfica G que no es completa contiene tres vértices
x,y,z tal que zy,xz € E(G) yyz ¢ E(G).

1) Si G es 2—conexa y tiene grado minimo 3 entonces existe una terna x,y, z
como en el inciso anterior tal que al remover y, z, G sigue conezxa.
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Demostracion: i) Sea G una grafica que no es completa. Como G no es com-
pleta, existen y, z € V(G) tal que yz ¢ E(G). Sea P = {y,z1,...,Zn,2}
el camino (o uno de los caminos) més corto de y a z. Si P es de longitud
2 ya terminamos, suponga que P tiene longitud al menos 3. Como P es el
camino minimo entre y y z se tiene que yx1,x129 € E(G), v1z; ¢ E(G)
Vz; € Pcon 3 < i< x,yzz ¢ E(G), ademds yra ¢ E(G), pues de
no ser asi, P no seria el camino mas corto. Por lo tanto, para la terna
Y, %1, T2 se tiene que yzy, z122 € E(G) y yxa ¢ E(G).

ii) Sea G una gréfica 2 — conexa con §(G) = 3. Sea x un vertice de grado 3,
y sean v1, v, v3 sus vertices adyacentes. Haremos la prueba por casos:

CASO 1:

CASO 2:

CASO 3:
CASO 4:

No hay niguna arista entre vi,vs,v3. Como G es 2-conexa debe
haber un camino P; (sin perdida de genralidad) de N(v1) a NJvg]
con v; ¢ P; (de no ser asi v; seria punto de corte), ademds, con el
mismo argumento, debe de haber un camino P, de N(v3) a N[vg)
con vz ¢ Py. Siwv; ¢ P entonces se tiene que zvi,zvs € E(G) y
vivs ¢ E(G), podemos quitar vy, v3 sin desconectar la grafica, y ya
tenemos la terna deseada. Si v; esta en todos los caminos de N (v3)
a N(vq), si va ¢ Py escogemos la terna ve,x,v3 y al quitar ve y v
no se desconecta la gréfica. Si v esta en todos los caminos de N(v3)
a N(vy) y ademds vy esta en todos los caminos de N(vy) a N[vg)
entonces existe un camino P3 de N(vy) a Nvs], si v3 ¢ P3 entonces
escogemos la terna vq, x,v3 y al quitar v y v3 no se desconecta G,
si vg esta en todos los caminos de N(v2) a Nluvs], sea z € N(v3),
entonces escogemos la terna x,vs, z y al quitar z, z no se desconecta
la grafica.

vivg € E(Q) y vivs,vv3 ¢ E(G). Como G es 2-conexa existe un
camino P; de N(v3) a N[vs] (escogemos el més corto), como vs tiene
al menos grado 3, existe z € N(vs) tal que z ¢ Py, luego como G
es 2-conexa, al quitar z, G no se desconecta, asi escogiendo como
terna a x,vs, z tenemos que zvs,v3z € E(G) y vz ¢ E(G) tales que
al quitar = y z, G sigue conexa.

V1V2,V2V3 € E(G) y v1v3 ¢ E(G)
U1Vg, V23, V103 € E(G)

Para los casos 3 y 4, utilizando los mismos argumentos que en el caso
dos se termina la prueba.

O



16

CAPITULO 1. GRAFICAS



Capitulo 2

Probabilidades y graficas

2.1 Definiciones basicas

Al realizar un experimento, tenemos varios resultados posibles. Llamaremos al
conjunto de todos los posibles resultados el espacio muestral y lo denotaremos
por . Llamaremos evento (con respecto a {2) a una coleccién de elementos
(puntos) de Q. Una o-dlgebra A de eventos es una coleccién no vacia de
eventos de (2 tales que:

e Qe A
e Si A € A entonces A° € A (donde A€ es el complemento de A).

e Si A1, As,... € A entonces U A; e A
i=1

Una medida de probabilidad en una o-algebra A, es una funcién P : 4 —
[0,1] tal que:

1- P(Q) = 1

2-SiA,Be Ay AN B = () entonces P(AU B) = P(A4) + P(B)

Un espacio de probabilidad es una terna {Q, A, P}.

Cuando Q2 es numerable o finito (finito o infinito), es usual considerar la

o-algebra A consistente de todos los subconjuntos de €2, es decir |A| = 29 y la
medida de probabilidad estd determinada por una funcién de probabilidad

p:Q —[0,1] tal que Zp(ac) =1
€

mediante

17
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P(A) = Z p(x) para cada A C Q

z€A

Obviamente P({z}) = p(x). Sin riesgo de confusién, en lo que sigue de
esta tesis, denotaremos tanto por P(A) o p(A) a la medida de probabilidad P
obtenida de una funcién de probabilidad p. A un espacio de probabilidad con
) numerable o finito se le llama un espacio discreto de probabilidad. En
lo que resta de esta tesis, consideraremos unicamente espacios de probabilidad
discretos.

Se entiende por distribucion uniforme, una distribucion en la cual cada x € €2

tiene la misma probabilidad, es decir, P(z) = |—1‘

Observaciones:

e Denotaremos por A¢ al evento de que A no ocurra, es decir A° = Q\ A4,

e P(A°) =1-P(A)
Demostracién: Como Ay (Q\A) son ajenosy AU(Q\A) = Q se tiene que
P(A) + P(Q\A) = P(Q) = 1 de donde se sigue que P(A°) =1 —P(A4).

e P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B)

Demostracion: Por definicién se tiene que

P(AUB) = > Px)

€ AUB
= > P@)+ ) Pl)— Y P
z€EA z€B r€ANB

= P(A)+P(B)-P(ANB)
« P(AU B) < P(A) + P(B)
Demostracion: Se sigue directamente de la propiedad de aditividad. Gen-
eralizando esta propiedad tenemos que P(|J;_, 4;) < > i (A;). Esta

desigualdad es llamada subaditividad de la probabilidad. O

e Para cada particién de €2 en subconjuntos disjuntos By,..., Bs:
P(A) =32 P(AN Bi)

Demostracion: Se sigue de la aditividad ya que A = U(A NB;)y (AN
i=1

B;)N(ANBj) =0 parai+#j O
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Para dos espacios de probabilidades finitos (21,P1), y (Q2,P2), definamos
el espacio producto como el espacio muestral 27 x Q5 y la funcién de
probabilidad P definida como P((x,y)) = P1(z)P2(y). Luego podemos am-
pliar esta definicién para obtener el producto finito de subespacios. Por
ejemplo, el experimento de lanzar n monedas diferentes se puede modelar
como un espacio producto. Veremos otro ejemplo del espacio producto
con graficas en la seccién siguiente.

Para dos eventos A y B, la probabilidad condicional de A dado B, que de-
notaremos por P(A|B), es intuitivamente la probabilidad de que ocurra A si

sabemos que B pasé. Formalmente, P(A|B) = P(ﬁg?) que se lee como la prob-

abilidad de A dado B. Si P(B) = 0 tomaremos P(A|B) := P(A).

Una wvariable aleatoria real X (que abreviaremos por v.a) es una funcién
real definida en el espacio muestral 2 asociado a un experimento aleatorio,
X : Q = R. Por ejemplo, si G es una grifica y Q = V(G), el grado de un vértice
es una variable aleatoria. Si 2 es el conjunto de todas las subgraficas de G de
orden k, el namero de aristas en una subgrafica H C G de orden k, es una vari-
able aleatoria, nétese que |Q| = (:) Utilizaremos este ejemplo posteriormente
en esta tesis.

Llamaremos rango de una v.a X y lo denotaremos Rx, al conjunto de los
valores reales que X puede tomar. Si tomamos los dos ejemplos mencionados
en el parrafo anterior con |V(G)| = n, se tiene que en el primer caso Rx C
{0,1,...,n — 1} y en el otro caso, Rx C {0,1,..., (’;)} En otras palabras, el
rango de una v.a se define como:

Rx ={z e R|X(a) =z,a € Q} (2.1)

Sea 2 un espacio muestral y X una variable aleatoria con X () = {x1,z2,..., 2k}
y con funcién de probabilidad p, entonces se define la esperanza o valor esperado
de X como:

k
B(X) = inp(wi)

Hay que notar que en la practica, F(X) no es siempre un valor del rango
de X. Por ejemplo para el lanzamiento de un solo dado se tiene que E(X) =
1(£)2(5) +3(2) +4(3) +5(3) +6(3) = 2L =35y 3.5 ¢ Rx. Cabe mencionar
que el valor esperando tambien se conoce como media y se denota frecuente-
mente por L.

Una de las propiedades mas notables de la esperanza es que es un operador
lineal, ya que para X,Y variables aleatorias y a € (R) es facil comprobar que:
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1 E(X+Y)=EX)+E(®Y)
2 E(aX)=aE(X)

Definimos la varianza de una variable aleatoria (discreta), que denotaremos
por 02 6 Var(X) como:

Var(X) = o* = B((X — u)2) = B(X?) — 2

y llamaremos a o la desviacién estandar de X.

En la seccién siguiente, presentaremos modelos de graficas aleatorias, luego
volveremos a las definiciones probabilisticas enfocadas a nuestro objeto de tra-
bajo.

2.2 Modelos de graficas aleatorias

En esta seccion se presentaran los modelos de gréaficas aleatorias més usados,
algunos de ellos surgen naturalmente del concepto de grafica y de probabilidad,
otros, menos obvios, se estudian por ser una herramienta poderosa al momento
de resolver problemas. En cada modelo que veremos a continuacién, utilizare-
mos un conjunto de V' de n vértices V = [n] = {1,2,...,n}. Notamos que la
gréfica completa K, sobre [n] tiene N = (}) aristas y 2%V subgréficas.

El primer modelo aleatorio que presentaremos es el espacio G(n,p), y es
el modelo que utilizaremos en esta tesis. Para cada uno de los (g) conjuntos
de dos vértices, se realiza un ensayo de bernoulli: con probabilidad p la arista
correspondiente se incluye en la grafica aleatoria y con probabilidad 1 — p = ¢
no se incluye. La grafica aleatoria estard entonces determinada por N ensayos
independientes. Asi, el espacio muestral de G(n,p) es el conjunto de las 2%V
graficas sobre [n], y la probabilidad de obtener una cierta grafica H con m
aristas estd dada por p™(1 — p)¥~™. Pues claramente, cada una de las m
aristas de H tiene que estar seleccionada y las N — m otras aristas no tienen
que estar seleccionadas. Se acostumbra tambien escribir g para la probabilidad
1 —p de no seleccionar una arista, asi, para una gréafica aleatoria G se tiene que:

Pp(Gp — H) _ pe(H)que(H)

Otro modelo importante en las aplicaciones se denota por G(n, M) para
0 < M < N. El espacio muestral de G(n, M) consta de todas las (A]\g) subgraficas
de K,, que contienen M aristas. Introducimos una probabilidad en este espacio
muestral haciendo equiprobable a cada uno de sus elementos. Entonces, para

una grafica aleatoria Gy, en este espacio, la probabilidad que Gj; sea una

grafica dada H con M aristas es 1/ ( J\J\; ) En otras palabras, dada una

grafica H con n vértices y M aristas se tiene que:
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B(Gr = H) = (N)

El dltimo modelo, que denotaremos por G”, es un espacio de sucesiones de
graficas aleatorias, una para cada ¢t € {0,1,..., N}, un elemento de G" es una
sucesion de gréaficas anidadas Gog C G1 C G2 C ... C Gy, donde G, tiene exac-
tamente t aristas para 0 < ¢t < N. Claramente existen N! procesos de gréficas
G= (G1)}', para n vértices. Para verificarlo basta asociar cada proceso G con
una permutacién (e;) de las N aristas de la grafica completa K,, de n vértices,
esa asociacién estd dada por A(G:) — A(G¢—1) (donde A(G}) es el conjunto de
aristas de G¢). Luego definemos G™ como el conjunto que contiene a cada uno
de los N! procesos G, y lo hacemos un espacio de probabilidad dando a cada
proceso gréfico la misma probabilidad. Denotaremos tambien a un proceso de
gréficas G € G por (G¢){. Una manera de interpretar este modelo es imaginar
un organismo que comienza su vida como una grafica vacia Gy de n vértices y
crece adquiriendo en cada tiempo t una arista de las N — t posibles.

En cada uno de esos ejemplos, estamos interesados en saber que pasa cuando
n — oo. Notamos tambien que tanto M como p son funciones de n, i.e,
M = M(n) y p = p(n). Por ejemplo, en el espacio G(n,p), es de gran in-
teres un valor de p fijo, en particular, si escogemos p = 1/2 tenemos un espacio
de probabilidades con 2V gréficas de n vértices, las cuales tienen todas la misma
probabilidad. Asi, una gréifica G € G(n,1/2) se obtiene escogiendo al azar una
de las 2%V gréaficas de n vértices. Pero aunque para un valor fijo de p sea in-
teresante el primer modelo, un valor fijo de M no lo es tanto para el modelo
G(n, M), pues facilmente uno puede ver que si n — oo, G(n, M), con probabil-
idad 1, es un conjunto de M aristas independientes (sin vértices en comun) y
n — 2M vértices también independientes.

Para ilustrar el modelo binomial, daremos un ejemplo de calculo de esperanza
y de varianza. Sea X el numero de tridangulos en una grafica aleatoria G €
G(n,p), es decir, X : G(n,p) — {0,1,2,...} es la v.a tal que

X (@) = ntimero de tridngulos en G.
Calcularemos E(X) y V(X). Sea G € G(n,p).

Sea X(G) = el ntmero de tridngulos en G. Definemos X, ;, = 1 si el
triangulo v;vjvi, estd contenido en Gy 0 en otro caso. Notamos que X =
Zi’j’k Xk y que BE(X; ;) = p®. Asi se tiene que:

n Sn(n—1)(n—2
E(X)=EQ; ;xXijk) =22 j 1 E(Xijk) = Cf p* = %-

Utilizaremos la notacién ¢ para una terna arbitraria v;,v;,v,. Calculemos

V(z).
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V(X)= V(Z Xy) = E[(Z Xt)2] - [E(Z Xt)]2
= E(Z X2) + 2E(Z X Xyr) — [E(Z Xy)]?

t£t!

E(Z Xit) + 2E(Z X Xp) — [E(Z X))

t£t

La ultima igualdad se debe a que X; es una funcién de Bernoulli. Ahora
calculamos E(3_,, X¢ Xy ). Tenemos 3 casos :
Caso 1: SitNt' =0, entonces E(X;Xy) = p*CpCy 3.
Caso 2 : Si [tNt'| = 1 entonces E(X;Xy) = pSCyCh—3.
Caso 3 : Si [tNt'| = 2 entonces E(X;Xy) = p°CyCH.

Entonces:

VX)) =v(_Xx) = EQ_X)+2E0) X Xy) - [EQ X))
t t t#t! t
PP —1)(n - 2)

= ; +2p°Cy 0y

+p°C3 05 —

p’n(n—1)(n—2) )2
6

Para terminar esta seccién daremos una tultima definicién. Diremos que
una grafica G, € G(n,p) cumple una propiedad @) asintdticamente casi se-

guramente si lim P(G cumple @) = 1. Abreviaremos asintéticamente casi
n—oo

seguramente con a.c.s a lo largo de esta tesis.

Sea @ una propiedad de grificas. Sean p(n) y r(n) funciones de n. Diremos
que 7(n) es una funcién umbral para la propiedad @ si se tiene que:

e Sip(n) << r(n) entonces casi seguramente ) no se cumple.

e Si P(n) >> r(n) entonces casi seguramente @ se cumple.

La notacién p(n) << r(n) significa que lim,_, % = 0, y similarmente
p(n) >> r(n) significa que lim,_, % =00

2.3 El Método Probabilistico

El método probabilistico es generalmente utilizado para probar la existencia de
algunos objetos matematicos sin la necesidad de construirlos. En general, si uno
estd interesado en saber si algin objeto con ciertas propiedades existe, define
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un espacio de probabilidad sobre todos los candidatos posibles. Si la probabili-
dad de escoger un objeto con la propiedad requerida es esctrictamente positiva,
entonces el objeto debe existir. En esta seccién estudiaremos conceptos basicos
del método probabilistico, los cuales emplearemos mucho a lo largo de esta tesis.
Primero estudiaremos las desigualdades de Markov y de Chebichev.

La desigualdad de Markov proporciona una cota superior para la probabili-
dad de que una funcién no negativa de una variable aleatoria sea mayor o igual
que una constante positiva. Su nombre le viene del matemtico ruso Andrey
Markov.

Teorema 2.1. (Desigualdad de Markov) Si X es una variable aleatoria con

valores no negativos y a una constante positiva, entonces : P(|X| > a) < M

Demostracion: Demostraremos esta desigualdad para el caso discreto ya que
con este modelo trabajamos en esta tesis. Sea X una variable aleatoria discreta

con P(X =) =ps, ¥y pri =1, luego E(X) = Ziﬂsz Sea A el conjunto

i i
de todos las i tales que z; > a, i.e A = {i|lz; > a}. Entonces se tiene que
P(X >a)= mei, luego calculando :

i€cA

aP(X >a) = Zapmi
icA

Z TiPx;

i€EA

inpmi + Z TiPx; = E(X)

i€A i€A°

IN

IN

Por lo que aP(X > a) < E(X), luego como a > 0 se tiene que P(X > a) <
E(X)

, como queriamos demostrar. O

El siguiente teorema (Desigualdad de Chebyshev) es una aplicacién directa
de la desigualdad de markov.

Teorema 2.2. (Desigualdad de Chebyshev) Si X es una variable aleatoria con

E(X) = p < oo y varianza o2, entonces para cualquier k > 0, P(|X —p| > k) <
2

=

Demostracion: Como (X — u)? > 0y k > 0 entonces podemos utilzar la de-

siguldad de Markov. Entonces tenemos que:

EX —p? o°

P(X —pl 2 F) = P(X —p? 2 1) < == = 2
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El teorema siguiente puede ser utilizado como base para pruebas proba-
bilisticas de existencia. Nos dice que una variable aleatoria debe tomar tanto
valores menores o iguales como valores mayores o iguales que su valor esperado.

Teorema 2.3. Sea X una variable aleatoria (discreta) con E(X) = p entonces,
PX>p)>0 y P(X<p)>0 (2.2)

Demostracion: Suponga por contradiccién que P(X < p) =0,ie P(X > pu) =1,
entonces:

po= E(X)
= Z P(X = z;)z;
Ti> W
> Y PX =z)p=p
Ti> W

ya que P(X = z;) > 0 para algin x; > p. Entonces se tiene p > p, lo que es
una contradiccién. Por lo tanto P(X > p) > 0. La prueba para P(X < u) >0
es similar. O

A continuacién veremos los métodos del primer momento y del segundo mo-
mento, los cuales son herramientos poderosas del método probabilistico.

Teorema 2.4. (Método del primer momento) X, € Ny una secuencia de

variables aleatorias con wvalores enteros no negativos para n = 0,1,.... Si
lim E(X,) =0 entonces lim P(X, =0)=1
n—oo n—oo

Demostracion: La prueba del método del primer momento es una aplicacién
directa de la desigualdad de Markov 2.1. Como X toma valores no negativos, se
tiene que P(X,, > 0) = P(X,, > 1), luego utilizamos la desigualdad de Markov
paraa =1. P(X, > 1) < %, luego por hipotesis se tiene que % -0
cuando n — oo. Como P(X,, > 0) — 0 podemos concluir que la probabilidad
de que X, sea igual a 0 tiende a 1, i.e nh_}rr;o P(X, = 0) = 1, lo que queriamos

demostrar. O

El método del primer momento es una herramienta poderosa en la de-
mostracién de existencia, pero puede que en algunos problemas no sea suficiente,
por lo que utilizaremos a veces el siguiente método, llamado método del segundo
momento.

Teorema 2.5. (Método del sequndo momento) Sea X,,; n € N una sucesion de

variables aleatorias con valores enteros mo negativos para n = 0,1,... tal que
2
nh_}n;o (X2 =0, entonces nli,rrgo P(X, =0)
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Demostracion: La prueba del segundo momento es una aplicacién de la desigual-
dad de Chebyshev. Primero claramente se tiene que P(X,, = 0) < P(|X,, —
E(X,)| > E(X,)). Utilizando 2.2, se tiene que

2

P(X, — E(X,)| > E(X,)) < ﬁ 0 cuando n — 00 (2.3)
Por lo que lim P(X,, =0) = 0, como queriamos demostrar. O
n—oo

A manera de ilustracién presentamos algunas aplicaciones de los métodos
descritos anteriormente:

Teorema 2.6. Sea G = (V, E) una grdfica tal que |V| =n y m := |E| > n/2.
Entonces,

a(G) > n?

= Am>’

donde a(G) denota el nimero de independencia de G que se define como la
mdzxima cardinalidad entre los conjuntos independientes de V, i.e,

a(G) = maz{|U|: U C V,U es un conjunto independiente}.

Demostracion: Sea G = (V, E) tal que |E(G)| = m < 5. Presentaremos un
algoritmo que nos encuentra un conjunto independiente de G.
Paso 1: Eliminamos cada vértice de G con una probabilidad 1 — p
Paso 2: Eliminamos cada arista restante borrando exactamente uno de sus ex-
tremos (nota que para varias aristas puede que sea el mismo v’ertice).
Llamemos G’ a la gréfica resultante después de aplicar el paso 1, y G"la gréfica
resultante depues de aplicar el paso 2. Vemos que después de aplicar el algo-
ritmo, el conjunto resultante es independiente. Pues supongamos que existen
z,y € G tal que zy € E(G) y z,y € G", como zy € G sigue que en el paso 2
se debe haber eliminado y al mismo tiempo o a = o a y, por lo que es una con-
tradicién. Calcularemos cuantos vértices y aristas hay en G’. Sea X el nimero
de vértices en G'. Como cada vértice esta en G’ con probabilidad p y que hay
n vértices, se tiene que E(X) = np. Sea Y el nimero de aristas en G’, como
cada arista esta en G’ si y solo sus dos extremos no fueron borrados en el paso
1, entonces cada arista esta en G’ con probabilidad p?, como hay m aristas en
G tenemos que E(Y) = mp?.
Sea Z el ntimero de vértices en G”. Puesto que en el paso 2 para cada arista
que quitamos, quitamos un vértice o niguno se tiene que Z > X — Y. Luego
por linealidad de la esperanza tenemos que

E(Z) =z E(X) — E(Y) = np — mp® = (n —mp)p
Queremos encontrar p tal que (n — mp)p? = %. Tomando p = 3, primero
notamos que puesto que m > 7 se tiene que 1 —p =1— 5~ > 0 y que por lo

tanto p esta bien definida. Luego sigue que (n —mp)p = (n — §)5% = % por

lo tanto E(Z) > %, y por lo tanto G contiene un conjunto independiente de al
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2 7 .
menos - vértices.
m

O

Teorema 2.7. Sea H = (V,E) una hipergrdfica tal que |E| < 28~ y cada
hiperarista tiene al menos k vértices. Entonces existe una 2-coloracion propia
de V' (una 2-coloracién de V' es propia si ninguna hiperarista es monocromdtica,).

Demostracion: Sea H = (V, E) una hipergrafica con |E| < 28~ tal que cada
una de sus hiperaristas tiene al menos k vértices. Coloreamos los vértices de
H de forma aleatoria, asignando el color rojo o azul con probabilidad 1/2 para
cada color y de manear independiente para cada vértice. Para cada hiper-
arista e definimos la variable aleatoria X, del modo siguiente : X, = 1 si e
es monocromética y X, = 0 en otro caso. Luego definemos X = > _, X,
entonces X representa el nimero de aristas monocrométicas. Vamos a ver que
cada hiperarista es monocromatica con probabilidad < 2~(*~1) (1).

Por hipotesis, e tiene tamano mayor o igual que k, veremos dos casos :

Caso 1: k > 3, entonces hay al menos dos vértices de mismo color y por lo
tanto P(e sea monocromatica)< 2~ (k1)

Caso 2: k = 2, entonces @ = {(A,A),(R,R),(A,R),(R,A)}. Asi P(e sea
monocromatica)= 1/2 = 2~ (1),

De (1) se sigue que F(X,) < 2~*~1 ya que E(X,) = Dm0 IXP(Xe =1) =
IxP(X,=1)+0xP(X, =0) =P(X, =1) <2~ Utilizando la linealidad
de la esperanza se tiene que E(X) =Y, 5 E(X.) < |E(H)| x 2=*~Y como
por hipostesis , |[E(H)| < 28! se tiene que E(X) < 2¢-1/2k=1 = 1. Por lo
tanto , la probabilidad de que X = 0 (i.e la probabilidad de que niguna arista

sea monocromatica) es positiva lo que prueba que existe una 2-coloracién de H.
O

Teorema 2.8. Sea G = (V, E) una grdfica bipartita sobre n vértices. Si cada
vértice v tiene asociada una lista de colores S(v) tal que |S(v)| > Ina(n), en-
tonces existe una coloracion propia de V que asigna a cada vértice un color de
su lista.

Demostracion: Sea G = (V, E) una gréfica bipartita y sean A y B sus compo-
:v; € G} Sea S = USUJ‘ para alguna j con

nentes. Sea |Sy| := min{|s,,

J
1< j<n.Sea Py N dos subconjuntos de S tales que PNN =0y PUN =8
que construimos de la manera siguiente, para x € S, mandamos z a P con prob-
abilidad 1/2, asi la probabilidad que z este en N tambien es de 1/2. Coloreamos
A con los colores de P y B con los colores de N (Notamos que obtenemos una
coloracién propia de V). Definimos X, = 1 si z; esta pintado en un color de su
listay X, = 0 en otro caso. Ahora vemos que la probabilidad de que un vértice

esté coloreado con un color de su propia lista es < ﬁ, asi como G contiene n
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vértices se tiene que E(X) <> o Xy, < gy < 7 = 1. Por lo tanto existe
una coloracion propia de los vértices de G cada uno coloreado con colores de su
lista. O

El siguiente teorema sera utilizado en el dltimo capitulo.
Teorema 2.9. Sea w(n) — co. Para una grifica G € G(n,p) se tiene que:

In(n)—w(n)

e Sip= entonces G es casi seqguramente disconeza.

In(n)4w(n)

e Sip= entonces G es casi seqguramente coneza.

Demostracion: En toda la prueba del teorema suponemos que w(n) no crece
muy rapido, digamos w(n) < In(In(In(n)))), y n es suficientemente grande para
que w(n) > 10. Para k € N, sea X, el ntimero de componentes conexas de
G € G(n,p) de exactamente k vértices.

° Seap _ ln(n);w(n)

de G. La probabilidad de que un vértice de G sea aislado es (1 — p
pues no debe ser adyacente nigin otro vértice, luego como G contiene n
vértices se tiene:

y sea p el valor esperado del niimero de vértices aislados

o

p=E(X1)=n(l-p)"!
El término (1 — p)"~! es del mismo orden que e?, asi:
p=n(l—p)"~! ~ne P = pe~nmteln) — gv(n) o9

Con los mismos argumentos se tiene que el valor esperado de pares orde-
nados de vértices aislados esta dado por:

E(Xy, (X1 -1)) = E(X)E(X;-1)
= n(l-p)" Hn—-1)(1-p)"
n(n —1)(1 - p)*~°
Por lo que :

E(X2)=n(n—1)(1—-p)2" 3 +n(l —p)"?
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Entonces la varianza de X; esta dada por:

o> = B((X\-p)?) = B(X?) - 2

= nl=p)" T+ (1 =p)" Pl -~ — 14 p]
< n(l=p)" Tt pn?(l-p)Pn
= p+(In(n) —wn)n(l - p)*"(1-p)~°
<+ (In(n) — wn)ne=2m(1 — p)~?
= g+ (In(n) — w(n))ne 2 =wm)(q _ p)=3
o+ (ln(n) —wln )ne—Zln(n)-i-Qw(n)(l _p)—3

< p+In(n)nn2e2M (1 —p)~3
_ + ln(n) Zw(n)(l )73

n
< + 21n(n) eZw(n)

n
< p+1

En penultima desigualdad utilizamos el hecho de que p se vuelve pequeno
cuando n crece, asi para valores grandes de n se tiene que (1 — p)3 > %,
por lo que (1 —p)~2 < 2. Queremos ver que la probabilidad de que G
sea conexa tiende a 0, para ello utilizaremos el segudo momento, tenemos
que:

P(G es conexa) < P(X;=0)
< Z
S 2
2
< E((Xl2 1))
W
< kAt
W
= pt+p =0

Ya que p — co. Por lo tanto lim P(G es conexa ) = 0, lo que muestra
n—oo

que G casi seguramente es disconexa.

Sea p = M, queremos demostrar que G € G(n,p) es casi segura-

mente conexa. Claramente:
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15
P(G es disconexa) = ]P’[Z X > 1]
k=1

Hacemos correr k hasta |2 | ya que si existe una componente C con |C| =
k > |%| entonces existe otra componente C’ con |C'| < |%]. Luego,

utilizando la desigualdad de Markov, y la linealidad del valor esperado:

Cada uno de los (Z) conjuntos de k vértices tiene probabilidad (1—p)k(”_k)

de no estar conectado con el resto de la grafica, entonces si no tomamos
en cuenta la probabilidad que este conjunto sea conexo, se tiene que :

Por lo que:

1<k<n3/4

Entonces, se tiene:
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> (Z) (1 —p)r=h)

1<k<n3/4

In(n)
ni/a

Como

>

1<k<n3/4
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IN

IA

IN

IN

— 0 cuando n — oo,

(Z)(l — p)kn=h)

> (At

1<k<n3/4
(ﬂ)k —pk(n—Fk)
k‘ e
1<k<n3/4
en _ 2
2 : (?)ke pknekp
1<k<n3/4
Z (@)ke—k(ln(n)wm))ek?(w)
1<k<n3/4
2 n(n
Z (%)kefk(ln(n)wm))e%“
1<k<n3/4
2 n
Z (E)kekefkw(n)efk(ln(n))ew
1<k<n3/4
n _ _ 2k2 In(n)
§ : (7)k€k(1 w(n))e k(ln(n))ein
1<k<n3/4
(L) ek—wn)  22mt
kjk e e
1<k<n3/4
- - 2k2 In(n)
§ e kln(k)eke kw(n)ein

1<k<n3/4
2k In(n)

e 37 gwln)ghekun) T
1<k<n3/4

entonces:

< efw(n) Z €k67kw(n)€k6w

1<k<n3/4
< e—w(n)[62+ Z e2ke%kw(n)]
2<k<n3/4
62 §
—w(n)r,2
2<k<n3/4 es
< e_w(n)[eQ“‘%]
1— ¢
eEw(n)

< e M2 415 =0

para n suficientement grande. Luego, para grandes valores de k, se tiene:
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I

Z (Z) (1- p)k(n—k) < Z (%)k(l _ p)k(n_k)

n3/4§k§% n3/4§k§%
eNn .
—pk(n—k)
< > ()
n3/4<p<%
= E (@)ke—pknﬂokz
k
n3/4§k§%
en k —pk pkn
pkn+
< > () :
k
n3/4§k§%
en —pkn
= (= )"e
k
n3/4§k§%

AN
3
| @
E:
=
o
3

_ Z (en1/4)ke%k(ln(n)+w(n))

_ Z (en1/4)ke%k ln(n)e%kw(n)

IN
—~
]
I~
—
~
~
S~—
ol
o
N
kol
5
3
N

n3/4<kp<n

— 1/4\k

o Z (en / ) nk/2
n3/4<k<Z

> oy

- nl/2
n3/4<k<2

— 2 : (en_1/4)k
n3/4<k<2

IN
7
:/-\
<)—‘
[}
=

< 15n 5 —0
Utilizando I y II tenemos que para n suficientemente grande:
P ( G es disconexa ) — 0

Lo que muestra que G casi seguramente es conexa.
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Para terminar esta seccién, mostraremos un teorema que utilizaremos en la
dltima seccion de esta tesis. Este teorema se debe a Erdos y Rényi, prueba que
cuando p(n) crece, aparecen repetinamente subgraficas balanceadas en G(n,p).

Teorema 2.10. Seak > 2, k—1</(< (’;) y F = G(k, ) una grifica balanceada
de k vértices y £ aristas. Si p(n)n*/* — 0 entonces casi siempre G(n,p) no
contiene a F como subgrdfica inducida. Si p(n)n*/* — oo entonces G(n,p)
continene a F' como subgrdfica inducida casi seqguramente.

Demostracion: Sea v = pn*/* asi p = yn=F/¢, con 0 < v < n*/¢. Probaremos
primero que si p(n)nk/ ¢ — 0 entonces G(n,p) casi seguramente no contiene a
F. Sea X = X(G) el nimero de copias de F' contenidas en G(n,p), buscamos
el valor esperado de X.

Sea, K un subconjunto de V(G) de k vértices y sea kr el nimero de grificas
isomorfas a F' sobre K. Como existen k! maneras de etiquetar los k vértices,
podemos concluir que a lo mas hay k! graficas isomorfas a F' en K. Como
existen (Z) maneras de escoger un conjunto de k vértices de V(G), entonces se
tiene que:

p=Ep(X) = (Z)ka‘(lp)(g)e

k

%k‘!pz(l —p)(g)_é ver 4.2
nip (1~ p) ()¢

nFyn k(1 - p)(3)

(1 -p) )

,YZ

o nIA

IN

Ya que v — 0, se tiene que E(X) — 0, y queda demostrada la primera parte
del teorema. Ahora queremos demostrar que si p(n)n*/¢ — oo, entonces casi
siempre, G(n,p) tiene a F' como subgrafica inducida. Utilizaremos el método
del segundo momento, calcularemos la varianza de X cuando v — oo. Primero,
veremos que existe una constante c; tal que p > cwe para toda ~.
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n
k

et - O

k

=
Il
N TN

(n— k) nkk!!
(et 60 by
= J-Da-da- ) - p -

Como p — 0 entonces (1 — p)(lz)J — 1, ademds 1(1 — 1)1 - 2)...(1 —

n
%) — 1. Concluimos que p tiende a %'ye y por lo tanto existe un constante
c1 tal que p > ¢1v* para cada . Recordamos que en general, en G(n,p), para
u = E(X), se tiene que P(X = 0) < Z—z Queremos calcular F(X?), es decir
la probabilidad que tiene G(n,p) de contener a dos graficas F', F isomorfas a
F como subgréficas inducidas. Dividiremos los casos por intersecciones de F’ y
F". Si s es el nimero de vértices en comtn entre F’' y F” entonces definimos

A, como:

Ay =) P(F'UF" C G(n,p)) (2.4)

donde Z es la suma sobre todos los pares de gréficas (F, F"') possibles que
S
tienen s vértices en comun, es decir (Z) (’;) (Z:’:) pares posibles. Observamos
que para Ag, F’ y F" no tienen interseccién, por lo que la probabilidad de la
unién es el producto de las probabilidades, asi claramente se tiene que Ay < p?
pues :

Ay = > P(F'UF" c G(n,p))
(F/,F”),F/QFHZQ

< Y P(F cGnp) Y P(F' CG(n,p))
=

-
— E(X)E(X) = [B(X)]? = 2%

Ahora calcularemos Ag. Para eso, ya vimos que hay (Z) (’Sc) (Zif) formas de
escorger F' y F" con s vértices en comin, y kr < k! maneras de etiquetar a
una de estas. También, en la interseccién sabemos que hay ¢ aristas y por ende
en lo que queda de F’ (fuera de la interseccién), hay £ — ¢ aristas. Como F' es

una grifica balanceada, para cada una de sus subgraficas con t aristas (¢t < /)
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se tiene £ < %, de donde, t < %S. Como F' y F" son simétricos (en el sentido

que sus probabilidades son las mismas) tenemos que:

i tsez;/k <Z> <];> (Z _ ]:) krp' (1 = p) ()= @)=yt (1 — ) (3)
= u; (’“) (Z - ’“) kpp—t(1 — p)(5)-() 50

Por lo tanto, para algunas cs, c3 constantes, se tiene que

b Z Ot
t<ts/k
' (Z - k)k!pl—t(l p)(Q)—(g)—l-s-t

IN

IN

A

>

~

ES
/\/\/—;/-\
N~ N~ N

(]

(R CRCR (AP PR

t<tls/k
— Z Can S(’y’l’l k/Z)Z t
t<ls/k
— CQTL_S’YZ+ Z C2nk—s(7n—k/£)2—t

1<t<ts/k
-1

IN

can”3y" + ez

En uno de los pasos siguientes utilizaremos que existe una constante c; tal
que p > ¢17y para toda . Por lo tanto, 1/u < c:flfy4 para toda . Veamos.

Como 0? = E(X?) — u? = Zi:o Ay — p?, entonces
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o 1 1 b
1k

<1+ 2 z‘:u(cyf&yz +egyt -1

é M_lk(CQTL_l’yZ +03’Y€_1)

< 6;1,),—@]{(02”—17@4_6376—1)

= cflkCQn_l + cf1k037_1

< 047713
donde la ultima desigualdad es valida para n suficientemente grande, ya que
n~* — 0 cuando n — oo.

Por lo tanto,
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Capitulo 3

Topologia algebraica

El objetivo de la topologia algebraica es clasificar los espacios topoldgicos. Un
nombre antiguo de la topologia algebraica era el de Topologia combinatoria,
que ponia el énfasis en como un espacio dado X podia construirse a partir de
espacios mas pequenos.

La topologia algebraica asocia a cada espacio topoldgico una sucesién de
grupos, los llamados grupos de homologia, de modo que las aplicaciones contin-
uas entre espacios inducen homomorfismos entre sus grupos de homologia, y los
homeomorfismos inducen isomorfismos. Esto nos proporciona una técnica para
probar que dos espacios dados no son homeomorfos. En general, si dos espacios
son homeomorfos podemos tratar de probarlo construyendo un homeomorfismo
explicito entre ambos, pero si no lo son, la topologia algebraica resulta casi indis-
pensable. En efecto, si los grupos de homologia de ambos espacios resultan ser
no isomorfos, entonces podemos asegurar que los espacios no son homeomorfos.
También se estudian grupos de cohomologia.

Otra forma de hacer esto es a través de grupos de homotopia. Los grupos
fundamentales de homotopia nos dan informacién bésica sobre la estructura de
un espacio topoldgico, pero son a menudo no-abelianos y pueden ser dificiles
de calcular. El grupo fundamental de un complejo simplicial (finito) tiene una
presentacién finita.

Los grupos de homologia y cohomologia, por otra parte, son abelianos, y
en muchos casos importantes son finitamente generados. Los grupos abelianos
finitamente generados pueden clasificarse completamente y son particularmente
faciles de usar.

3.1 Definiciones basicas

En este capitulo daremos definciones basicas de topologia algebraica. La topologia
es una rama de las matematicas que estudia los invariantes respecto a funciones
continuas.

Sea X un conjunto no vacio y 7 una familia de subconjuntos de X. Diremos
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que 7 es una topologia en X si satisface las siguientes condiciones:

e ), Xer

n
e Si Ay, As, ..., A, € T entonces ﬂAi eET

i=1

e Si {A;}ier C 7 entonces U A, er
i€l

Llamaremos a la pareja (X, 7) un espacio topolégico. Llamaremos puntos
a los elementos de X y a los elementos de 7, conjuntos abiertos. Si (X, 7) es
un espacio topoldgico, diremos que A C X es un conjunto cerrado si X/A es
un conjunto abierto. Las dos topologia mas elementales son la topologia disc-
reta, la cual consta de todos los subconjuntos de un conjunto X y la topologia
indiscreta, la cual consta del vacio y del mismo conjunto X (i.e, 7 = {0, X }).
Estas dos topologias son importantes puesto que nos dicen que cualquier con-
junto X admite al menos dos topologias.

Sea (X,7) y (Y,7') dos espacios topoldgicos y F una aplicacién entre ellos,
diremos que F' es continua si para cada conjunto abierto A € 7/, F71(A) es
un conjunto abierto en 7, donde F~1(A) = {z € X|F(z) € A}.

En la geometria plana, cuando se quiere hablar de dos formas equivalentes, se
utilizan conceptos como la semejanza o la congruencia, en el caso de la topologia,
la nocién de equivalencia es la de homeomorfismo. Diremos que dos espacios
topoldgicos (X, %) y (X’,%') son homeomorfos (o equivalentes) si existe una
funcién biyectiva continua y con inversa continua. A una funcién que cumple
estas condiciones la llamaremos un homeomorfismo.

El problema de determinar si dos espacios son homeomorfos o no utilizando
solamente la definicién de homeomorfismo puede resultar bastante complicado.
Para probar que dos espacios topologicos son homeomomorfos, tenemos que dar
un homeomorfismo entre ellos, lo cudl puede ser muy dificil. En el caso con-
trario, para mostrar que dos espacios topoldgicos no son homeomorfos, hay que
demostrar que no existe ningiin homeomorfismo entre ellos, lo cual puede resul-
tar ain mas dificil. Por estas razones, se utilizan otras técnicas para resolver
este problema. Una de ellas consiste en encontrar propiedades de los espcios
topolégicos que se preserven bajo homeomorfismos, asi, si uno de los espacios
posee una de estas propiedades y el otro no, concluemos que no pueden ser
homeomorfos.

Un ejemplo de resultados de espacios topolégicos homeomorfos es el sigu-
iente:

Lemma 3.1. Si X y Y son dos espacios topoldgicos homeomorfos, entonces:
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e X es conexo si y solo si'Y es conexo

o X es compacto si y sold si'Y es compacto

Usando el Teorema de Heine Borel podemos concluir que la recta real R y el
circulo unitario S no son homeomorfos ya que R no es un conjunto acotado y
por lo tanto no es compacto mientras que S* es un conjunto cerrado y acotado
de R?, y por lo tanto un conjunto compacto.

Diremos que una aplicacién ¢ : A — B es un morfismo si para cada par de
elementos z,y € A se tiene que ¢(x xy) = ¢(z) *’ ¢(y), donde * y *’ son las op-
eraciones algebraicas en A y B respctivamente. Por ejemplo, sea ¢ : (Z) — (Z)
definido por ¢(z) = = + 1, considerando (A,+) y (B,+’) donde + es la suma
natural de los enteros y x +' y = = + y — 1, entonces ¢ es un morfismo ya que
plety)=z+ty+l=(x+1)+(y+1)—-1=0()+ ¢y).

Una categoria es una clase de objetos. Por ejemplo, la clase de los grupos (o
grupos abelianos), donde los objetos son los grupos (o grupos abelianos). Otro
ejemplo es el de la categoria de complejos simpliciales, (o espacios topolégicos).
Dos categorias se relacionan mediante aplicaciones llamadas morfismos, en el
ejemplo de los grupos, dichos morfismos son los homomorfismos de grupos. Si
construimos ahora un universo de categorfas (que también es una categoria),
podemos relacionar sus objetos (las categorfas), mediante funtores que son
cierta generalizacion del concepto de funcién para categorias: un funtor asocia
a cada objeto de una categoria un objeto de la otra, y a cada aplicacién de la
primera una aplicaciéon de la segunda. En la seccién que sigue estudiaremos un
funtor de homologia para complejos simpliciales de gréficas.

3.2 Homologia

Sea {A;, 0; }ier un conjunto donde A; es una estructura algebraica (por ejemplo
un grupo, un anillo, un A- médulo, etc.) y 9; un morfismo, entonces diremos que
{A;,0;}ier es un complejo de cadenas (del ingles chain complex) si la siguiente
succesion:

Ont1 9, On—1 On—2
. Angn>An_14>An_24>---

satisface la ecuacién : 0p,(0n+1(Anyt1)) = 0 para cada n. Esta ecuacién es
clave para definir la homologia ya que gracias a ella, se tiene que Im(9,41) C
Ker(0,) para cada n, donde Im(9,+1) es la imagen de 0,41 y Ker(dy,) es el
kernel de 0,

Definimos el n-ésimo grupo de homologia asociado a un complejo de cadenas

Ont1 On On—1 On—2
-HAn*)An_l *)An—Q*)"'

como el grupo abeliano
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H,(A) := I{;T@)

Si para un complejo de cadenas tomamos como convencién Hy(A) = 0, en-
tonces estaremos hablando de homologia reducida, y denotaremos sus grupos
de homologia por }NIn(A) Informalmente se dice que la homologia aplicada a un
complejo simplicial (los cuales son el objeto de este trabajo y que defininiremos
poco mds tarde en esta seccién) mide el nimero de hoyos n-dimensionales, o
que mide la falta de exactitud de un complejo de cadenas en cada uno de sus
eslabones. Por ejemplo si tenemos el complejo de cadenas

entonces :

Hy(A.) = 5208 Hi(A,) = 5ol = sy Ho(A.) =0 paran > 3

A continuacién veremos como vamos a aplicar la teoria de Homologia estable-
cida anteriormente para el estudio de las graficas. Brevemente, dada una grafica
G(V, E), nuestras estructuras algebraicas (que denotaremos por C, (V, E)) serdn
grupos abelianos generados por el conjunto de completas n-dimensionales, y nue-
stros morfismos, el operador frontera.

Un n-simplejo de graficas es una grafica isomorfa a una completa de n + 1
vértices. Asi, un O-simplejo es la grifica que consta de un solo vértice (K1), un
1-simplejo es isomorfo a la grafica que consta de 2 vértices y una arista (K53),
un 2-simplejo es isomorfo a la gréfica que consta de 3 vértices y 3 aristas (K3),
en general si A es un n-simplejo, tenemos que A =2 K, 1.

Llamaremos caras de un m-simplejo A a las subgraficas completas de A
(de cualquier dimension menor que n). Por ejemplo si A es isomorfo a K3 con
vértices vy, va, v3 entonces sus caras son : {{0}, {v1}, {va}, {vs}, {v1,v2}, {v1,v3},
{va,v3}, {v1,v2,v3}}. Notamos tambien que un k-simplejo puede ser cara de un
simplejo de dimensiéon mayor que k. LLamaremos k-cara a las caras de di-
mensién k, por ejemplo si G es una gréfica completa con V(G) = {v1,v2,v3,v4}
entonces {’Ul,’Ug,’Ug} es una 2-cara. Por lo que resta de esa tesis, denotaremos
tambien una k-cara o := {v1,v9,..., V41 } DPOT V1Vs ... Vkt].

Un complejo simplicial W es un conjunto de simplejos (de varias dimen-
siones) que satisface lo siguiente:
1- Si un simplejo A € W entonces todas sus caras estan en W.
2- La interseccién de dos simplejos A1, Ao € W es una cara de A\; y de Ao

Notamos que el conjunto vacio es cara de cualquier simplejo. Llamaremos
k-complejo simplicial a un complejo simplicial en el cual la mayor dimensién es
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k. Por ejemplo, un 2-complejo simplicial debe de contener al menos un tridangulo
y no contener tetraedro o simplejo de dimensién mayor que 2.

El complejo de completas X (G) de una grafica G es un complejo simplicial
formado por los conjuntos de vértices de las subgraficas completas de G (los
conjuntos de vértices de los n-simplejos G, para toda n). Como cualquier sub-
conjunto de completa es también completa, entonces un complejo de completas
es cerrado bajo subconjuntos. Llamaremos k-esqueleto al conjunto de caras de
dimensién K o menor, y lo denotaremos por A®*) o por X(G)(k).

Una k-cadena es una suma formal de k-caras con coeficientes enteros (po-
driamos tomar otro objeto algebraico para los coeficientes pero no es de nuestro
interes). Por ejemplo 2v1v9v4 4+ 3uav3v4 — 5u1v9v3 es una 2-cadena.

Sea k > 0y o = vov1v2...v; un k-simplejo. Denotaremos por 9(o) y llamare-
mos la frontera de o a la k — 1 cadena dada por:

d(o) ==Yk (1)

donde 6* es la k — 1-cara de o en la cual omitimos el ¢-ésimo vértice, en otras
palabras,

Gt = VoV102...V3—-1Vj41... Vg

Por ejemplo si zyzw, yzw, zw,w son 3,2,1 y 0-simplejos respectivamentes
entonces:

O(ryzw) = yzw — rzw + YW — TYZ
(yzw) = zw—yw+yz
zw) = w—z
o(w) = 0

Diremos que una k-cadena C es un k-ciclo si 0;(C) = 0. Diremos que un
k-ciclo C es trivial si es frontera de alguna k + 1-cadena, es decir, si 9(C') = C
para alguna k + 1-cadena C'.

Diremos que dos k ciclos v, 7' son homdlogos si difieren por una frontera,
ie siy =+' — 9(0) para alguna k + 1-cadena (3.

Diremos que un k-ciclo C' es minimal (o que tiene soporte de vértices min-
imal) si no contiene propiamente a otro. Veamos un ejemplo de un 1-ciclo que
no tiene soporte de vértices minimal. Sean los dos 1-ciclos v y v (ver figura
3.1) definidos por:
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Figure 3.1: ejemplo de gréfica con 1-ciclo no minimal

Y = U1V2 + VU3 + U3U4 + UaUs + V5V6 + UgU1 + V1V5 + U5V + VsVl

!
Y = V1V + VU3 + V3V4q + V4U5 + VU5V1

Queremos ver que - no tiene soporte de vértices minimal. Como el conjunto
de vértices de ' esta contenido en el conjunto de vértices de -y, si mostramos
que v y v son homdlogos entonces podremos concluir que v no es minimal.
Veremos entonces que la resta v — ' es frontera de alguna 2-cadena. Se tiene
que : v — v = vsvg + vgu1 + v1U5 + V5Ug + VU1 — v5v1 la cual es frontera de la
dos cadena 2vyvsvg, por lo que v no es un 1l-ciclo minimal.

Para todo el resto de esta tesis trabajaremos solamente con complejos de
completas, es decir por lo que queda del trabajo, nuestro objeto de estudio seréd
la homologia en gréficas, y nuestros morfismos el operador frontera. Es decir
trabajemos con el complejo de cadenas:

Ony2 Ont1 O On—1

C* = Cn+1 Cn Cn—l

donde C,, = C,,(V, E) se define como el grupo abeliano generado por el con-
junto de completas n-dimensionales de la grafica G = (V, E). Nos falta entonces
demostrar que C, es realmente un complejo de cadenas, es decir, tenemos que
verificar que para un n-simplejo de graficas o se cumple que 9,,—1(0,(c)) = 0,
vemos un ejemplo sencillo que nos ayuda a ilustrar la demostracién presentada
a continuacién.

Ejemplo: Sea o un 3-simplejo con vértices vy, vs,vs,v4. Queremos ver que

82(83(0’)) =0.
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8(6(1}1’021131)4))

8(1)2’03’[14 — V1V3V4 + V1V2V4 — 1}11)2’03)

U3V4 — Vs + V2u3 — (V304 — V104 + V103) + Vavg — V1V4 + V1V2 — (V2U3 — V1U3 + V1V2)
V3V4 — V¥4 + VU3 — V3V4q + V104 — V103 + V¥4 — V1V4 + V1V2 — V2U3 + V103 — V102

0

Hay que notar que el operador frontera es lineal, utilizaremos este hecho en
la demostracion del lemma siguiente.

Lemma 3.2. Sea o un k-simplejo de grdficas, entonces O;—1(0k(c)) = 0.

Demostracion: Sea o un k-simplejo de gréficas, con vértices vg, vy, ..., vg. Quer-
emos ver que la frontera de la frontera de o es la k — 2-cadena vacia.

Ok-1(0k(0)) =

Hago notar que por convenencia de escritura se utilizé la forma : (v, vy, ...

k
6k_1(z (—1)7;(’[}0,1}1, PPN 7'@" BN ,’l}k))
=0

K3

k
= ) (=1 (Ok-1(vo,v1, -+, Gy, VE))
=0
k ) k .
— (D' D (=1 (00,010, iy s V)
i=0 j#4,5=0

s Viy oo e Vjyenn

pero que hay que contemplar también los términos en cuales se tiene j < 1.
Luego, dividimos la suma en dos sumas ajenas en cuales j < i y ¢ < j, entonces

tenemos :
8k_1(8k(0' )
k i—1 k
= (_1)1( (_1)](,007 7vAj7 'UAZH 7Uk)+ Z (_1)_]—1(,007 767l7 ’UAjy 7Uk))
i=0 j=0 J=it+l
k i—1 _ k k
= (_1)1 (_1)](U07 aUAj7 "dia 7Uk)+Z(_1)Z Z (_1)J_1(’U07 71}% /UA]7 ,'Uk;)
i=0 j=0 i=0 j=it1l
k k
= > (DT (o, by b)Y ()T (g, B )
0<j<i<k 0<i<j<k
k k
= Z (_1)1-"_‘7 (UO 7’UA]7 . 6i7 avk) - Z (_1)1+J (UO 71;% . ’UA]7 avk)
0<5<i<k 0<i<j<k
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O

Para terminar esta seccién veremos un resultado sencillo sobre los grupos de
homologia de un n-simplejo de graficas.

Teorema 3.1. Si A es un n-simplejo de grdficas (i.e A = K, 1), entonces
Hy(A)=Z y H;(A) =20 para i > 1

Demostracion: Dada una gréfica G, tenemos un complejo simplicial A formado
por sus subgréficas completas. Nos fijamos en el complejo de cadenas siguiente:

Ont2 On+1 On On—1

C*: Cn+1 Cn - Cn—l

donde C,, = C,(V,E) es el grupo abeliano generado por el conjunto de
completas n-dimensionales de la grafica G. Luego construimos el siguiente dia-
grama:

On
Cpi1 LS
. b
1dn+1 On+1 ldn
Cn C,
+1 6n+1 n

donde id,, : C,, — C}, es el operador identidad, O,, : C,, — C,, es el operador
que manda cualquier elemento de C,, al 0 y donde b,, : C,, — Cp41 es el
operador cono, el cual consiste a agregar un vértice universal a los elementos de
C,. Claramente se tiene que:

an+1bn + bnflan =
= id—0

Entonces hay una homotopia de cadenas entre id y 0. Luego por un teorema
de [25], se tiene que id. = 0., por lo que

ﬂ
Ho(A) 0, H,(A) =0.

Por lo tanto, H,(A) =0 paran > 1 O
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Para cerrar esta seccién, anunciaremos resultados y definiciones importantes,
que seran de gran utilidad para entender el ultimo capitulo. No se hardn
demostraciones de estos resultados ya que son bastante conocidos y no es el
proposito de esta tesis. Diremos que un espacio topolégico X es k-conexo si
H;(X,Z) =0 parai=0,1,...,k Paraun complejo simplicial X de dimensién
d, se tiene:

1. Hy(X,Z) = 0siy solo si X es conexo.
2. H;(X,Z) = 0 para toda i > d.

3. Si Hy(X,Z) = 0 para 0 < i < m entonces H;(X,k) = 0 para cualquier
coeficiente k.

4. H;(X,A) es un grupo abeliano finitamente generado. En caso que A es un
campo, entonces H;(X,A) es un campo vectorial sobre A.

5. H1(X,Z) es la abelianizacién del grupo fundamental de homotopia mq (X)

Por dltimo recordamos que los grupos reducidos de homologia son invari-
antes topoldgicos, es decir si dos espacios son homeomorfos, entonces sus grupos
reducidos de homologia son isomorfos.
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Capitulo 4

Topologia de complejos de
clanes aleatorios

En un articulo, Erdés y Renyi identificaron una funcién umbral no mejorable
para la conexidad de una gréfica G(n,p). En particular mostraron que si p >>
In(n)/n entonces G(n,p) es casi siempre conexa, y si p << In(n)/n entonces
G(n,p) es casi siempre disconexa, cuando n — oco.

En este capitulo, estudiaremos los complejos simpliciales y los grupos de ho-
mologia superior de ellos. Para k > 0 mostraremos que si P = n® con o < _71 o
bien o > ﬁil entonces el k-ésimo grupo de homologia de un complejo simplicial
es casi siempre nulo. Pero si %1 <a< k;+11 entonces es casi siempre no nulo.
Daremos también estimaciones para el rango de homologia esperado y exibire-
mos explicitamente clases de homologia no triviales en el régimen no nulo.

4.1 Conexidad

Sea {A;}icr un familia finita de subcomplejos no vacios de un complejo simplicial
A . El nervio de {A;};cs sobre I, es el complejo simplicial N'({A;}icr) donde
o € N({Ai}ier) siy solo si ),z Ai # 0. Nota que el nervio depende de toda
la familia, sin embargo utlizaremos la notacién N (A;) al lugar de N (A;);er.
Veamos algunos ejemplos. Sea {A;}icz = {[i,i + 1]/i € Z}, aqui claramente,

N(A) ={i}/ie Zy Ul{i,i + 1} /i € Z}.

Otro ejemplo es el siguiente, sea H la grafica octaedro (ver dibujo 4.1) y sea
(A;)i=1,....s = la familia de tridngulos del octaedro (es decir la familia de clanes
del octaedro). Si representamos el complejo simplicial A/(A;) con una gréfica,
poniendo un vértice por cada elemento de cardinalidad 1 (i.e, 8 vértices),luego,
poniendo la arista ij si {¢,5} € M(A;) y as{ sucesivimente para dimensiones
superiores, lo que obtenemos es una caja con sus tapas totalmente rellenas pero
totalmente hueco por dentro.
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Figure 4.1: un octaedro y la grafica generada por su nervio

Notamos que facilmente tenemos el siguiente resultado : G una grafica, el
conjunto de completas de K (G) es isomorfo a N ({A;}icr), donde ({A;}icr) es
la familia de clanes de G. Otra manera de verlo es decir que para una grafica
G, K(QG) es isomorfa a la gréfica inducida (el complejo simplicial visto como
grafica) por el nervio de los clanes de G.

Sea A un complejo simplicial, definimos la estrella de un vértice v como
el subcomplejo sta(v) que contiene a todas las caras de A que contienen a v.
Notamos que A = (J,ca sta(v).

Para una grafica H y algin subconjunto de vértices U C V(H), definimos
el complejo simplicial S(U) := ﬂ stx (m) (v)-
velU

Teorema 4.1. (Bjorner). Sea A un complejo simplicial y A;,_, una familia de
subcomplejo tal que A = J;c; Ai. Suponga que cada intersecion finita no vacia
A, NALNLA,, es (k—t—1)-conexa cont > 1. Entonces A es k-conexo si y
solo si N(A;) es k-conezo.

Teorema 4.2. (Meshulam) Si en cada subconjunto de 2k + 2 vértices de H,
todos los vértices tienen un vecino en comin, entonces X (H) es k-coneza.

Notamos que en el caso que H sea una gréfica aleatoria, esta cota se puede
mejorar. Por ejemplo, para k = 0, Erdés y Rényi probaron que la funcién um-
bral para que una grafica sea conexa es la misma que la funcién umbral para
que cada vértice tenga al menos un vecino, al saber p(n) = In(n)/n.

Demostracion: Sea H una grifica. Queremos ver que si cada subconjunto
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de 2 + 2k vértices tiene un vecino en comun, entonces X (H) es casi siempre
k-conexa. Haremos la prueba por inducién sobre k. Para k& = 0 tenemos
que cada par de vértices tiene un vecino en comun, entonces H es conexa y
X (H) es 0-conexa. Supongamos ahora que si cada conjunto de 2 4 2k vértices,
k =0,1,..,i — 1 con ¢ > 1, tiene un vecino en comuin entonces X (H) es k-
conexa. Sea H una grafica tal que cada conjunto de 2i + 2 vértices tiene un
vecino en comin, queremos mostrar que X (H) es i-conexa.

Nos fijamos en el conjunto de todas las stx(q)(v), con v vértice de X (H).
Queremos aplicar el teorema de Bjorner, ya vimos que X (H) = UveX(H) stxm)(v),
tenemos que demostrar ahora que cada t-intersecién finita de estrellas es (k —
t — 1)-conexa para t = 1,2,...,i + 1 y que N (stx(g)(v)) es i-conexo.
Mostraremos primero que cada t-interseccién es (i — t + 1)-conexa. Para t = 1
(la interseccién de una sola estrella), se tiene que una estrella es un cono y por
ende contraible y en particular ¢-conexo.

Ahora bien, sea U con |U| =ty S(U) una t-interseccién de estrellas, afirmamos
que S(U) es un complejo de completas en cual cada conjunto de 2i+2—t vértices
tiene un vecino en comun. Veamos esto, sea W un subconjunto de (2i + 2 — t)
vértices de S(U), nos fijamos en W U U, como |U| = t, se tiene que W U U
tiene a lo més 27 + 2 vértices y por lo tanto estos vértices tienen un vecino en
comun en H, digamos v. Como v es adyacente a todos los vértices de U entonces
v € S(U). Ahora bien, por hipotesis sabemos que si cada conjunto de 2¢ + 2
vértices tienen un vecino en comin entonces X (H) es ¢-conexo, como sabemos
que en S(U) cada conjunto de 2i + 2 — t vértices tienen un vecino en comun se

tiene que X (S(U)) es i — |4 |-conexo pues :

2042 = 2i+2—t
20 = 2i—t

ol

Como t > 2 se tiene que i — L%J > i —t+4+ 1y por consecuencia que la

t-interseccion de estrellas es i — t + 1-conexo.

Probaremos ahora que N (sta(v)) es i-conexo. Por hipotesis se tiene que cada
2i + 2 vértices tienen un vecino en comun, entonces la intersecciéon de 2i + 2
estrellas de vértices es no vacia, asi, el esqueleto 2i+2-dimensional de N (st (v))
es completo, es decir, contiene a todas las caras de dimension 27 + 2 posibles, y
obviamente, todas las caras de dimension menor, por lo que podemos concluir
que N (sta(v)) es 2i-conexo, y en especial i-conexo.

O

1
Teorema 4.3. Sip = (W) * con w(n) — oo entonces £ vértices de

G(n,p) tienen un vecino en comun casi siempre.
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L1In(n)4w(n)

1
7
- ) con w(n) — oo. Para demostrar el

Demostracion: Sea p = (

teorema mostraremos que el valor esperado de conjuntos de ¢ vértices que no
tienen vecinos en comun tiende a 0. Sea la variable aleatoria:

Y = el nimero de conjuntos de ¢ vértices que no tienen vecino en comun.

Primero notemos que existen (7) conjuntos de ¢ vértices en G(n,p). Cal-
culemos ahora la probabilidad que un conjunto A de ¢ vértices tenga un vecino
en comtn. Un vértice z € V(G — A) tiene una probabilidad p’ de ser adyacente
a todos los vértices de A, asf tiene una probabilidad (1 — p*) de no ser vécino
comun de todos los vértices de A. Como existen n — ¢ vértices en V(G — A)
tenemos que E(Y) = (7)(1 — p)"~*. Veremos ahora que E(Y) — 0 cuando
n — oco. Utilizando la linealidad del valor esperado, se tiene que:

E(Y) (n) (1 —p“)"* (utilizando la desigualdad 5.1) tenemos que

< (Z) —p'(n—-0) sustuyendo p
o (n) @lx)(7l)+w(n)(n Z)
N L
n\,—t, 2 e
= n
(1)
n _é(1_7 —u(n)(n £)
= n
(1)
_ (n) —t(1-0(1)) ,=2n=t)
4
< @ —%) ya que w(n) — oo se tiene que

= o(1)
O

Teorema 4.4. Sea k > 1. H wuna grdfica, tal que cada conjunto de 2k + 1
vértices tienen un vecino en comun, y tal que para cada conjunto U C H con
|U| =2k, S(U) es conexo, entonces X (H) es k-conezo.

Demostracion: Sea k > 1y H una gréafica tal que para cada conjunto de 2k + 1
vértices, los 2k 4+ 1 vértices tienen un vecino en comun. Suponga que para cada
conjunto U C V(H) con |U| = 2k, S(U) es conexo. Como en la prueba de
teorema anterior (teorema 4.3) utilizaremos el teroema de Bjorner. Después de

haber etiquetado los vértices vy, va, . .., Un, escogemos la familia de subcomplejos
{stxm)(vi)}i=y que denotaremos {st(v;)}. Claramente U st(v;) = X(H).
i=1,...,n

Tenemos por demostrar que cada intersecién de t estrellas es kK —t + 1 conexa y
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que N (st(v;)) es k conexo.

Como cada 2k + 1 vértices tienen un vecino en comun, se tiene que el 2k
esqueleto de N (st(v;)) es completo. Verifiquemos este hecho, como cada 2k + 1
vértices tienen un vecino en comun, la interseccién de 2k + 1 estrellas es no
vacia, entonces N (st(v;)) contiene a toda o con |o| = 2k + 1 lo que equivale a
decir que el 2k-esqueleto es completo, y entonces N (st(v;)) es 2k — 1-conexo, y
en particular k£ conexo.

Nos falta mostrar que cada intersecion de t estrellas es kK —t + 1 conexa con
2<t<k+1,ie, que S(U) es k—t+ 1 conexo para U con |U| = ¢t. El caso
t = 1 es trivial ya que la estrella de un vértice es contraible y por lo tanto k
conexo. Mostraremos algo poco mas fuerte, que si 0 < j < ky i < 2k — 25,
entonces cada interseccion de i estrellas es j conexa. Primero vemos que este
hecho implica que cada interseccién de t estrellas es k — ¢ + 1 conexa. Tomando
t = 2k —2j se tiene que j = k— % > k—t+1 y por lo tanto que cada interseccion
de t estrellas es j > k —t + 1 conexa.

Sea 0 < j <k, i< 2k—2jy |U| =i, haremos la prueba por casos. Para
Jj =0, se tiene que ¢ < 2k. Si i = 2k, se tiene que S(U) es conexo por hipotesis,
y sii < 2k, S(U) sigue siendo conexo ya que cada par de vértices en S(U) tienen
un vecino comin en S(U).

Para j = 1, queremos demostrar que si ¢ < 2k — 2 y |U| = 4, entonces S(U)
es 1-conexo. Cubrimos S(U) con estrellas de vértices stg(v) con v € S(U)
y aplicamos otra vez el teorema de Bjorner. Como ya vimos que se cumple las
otras hipotesis de teorema, no mas nos falta demostrar que cada interseccién de
t estrellas es —t + 2 conexa, i.e, que cada interseccién de 2 estrellas es conexa.
Para eso observamos que para dos vértices u,v € S(U), se tiene que :

stgy(u) Nstgey(v) = S(U U {u,v})

Donde S(U U {u,v}) es la interseccién de i + 2 estrellas, con i + 2 < 2k, lo
cual es conexo por hipotesis.

Para j = 2 queremos demostrar que si ¢ < 2k —4 y |U| = 4, entonces S(U)
es 2-conexo. Cubrimos S(U) con estrellas de vértices sty (v) con v € S(U) y
aplicamos el teorema de Bjorner. Queremos mostrar que cada ¢ interseccién de
estrellas es —t 4+ 3 conexa. Notamos que para u,v,w € S(U), se tiene que :

stgw)(u) N stgwy(v) N stgwy(w) = S(U U {u,v,w})

Donde S(U U {u,v,w}) es la interseccién de a lo més i +3 < 2k — 1 estrellas,
la cual es conexa por hipotesis. Cada interseccién de 3 estrellas en S(U) es la
interseccién de a lo més 7 + 2 < 2k — 2 vértices, la cual es 1 conexo por lo visto
en el caso anterior. Por lo tanto, S(U) es 2-conexo.

Procediendo de esta manera para j mayores, el teorema queda demostrado.
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O

Antes de ver el proximo teorema, es necesario hacer algunas observaciones
que utilisaremos varias veces a lo largo de la demostracién y una otra definicién.
Notamos que para una grafica H y un subconjunto de vértices U C V(H),
S(U) es un complejo de completas de alguna subgrafica de H. Anunciaremos
este hecho como un lema, donde veremos que S(U) es el complejo de completas
de la grafica generada por el conjunto de las interseciones de las vecindades
cerradas de los vértices de U.

Lemma 4.1. S(U) = X(G( ﬂ Nlu]))
uelU

Demostracion: Sea y € S(U), entonces y proviene de la intersecciéon de las
estrellas de los vértices de U y y es completa de G, por lo que y U {u} también

es completa de GG para cada u € U, entonces y € ﬂ Nu], luego, como y es
ueU

completa se sigue que y € X(G((,cy N[u])). Para la otra demostracién se

invierten los argumentos. O

La segunda observacién que queremos hacer aqui es que para cualquier v €
S(U), stswy(v) = S(UU{v}). La anunciaremos también como lema:

Lemma 4.2. H una grdfica, U C V(H). Para cualquier vértice v € S(U) se
tiene stgy(v) = S(U U {v})

Demostracion: Haremos la prueba por contencién. Sea v € S(U) y

z € stgwy(v) (1)

claramente como tomamos la estrella de v sobre S(U),

zeSWU) = () stsw)(w) (2)

welU

De (1) y (2) deducemos que z € ( ﬂ stgwy(w)) N (stgwy(v)), por lo que

welU
x € ﬂ stgwy(w) = S(UU{v}). Para la otra demostracién se invierten los
weUU{v}
argumentos. O

Ahora veremos la tltima definicién y lema necesarios para la demostracién
del teorema 4.5. Sea v un vértice de un complejo simplicial X (H), definimos el
link de v en X(H) como :

Lkxmy(v) :={olv¢ oy oU{v} e X(H)}

La primera observacién que podemos hacer sobre la diferencia entre Lk(v)
y st(v) es que Lk(v) C st(v) y que los tnicos elementos que pueden estar con-
tenidos en st(v) y no en Lk(v) son las completas que contienen al vértice v.
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Ahora sea U un conjunto de vértices sobre X (H), definimos:

LU) := () Lk(v).
vel

Claramente, la diferencia entre L(U) y S(U) es que S(U) puede contener
completas (caras) que contienen a vértices de U, y L(U) no. Veamos un ejem-
plo para ilustrar L(U) y S(U). Sea G = K3 con V(G) = {v1,v2,v3} y sea U =
{v,v2}. Ast S(U) = {{v1}, {v2}, {vs}, {v1, v2}, {1, vs}, {v2, vs} {v1, 02,03} ¥
L(U) = {{vs}}. Ahora veremos un lema que nos sera de gran utilidad para la
demostracién del teorema 4.5.

Lemma 4.3. Sea k > 1 y H una grdfica tal que cada 2k + 1 vértices tienen un
vecino en comin y |U| = 2k entonces si L(U) es conezo, también lo es S(U).

Demostracion: Primero vemos que L(U) # 0. Como |U| = 2k, por hipotesis
existe un vértice v’ ¢ U tal que u’ es adyacente a cada u € U, y por lo tanto
v’ € L(U). Ahora veremos que S(U) es conexo. Nos fijamos en S(U) — L(U).
Si S(U) — L(U) = 0, hemos terminado. Entonces supongamos que existe un
vértice x € S(U) — L(U), claramente z € U, pues suponga que = ¢ U, como
x € S(U), entonces z es adyacente a todos los vértices de U, y como = ¢ U se
tiene que x € L(U), una contradiccién.
Por hipotesis, L(U) es conexo, y vimos que es no vacfo. Sea v € L(U) y
u € U — {a} (ver figura 4.2). Como u,z € U y z,y € S(U), se tiene que uz, uv
y vx son aristas de H, entonces {u,v,z} es un elemento (cara) de X(H) y por
lo tanto {v,z} € stx(m)(u). De ahi, {v,z} € S(U), para cada z € S(U) — L(U)
y cada v € L(U), por lo tanto S(U) es conexo.

O

Figure 4.2:

D
Teorema 4.5. Sip — (M) * con w(n) — oo entonces X (n,p)

n
es cast stempre k-conexo.
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Demostracion: Primero vemos el caso k = 0. Tenemos que demostrar que
sip = W entonces X (n,p) es conexo, i.e G(n,p) es conexa. La de-
mostracién de este hecho se encuentra en el capitulo 2 (teo 2.9)

Para la demostracion de este teorema utilizaremos los dos teoremas anteri-

(2k+1) In(n)4w(n)

2k+1
n entonces

ores. Por el teorema 4.3, sabemos que si p = (

cada 2k + 1 vértices arbitrarios de la grafica tienen un vecino en comin. Luego
utilizando el teorema 4.4, basta demostrar que para cada conjunto de 2k vértices
U C H, S(U) es conexo, de ahi concluiremos que X(H) es k-conexo. Aqui
mostraremos que L(U) es conexo, y utilizando el lema 4.3, concluiermos que
S(U) es conexo.

1

Sea k> 1, p = (M) o y H una grifica y U C V(H) con
|U| = 2k, queremos demostrar que casi siempre L(U) es conexo. Consideremos
el 1-esqueleto de L(U) el cual es una gréfica aleatoria en la cual cada arista se
elige de forma independiente a las otras. Notamos también que el nimero de
vértices de L(U) no es constante pero més bien una distribucién, pues existen
(27;) maneras de elegir a U donde las aristas en L(U) no son necesariamente
independientes de las aristas de L(U’) para U # U’. Atn asi, las aristas en una
grafica generada por un conjunto Uy siguen siendo elegidas de manera indepen-
diente a las otras, y utilizaremos la linealidad del valor esperado para mostrar
que la probabilidad que al menos una de estas graficas no sea conexa tiende a
0.

Sea U C V(G) con |V(G)| = ny |U| = 2k. Llamaremos X al ndmero de
vértices en L(U), es decir X = |L(U)|. Notamos que X no es constante pero
es estrechamente concentrado, es decir, los valores de X para diferentes Us no
estdan muy dispersos. X es la suma de n— 2k variables indicadoras independiente
aleatorias, puesto que para que un vértice v esté en L(U), se necesita que v esté
en el complemento de U, el cual consta de n — 2k vértices, luego asignando 1 si
ve LU)y0siv¢ L(U), tenemos que X es la suma de los valores asignados.
Luego cada v € V — U tiene una probabilidad de p?* de estar en L(U). Asi el
valor esperado de X, que denotaremos u, esta dado por:

p = E[X] = p**(n — 2k) ~ p**n

Como k es constante, trabajemos con p = p?*n para facilitar los caclulos.
Claramente no altera el resultado ya que p?*(n — 2k) < p**n. Ademds supon-
dremos por conveniencia que p = o(1), lo cual podemos hacer ya que si el el
resultado es valido para p = o(1), con més razén lo serd para una constante.
Por la cota de desviacion estandar grande, tenemos que :

Pr(|X —p| > ep) < e G
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para una constante ¢, > 0 que depende unicamente de e. Tomamos ¢ = 1/100
y ¢ = ce. Vemos el comportamiento de e~ .

_ 2k
e CH e

_ e—cpflnp%*l

< efcp_1(2k+1)ln(n)

1
La dltima desigualdad viene del hecho que p = <W1M> 2“1, asi
tenemos que np?*t! = (2k + 1)In(n) + w(n) > (2k + 1)In(n), por lo que

et < e~ (k1) In(n) T yego por propiedades de logaritmos, se sigue que:

e H < efcp71(2k+1)ln(n) — nfc(2k:+1)p71

! — oco. Entonces para un conjunto arbitrario U, se tiene que

donde p~ 1
la probabilidad que |X — p?*n| > (1/100)p**n es menor que (5, )n~ck+br

luego:

n nfc(2k:+1)p_1 _ (21)
2k T pe(k+1l)pTt

n2k

2k!ne@h+)p~!
= o(1)

Hemos visto que para n suficientemente grande, la probabilidad que
| X —p?**n| > (1/100)p**n tiende a 0. Por lo tanto, se tiene que casi seguramente
|X — p**n| < ep*n. Desarollando la desigualdad anterior obtenemos que
0.99p%*n < X < 1.01p** para cada U. Asumiremos este hecho hasta el fi-
nal de la prueba. Notamos también que por nuestra hipotesis sobre p, se tiene
que X — oo, pues np?* ~ (2k + 1) In(n) + w(n).

Durante lo que resta de esta demostracién utilizaremos varias veces las de-
sigualdades siguientes, a cuales daremos las siguientes referencias:

Para p < 1,
(L-p)" <e ™ (4.1)
n nm
< — 4.2
(m) - m! (42)
0.99p%n < X < 1.01p** (4.3)

(2k +1)In(n) < p**n (4.4)
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Denotaremos por P; la probabilidad que L(U) contenga componentes de or-
den ¢ para al menos un subconjunto U de orden 2k. Por una componente M de
orden ¢, nos referimos a un subconjunto conexo de L(U) de i vértices tal que
nigtn vértice en M tenga adyacencia con vértices de L(U) — M.

Para Py, veamos que no puede haber vértices aislados en L(U). Por hipote-
sis, |U| = 2k y cada conjunto de 2k + 1 vértices en H tiene un vécino comun.
Sea v € L(U), como |U| = 2k, existe un vértice x ¢ U que es adyacente a todos
los vértices de U U {v}, entonces x € L(U) y {z,v} € L(U) y por lo tanto v no
es vértice aislado en L(U).

Ahora calcularemos y acotaremos P,. Existen (27;) maneras de escoger U,
luego para cada U denotaremos X al nimero de vértices en L(U). Notamos que
X depende de la eleccién de U. Dado u,v € L(U), la probabilidad que exista
la arista uv es p, y la probabilidad que v no sea adyacente a los demas vértices
de L(U) es de (1 —p)*X~2. Como es la misma probabilidad para u y v, se tiene
que la probabilidad que {u,v} genere un componente de orden 2 en L(U) es
p(1—p)?X=2), Por tltimo, existen ()2() maneras de escoger {u,v} en L(U), por
lo tanto se tiene que:

w e )

IN

3
©
>~

IN

3
©
>

por 4.3

por 4.1

IN
[\
B
7 N\
|
—
o
=
3
[v]
>
3
[
~
|
™)
=
T
8

n2k1.012pt p2pe—2P(X-2)
2k+2p4k+1e*2p(X*2) reacomodando y omitiendo la constante

2k+2p4k+1672pX(172/X)

IN

por 4.2

2

INA
S 3.3 3.3
i)

factorizando X

_ 2k+1, 01
220, 4k+1 o= 1.98p* I (1-2/X) [y 3

2k+2 ) 4k+1,—1.98(2k+1) In(n)(1-2/X) por 4.4

VANVANVAN
i)

2k+2, dk+1,, —1.98(2k+1)(1-2/X)

i)
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Queremos ver ahora que n2k+2pth+le—1.98(2k+1)(1-2/2) o5 de orden n — 1.

2k+2) 4k+1,, —1.98(2k+1)(1-2/X)

P, < np
< 2R -L9SREED(-2/X) porone p< ]
_ 22, —198(2k+1), 1.98(2k+1)(X/2)
= 02 L6k, LISCRAN(X/2)  horone k> 1
_ 196,024+ 1.98(2k+1)(X/2)
n

—1.94,,1.98(2k+1)(X/2)

Ahora bien, como X/2 — oo, se tiene que después de cierto valor de n, el
exponente 1.98(2k + 1)(X/2) se vuelve menor que 1/2, asi tenemos que:

P, = 1:94,,1.98(2k+1)(X/2)

n71.94n0‘5

INIA

n—1.44

Por lo tanto, P, = o(n™!). Ahora calcularemos P;, lo haremos en dos

casos, el primero tomaremos 3 < 7 < 100, y en el otro caso, tomaremos
100 < i < 0.6p%*n.
Para que un subconjunto S C L(U) con i vértices genere una componente conexa
de orden %, necesita contener al menos un arbol generador. Ya vimos que el
nimero de arboles generadores etiquetados sobre i vértices es i'~2. También
sabemos que el nimero de aristas de un arbol de ¢ vértices es ¢ — 1. La proba-
bilidad que todas las i — 1 aristas de un arbol en particular aparezcan es p*~! ya
que cada arista se determina de manera independiente a las otras. Suponiendo
que 3 <1 <100 y X — oo, acotaremos P;:
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n\ (XN o i (X —i
ros () ()i pee

§ n2k <X> ii72pi71(1 _ p)’L(Xf’L) pOr 42
)
Xt . , , )
S anTZ”L—Qpl—l(l _ p)l(X—Z) por 42
¢!
< n2kX'7'1ii—2pi—1e—ip(X—i) por 4.1
¢!
_ anX.i'iii72piflefipX(lfi/X)
¢!
. ) ) 72
= n?*XipiTleX(1=/X) donde ¢; = o
2!
< CinZkXipiflefip2k+10.99n(lfi/X) por 4.3
< cin2k(1.01p2kn)ipi—1e—ip2k+10499n(1—i/X) por 4.3
< Cin2k(1.01p2kn)ipi71670.99i(2k+1)1n(n)(17i/X) porque np2k+1 > (2]{7+ 1) ln(n)

cin2k+i1'01ip2ki+if1670.99i(2k+1) In(n)(1—i/X)

Cie[(2k+i) In(n)+iIn(1.01)+2ki+i—11n(p)—0.99i(2k+1) In(n) (1—i/X)]

¢; €l (101)+iIn(p)+(2ki—1) In(p) +[2k-+i—0.99i(2k+1) (1i/ X)] In(n)]

< yel2kHim0.99i(2k+1) (1-i/X)] In(n)

La tltima desigualad se cumple ya que ¢1n(1.01) + i1ln(p) = iIn(pl.01) < 0
y (2ki — 1)In(p) < 0. De ahi se sigue que:

P, < ¢;el2ktim0:99i(2k41)(1-1/X)] In(n)

¢ | 2k+i—0.99i(2k+1)+0.99(2k+1) (i/ X)] In(n)

Como 0.99(2k + 1)(i/X) — 0 cuando n — oo lo denotaremos por o(1) para
facilitar la notacién. Entonces:

2k+i—0.99i(2k+1)+o(1)] In(n)

Pi S cie[
C46[2k+0.01i71‘98ik+o(1)] In(n)
)
_ c.e[2k+0.01i—0.98ik—ik+o(1)] In(n)
- %
< Cie[2k+001i—0.98i—3k+0(1)] In(n) porque P> 3’ k >1

Para valores grandes de n, se tiene que o(1) < g, y entonces

¢ 2k+0.01i—0.98i—3k+0(1)] In(n)
(3

—k/2—.97i

P <
< ¢n

Ahora sumando sobre todas las i se tiene que:
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100 100
Z P, Z cm—%—o.gn
i=3 i=3

100

_E .97
Zcin 5y —0-97i
i=3

3(—0.97)

IN

97cin_§n
9701_”3(—0.97)—%

INIAIA

97¢;n 37941 para n suficientemente grande

o(n™?)

Supongamos ahora que 100 < ¢ < LO.GkanJ, notamos que no hay i més
grande ya que L(U) = X < 1.01p?*n y pues si la propiedad no se cumple para
este intervalo, no lo cumplira en su complemento. En esta demostraci
on necesitamos ser un poco mas cuidadosos con el coeficiente ¢; = 11—72 Uti-
—2

it
%

< €? que sera suficiente

lizaremos la formula de Stirling, y obtenemos la cota
para la prueba.

Se tiene:

S N\ (XN ico icipq (X —d)
P oo ()

< 2k <X) ii72pi71(1 _p)i(sz')
1
Xt . ) )
< n2k7iz—2pz—1(1 _p)z(X—z)
Xi g —2, 11— 3 —o
< n2k71 2p 1(1 7p) X (1-o0(1))

Luego, para n lo suficientemente grande y utilizando la desigualdad 4.1:
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X' iX(1—o
n2k‘72 2p 1(1_p)X(1 (1)

P <

il

X, . ,
< n2k:.7'iz—2pz—le—0.4sz

i!
< n?kXielpi~le04PX  hor la formula de Stirling

A T W T 2k+1 .

< n?k(1.01p**n)lelpite 0-4i(0-99p"""n)  gygtituyendo X
= n2k+i1'01ip2ki+i*1ei670.396ip2’“+1n
< PRt 10 pPRitiTlelem 039612k ) In(n) o 4 4

e(2k+i) In(n)+i(14+In(1.01))+(2ki+i—1) In(p) —0.396¢(2k+1) In(n)

o(2k+i—0.792ki—0.3961) In(n)+(2ki+i—1) In(p)+i(1+In(1.01))

o(2k+0.604i—0.792ki) In(n)+(2ki+i—1) In(p)+i(1+In(1.01))

Como el término (2ki 4+ ¢ — 1) In(p) es negativo, tenemos:

P. < o(2k+0.604i—0.792ki) In(n)+i(1+1n(1.01))
[ —

Claramente se cumple la desigualdad W < o(1), y entonces se

cumple que i(1+1In(1.01)) < o(1)iln(n), por lo que se tiene ahora le desigualdad:

P. < o(2k+0.604i—0.792ki+0(1)i) In(n) 2k+(0.604+0(1))i—0.792ki) In(n)
[ —

:e(

Como k > 1y > 100 por hipotesis, para cierta n lo suficientemente grande,
se tiene la desigualdad:

P o(2k+0.605i—0.792ki) In(n)
1

o(2k+0.605i—0.092ki—0.7ki) In(n)

o(2k+0.605i—9.2k—0.7i) In(n)

IN

(—7-2k—0.095¢) In(n)

n—7.2k—0.095i

Ahora calculamos la probabilidad sobre todas las i:
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O.Gp%n 00
Y pr < Y P
=101 =101
0o
< Z n77.2k70.095i
=101
0o
_ n—7.2k Z n—0,095i
=101

[eS)
n—7.2kn—0<095(100) § :n—0.095z

=0

oo
_ n77.2kn79.5§ n70.0951
=0

IN

1
_ -7.2_-9.5
= n n (1+n*0‘095)

= o(n™")

Utilizando los resultados para ¢ = 1, ¢ = 2, 3 < ¢ < 100 y 101 < ¢ <
L0.6p2knJ tenemos que L(U) es de orden X con 0.99p%n < X < 1.01p**n y que
no hay componente de orden 4 (completas disconexa de i vértices en L(U)) para
1 <4 < |0.6p**n| en ningin L(U) con |U| = 2k, entonces cada componente en
L(U) es de tamano X, y por lo tanto L(U) es conexo.

O

4.2 Homologia nula

En esta seccién mostraremos que si p = n® y a < _71 entonces casi siempre

se tiene Hy, (X (G(n,p),Z)) = 0. También haremos mucha referencia al capitulo
3 y a la topologia simplicial. Empezaremos recordando y presentando algunas
definiciones y notaciones notables para este capitulo.

Una k-cadena (o k-cadena simplicial) es una combinacién lineal formal (suma

formal) de k-simplejos. En general la denotaremos por Cj := Z Aif;. Para
L EAK

un k-cadena C, llamaremos el soporte de Cj a la unién de lzfs k-caras en C},
con coeficientes diferentes de 0, y lo denotaremos sop(C). De misma forma,
llamaremos soporte de vértices de C} al conjunto de vértices subyacente al so-
porte de Cj, vy lo denotaremos vsop(Cy). Por ejemplo, si nuestro complejo
de completas es X(G) donde G es el octaedro O3 de la figura 4.3 , entonces
Co = 2F; + 3F; + F5 es una 2-cadena y vsop(Cy) = {v1, va, v3, V4, Us, Ug }.

Un k-ciclo es una k-cadena cuya frontera es 0. Por ejemplo, en el octaedro
de la figura 4.3, la 2-cadena C} := F| + F5 + F3 — Fy + F5 — Fs — F; — Fg es un
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2-ciclo ya que 9(C%) = 0.

Figure 4.3: Un octaedro O3 y sus caras 3-dimensionales

Diremos que un subcomplejo k-dimensional A es puro si cada cara de di-

mensién ¢ con ¢ < k esta contenida en un cara de dimensién k, por ejemplo el oc-
taedro de la figura 4.3 es un complejo 2-dimensional puro. Diremos que un com-
plejo k-dimensional puro es fuertemente conero si cada par de caras o,7 € AF
puede ser conectada por una sequencia de k-caras o = 09,01,...,0; = T tal
que dim(o; No;+1) = k — 1 para 0 < i < j — 1. Otra vez, el ejemplo de la
figura 4.3 es un ejemplo de un subcomplejo 2-dimensional fuertemente conexo.
Una observacién importante es que cada k-ciclo es una combinacién lineal con
coeficientes enteros de k-ciclos con soporte fuertemente conexo.
Primero mostraremos que cada subcomplejo fuertemente conexo tiene un ntimero
de vértices acotado en su soporte de vértices, y luego que cada ciclo de dimen-
sion baja (menor que a cota que veremos) es frontera de alguna cadena de mayor
dimension.

Teorema 4.6. Si a < _Tl y 0 < % < _71 — «, entonces casi siempre no hay

subcomplejos k-dimensional de X (n,p) fuertemente conexos y puros con soporte
de vértices con mds de N + k + 1 vértices.

Demostracion: Sea G(n,p) un gréfica aleatoria y X (n,p) su complejo de com-
pletas. Sea A un complejo puro k-dimensional fuertemente conexo. Notamos
que por ser A fuertemente conexo, podemos ordenar los vértices de su soporte
de vértices {v1,va,...,v,} de tal manera que {v1,vs,..., U541 genere una cara
k-dimensional y que v; es adyacente con al menos k vértices v; con j < ¢,
k + 1 < i. Una manera de ver este hecho es que como A es fuertemente
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conexo, podemos ordenar sus caras k-dimensionales fi, fo, ..., f,, de tal manera

que f; tenga interseciéon k — 1 dimensional con la union de la caras anteriores,
i—1

es decir, dim(f; N {U fi}) = k — 1. Claramente, vemos que en la sucesién
j=1

fi, fiU fa, fiU faU f3, ..., agregamos a lo méas un vértice en cada paso, entonces

esto nos da el orden de vértices que buscabamos.

Supongamos que A tiene N+k+1 vértices, entonces hay al menos (kgl) +NEk
aristas en A por lo visto anteriormente, pues {v1,va, ..., U541} consta de (k;'l)
aristas y cada uno de los N vértices restantes son adyacentes con al menos k
vértices. Claramente si la grafica subyacente de A no es subgrafica inducida de
G(n,p) entonces A no es subcomplejo de X (n,p). Utilizaremos este hecho y
veremos que la probabilidad que haya un subcomplejo isomorfo a A en X (n,p)
tiende a 0.

Sean € y N tales que % <e< —a— % Notamos que por la desigualdad

€ < —a— 1, se tiene que o < e— ¢ y entonces P = n® < ne %, esto sera nuestra
primera observacién. La segunda observacion es que por la desigualdad % < €,
se tiene que 1 < Ne y por lo tanto k < kNe. Si denotamos por Pr(3 sub ) a la
probabilidad de que exista un subcomplejo isomorfo a A en X (n,p), tenemos

que :

Pr(3sub) < (N +k + 1)!( >p(k;1>+Nk

n
N+E+1

Donde (N + k + 1)! es el nimero de maneras que existen para etiquetar

N + k + 1 vértices, el término ( Ntk +1) corresponde al nimero de maneras que
. togs . oy k+1
existen para escoger N + k+ 1 vértices de un conjunto de n vértices y p( 3)+Nk

corresponde a la probabilidad que haya (k‘;) + Nk aristas. Asi, calculando, se

tiene que :

n k41
Pr(3 < (N 1)! (") Nk
r(3sub) < (N+k+ )<N+k+1>p 2
NAkt1 it
< (N+k+1)!7(N+k+1)!p( 2 )HNE - por 4.2
_ N+k+1p(’“;1)+1vk

Ntk+1,—(3+e) (") +Nk)

IN

por la observacién 1
N+k+1, —()(*3)+Nk)  —e(("31) +Nk)
N+k+1n7(%)(kgl)nf(%)Nknfe(k;'l)anke

ke, —(0)("5") e ("), ~Nke

IN
S 3 3 3 3
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Luego, la segunda observacién nos da que k < eNk, por lo que n=% > n=<Nk

y entonces:

Ly~ (B (5 o5 e
kL= (B3 —e(FEh),,—k
nn~ (& (Hl) (%)

— - BEE ()

i (D[ E505] ()

_ ()

k+1 k(k+1)
11— —e—5—

Pr(3sub)

IN

= n

_ nk%(uke)

Finalmente, como k > 1 tenemos que:

Pr(3sub) =554 (14ke)
n17(1+6)

IA
3

= n

= O(n™°)

Entonces hemos demostrado que para un complejo k-dimensional /A fuerte-
mente conexo, casi siempre A no es subcomplejo de X (n,p). Para terminar
la prueba notamos que solo existe un nimero finito de tipo de isomorfismos
de complejos fuertemente conexos k-dimensionales A sobre N + k + 1 vértices.
Repitiendo para cada uno el argumento anterior, concluimos que casi siempre
no hay subcomplejos k-dimensionales puros fuertemente conexos de X(n,p).
Claramente tampoco existen tales subcomplejos para un conjunto con mas de
N + k + 1 vértices ya que cada uno contendria un subcomplejo fuertemente
conexo con N + k + 1 vértices (exactamente). O

Como conclusién sabemos que la homologia esta generada por ciclos con
soporte de vértices pequends (menos de N + k + 1 vértices). Para los teoremas
que siguen necesitaremos algunas definiciones. Diremos que un k-ciclo v es
trivial si es la frontera de algina k + 1-cadena, en otras palabras, 7 es trivial
si existe una K + 1 cadena 7' tal que 9(y') = v. Igualmente diremos que 7 es
no trivial si no existe tal 7’. Para las definiciones siguientes, consideramos un
k-ciclo no trivial 7 en un complejo simplicial /\, con soporte de vértices minimal,
que denotaremos por la combinacién lineal:

= > NS (4.5)

fesop()

donde Ay € Z y las f’s representan las caras de 7.
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Sea A un complejo de gréificas. Para lo que resta de esta seccién siempre
cuando hablaremos de un soporte de vértices vsop(y) para un k-ciclo vy nos
referiremos al subcomplejo de A inducido por vwsop(y) que denotaremos por
A(7y). Notamos que v sigue siendo un k-ciclo no trivial en A(y) ya que para
cada cara f de v con f € A se tiene que f € A(y). Ademds, esta claro que si
~ era no trivial en A, no lo es tampoco en A(y).

Para v =3 s,y Arf ¥ v € vsop(y) definimos la interseccién de y con la
estrella de v como la k-cadena:

v N st(v) = Z Arf (4.6)
fest(v)

y de manera analoga, la k — 1-cadena

yOlk() = > A(f —{v}) (4.7)
fest(v)

Si ordenamos los vértices poniendo v a lo ltimo, se induce una orientacién en
cada una de las caras. Notamos que como 7 es ciclo entonces 9(7) = 0 en especial
se eliminan todas las caras que contienen a v, y como todas estan contenidas en
st(v), se tiene que 9(y N st(v)) consta de las caras k — 1 dimensionales de st(v)
sobre el soporte de v que no contienen a v. Podemos resumir este hecho a la
igualdad:

vy Nik(v) = d(y N st(v)). (4.8)

Ademis, si aplicamos el operador frontera en ambas partes de la igualdad,
se tiene que:

A(yNlk(v)) =0(0(yNst(v))) =0 (4.9)

por lo que concluimos que yNk(v) es un (k — 1)-ciclo. Queremos ver ahora
que v N lk(v) es no trivial.

Teorema 4.7. vNIk(v) es un (k — 1)-ciclo no trivial.

Demostracion: Solo tenemos que demostrar que v N {k(v) no es trivial, es decir
que no existe k-cadena @ tal que 9(8) = v N lk(v). Haremos la prueba por
contradiccién, suponiendo que existe un k-ciclo 8 tal que 9(8) = v N lk(v) con
sop(B) C lk(v) y en particular v ¢ vsop(8). Entonces podemos escribir:

Bi= > upf (4.10)
feson()

con iy € Z y definimos ahora la k + 1-cadena

Bxfoyi= 3 w(fUfed) (4.11)

féesop(B)



66 CAPITULO 4. TOPOLOGIA DE COMPLEJOS DE CLANES ALEATORIOS

Queremos encontrar un k-ciclo 4/ homoélogo a v con |vsop(vy')| < |vsop(¥)|.
Definiremos ' y luego veremos que es homdlogo a v y que diferencian por una
frontera. Sea

Y=y = (3 Nst) + (F)F2) = (v — 3 Nst) + (DR (412)

Probaremos que 9(8 * {v}) = v N st(v) + (—1)k¥*28. Nota que para una
cara fo = v1vy ... V41 en particular, y haciendo (por convenencia de notacién)
vV = V42 Se tiene que :

k+2
8(f0 * {’U}) = Z(—l)i+1v1vg AP UAZ- oo Uk41Vk+2

=0
k+1
= (—1)k+2f0 + Z(_1)1+1U1U2 ...ﬁi...’l}k+1v
=0

= (=D fo +9(fo) * {v}

Asi tenemos que

aBx{vy) = a( > m(fufe})

fesop(B)
= > Oup(fx{v})
fesop(B)
= Y wl(=DFPF 4 0(f) * {v}]
fesop(8)
= (=D > upf4 D pup(0(f) +{v})
fesop(8) fesop(8)

= (1M +vnst(v)

por lo que v y 7' son homdlogos ya que también ' es un k-ciclo, pues:

a(7") = 0(7) = (v N st(v) + (=1)*26)) = 0~ A(A(B + {v})) =0 (4.13)

Como se tiene por definicién de v’ que vsop(y’) C vsop(y), y observando que

v — (vsop N st(v)) C vsop(y) — {v} y vsop(B) C vsop(lk(v)) C vsop(y) — {v} se
tiene que vsop(y’) C vsop(y)—{v}, una contradiccién al hecho y es minimal. [

Hemos demostrado que no hay subcomplejo puro fuertemente conexo con
soporte de vértices de tamano mayor que N + k + 1 y que para un k-ciclo no
trivial v, v N lk(v) es un (k — 1)-ciclo no-trivial en lk(v). Veremos ahora que
|vsop(y)| > 2k + 2
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Lemma 4.4. Sea H una grdfica y X(H) su complejo de completas. Suponga
que v es un k-ciclo no trivial, entonces |vsop(vy)| > 2k + 2

Demostracion: Haremos la prueba por induccién. Para k = 1, claramente el
2-ciclo v més pequefio tiene 4 vértices, cumpliendo que |[vsop(v)| > 2k + 2 = 4.
La hipotesis de induccién nos da entonces que para cada m-ciclo 7' con m < k,
se tiene que |vsop(y')| > 2m + 2.

Sea 7 un k-ciclo no-trivial, queremos demostrar que |vsop(y)| > 2k + 2.
Suponga ahora por contradiccién que |vsop(y)| < 2k+1y sea v € vsop(7y). Por el
lemma anterior sabemos que YNIk(v) es un (k—1)-ciclo no trivial, asi, utilizando
la hipotesis de induccién tenmos que |vsop(y N lk(v))| > 2(k — 1) + 2 = 2k.
Ademads como v € vsop(7y) claramente, [vsop(yNlk(v))| < |vsop(7)|. Agrupando
estas desigualdades, se obtiene que :

2k < |vsop(y Nik(v))| < |vsop(y)| < 2k +1 (4.14)

De lo cual podemos concluir que |[vsop(yNik(v))| = 2k y |vsop(y)| = 2k + 1,
de lo cual deducimos que v tiene grado 2k en 7. Sirepetimos el mismo argumento
para cada v € vsop(7), se obtiene que vsop(7y) genera una grafica completa en
G. Entonces también podemos decir que v genera una 2k-cara en X (H), lo cual
siempre es frontera de alguna 2k+1-cadena. Pero entonces - no es trivial, lo que
es una contradiccién a nuestra hipotesis. Por lo tanto, |vsop(y)| > 2k +2. O

Teorema 4.8. Sip=n* con a < —1/k entonces casi siempre:

Hk(X(nvp)7Z) =0

Demostracion: Sea - un k-ciclo con soporte de vértices minimal. Lo primero
que queremos hacer notares que cada vértice v € v tiene al menos grado 2k en
la gréfica inducida por vsop(vy). Para verlo, sea v € vsop(y), existe una cara k
dimensional C' C vsop(v) tal que v € C. Como C es una cara con k+ 1 vértices,
v es adyacente con al menos k vértices. Luego, como « es un ciclo se tiene que
() = 0, es decir que cada cara k — 1 dimensional debe compensarse con otra
(eliminarse), en otras palabras para una cara k — 1 dimensional vvy...9; ... vk
debe existir otra cara C; = vvy...7;... v con v; # v; con coeficiente contrario,
nota que v es adyacente a v;. Lo que queremos es utilizar este argumento para
cada uno de los k vértices de C — {v}. Notamos que si v; y v; son adyacentes,
VVU1V3 . .. Vp—1V;V; es una k-cara, asi debe existir un k-ciclo ~" homdlogo a v que
no contiene a v, lo que implica que vsop(y’) C vsop(7y), contradiciendo el hecho
que v es minimal. Asi concluimos que v; es diferente para cada v; y por lor
tanto que v tiene al menos 2k vécinos en vsop(7y).

La segunda observacién es que para un k-ciclo -y, se tiene por el teorema 4.7
que para cada v € vsop(7), lk(v) es (k — 1)-ciclo no trivial sobre vsop(), luego,
aplicando el lemma 4.4 se tiene que contiene al menos 2(k—1)+2 = 2k vértices.
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Sea H una gréfica etiquetada con grado minimo 2k. Sea m = |V (H)| , entonces
|E(H)| > w = mk ya que hay que contar 2 vértices para cada arista.

Sea G(n,p) una gréfica aleatoria con p = n® y a < _Tl, notamos que asi,

p < I = n® Queremos mostrar que H casi siempre, no es una subgrafica

nk
de G(n,p), asi habremos demostrado que no contiene k-ciclos con soporte de

vértices minimal, entonces, en general k-ciclos y por lo tanto podremos concluir
que Hy(X(n,p),Z) = 0. Haremos la prueba acotando a probabilidad que H sea
subrgéfica de G(n, p).

Existen m! formas de etiquetar a m vértices y (::1) maneras de ecoger m
vértices de un conjunto de m. Ademds como la probabilidad que haya mk
aristas entonces la probabilidad que H sea una subgréfica de G(n,p) esta dada
por m!(]")p™". Luego, tenemos que:

n n"
m)! pmk < m!ipmk
m m/!

IA I

3 3
3

3

=

3

Ea

Como por hipotesis a < %, entonces ka < —1 y por lo tanto se tiene que:

1
nm?

= of1)

2
n™ ko S

Entonces casi siempre G(n, p) no contiene H como subgrifica. Notamos que
existe solamente un nimero finito de gréficas con grado minimo 2 con m = N+k
vértices, las cuales tienen cada una al menos mk aristas. Podemos afirmar eso
dltimo ya que por el teorema 4.6 sabemos que no hay subcomplejos de X (n, p)
fuertemente conexos k-dimensional con soporte de mas de N + K + 1 vértices.
Asi aplicando el resultado obtenido para H a cada una de ellas, concluimos que
X (n,p) no contiene k-ciclos con soporte minimal y por lo tanto su homologia es
nula, es decir, Hy(X (n,p),Z) = 0. O

4.3 Retracciones esfericas
En esta seccién veremos que si p*ln — 0 y p*n — oo entonces X (n,p) casi
siempre se puede retraer sobre una esfera S¥. Primero daremos otra manera de

describir un octaedro que la que hemos visto en el capitulo I.

Denotaremos por S¢ al octaedro d-dimensional (también llamado el octaedro
d-dimensional esférico, ver capitulo I), que vamos a definir a continuacién y por
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(81 a su l-esqueleto. Definimos la grafica del octaedro d-dimensional S¢
como la grifica Ok = (V, E) con :

V(Okg1) = {u1,u2, ..., upg1 f U{v1,v2,. .., vt}

E(Ors1) = ({(“ivi) fill)c

Donde C representa el complemento del conjunto descrito. Por ejemplo,
para O3 tenemos:

V(0s3) = {u1,u2,us} U {v1,ve,v3}

E(O3) = {uiua, u1usz, u1v2, u1v3, Uousz, U1, U2U3, U3V1, UV2, V1V2, V1U3, V2Us }

Asf notamos que su nimero de vértices es |Ogy1| = 2(k+ 1) y su nimero de

aristas es |E(Og11)| = (2(k;1)) — (k+1). Recordamos que Oy es una grafica

estrictamente balanceada, es decir que ‘lggggl‘ < ;523’;3" para cada subgrafica

propia H de O41 (ver demostracién capitulo I). También recordamos que nE
es una funcién umbral no mejorable para que una gréfica G(n, p) contenga a una
gréfica balanceada (ver capitulo II), la cual podemos aplicar entonces a Oy 1.
En particular, como visto en el teorema, si p*n — oo entonces G(n,p) contiene
casi seguramente un Oj41.

Teorema 4.9. G(n,p) una grifica aleatoria. Si p**in — 0y pFn — co cuando
n — 00 entonces X (n,p) casi siempre se puede retraer a una esfera S* y por lo
tanto Hy(X (n,p),Z) casi siempre tiene un Z sumando.

Demostracion: Sea G(n,p) una grafica aleatoria tal que p**in — 0y p*n — oo
cuando n — oco. Vimos antes de anunciar el teorema que G(n,p) con estas
propiedades casi siempre tiene como subgrafica inducida un (S¥)(*). Sea S =
{u1,ug, ..., ups1}U{v1, va, ..., vk41 el conjunto de vértices de dicha subgrafica.
Calcularemos la probabilidad de que los vértices {uy,us,...,ur+1} tengan un
vecino en comun fuera del octaedro, es decir, sobre los n —2(k+1) =n—2k —2
vértices restantes (denotaremos este evento por W). Como {u1,uz,...,Ugt1}
contiene k + 1 vértices, se tiene que:

P(W) < (n — 9%k — 2)pk+1 — nkarl _ 2k,pk+1 _ 2pk+1 _ 0(1)

La tltima igualdad se debe a que por hipotesis se tiene np**! — 0. En-
tonces casi siempre G(n,p) contiene un (S¥)() como subrgfafica y tal que
{u1,uz,...,ux+1} no contienen vecino comiin. Ademds como en (S¥)(}) se
tiene que u; no es adyacente a v;, para cada i, nos permite definir la retracciéon
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r: V(G) — V((S*¥)®)) de la manera siguiente: Si x € S entonces r(z) = ,
si z ¢ S entonces r(z) = v; para u; no adyacente a z. Notamos que esto se
puede hacer ya que para cualquier x ¢ S se puede encontrar un vértice u; con
z no adyacente a u;. Esta claro que la retraccién esta bien definida ya que
si dos vértices z,y son adyacentes en G(n,p), lo son también en (S*)(M), pues
{v1,v2,...,vk41} induce una completa. Para terminar la demostracién basta
extender r a X (n,p) de manera natural a una retraccién 7 : X (n,p) — X(95),
luego, X (S) es homoeomorfo a S*.

O

Si regrupamos los resultados principales de los teoremas anteriores, es decir
los teoremas 4.5, 4.8 y 4.9 tenemos el resultado siguiente:

Corolario 4.1. (Homologias nula y no nula) Si p = n® entonces:

(1) Si a < 771 oo > ﬁ entonces casi siempre Hy,(X (n,p),Z) = 0.

(2) Si 22 <a< k_—_:l entonces casi siempre Hy(X (n,p),Z) # 0.

Lo cual es nuestro primer gran resultado, pues tenemos un intervalo bastante
amplio para p para cual sabemos si sus grupos de homologia son triviales o no.
Atn asi, el colorario 4.1 no nos dice nada sobre el caso en donde k;+11 <a< ﬁ
El autor del articulo (y nosotros también) cree (conjetura) que el teorema 4.5

puede ser mejorado y convertirse en : si p = n® con a > entonces casi
siempre Hy (X (n,p),Z) = 0.

=1
k+1

4.4 Numeros de betti

En esta seccién trataremos de dar una evidencia a la conjetura propuesta en la
seccién anterior. Para ello calcularemos el valor esperado del rango de homologia
1

. ez -1 =
y mostraremos que pasa por una fase de transicién en « = 7= y @ = 7757. Deno-

taremos por 3; al i- ésimo nimero de Betti definido como f; := dim(H;(X, Q))
(aunque los resultados sean validos sobre cualquier campo). Denotaremos por f;
al niimero de caras i-dimensionales de X. Unos de los resutlados principales que
utiliza los nimeros de Betti es la siguiente formula de Euler, una demostracién
de esta puede encontrarse en 77.

fo—fit A (D=0 —Bi+... + (—1ks, (4.15)

de esta se desprende, haciendo unas consideraciones de dimensiones, la sigu-
iente desigualdad de Morse ?7:

—ficrtfi—fit1 <Bi < fi (4.16)

Anunciaremos este hecho en un lema:
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Lemma 4.5. Sea X un complejo simplicial. Si By es el k-ésimo numero de
betti (i.e By = dimHy(X,Q)) y fr es el nimero de caras de dimension k de X,
entonces:

—fro—1+ [ — frr1 < Bk < fi

Demostracion: Para probar la primera desigualdad, usaremos el siguiente com-
plejo de cadenas simpliciales de X:

Ont2 On On On_1
e — n+14>CnHCn—14>"'

Hy(X,Z) = Ker(0x)/Im(9x+1)

Se tienen los siguientes hechos:
e Por definicién, para todo 4, f; = Rk(C;(X)).

e Como Hp(X,Z) es un grupo finitamente generado se sigue que [ =
dim(H(X,Q)) = Rk(Hy(X,Z)) (ver 77?)

e De la Z linealidad del operador frontera, se sigue que :
fr = Rk(Cx(X)) = Rk(Im(8y)) + Rk(Ker(0r))
e Por cuestones de dimensiones, tenemos también que:
fr—1 2 RE(Im(0k)) ¥ fe+1 = RE(Im(Ok+1))
Utilizando estos resltados se tiene:
—REk(Im(0x)) + Rk(Im(8y)) + Rk(Ker(0y)) — RE(Im(9k+1))

REk(Ker(dy)) — RE(Im(d41))
RE(H(X,Z)) = Bk

—fr—1+ fr — fr1

IAIACIA

Lo que muestra la primera desigualdad. Para le segunda, notamos que:

Br = Rk(Hp(X,Z))
k(Ker(0r)/Im(dk + 1))

k(Ker(0g))

k(Cr(X)) = fu

iy

IAIA

R
R
Por lo tanto

o1+ fr = for1 < Be < fr
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Mostraremos que dadas las hipotesis del teorema 4.9 (es decir con p**in — 0
and pFn — c0), fx es una buena aproximacién para 3 pero fuera de este rango,
B es mucho més pequenio. Utilizaremos la notacién X ~ Y si para cada € > 0
y para n — oo se tiene:

Pr(l—e) <Y/X<(1+e) —1 (4.17)

En otras palabras, escribiremos X ~ Y cuando las probabilidades de X y Y
estan relacionadas. La primera afirmacion que hicimos se convierte entonces en
el teorema siguiente:

Teorema 4.10. Si p*tin — 0 y p"n — oo entonces g%?:g — 1. Ademds casi

siempre By ~ E[Bk] y fr ~ E[fr], entonces casi siempre By ~ f.
Demostracion: Sea p**ln — 0y pFn — oco. Queremos ver que para p en este

intervalo, fi es mucho mas grande que fr_1+ fr+1. Por la desigualdad de Morse
se tiene que:

~fre—1+ o= fer1 <6k < fr

Utilizando la linealidad del valor esperado se tiene que

—E[fx—1] + E[ft] = E[fr+1] < EBe] < E[fx] (4.18)

La probabilidad que un conjunto de k vértices sea una cara K —1 dimensional

k
es p(2), luego como hay (Z) maneras de escoger un conjunto de k vértices, el
valor esperado del nimero de caras k — 1 dimensional esta dado por:

E[fi 1] = <Z)p(§)

Siguiendo la misma idea tenemos que:

Bl = (0 )l = ()

Asi, sustituyendo en la ecuacién 4.18, obtenemos:

~ (Z)p«;) N (k i 1>p<kzl> _ (k i 2>p<’“:2> < Blp < (k " 1>p<’“:1> (4.19)

Efr+1]
E[fr]

Queremos ver que Bl 0y
k41

— 0 cuando n — oo, para ello

recordamos que p*Tin — 0y pFn — oco.
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n!
N = BN CS
(n=(R+1)IE+D)!
(n—(k+1)Y(k+1) BED) (bR
(n—k)k!
(n — (]i: + 1))'(k + 1) k(k—1—k—1)
(n—k)! poe
E+1 _,
n— kP
kE+1
pPn — kpk

La tultima afimracién se debe a que p*n — oco. Ahora probaremos que

E(frt1] k+1 : .
Bl n — 0, se tiene que:

— 0, utilizando que p

E(fr-1] (ki?)p
Elf] (kil p

(n— kw'wwr>p0f%0?)
(n—(k+1))!(k+1)!

_ <k+1 n— (k+1))! )p<k+2)2<k+1)_k<k2+1)

E+2)!(n— (k+2))!

—(k+1) P
Ck+1

) k1

_ k1
— — —0
k+1p p

Utilizando estos dos resultados concluimos que E[[ fk]] — 1. Si escribimos
Y := fi—1 + fx — fr+1, entonces hemos demostrado que:

E[Yy] ~ E[Bi] ~ E[fi] (4.20)

Utilizaremos ahora el metodo del segundo momento, ver 2. Recordamos que

la desigualdad de chebyshev dice que si E[X]| — oo y Var[X] = o(E[X]?) en-

tonces casi siempre X ~ E[X]. Entonces para probar el teorema tenemos que
mostrar que:
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1- Var[fz] = o(E[fx]?) para mostrar que fi ~ E[fi] ya que esta claro que

2- Var[Yx] = o(E[Y:]?) para mostrar que By ~ E|[S4]

f&l ~ (Elfe])*. Sea p = E[fi],

entonces tenemos 2 = (E[fi])? = () p*("+), asi se tiene que :

La varianza de fj esta por Var[f]

O
S—

Varlfi] = B[f] - u® (4.21)

Calcularemos ahora E[f?]. Hay (kil) subconjuntos de V(G) con k + 1

vértices, que denotaremos por 1,2,..., (k—T—l)' Sea A; el evento que el conjunto
i genere una k-cara en X(n,p) y sea A; U A; el evento que ambos occuren.
Primero hacemos la observacion que si I; es la funcién indicadora de A;, esdecir
I; =1 si A; es una completa y I; = 0 en otro caso, entonces:

E[ff] = E((Zfz)z) = ZZE(L Ul;) = Z Pr(A; UA))
i AnA;

donde la suma es sobre todos los pares (4;, A4;). Por lo que tenemos :

Pero claramente se tiene que Pr(A1UA;) = Pr(AyUAj) =...,

y por lo tanto tenemos que:

E[f,f]:( " ) Pr(A1U 4;)

Agruparemos ahora los A; en funcién del tamafio de su interseccién con A;.
Existen k + 1 casos de interesecciones no vacias y 1 caso donde A; y A; tienen
interseccién vacia. Como A; estd fijo, si m es el tamafio de la interseccién,
existen (kzl) maneras de escoger el conjunto de interseccion y luego, existen

(n—(k+1)
k+1—m

se necesitan 2(

) maneras de escoger A;. Por ultimo, para que A; U A; sea completa
k+1) _ (m

5 2) aristas. Asi se obtiene:
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- () B
PR

Separaremos el caso m = 0, es decir cuando A; y A; tienen interseccién

k+1
vacia. El término para m = 0 en la ecuacion 4.22 es (kil)p2( 2 )(";ffl), luego
n—k—1

i1 ) < (kil) entonces:

2
n (M) (N~ k—1 < n (M) _ 2
(k+1>p ( k+1 )= \k+1) 7P a

Utilizando esto en la ecuacién 4.22 tenemos que:

st <+ (7 e S () (1))

1

como (

Queremos ver que Var[fi] = o(E|[fx]?). Mostraremos lo equivalente, que
2
% — 0 (donde 02 es la varianza de f;). Por la ecuacién anterior, se tiene que:

o B -w _ ()P (O G )
w W - (kil) p 2("%)

k+1 (k41| (n—k—1
_ S (551 Gt ) (4.23)

(k1)

Luego, para cada valor de m, despreciando las constantes, se tiene que:

k+1\ (n—k—1\_ —(™ n—k—1 (n—k—1)k+t1-m
(" ) (£1m)P () _ (k51m) < o FLm)
k1 ()P . AL
(n—k—D k-1 (n—k-D(n k1)
B C m = C m
' 7ﬂp(2) ! nhﬂ"p(2)
—k— 1)kt 1 1 N
I ) < — O(n-mp=(3))

nn—1)...(n—k) nmp(';) - nmp(’;)

Sustituyendo en la ecuacién 4.23 tenemos:
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0_2 k+1 -
a2 0
m=1
k+1 (m-1)
= ZO(n_mp_#)
m=1
k+1

= Yo ™
= o(1)

La tltima igualdad se debe a que por hipotesis p*n — oco. Asi concluimos
que Var([fi] = o(E[fx]?) vy por lo tanto f; ~ E[fx] casi siempre. En todo el
desarollo, no hemos hecho hipotesis sobre k, por lo que podemos afirmar también
que —fr—1 ~ E[—fr—1] ¥ —frk+1 ~ E[— fx+1]. Sumando estos tres resultados se
tiene que :

i = —feo1+ fe — forr ~ El=fo1] + E[fe] + E[— frq1]
El—fr—1+ fr — fr41] = E[Y4]

con lo cual concluimos que Yy, ~ E[Y%]. Luego, utilizando las ecuaciones 4.18
y 4.20 concluimos que By ~ E[Bk] y por lo tanto: B ~ E[Bx] ~ E[fr] ~ f.
Entonces hemos demostrado que fi ~ B, y eso termina la prueba del teorema
4.10. =

En lo que resta de esta seccién, nos dedicaremos a ver que occure cuando
las hipotesis del teorema 4.10 no se cumplen, es decir, si p*+1n — oo 0 pFn — 0
cuando n — oco. Més atin, mostraremos que en este caso, E[8x]|/E[fr] = o(1), es
decir, que E(Bk)/E(fx) pasa por una fase de transicién para los valores p = nFFT
yp= n% . Para ello, necesitaremos algunas definiciones. Utilizaremos un re-
sultado de la teoria de Morse, anunciando los resultados sin entrar mas en los
detalles de esa teoria. El teorema maés importante de la teroia de Morse llamado
el teorema de Forman, es el siguiente:

Teorema 4.11. (Forman) A un complejo simplicial con un campo vectorial
discreto gradiente V. Entonces es homotdopicamente equivalente a un complejo
CW con una celda de dimension k para cada simplejo critico k-dimensional.

Para o, § caras de X (n,p), escribiremos o < 7 si o es una cara de 7 de codi-
mensién 1, es decir, si vsop(o) C vsop(T) y dim(7) — dim(o) = 1. Por ejemplo
Si 0 = vgv1...0 Y T = UoV1...UV, + 1 son caras k y k + 1 dimensionales
respectivamente, entonces o < 7.



4.4. NUMEROS DE BETTI 77

Un campo vectorial discreto V' de un complejo simplicial A es una coleccién
de pares de forma {a; < 3;}, con a;, 3; € A, tal que cada cara esta a contenida
en a lo mas un par. Es decir, o; # a; y 8; # (; para toda ¢ # j. Por ejemplo si
G = K4, entonces V := {{12,123},{23,234},{24,124}} es un campo vectorial
discreto de X (G) pero V' := {{12,123}, {23,234}, {24,124}, {13,123} } no lo es
ya que la cara 123 esta contenida en dos pares distintos.

Dado un campo vectorial discreto V', definimos un camino V-cerrado como
una secuencia de caras de forma:

< Po>a1<f1>...<fn>app1=ayconn>1

tal que {a; < B;} € V parai = 0,1,...,n. Nota que por la definicién de
compo vectorial discreto, {8; > a;4+1} ¢ V. Si tomamos el ejemplo del parafo
anterior, vemos que

12 <123 >23 <234 >24<124> 12
es un V-camino cerrado ya que {12,123},{23,234},{24,124} € V.

Diremos que V' es un campo vectorial gradiente discreto si no contiene V-
caminos cerrados. Por ejemplo: G = K,y V := {{12,123}, {23,234}, {14,134} },
podemos probar facilmente que V' es un campo vectorial gradiente discreto. Si
V es un campo vectorial discreto, diremos que un simplejo de X (G) es critico
si no estd contenido en nigiin elemento (nigun par) de V.

El orden que utilizamos en el diccionario para clasificar las palabras se llama,
el orden lexicogrdfico. Aplicamos este orden a unas secuencias de nimeros, como
por ejemplo a los indices de los vértices de una grafica para ordenar las caras.
Hay que notar que no es el mismo orden que los mismos nimeros, por ejemplo
para las secuencias a = 1,9 y b = 1, 3, 2 entonces se tiene que b es menor que a,
pues a; = by =1 pero by =3 <9 = as.

Asi, para 0,8 € X(n,p), denotaremos ¢ <j.; [ si o viene antes en el orden
lexico gréfico, es decir, si v = v1v2...0;...0s ¥ 0 = v1V2...7;v; ...V, donde
v; es el primer vértice (en posicién) que v y [ no tienen en comun, entonces
denotaremos por ¥ <gep B8ii < jy B <iex ¥ 81 j < i. Para un conjunto S
de caras de X (n,p), denotaremos por lexmin(S) al primer elemento de S en el
orden lexicografico. Con esto, demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 4.12. Si p**ln — co 0 p*n — 0 entonces E[Bx]/E[fx] — 0

Demostracion: Sea G(n,p) una gréfica aleatoria con un conjunto de vértices eti-
quetados V' = {vy,va,...,v,}. Supongamos en un primer tiempo que pFtln —
00. Como los vértices de V estan etiquetados, si denotamos las caras de X (n, p)
POr Vj, Vi, . .. V;,. con i < 7541, esto induce un orden lexicografico sobre las caras
de X (n,p). Definimos ahora el siguiente conjunto, sea:
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V= {{a < B}dim(a) =k y 8 =lexmin({bla <by & <jez b)}}

Vemos que V es un campo vectorial gradiente discreto. Sean dos caras
a; y «; distintas, y suponga que existen §;,3; tal que a; < Bi y o5 < 35y
{ai, Bi}, {e,... 85} € V. Tenemos que a; = 03, Vi, ... V5, ¥ O = V3, Vi, - .-
vi;v;, ., donde vj; es el primer vértice (con indice menor) distinto entre o; y
aj. Como oy <jep ;i entonces B; = v Vi, ... V4, Viy,,, de misma manera,

— ViU Y ! i . ,
Qj = ViV, ... Vi v ;. y claramente no son iguales ya que v;; € B; y
Vi ¢ ﬁj

Vemos ahora que V no contiene caminos V-cerrados. Suponga que C :=
ag < Po > a1 < P1>...< fPn > apy1 = ag es un V-camino cerrado. Sea
Qp = Vi, Vi, - - - Vi, CON G5 < djyq, entonces By = Vi, Vi, .. Vi, Vi, lUEEO SE
tiene que a1 < fy, ademds oy # a1, asi debe de existir v;; con i1 < i < igy
tal que v;; ¢ a1, siguiendo esa idea vemos que v;; ¢ o, para toda 0 <r <n,
en particular v;; ¢ o, y por lo tanto v;; ¢ 3,, por lo que ag no es subconjunto
de f3,, una contradiccién al hecho que C' es un V-camino cerrado. Asi hemos
demostrado que V es un campo vectorial gradiente discreto. Otro punto que
cabe mencionar es que como lo vimos, si a; = v;, s, ... v;,,, entonces 3; si ex-
iste, esta compuesto por los mismo vértices de o; mds algun otro vértice v;, .,
con ix4+1 < igt2, pues de no ser asi implicaria que a; > 3;, una contradiccion a
la definicién de V. Entonces, 8; = v;; Vi, - . Vi) Viy s

Sea o = vy, Vi, ... V5, con i; < ij41 y sea m = k + 1. Por definicién
de V, o es critico si cumple que o € X(n,p) y o U{v.} ¢ X(n,p) para toda
r > ig4+o. Estos dos eventos son independientes por la manera de escoger las
aristas de G(n,p), entonces la probabilidad que o sea una k-cara critica esta
dada por el producto de las probabilidades de los eventos mencionados. La

probabilidad de que o € X(n,p) esta dada por p(k;rl), pues o debe ser com-
pleta, y por tanto contener todas las aristas. Luego, la probabilidad que un
vértice v;,_, no sea adyacente a todos los vértices de o es (1 — pFt1), pues es el
complemento del evento que v;,,, sea adyacente a todos los vértices de o, como
existen n —ix11 = n — m tales vértices, la probabilidad que nigtn vértice v;,
sea adyacente a todos los vértices de o es: (1 — p*+1)"~™. Entonces:

Pr(o es una k-cara critica ) = p(kgl)(l — pktlyn—m

Dado g2, existen (“”,371) maneras de escoger o. Claramente, iy puede

tomar valores desde k + 2 hasta n, es decir k+ 2 < ip15 < n. Sea fi el nimero
de k-caras criticas, entonces el valor esperado de f; estd dado por:
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n

E(fk) = Z (ik+2]€_ 1)p(k;r1)(1 7pk+1)"*ik+2

igto=k+2
i 7—1 k41 i
_ Z < B )p( 5 )(17pk+1)n
i=k+2
n n k+1 i
< Y (k)p( ) (1 - phtyn
i=k+2
< (n>p<k42rl) Z (1 _pk+1)n—i
k i=k+2
LA - _ _k+lyn—i
< i )P 2 Z (1-p") usando desarollo de Taylor (ver 5.3)

1=—00

n (k;l) 1
)P P
k+1)

Ahora, calculamos Elfel - Como E[fx] = (kil)p( 2

, se tlene que:

E[fx]

Elf] () A
Bl S ()
()

(kil)pk-H
woem 1

n! k-+1
FrDIn—F-D1 P
(k+D!(n—k-=1)! 1
kEl(n — k)! pktl
E+1 1
= ﬁ]ﬁ por k es constante se tiene
1
T

= o(1)

La tltima igualdad se debe a que por hipotesis np**! — co. Como V es un

campo vectorial discreto gradiente de X (n,p), por el teorema 4.11, X (n,p) es
homotoépicamente equivalente a un complejo CW con una celda de dimensién
k para cada k-simplejo critico, es decir, con a lo méas fk caras. Luego por
homologia celular, se tiene que G < fk, entonces:

EBx] _ Elf]

<

=o(1)
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Lo que termina la demostracién dela primera parte. Ahora demostraremos
que obtenemos el mismo resultado si suponemos que p*n — 0 cuando n — co.
Sea 7 una k-cara, ie. T = v;v;,...v;,,,. Para cada 7, escogemos un nimero
i(t) € {i1,92,...,9k+1 de manera aleatoria, independiente y con probabili-
dad uniforme. Queremos definir un campo vectorial gradiente discreto V' para
X(n,p). Quisiermo definir V' quitando un vértice v;(,) aleatoriamente a cada
k-cara k dimensional 7 y asociarlos en un par {7 —{v;(s)}7}, formalmente, defin-
imos V' como:

V= {1 —vi(r), T}HT € X(n,p) y dim(1) = k}

Claramente, V no es un campo vectorial gradiente discreto, pues puede
contener 2 pares de forma {a; < 08;}, {a;,8;} con ¢ # j, una contradiccién a
que V sea campo vectorial discreto. Por ejemplo si 79 = v1v9vs, y que i(19) = 3
y que 71 = {v1vav4} con i(11) = 4, entonces por la definicién de V se tiene que
To— V3 = V1U2 ¥ qUe T3 — Vg = V1Vs = Tp, ¥ por lo tanto V' no es campo vectorial
dicreto. Otro obstaculo en nuestra definicién es que V puede contener V' caminos
cerrados, por ejemplo, si To = VU10U2V2V3V4, T1 = V1V2V3V5, T2 — V2VU3V4V5 CON
i(10) =1, i(m1) = 5, i(72) = 4 asi hemos formado el V-camino:

V2U3V4 < V1V2V3V4 > V1V2V3 < V1V2V3V5 > VaU3V5 < VU2U3V4V5 (424)

Entonces V' puede contener (k — 1)-caras que se encuentren en mds de un
par de V, y ademas V puede contener V-caminos cerrados. Si llamamos evento
malo al evento de encontrarse con una k — 1-cara en dos pares distintos o con
un V-camino cerrado, y que cada vez que nos encontramos con un evento malo
quitamos un par de V entonces al final del proceso, claramente V' es un campo
vectorial gradiente discreto, luego, aplicando el toerema 4.11, es homotopica-
mente equivalente a un complejo con a lo més una cara critica por cada evento
malo. Entonces calcularemos el valor esperado de niimero de eventos malos.

Observamos que escogemos V' segun su conjunto de k-caras, entonces no se
pueden repetir (no pueden estar en dos pares distintos), por lo tanto, en cada
evento malo debe existir al menos dos k-caras que tienen en sus pares respectivos
la misma k — 1-cara, en otras palabras, para cada evento malo, existen {7, 7o}
y {m,71} tal que 1) = 7{. De hecho, estas (k — 1)-caras pueden estar en varios
pares de V, o en varios V-caminos cerrados. Llamemos d al nimero de tales
pares, es decir d es el nimero de pares de k-caras que tienen k vértices en
comin. Este nimero es igual al nimero de pares de subgréficas de G(n,p)
isomorfas a Kjy1 tales que se intersectan en exactamente k vértices. En tal
situacién, hay dos conjuntos de k + 1 vértices que se intesectan en k vértices,
esdecir (k+ 1)+ (k+ 1) — k = k + 2 vértices. Los dos vértices que no estin
en la interseccién no estan forzados a ser adyacentes, entonces existen al menos
(k+2) — 1. Por ultimo, existen (k+2) posibilidades de escoger un par de vértices.

2
Queremos ver que E[d]/E[fr] — 0. El valor esperado de d esta dado por:
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Asi, se tiene que :

k+2 n k(k+3)
E[d] _ ( er )(k+2)p 2
E[F] (p e
 (E+2)(k+1) ‘(ni—k—g)!!(kw)z pw

4+ Dk +2)(k+1)n—k—1)! ,
2n—k — 2)I(k + 2)!

2 n!

k+1
= k-
2
= cnpf

= O(np") =o(1)

la tltima igualdad se debe a que por hipotesis, p*n — 0. Aplicando el teo-
rema 4.11, se tiene que X (n,p) es homotopicamente equivalente a un complejo
con una celda de dimensién k para cada k-cara critica. Utilizando homologia
celular, se tiene que Gy < d, asi g[ﬁ’;% < % — 0, lo que termina la prueba del
teorema. '

O

4.5 Complejos simpliciales Aleatorios

X (n,p) parece ser un espacio de probabilidad de complejos simpliciales natural
para ser estudiado topologicamente, en parte porque todo complejo simplicial es
homeomorfo a un complejo de completas. Pero claramente existen varias otras
definiciones de complejos simpliciales aleatorios.

Por ejemplo, Linial y Meshulam dan una definicién para un 2-complejo
aleatorio Y'(n,p) el cual se ve localmente como G(n,p), y dan una funcién
umbral Zs-homoldgica a la de Erdés y Rényi [19]. En [17], se muestra que la
funcién umbral para que 71 (Y (n,p)) sea vacio es més grande la funcién umbral
de Linial-Meshulam-Wallach para H; (Y (n,p), Z2).
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Pippenger y Schelich estudiaron un tipo diferente de 2-complejos, pegando
aristas de tridngulos aleatoriamente [21].

En otro articulo [18], M.Khale estudia el complejo de vecindad de una gréfica
aleatoria N'[G(n,p)]. Los resultados son comparables a los que se ecuentran en
este capitulo, las homologias no triviales de un d-complejo estdn concentradas
en un nimero pequeno de dimensiones.

Para terminar estas tesis, vemos las direcciones futras que M.Khale propone.
Conjectura que para p = n® con a > k;+11 entonces casi siempre X (n,p) es k-
conexo (el trabajo en [17] sugiere que esto no es verdad para k = 1, pero cree
probablemente sea vélido para k > 1).

En un sentido, eso esta cerca de determinar el tipo de homotopia para X (n,p)
cuando % <a< k;+11 En particular, si se podria hacer esa conjectura y ademas

mostrar que Hy(X (n, p),Z) esta libre de torsién, entonces el resultado principal
de [15] implicaria que si p = n® con % <a< k;+117 entonces X (n,p) es casi
siempre homotopicamente equivalente a pegaduras de esferas k-dimensionales.
Atin asi, notamos que aunque demostrariamos que Hy (X (n,p),Z) esta libre de
m-torsién para cada m fija, no seria suficiente ya que es posible que haya m-

torsion con m — oo cuando n — 0.

Varios complejos simpliciales que surgen en combinatoria son homotopica-
mente equivalentes a pegaduras de esferas. Robin Forman (entre otros) se pre-
gunta si hay alguna buena razén que esto occura (ver [18]). Tales complejos
surgen frecuentemente como complejos de orden de posets (conjuntos parcial-
mente ordenados), y naturalmente como complejos de completas, y creemos que
este trabajo es un escalon mas a la respuesta de esta pregunta.



Capitulo 5

Apéndice

En este capitulo probaremos algunas desigualdades que seran utilizadas en prue-
bas del capitulo posterior.

Desigualdad 1: Desigualdad de Bernouli: Para z > 1. Sia<0d6a >1
entonces (1 + z)* > (1 4 ax). La demostracién de esta desiguldad es obvia.

Desigualdad 2: Si x < 1 entonces

(I-az)"<e ™ (5.1)

Demostracion: Mostraremos que e” < ﬁ y de ahi conluiremos que 1 —x < e™*

y que (1 —z)" <e ™.

Sea S, = (1+ %)" Primero notamos que lim,_,~, S, = €. Vamos a demostrar
. . S,

que S, es una sucesion creciente, para ello veremos que =g > 1.

n+1 T
n+1
1 —_
1+ 2 ) ( +n)

Sn+1 (1 + n—wi-l)n+l _ <
Sn 1+ &)n

n—i—l—i—a:

n2+n+nx

+n+nr+x
n+1(n+$)
1)

n

n

§Q
T
kA

x
(n+x)(n+

g

Utilizando Bernouli en 1-—

Asi tenemos que = (1

T n+1
se tiene que
(nta)(n+ 1)) 4

() ()

Aplicando esta desiguldad en 5.2 se tiene que:

83

n+1
1+ =
(n+z)(n+1) n n>+n+nxr+zx

n +n+n:z:+:c—x> +1(n+x): <1 (n+w;;(n+1))"“(n+m)

n

)nH (n—i-x)

n

(5.2)
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Snt1 T ot T n+zx
Sn (1(n+x)(n—|—1)> ( n )Z(l_x—i—n)( n

)=1
entonces la sucesion S,, es creciente y converge a e”, por lo que:
T
n
Luego, como 7 > —1 se tiene que
x T
ef>1+=-)">1+n—=1+4+=z
n n

Por la desigualdad anterior podemos concluir que e™* > 1 — x. Luego, para
z < 1 se tiene que
1 1

e " 1—=x

e =

Desigualdad 3: La formula de Stirling.
La desiguldad de Stirling es una aproximacién para factoriales. Sostiene que
para n suficentemente grandes,

Ln(n!) = nin(n) — n

Mais exactamente, la formula de Stirling esta dada por lim,_, Wl(ﬂ)n =

1, que podemos reescribir como n! & (2)".
e

n

Desigualdad 4: (') < 2.

n!

Demostracion:
() = n!(rzlin)! = (m"z!n)!(%) =m(m—1)...(m—-n—-1)(5) < 2
Igualdad 1:

i=—00

Demostracion: Utilizaremos el desarollo es serie de taylor, recordamos que el de-

)

[e 9]
sarollo de taylor alrededor del 1 de una funcién f(z) esta dado por: Z

k=0
Aplicado a %, se obtiene que:

ol (z — 1)k,
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é _ ka(!l)(xil)k
— fo(!l)(x—1)°+ fll(!l)(a:—l)w%(m—l)ﬂ...
= 0@ - D]+ -7+

= 1-(z-D+(x-12—(x-1)>3+...
= 1+(1-2)+(1—-2)?+1—-2)>+...
Ahora desarollaremos la expresion Y (1 — )" en sentido inverso, es

decir el primer término ser n, el segundo n—1 etc.. y compraremos cada término
con la serie de taylor que hemos calculado.

n

ol—a) = (1-o)" A —n) T Q-2 4 (5.4)
= Q-2+ 0-2) '+ Q-2+ —-2)3+... (55)
I+1-2)+(1 -2 +1—-z)3+... (5.6)

Claramente, los desarollos son iguales, y queda demostrada la igualdad. [J
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