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Resumen

Durante los primeros microsegundos después del Big Bang, la temperatura del Universo
temprano era tan alta que las particulas elementales, tales como quarks y gluones, se propagaban
libremente en una sopa caliente de materia nuclear. Hoy en dia este estado de la materia llamado
plasma de quarks y gluones (QGP, por sus siglas en inglés), puede generarse en el Colisionador
de Iones Pesados Relativistas (RHIC) en el Laboratorio Nacional de Brookhaven (BNL) y en el
Gran Colisionador de Hadrones (LHC) en la Organizaciéon Europea para la Investigacion Nuclear
(CERN). Uno de los métodos para estudiar este estado de la materia, es utilizar particulas masivas
como sondas. Esto permite obtener, indirectamente, informacién sobre las propiedades fisicas del
plasma.

Para entender como estas particulas se utilizan como sondas, necesitamos algunas herramien-
tas basicas. Especificamente necesitamos la Teoria Térmica de Campos (TFT) para describir
procesos de las particulas elementales en condiciones de temperatura extrema. Con esta teo-
rfa podemos estudiar como una de estas particulas pesadas pierde energia cuando atraviesa el
plasma.

El tener un mejor conocimiento de los mecanismos de pérdida de energia de sondas masivas,
nos ayuda a investigar propiedades fisicas del QGP. Convenientemente, el estudio del QGP se
puede realizar como una extension del estudio del plasma formado por electrones, positrones
y fotones, cuya dinamica se describe con la Electrodinamica Cuantica (QED, por sus siglas en
inglés). Por esta razon, en este trabajo nos enfocamos en la fisica del plasma de QED. Para ello,
establecemos algunas de las herramientas bésicas de la TFT las cuales seran necesarias para el
calculo de la pérdida de energia a temperatura finita. Trabajando en este formalismo estudiamos
el mecanismo de la pérdida de energia de un muén pasando a través del plasma de QED a una
temperatura 7. Usamos el método propuesto por Braaten y Yuan [1], que consiste en separar en
dos regiones el momento transferido del muén al plasma. Una region es la llamada Hard, donde
el momento transferido es mayor que una escala de referencia ¢* y la otra region es la llamada
Soft, donde el momento transferido es menor que esta escala de referencia: la pérdida de energia
total estd dada por ambas contribuciones.

Finalmente, para evidenciar el funcionamiento de los resultados en un contexto fenome-
nolégico, haremos el andlisis de la pérdida de energfa de un muén en un medio isdétropo con

caracteristicas geométricas y cinematicas especificas.
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Introduccion

La Teoria Cuantica de Campos (QFT, por sus siglas en inglés) es una herramienta bésica
desarrollada a temperatura cero con alta predictibilidad en los experimentos. En la fisica de Altas
Energias se utiliza para describir y analizar la Fisica de Particulas Elementales, bajo condiciones
como las que prevalecen en colisiones de particulas en un acelerador.

Cuando la QFT no es suficiente para describir algunos procesos que se observan en los co-
lisionadores, es necesario considerar un factor extra para completar la teoria y reforzar su pre-
dictibilidad: este factor es la temperatura. Seguramente, la primera vez que alguien descubre
que la naturaleza puede describirse por teorias a temperatura cero o a temperatura distinta de
cero, surgen muchas dudas al respecto. Por ejemplo, alguien se puede preguntar ;FEn qué tipo
de colisiones debemos considerar la temperatura?, ;qué fenémenos surgen cuando consideramos
un medio termodinamico? o simplemente, ;qué diferencia hay entre procesos que se describen
a temperatura cero y a temperatura finita, si utilizamos la misma escala de energia? Contestar
estas preguntas no es facil, sin embargo, la respuesta radica en qué se estd colisionando en el
experimento. Por ejemplo, para colisiones que se realizan entre particulas tales como electrén-
protoén, electron-positron, protén-protén, basta con utilizar la QFT a T = 0 para describir los
procesos. Mientras que para colisiones entre niicleos de iones pesados como Cu — Cu, Au — Au
o Pb — Pb esnecesario analizar la temperatura.

FEn las colisiones entre nucleos se describe un conjunto de particulas que interacttian y con-
forman un medio termodinamico. Por esta razén, no es dificil adivinar que la mejor manera de
describir estos procesos es utilizando los principios fundamentales de la Mecanica Estadistica.
Esta rama de la Fisica permite predecir el comportamiento de un sistema termodinamico me-
diante el conocimiento de las propiedades dindmicas de las particulas que conforman el sistema
[2]. La funcion de particion que nos permite determinar las propiedades del sistema, como ve-
remos, estd estrechamente relacionada con la QFT en el espacio euclidiano. Asi, esta relacién
entre la QFT y la Mecanica Estaditica da origen a una nueva teoria que describe procesos a
temperatura finita, llamada Teoria Térmica de Campos (TFT, por sus siglas en inglés)[3]. Hoy

en dia, el estudio de la TF'T se desarrolla para estudiar, entre otros, procesos como colisiones de



Introduccion

iones pesados a altas energfas. Las bases de esta teorfa han sido establecidas desde hace més de
50 anos, por el trabajo de Takeo Matsubara [4], entre otros. La cuantizacion de los operadores
del campo en TFT se logra a través de la frecuencia de Matsubara en lugar de la energfa y el
momento [5]. El formalismo de Matsubara ha sido aplicado exitosamente para calcular efectos
térmicos en problemas de altas energias [6]. Uno de los mas importantes es la descripcion de una
fase deconfinada llamada plasma de quarks y gluones (QGP). Esta fase se genera en las colisiones
de iones pesados, donde se determiné que el plasma se produce alrededor de una temperatura de
150 MeV. A medida que el plasma se enfria, los quarks, antiquarks y gluones se combinan para
formar la materia hadrénica. La descripcién de este plasma, es uno de los principales desarrollos
que nos ha permitido conocer un poco mas acerca del Universo temprano |7].

Para estudiar la formacién y evolucion del QGP, es necesario comparar datos experimentales
con predicciones de la teoria. El entendimiento de las diferentes etapas despues de la creacién
del plasma y de las transiciones de fase que sufre, requiere de un amplio espectro de mediciones
y teorias. En general existen herramientas robustas que han servido de guia, por ejemplo: QCD
perturbativa tiene un rango de aplicabilidad en temperaturas altas, para la fase del QGP donde
quarks y gluones se comportan como libres. Otro ejemplo es el uso de QCD en la red (lattice
QCD), como método no perturbativo basado en simulaciones numéricas que permiten la des-
cripcion de la formacion de hadrones en la evoluciéon del plasma|8]. En este trabajo usaremos un
método para la descripcion de la fisica de QGP, que consiste en implementar y extender técnicas
de un plasma de QED a uno de QGP. El primer paso para lograr esto, es determinar la pérdida
de energia de una particula masiva, actuando como sonda, a través del plasma de QED. Deter-
minar la pérdida de energia nos permitira explorar de manera indirecta las propiedades fisicas
del plasma, abriéndonos el camino al QGP [9].

En el Capitulo 1 realizamos una descripcién de los conceptos necesarios de la TF'T; iniciando
con los conceptos bésicos de la Mecanica Estadistica. Enseguida se introduce el formalismo de
Matsubara, con el que se muestra la conexién entre la Mecénica Estadistica y la QFT. Para
terminar, se desarrolla una autoenergia a temperatura finita, con el fin de establecer la forma
del propagador de un bosén en el contexto del formalismo de Matsubara. En el Capitulo 2 se
utiliza el resultado que se obtuvo en el Capitulo 1 para presentar detalladamente el calculo de
la pérdida de energia del muén. Este capitulo se divide en dos secciones importantes: una de la
contribucion Hard y otra de la contribuciéon Soft a la pérdida de energia total. En el Capitulo 3 se

realiza un andlisis de los resultados obtenidos en el Capitulo 2, discutiendo el comportamiento de
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la pérdida de energia en el plasma isétropo. De igual manera se realiza un analisis de la pérdida
de energia establecendo un limite espacial para el plasma, lo que permite un acercamiento mas
real a los procesos realizados en una colisién. Finalmente, se establece la conexién con el plasma

de QGP especificando los cambios necesarios adicionales a la pérdida de energia.



Capit 1110 ]_ Elementos de la Teoria Térmica de Campos.

Nos interesa describir el proceso de la pérdida de eneria de un muén dentro de un plasma de
QED a una temperatura 7. En la TFT existen muchos métodos que nos permiten desarrollar
v describir este tipo de procesos. Uno de los méas conocidos en la teorfa cuéntica de campos a
temperatura finita, es el formalismo de tiempo imaginario, o formalismo de Matsubara!.

En este capitulo vamos a presentar los elementos basicos de la Fisica Estadistica y su relacién

con la QFT, para culminar con una breve descripcion del formalismo de Matsubaral4]|7].

1.1. Elementos de Fisica Estadistica

Uno de los conceptos principales de la Fisica Estadistica es el de ensemble. Este se define
como el conjunto de sistemas identicamente preparados, en contacto con un bano térmico a una
temperatura 7. Consideremos un sistema de volumen V' caracterizado por el Hamiltoniano H.
El estado de equilibrio del sistema esta descrito por el operador de matriz de densidad de estados
de energia;

p(8) = e M, (L1)

con el cual es posible realizar un analisis estadistico del conjunto de particulas que conforman
el sistema. Si trabajamos en unidades naturales?, 3 representa el inverso de la temperatura de
equilibrio. Para fines practicos vamos a trabajar con un ensemble arbitrario, ya que lo que desa-
rrollamos en esta seccion no depende de la naturaleza del ensemble. Asi la funcién de particion

para el ensemble estd definida como sigue

Z(B) =Tx[p(B)]
=Tr[e "M, (1.2)

donde Tr es la traza sobre un conjunto completo de estados. Una vez que se determina esta

funcién se puede calcular el valor promedio o valor de expectaciéon de una cantidad fisica A, de

!Llamado asi por Takeo Matsubara, quién fue el primero en establecer una teoria perturbativa para la funcién

de particion en la teoria cuantica de campos (1955)[3][5].
2En unidades naturales tenemos k = 1,¢ = 1, = 1, donde & es la constante de Boltzman, c es la velocidad de

la luz y h es la constante de Planck.
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la siguiente manera:

(A)g =Z 71 (B)Tr[p(B)A]
_Trlp(8)A]
Trip(B)]

Para cualquier A en el marco de Schridinger, tenemos un operador en el marco de Heisenberg

(1.3)

definido como:

Ap(t) = Mt Ae=, (1.4)

El promedio para dos operadores a temperatura finita es:

(An()Bu(t)) =2~ (B)Tr[p(B)An (t)Bu(t')]
— (By(t)Au(t+iB)). (1.5)

La ecuacion (1.5), que se obtiene en el apendice A.1, es conocida como la relacion Kubo - Martin
- Schwinger (KMS) que da lugar a la periodicidad y anti-periodicidad en las funciones de dos
puntos de Green Gg a temperatura finita. Es importante destacar que la temperatura juega el
papel de tiempo imaginario. Esta es la razén de porqué al formalismo de Matsubara también se

le conoce como el formalismo de tiempo imaginario. En este formalismo tenemos definido:
T=1it —t=—iT. (1.6)

Una vez establecido esto, pasamos a realizar una breve descripcién de este formalismo en la

sigulente seccion.

1.2. Formalismo de Matsubara

En cualquier teoria cuantica de campos, hay una infinidad de valores esperados de todos los
estados posibles. Si existen interacciones, la funcién de particiéon de un sistema estadistico no se
puede evaluar de manera exacta. Una forma de evaluarla de manera perturbativa es utilizando el
formalismo de Matsubara. Este ofrece un método anélogo al de QFT. La ecuacién (1.1), tiene la
forma de un operador de evolucion en el tiempo para tiempos imaginarios negativos. Si separamos

el hamiltoniano en la suma de un hamiltoniano libre Hy y uno de interaccion H’, tenemos
H="Ho+H, (1.7)
por lo que la ecuacion (1.1) se reescribe como

p(B) = e "M = po(B)p1(B, (1.8)
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donde hemos definido,

PO(B) = G_BHOa (19)
pi(B) = e Moem N, (1.10)

Utilizando la definiciéon (1.6), la ecuacion de evolucion que satisface p; estéa dada por:

—1
=~ ()i (7). (1.11)
donde
Hi(1) = py (1) H po(T). (1.12)

La ecuacion (1.11) es anéloga a la ecuacion del operador de evolucion del tiempo en QFT a
temperatura cero; ésta determina la evolucién temporal de un estado inicial a un estado final. Si

la integramos obtenemos

p1(B) = Prelo i), (1.13)

donde P; es una constante de integracion. La ecuacion (1.13) es andloga a la expresion de la
matriz S de QFT a temperatura cero®. La diferencia aqui es que la integral de tiempo es sobre
un intervalo finito a lo largo del eje imaginario. Esta es la diferencia mas importante entre ambos
formalismos.

Como podemos ver, la discusién a temperatura finita es paralela a la discusién a temperatura
cero. Asi, podemos concluir que las interacciones térmicas también tienen una representacion en
diagramas de Feynman modificados por la temperatura.

En QFT el propagador de Feynman es una funcion de Green de dos puntos y expresa la
propagacioén de una particula entre dos puntos x; y xy. El espacio de configuraciéon no es el mas
apropiado para describir la propagacion de particulas con cuadrimomento P bien definido; en este
caso resulta mas sencillo trabajar con una funcién de Green definida en el espacio de momentos.
Ambas estan relacionadas mediante transformadas de Fourier. Las funciones de Green de dos
puntos solo dependen de diferencias z; — xy debido a la invarianza bajo translaciones, asi que su
transformada de Fourier solo dependera de 1 momento.

Lo mismo ocurre en el formalismo de Matsubara. Es mucho maés sencillo calcular los dia-
gramas de Feynman en el espacio de momentos. Como ya dijimos, los diagramas de Feynman

para este formalismo, sufren una pequena modificaciéon dada la presencia de temperatura. En

3Consultar An Introduction to Quantum Field Theory, pag. 102-104, ec. 4.71 [11]
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este caso, los diagramas contienen las frecuencias de Matsubara que definiremos més adelante.
Estas frecuencias son diferentes para bosones y fermiones. Para definirlas, veamos algunas de las

propiedades de las funciones de Green de dos puntos Gg.
= La funcién de Green de dos puntos depende solo de la diferencia 7 — 7.

= Cada variable de tiempo esta entre 0 < 7,7 < 3. Como consecuencia, el argumento de la

funcion tiene el rango —3 <7 — 7' < B con 8 = %
» Un resultado que se puede ver de la relacion KMS en la ecuacion (1.5), es el suguiente:
G5(0,7) = =G4(8,7) (1.14)
que muestra la (anti) perioricidad de las finciones de green de dos puntos.

» Como la funcién G estd definida en intervalos finitos, entonces la transformada de Fourier

correspondiente puede tener solo frecuencias discretas wi,.

1 A
Ga(T) = 3 D e TGy (wn) (1.15)
donde | 8 |
Gg(wn) = 3 /5 dre*“""Gg(T) (1.16)

= Aunque todos los modos enteros se permiten en el desarrollo de Fourier, solo los enteros
pares contribuyen a la funcién de Green bosénica, mientras que los enteros impar contribu-
ven a la funcion de Green fermionica. Esto se debe a las condiciones de (anti) periodicidad

que satisface Gg.

= El dltimo punto nos permite escribir las frecuencias de Matsubara, como:

2”7” para bosones
w. =
" (2n+1)w :
5 para fermiones

conn=0,£1+2 ..

En el formalismo canénico de QFT, es posible determinar la forma del propagador aplicando
la transformada de Fourier al espacio de momentos a la ecuacién de movimiento de la particula.
Ahora que hemos establecido las propiedades que deben tener estas funciones y su transformada

en la TFT, es posible determinar los propagadores térmicos de manera andaloga.
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El formalismo de Matsubara o de tiempo imaginario, descrito en esta secciéon también puede
desarrollarse en el contexto de la integral de camino [5][6]. El tratamiento con integrales de
camino de las teorfas de campos es muy util y la estrecha relacién entre Mecanica Cuantica y
Mecéanica Estadistica, como lo veremos a continuacién, se hace evidente.

La amplitud de transicién en QFT a T' = 0 tiene la representacion funcional:
(@ (72, t2)| @, 11)() = { @fe™ M@y ) = N / DoeS, (1.17)

donde ® es un campo arbitrario y N’ es una constante de normalizacion. S es la Accién que se

define como
to
S[®] :/ dt/d%c, (1.18)
t1

donde L representa la densidad lagrangiana del sistema. La integral de camino estd definida

sobre trayectorias con los puntos extremos fijos

O(71,t1) = Dy,

B(T, to) = Bs. (1.19)

Pasamos del espacio de Minkowski al espacio Fuclidiano mediante una rotacion de Wick t — —it

v definimos la evolucién temporal igual al inverso de la temperatura:
t] —to = —if (1.20)

Con esta relacion podemos conectar la formulacion de la integral de camino de QFT, en el espacio

Euclidiano, a la funcién de particién de la mecénica estadistica:
N’/DCI)eiSE = Z(B), (1.21)

el subindice E se refiere a la Accién Euclidiana, donde los campos cumplen con las condiciones
de (anti) periodicidad:
(L, B) = £9(Z,0)

donde la eleccion del signo de la ecuacion (1.14) va a depender de qué tipo de campo sea,
bosoénico o fermioénico. La formulacion de integral de camino de la funcién de particién es bastante
interesante ya que muestra cémo la descripcion a T'= 0y T # 0 son cualitativamente similares.
Los diagramas en este formalismo se obtienen de un desarrollo perturbativo de la integral de
camino con la tnica diferencia de que las variables de campo tienen que satisfacer las condiciones
de (anti) periodicidad. Esto ocasiona que los valores temporales sean discretos, como ya se vio.

En resumen, el formalismo de Matsubara posee las siguientes caracteristicas:
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= La funcién de particién se conecta a la integral de camino, donde la Accién corresponde a

la Accion Euclidiana del sistema original con el intervalo temporal de integracion finito.

= Los campos fundamentales de esta Accion Euclidiana deben satisfacer las condiciones de

(anti) periodicidad, con un peri6do de 3.

= Las reglas de Feynman para ésta teoria pueden extraerse de la integral de camino. La
diferencia entre QFT y TFT, radica en la dependencia del propagador con la temperatura

T, mientras que los vértices entre las teorias son exactamente los mismos.

Gracias a este ultimo punto, dada cualquier teoria cuéntica de campo podemos describir

perturbativamente, mediante diagramas de Feynman, fenémenos que ocurren en TFT. El pro-

pagador para los campos escalares® en el espacio de momentos es de la forma
G (F. on) 1
, W =T =
g " w2 + k% + m?

1
_ _ , 1.22
(4n2m2/5%) + k2 + m? ( )

donde k es el momento y m es la masa de la particula escalar. wy, son las frecuencias de Matsubara.
Es importante destacar que el formalismo de Matsubara ha sido desarrollado completamente
en el contexto de sistemas en equilibrio, asi que solo podemos describir procesos muy lentos en

el tiempo que caracteriza la evolucion del plasma en equilibrio °.

1.2.1. Autoenergia a temperatura finita.

Para mostrar el desarrollo de una autoenergia a temperatura finita, vamos a trabajar con

una teoria bosénica y escalar descrita por la siguiente densidad lagrangiana:
1 m? 5 1 M? 5 G o

donde B y ® son sos campos correspondientes a particulas masivas con masas M y m respecti-
vamente. Dado que son campos escalares, su propagador es de la forma (1.22) y los vértices son
iguales a los de temperatura cero. Si queremos calcular cantidades a temperatura finita, debe-

mos tomar al tiempo como un pardmetro imaginario, asi la teoria se convierte en euclidiana. Los

4Un campo escalar es el descrito por la ecuacion de Klein-Gordon que resulta en una teoria de bosones de

espin 0[10].
®Segiin resultados de experimentos en el RHIC, en colisiones nucleares se estima que el plasma de quarks y

gluones se encuentra en equilibrio aproximadamente en un tiempo del orden de 10fm = 10~ '%s.
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H(ILPU) :;\

Figura 1.1: Autoenergia del campo bosonico ®

calculos pueden realizarse de manera analoga al caso de temperatura cero, la tinica diferencia
es que los valores de la variable temporal son discretos y por lo tanto, en lugar de una integral

debemos hacer una suma sobre los valores discretos de energifa:

/d4kE BZ/ d3k: (1.24)

La autoenergia del campo ® en la figura (1.1) corresponde al ultimo término de interacciéon
de la ecuacion (1.23). Esta autoenergia se construye utilizando las reglas de Feynman para un
campo bosonico escalar. En este caso, tenemos dos patas que valen 1, 2 propagadores que estan
dados por la ecuacion (1.22) y dos vértices que corresponden a la constante de acoplamiento %
en la ecuacion (1.23). Todos se multiplican y se integran respecto al momento k. Esto queda de

la siguiente forma,

1

1(7, p 2/ dsk (1.25)
7o) T 23 4n27r2) +E2 (2n7r + o ) T B2 '
B k+p

donde

= (K2 + M?)z

(1.26)
- 1
Ep,y = l(k+0)* + M?)2,
Podemos reescribir la ecuacién (1.25) como:
7 [ B\ Bk 1 1 1
(P, po) = ( ) / , — = .
23 Xn: (2m)? EEEEJF}; n+ %z n— '82%2
(1.27)
1 1
X 3 BE. . 3 BE- -
n+ QL;:) + 2];:’17,1/ _|_ PO o 2’;7:’177;
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La sumatoria sobre n se evalua utilizando la representacién en serie que surge del Teorema de

Residuos (ver apéndice A.4) que establece que:

1 1 us
= th — coth . 1.28
;n—i-iwrﬁ-ix x—y[co () — coth(my)] ( )
Introducimos este resultado a la expresion para la autoenergia (1.27), tomamos los valores dis-

cretos para pg = 2”7“ y la periodicidad de la cotangente hiperbdlica. Con esto obtenemos:

2 3
R g d>k
H(pvp()) :8/ (277')3

1 Er 1
— coth (ﬁ k) 5 —
E; 2 E,;Jrﬁ_ (E}; — ipo)

BE;, - 1
coth [ —F2 ) — (1.29)
2 ES - (Ef, 5 — ipo)

+

EE+17

Es importante destacar que la autoenergia no es una funcion analitica en el origen p' = 0.
A temperatura finita, la invarianza de Lorentz se rompe por la eleccién del marco de referencia
especifico, por lo tanto, la amplitud puede depender de manera independiente de pg y p. Esto
implica que los limites para pg — 0, 9 — 0y p — 0, pg — 0 no necesariamente son iguales
(ver apendice A.6). Por ejemplo, el limite o’ — 0, pg = 0, corresponde a tomar un limite estéatico,
que permite obtener la masa para los campos eléctricos generada por la dindmica [4].
Una manera alternativa de ver a las autoenergias en temperatura finita es introduciendo la
distribucién térmica,
n(Ez) = ————, (1.30)

1

k+ﬁ) - eﬁEEJrﬁ _ 1'

n(E (1.31)
Las funciones de distribucion (1.30) y (1.31) se obtienen de:

w(2EE) Z1 4 one 1.32

cot )= 1+ 2n(Ey), (1.32)

asi, podemos reescribir la ecuacion (1.29) como

= |1+ n(Bp) (1 + n(Eg, ) — n(Bpn(Ey, )

. ( 1 - 1 )
wtEpt By, w-Bp—Ep;
+ (n(Ep) (1 + (B, ) — (n(Bg, ) (1 +n(Eg))

(1.33)

1 1
>< —
(w_EE+EE+ﬁ w+EE_EE+ﬁ>

Observemos que para este ejemplo:
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= A temperatura finita, la autoenergia debe ser pesada por factores de estadistica.

= Si estuvieramos trabajando con campos de fermiones, aparte de la esctuctura espinorial,
los factores estadisticos tendrian la forma (1 — ng(E})), que es el "Factor de Bloqueo de
Pauli", representando que hay una distribucién real de fermiones en el medio de densidad

n. Asi que la densidad disponible de los estados para los posibles decaimientos se suprime.

= Hay particulas reales presentes en un medio y como consecuencia hay canales disponibles

que no lo estan o no son posibles en T' = 0.

Por ejemplo, con la densidad lagrangiana de la ecuacion (1.23) para esta teoria podemos analizar
el proceso

® — B+B
que ocurre con un factor estadistico
(1+n(Ep)(1 + n(EE+ﬁ)).
Como en el medio térmico hay B’s reales, tenemos también el proceso inverso,
B+B—¢

éste ocurre con el factor estadistico:

Notamos que estos dos procesos estdn contenidos en la ecuacion (1.33), donde se observa que la
razén de decaimiento total para @ es la diferencia entre ellos. Los otros términos representan los

procesos adicionales a temperatura finita:
®+B—B

B — &+ B.

que ocurren con el factor estadistico:
(n(Ep) (1 +n(Ep, ;) — (n(Eg, ;) (1 +n(Ep)).

En este capitulo nuestra discusién se ha concentrado en el formalismo de tiempo imaginario,
o de Matsubara, aplicado a los sistemas estadisticos en equilibrio térmico. Todas las herramientas
y propiedades mostradas en este capitulo son utilizadas para determinar la pérdida de energia

dE/dx de un muon a través de un plasma de QED en equilibrio térmico.



Capit 1110 2 Pérdida de energia por unidad de camino

recorrido.

Este capitulo consiste en el calculo de la pérdida de energia % de un muén propagéndose

a través de un plasma de QED formado de electrones, positrones y fotones. El calculo estd dado
por dos contribuciones: La primera es la Hard, que estd determinada por el diagrama de Feynman
a nivel arbol que se muestra en la figura (2.1). La segunda contribucion es la Soft, determinada
por un diagrama de Feynman que contiene el propagador efectivo de un fotén respresentado en
la figura (2.2). Esta idea fue propuesto por Braaten y Yuan [1| donde se introduce el momento ¢*
arbitrario para separar las regiones del momento ¢ transferido en las interacciones: ¢ > ¢* para

la contribucién Hard y q < ¢* para la contribucion Soft.

u(P) (P

Figura 2.1: Diagrama de la contribucion Hard para dE/dx.

e (K) e (K')

AQ)

u(P) w(P")

Figura 2.2: Autoenergia II(P) de la contribucion Soft para dE/dx.

El plasma que el muén atraviesa es isdétropo y estd en equilibrio térmico a una temperatura
T. Dentro, el muén interactiia con un electrén térmico de masa despreciable tal que m, <<
el << M, P, asi que trabajaremos a primer orden en % y %. Inicialmente, el muén tiene un
4—momento P = (E,,p) y una velocidad U, mientras que el electrén tiene un 4—momento inicial

-

K = (Ek, k). Durante la interaccion intercambian un fotén que posee un 4—momento Q = (w, q)

13
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donde w = E}, — Ej, es la energia del fotéon y ¢= k' — k es el momento transferido. El muén sale
con un 4—momento P’ = (E},,p') y una velocidad ¥, y el electrén térmico con un 4—momento
K' = (B}, k).

.,Coémo podemos saber, tedricamente, cuidnta energia pierde el muén en el proceso? Como
primera aproximacion, uno podria decir que la diferencia de energfas AE = E, — E;, es la energia
perdida. Ya que no todos poseen la misma energia, se debe considerar un rango de energias
para los muones en el estado inicial y final. Asi que es necesario obtener un promedio de energia
integrando sobre un rango AF.

En la siguiente secciéon vamos a comenzar por el cilculo de la pérdida de energia de la

contribucion Hard, seguido de la Soft.

2.1. Calculo de dE/dx

Usando la Regla Dorada de Fermi [10][11], la amplitud de transicion es

K ,
) =aE, / o) 32E / o7 32Ek (E’“)/W;U”F(Ek)}
x (2m)'s' (P + K — P —K’)%ZM?. 2.1)

spin

Podemos ver que las integrales de los factores de flujo, solo son sobre la parte espacial de los
vectores de 4—momento salientes. La ¢ garantiza la conservacion del momento del proceso. El
término np(Ey) = (/T +1)~1 viene del formalismo de Matsubara visto en el Capitulo 1 y
se introduce para las particulas térmicas entrantes, mientras que para las salientes, tenemos el

término 1 — np(E}). Usando I' el promedio de la energia perdida es:

AE, — ;/MOO dE(E, - E’)d‘g (E,. E)) (2.2)

Como el plasma se conforma por una distribucién de particulas, es necesario integrar sobre

la diferencia de energias y el diferencial de la razén de decaimiento con respecto a la energia

del estado final del muén jlg,. Esta integral es respecto a E]’O porque dado un estado inicial,
integramos para todos los valores de energia posibles en el estado final. El tiempo promedio de
la interaccién del muén con el plasma es 1/I', por lo tanto la distancia promedio que viaja es
Az =v/I', donde v = |9]. Asi que la energia perdida por unidad de distancia recorrida es

dE, 1 [® dr
_ I 2.
= [ anym - 5}) i (B B5) 2.3)
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El signo menos indica que si la energia del estado final del sistema Ezla es mayor que la enegia
del estado inicial, el muén gana energfa del plasma. Caso contrario ocurre cuando la energia del
estado final es menor que la del estado inicial.

Para el calculo de la pérdida de energia necesitamos hacer algunas consideraciones. La prime-
ra, es considerar que estamos trabajando con un plasma isétropo. Esto significa que no importa
la direccion de propagacion del muén. Ademas, la masa de los electrones y positrones que con-
formen este plasma debe ser muy pequena en comparacion a la temperatura del plasma. Las

velocidades del muén entrante vy saliente estan dadas por

L P
= — 2.4
-2, (2.0
B
=L (2.5)
p

Para la energia final del muén en ambas contribuciones, tomamos la aproximacion de la energia

como,

E,=E,—0-q. (2.6)

En la contribucié Soft, el fotén intercambiado interactua con el medio, por lo tanto se genera
una masa térmica debido a la dinadmica. Esta masa es proporcional a la temperatura m., oc €7
Asumiendo que el momento transferido es muy pequefio en esta region, es posible aproximar la
energia final como,

E,~E,—k-q (2.7)

Una vez establecidas estas consideraciones, pasamos a determinar la pérdida de energia en ambas

regiones.

2.1.1. Contribucion Hard.

La pérdida de energia en la aproximacion Hard resulta de las ecuaciones (2.1) y (2.3).

dE, 1 d3p' 3k 3K ,
_ _ L B | =25 11— np(E
[ dx] B, / (2r)%2E, / Gmy2E, " E) / (27r)42E,;[ nr(Ey))

< e P+ K — P —K/)%ZM/HQ%@(Q—(]*) (2.8)

spin

donde la funcion O(q — ¢*) impone la restriccion de la region Hard.
La ecuaciéon (2.1) corresponde a los diagramas de las figuras (2.1) y (2.2). A parte de esta

contribucion, también tenemos una que viene de la dispersion de Compton. Esta consta de la
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u(P) (P

Figura 2.3: Diagramas de dispersiéon Compton

suma de los diagramas en la figura (2.3). Sin embargo esta suprimida por un factor (T//M)? (ver
apéndice C.1) con respecto a la dispersion de Coulomb [1][7]. Por lo tanto la tnica contribucion
a la pérdida de energia en la region Hard es la correspondiente a la figura (2.1). Para determinar
dE/dx en la region Hard, es necesario calcular la amplitud de probabilidad M de este proceso.

Usando las reglas de Feynman para QED (ver apéndice B) su amplitud correspondiente es:

iM=U(K')(—iey")V(K) <_é§2’””> V(P)(—iey”)U(P"). (2.9)

Donde U y V son las funciones de estado de las particulas interactuantes. La amplitud conjugada

es de la forma,
o2
—iM" = Qg[ ()" UK[U (P )V (P)]. (2.10)

Por lo tanto el cuadrado es,

IMJ? = 4[ (K V(E)WV (KW UKV (P)y.U (POU(P) 7,V (P)]. (2.11)

Q

Sumamos sobre el espin de los estados iniciales y finales para obtener,

5 Z M2 = @TT[K'W“K’V”]TT[(P = M)y (P + M)y (2.12)

spm

Calculando las trazas (ver apéndice C.2) obtenemos,

= Z IM|? —16—(K’ PK-P'+K  -PK-P+K - KM? (2.13)
spms
64

=16 51 (B, B — 5 F) (B L — 7' - F)

=

+(EyE} —p-K)(ELEy — P - k) + M*K' - K], (2.14)
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donde utilizamos la definicion de 4—momento.

Considerando que la velocidad del muén entrante y saliente esta dada por v = EL; yu = %,
p
respectivamente y que ¥ = v/, tenemos la aproximacion,
E,~E,—7-q, (2.15)
podemos escribir la ecuacion (2.14) como,
1 2 64 L7 i L
5 > IMP = 16@{(EpEk — E,v-k)(E,E;, — E,U-K)
spins
+ (BB, — Byt - K)(E,Ey, — B, - k) + M°K - K')}. (2.16)

Desarrollando el cuadrado de la amplitud de probabilidad (ver apéndice C.3) factorizando

EpE;) y expresando M? = Eg — P2, obtenemos

S . E
= Z IM|? = 2B, — T k)(E, -7 K)+ (1-v?)K - K2 (2.17)
spzns Ep
donde podemos identificar K - K’ como,
2
K-K’:—% (2.18)

ya que me es despreciable. Si E'), > ¢ - ¢, podemos expresar la ecuacion (2.17) de la siguiente

manera,
1 — 02

5 Q. (2.19)

= Z \M\Q—IG—E E[2(By — 7 k) (B, —7-K) -
sp'ms

Introdicimos el resultado (2.19) en la ecuacion (2.8) e integramos sobre el momento p’ utilizando
la funcién delta, obtenemos la siguiente expresion,
_dE, Amet [ &Pk 1 K 1
S Y0 07 N e Y
w

X m@(q —q")(Ey + Ex — E, — Ey)

X [2(Ey —T-K)(E, —7-K) —

1 — 02

2

(w? — ¢%)). (2.20)

Utilizando conservacion de la energia, asi como la aproximacion en la ecuacion (2.15) podemos
escribir el argumento de la delta en términos de la energia, el momento del fotén y la velocidad

del muén, asi la pérdida de energia queda como sigue

dEp B 64 ddk 1 dSk/ 1 . w .
|:_d33:| . —47’[’0/(271_)3 EknF(Ek)/(27T)3E;]/€[1 —nF(Ek)]m@(q— q )

L) (221)

X 0w —T-Q)[2(Ey —T-k)(Ep —7-K)—
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En el término del factor de Pauli [1 — np(e))], np(E}) puede ser suprimido ya que el termino
correspondiente en el integrando es impar ante el cambio de kE— K y su integral se reduce a

cero. Con esto obtenemos lo siguiente,

4Ey et [ A%k 1 S 1w
[ dx :|hard " / (2m) By e k)/ (2m)3 B}, (w? — q2)29(q q-)

X 0(w—7T- Q2B —7-k)(E, —0-k) —

ademas, por conservaciéon de 3—momento tenemos,

7

7=k —-k—k=¢q
Haciendo el cambio de k" a g en la pérdida de energia, encontramos,

dE, et Bk 1 d3q 1 w
xS [ O (B o(q - ¢*
[ dx ]hwd e / (2m)3 Ey nr(Er) / (2m)3 w+ Ej (w? — ¢?)? (g-47)

X 3w =T PR(E— - F)w+ B —7-§—7-F)

(w® —¢*). (2.23)

De aquf se sigue,

dr, B et k1 d3q 1 w N
[‘dx] a0 | @ mr ) [ o @ o)
1 — 02 9 9
5 (W™ —q7)]. (2.24)

S(w—7T Q2B -7 k)?+2E,—7 k) (w—7-q) —

Si integramos respecto a ¢ en la expresion anterior, el término de la integral que depende de
(w—1-q) se anula por la definicion de la Delta de Dirac. Esto nos permite simplificar la expresion

(2.24) de la siguiente manera,

dE, el Bk 1 d3q 1 w
SN G ) o(q - q*
[ dx },W,d ™ / (2m)3 Ej ne(By) / (27)3 w+ Ei (w? — ¢?)? (g-d")

— 2
< 5w — T 2B — TR — )] (2.25)

Trabajando en coordenadas esféricas de la variable g, obtenemos la siguiente expresion,

R Ce R R

QLQ)Q[Q(EIC — k) - Lo (w? = ¢*)], (2.26)

(w? —¢q

X

donde ahora tenemos que w = |+ E\ — Ej,. Para simplificar la expresion, debemos recordar que

dE/dx no depende de la direccion de la velocidad 9. Asi, podemos escoger que ¥ esté sobre el
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eje z. Esto nos va a permitir reescribir la funcion delta de la siguiente manera [12].

3(dg — $0)O(Ex + 7~ )2/ + k|
q\/4Ek sin? 0, sin? 0, — [q(1 — v2 cos? 0,) + 2 cos O, ( Ey cos Oy, — kv)]?
(2.27)

(G + K| — By — - ) =

donde ¢g es la solucién a la ecuacion

q(1 —v?cos? 0,) + 2 cos O, (k cos O, — kv)
2k sin 0y, sin 0,

cos(¢o — ¢) = — (2.28)

Hasta este paso, podemos sustituir la ecuacion (2.27) dentro de la ecuacion (2.26) y realizar la

integracién con respecto a ¢g. Con esto se obtiene la siguiente expresion,

dEp 2@4 3 nF(Ek) /oo /1
de N 4 2.2
[ dx Lard (27)5v /d k B, qdq _1dc059q O©(k + vgcosby) (2.29)
@(4k;2 sin? 0y, sin® 0, — [q(1 — v? cos? 0,;) + 2 cos O, (k cos Oy, — kv)]?) 2.30)
\/4k:2 sin? 0, sin? 0, — [q(1 — v2 cos? 0,) + 2 cos O, (k cos Oy, — kv)]?)
w Lo 1—2?
X W) [Q(Ek —7-k)2+ 5 (w? — qQ)} . (2.31)

El resultado para la integral respecto a ¢, se encuentra restringido por la funcién paso:
O(4k?sin? 0y, sin? 0, — [¢(1 — v* cos® ) + 2 cos O, (k cos Oy — kv)]?).

Cambiando la integral respecto a k a coordenadas esféricas, y considerando que hicimos

me = 0, podemos aproximar la magnitud del momento k£ a la energia Ej,

4By —2€4/dk‘k‘ (k)/dQ/ood/ld 0,40 (k + 0,)
Ix hard_(QW)5 ng k qdq cos 0 vq cos B,

@(4k‘2 sin? 0y, sin® 0, — [q(1 — v2 cos? 0,) + 2 cos O, (k cos Oy, — kv)]?)
\/4/<:2 sin? 0, sin? 0, — [q(1 — v2 cos? 0,) + 2 cos O, (k cos Oy, — kv)]?)

2
Y (v%q? cos? eqq2)]. (2.32)

qu cos b,

2k — 7 - k)2
(v2g? cos? 0, — ¢*)? [ ( v-k)"+

Vamos a asumir que la magnitud del 3—momento & es una fraccién del momento transferido en

la direcciéon z, k = qy, con este cambio de variable en la integral respecto a k obtenemos:

< dEp) 2¢! /Ood /1 dcosd /%dgb /oo (9)d /1 d cos 0,40(y + vq cos ;)
T =755.. vy k k anr\q)aq YyTvg
dac hard (27T)5’l) 0 -1 0 q* -1 a a

y O(4k? sin? O, sin? 0, — [q(1 — v? cos? 0,) + 2 cos O, (k cos Oy, — kv)]?)
\/414:2 sin? 0y, sin? 0, — [q(1 — v2 cos? 0,) + 2 cos O, (k cos O, — kv)]?)

v cos O
(v2cos? 6, —1)?

2
[23;2(1 —wcosfy)? + v (v cos? 0, — 1)] , (2.33)



2.1. Calculo de dE/dx 20

en donde se ha simplificado la expresion dejando solamente una potencia en la variable q. FEsto

permite realizar la integral fqio gnr(q) para obtener,

> ay -1 q2 qT ay T? . ay
q(eT —|—1> :———ln<l—|—eT)——L12(—eT) (2.34)
/q* 2 Yy Y2
donde Lis pertenece a las funciones Polilogaritmicas definidas como
1 00 tsfl
Li = dt 2.35
O A =t (235)

utilizando una de las propiedades de los polilogaritmos que establece que para todon = 0, +1, £2, ...

se tiene,
. . 2T 1 In(z
Lin(a) + (-1)Lin(1/0) = ()" (5 + e ). (2:30)
la ecuacion (2.34) se puede reescribir como:
o -1 7%y 1n(1 —q"Y) _ Lio(—e~ Y
/ q (e% + 1) = qQTQq yln(l +e ~*) 5 fa(—e ), (2.37)
¢ (@*y)

~ _ q*
donde ¢* = %.

Sustituyendo la ecuacion (2.37) e integrando con respecto a ¢y, obtenemos

dEp 64 o0 " 1 1
0 hm«d:2774v ; dyyF1(qy) _1d0059k _1d0089q@(y+vqc059q)

" O (4k? sin? O sin? 0, — [q(1 — v? cos? 0,) + 2 cos O, (k cos Oy, — kv)]?)
\/4l<:2 sin? 0y, sin® 0, — [q(1 — v2 cos? ) + 2 cos O, (k cos Oy, — kv)]?)

2
v (v? cos? 0, — 1)} (2.38)

v cos O
X
(v2cos? 6, —1)2

{2y2(1 —wvcosfy)? +

Integrando obtenemos,

-
— dwO(v? — w?)
Yv Jji—y|—y

2 2 2
w [3w v 1—0* 1 (1_U2)y(y+w)} ‘

Rl _ 2.
;g Pyt 2 1—w? 1— o2 (2.39)

Este es un resultado del trabajo de Paul Romatshke y Michael Strickland [12] donde realizaron
ésta integral para la pérdida de energia de un plasma de QED anisétropo. Ellos introducen en
np(k) un parametro £ el cual le da anisotropia al plasma. Introducimos el resultado (2.39) en la
expresion (2.38) y obtenemos,
dEp} et / o - ! 2 2
—— =33 dyFl(q*y)/ dwO (v” — w”)
|: dx hard 272 0 1-yl-y

2 2 1 — 2 1
w [Bw v v —qa 7v2)y(y+w)

Rl _ 24
;g Pt 21— 2 1—w? (2.40)
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Con esto, la integral sobre w se puede realizar analiticamente [12] utilizando lo siguiente,

1+v

o0 1 = v [e'¢) v
/ dy/ dwO(v? — w?) :/ i dy/ dw+/ dy/ dw. (2.41)
0 1—yl-y L 1-2y v —v

2

Con esto obtenemos

4 1+v

dEp e p) v o0 v
-—z = dyFy (3 d dyFy (3 d
{ dx}hard 58,2 /1; yFi(q y)/1_2y “’*/1;@ yFi(q y)/_v w

R (O e RECYE)

4 4 2 1—w? 1—w?
Los limites de integracion surgen a partir de tomar las restricciones del momento ¢, ( —v < w <
+v), en la funcién ©. La restriccién para el momento transferido ¢ > ¢* y w > 1 — 2y se sigue
dew=Fk —ky|g=K—Fk

Si integramos y evaluamos en el primer intervalo de w, [—v, +v| obtenemos:
I =2y(v—(1—2?)tanh™'v). (2.43)
Ahora evaluamos las 6 integrales en el segundo intervalo de w [1 — 2y, v] y sumamos:

|
J=2 [ ~16y* + 32y% + (vt + 20% — 3) — 8y(1 — v(2 + v))
+4(1 —v?) {4y (tanh_1 (1 —2y) — tanh™? v)

+ (257 + D(In(dy(y — 1) ~ In(e? = 1)) (2.44)

Integramos estos resultados respecto a la variable y,
I'= /Idy (2.45)

J = / Jdy, (2.46)

evaluamos los limites correspondientes en las ecuaciones (2.45) y (2.46) y sumamos para obtener

la siguiente expresién,
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(' +J) :”1247;2 [(1—7+ 2/((22))> (288v+721n <—1;z> —72In (-112)
~72(1 — v} In (—1 s Z)) + (=240 + 24(1 — v?) tanh~'[v]) In(q")
a1 b(15) (D) v
+6ln( >< (1-2?) <—ilz>)
+61n< ><2v— (1—?) ln<—1+z>)
_6(1—v)(L12<1_ >—L' (1_?”))} (2.47)

Manipulando algebraicamente podemos simplificar esta expresion (ver apéndice C.7) de la

siguiente manera,

(' + ') = WQGTZ KU - )m;Z) <lnﬁ;{+2_7+i’((2)) —;ln(1—02)>

2

2., 1 2 (2

Introducimos el resultado en la ecuacion (2.42) para obtener,
dE, AT2 /1 1-02 1- 4T 3 2 1
= —+———1In In— 4 = — — ~In(1 — 2?
[ dx ]hm 24 KU M 1—|—v> < Ty g e )>

2 1—v? 2 2
——v — Lip { —— | — Lig [ —— . 2.4
377 Tq? < 12<1—v> 2 <1+v>>] (249)
Utilizando E/M = 1/v/1 — v?, reescribimos (2.49)

dE, AT /1 1—v%2. 1—w T E
= et In—— ) (In=+In—+F 2.50
|: dl’ :|hard 247T |:<U * 2U2 " 1 +U) (n q* o M * hard(v)>:| ’ ( )

Fhard(v) = Ind + A @ 80° +3(1 - v?) [Liz (fv) L]” <1+v>] ’ (2.51)

2 ¢(2) 620+ (1 - In 52

donde

una vez que hemos determinado la contribucién hard, podemos proceder a calcular la contribuciéon
Soft.
2.1.2. Contribucién Soft.

El proceso en la region del espacio fase, donde el foton intercambiado tiene momento Soft, esta

representado en la figura (2.4). Ya que es un momento transferido muy pequeno, el foton tiene
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Figura 2.4: Propagador efectivo del fotén.

posibilidades de interactuar con particulas del medio. Por lo tanto, el propagador del fotén debe
ser reemplazado por un propagador efectivo A*(Q) que se obtiene sumando la serie geométrica
de todas las autoenergias, ver figura (2.2). La contribucion Hard y Soft a la pérdida de energia
son invariantes de norma de manera independiente [1][7]. En la region Soft se deben considerar
los efectos longitudinales y transversales en la propagacin. Por lo tanto, la norma més conveniente
para evaluar la contribucion soft es la de Coulomb, donde las tinicas componentes diferentes de

cero para el propagador efectivo estan dadas por[1][13]:

A®(Q) = Ay(w, q) (2.52)

AT(Q) = Ay(w,q)(8Y — ¢'¢") (2.53)
donde ¢ es el vector unitario del momento transferido vy,
1 3 5 w+q
Ay(w,q) ™t =¢* - Sms —1 — =2 (2.54)

Ap(w,q) ' =w® —¢* + 5 (2.55)

2 7
Para escribir la pérdida de energia Soft vamos a partir de la ecuacion (2.8), donde de manera

similar a la Hard y con la aproximacién de la energia,

E,=E,—k-q, (2.56)

la expresion queda de la siguiente forma,

31 .
[ dzp]soft 4UE / 27 3Ek k)/@i)fE];[lnF(E,;)]é(wk@);sz]MF@(q*Q)»
(2.57)

donde ya hemos simplificado. Ademés, aplicando la aproximacion de la energia (2.56) el argu-
mento de la funcién delta es diferente al argumento en la funcién delta de la region Hard y la

funcién paso ahora esta limitando el calculo a la regiéon Soft.
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Para el calculo de la amplitud, vamos a utilizar la misma notacién que utilizamos en el caso
Hard asi como la misma convencién de momentos para las particulas del proceso. Siguiendo las

reglas de Feynman, la amplitud Soft es de la siguiente forma:

iM = UKV (K)A™(Q)V (P)y T (P') (2.58)
Sustituyendo el propagador efectivo de las ecuaciones (2.52) y (2.53),

iM=e2A(Q)U(K)V (K)u(P)y’U (P

+e* A (Q)(87 — ¢'¢)U (K" )WV (K)V (P U (P') (2.59)

El conjugado de la amplitud es:
—iM* = A (Q)V (K )Y U (K" )u(P')y°V (P)
+e2AT(Q)(0™" — g q" )V (K)y"U(K")U(P')y"V (P) (2.60)

Calculamos el cuadrado y sumamos sobre el espin (ver apéndice D.1). El resultado es,

64
5 S IMP =S IA(QIPTYI(P + M)y (P~ M)y T K7+ K+°)

+HIAUQ)P(6Y = ') (8™ — ¢ " )T [(P' + M)y (P — M)y Te[ K’ K"
+AAL (@™ =g [(P+ M) (P = M)y " Te[ K"y K"

AT A6 = @' )TR(P + M)y (P = M)y T K’y K] (2.61)
Desarrollando las trazas se determina el primer término de la ecuacion (2.61), como
M = |AP2AELE, + K - K). (2.62)

Una vez que desarrollamos las deltas de Kronecker, el segundo término resulta de la siguiente

forma (ver aéndice D.2),

- -

1 I o e s o - -
5 2 Ml = 16|A P25 K — G5 K') 7k — -7 K) + (454 7~ p*) (B By — k' - K)). (2.63)

Ahora, si realizamos el algebra para los términos cruzados (ver apéndice D.3), el primer término

cruzado es el siguiente,

1 . Do o Lo
5 > IMs|? = 8AAT2EEL(F -k — G- P k) + 2B, ER(- K — ¢ 5 - K)), (2.64)



2.1. Calculo de dE/dx 25

con el mismo procedimiento, el segundo término cruzado es,
IMal? = 8ATA2E,EL(F -k — G- §q - k) + 2B, Ep(p- K — ¢ -5 - K')). (2.65)
Finalmente, sumamos cada uno de los resultados para obtener el cuadrado de la amplitud total:
§ 3 IMP = 166 AP (B, — - R)E
s

FANPRE K —G-pq-KYF-k—G-9G-k) + (G- 547 — p*)(EpEy, — K - k)]

+ 2Re[ N AN B EL(F -k — G- 94 - k) + Ep(p- K — q- 5 - K)]] (2.66)

La expresion (2.57) debe ser integrada respecto a k y k’. Si analizamos el comportamiento de
la amplitud |M|? bajo el intercambio de Ex — Ej podemos ver que ésta es simétrica. Ahora
bien, si analizamos el comportamiento del integrando np(Ey)[1 — ns(E})]|M|?* podemos ver que
no lo es. Entonces cuando integremos, obtendremos cantidades que se van a cero debido a esta
antisimetria. Sin embargo, es posible construir un nuevo integrando Gs(Ey, E}) (ver apéndice
D.4) que permita tomar solo los valores diferentes de cero en el resultado de la integracion total.
La funcién simetrizada es,

1
G (Br, BY) = —wnlp (By) | M (2.67)

Introduciendo el resultado en la ecuacion (2.57), obtenemos

dE, d*k 3K , . w? 9
—n/p(E — k)= *—q). (2.
[ deoﬁ M / SN / ey BRI kD5 3 IMPO ~0). (269

Poniendo el momento k' en términos del momento transferido y haciendo la aproximacion de

la energia, la ecuacion (2.68) se puede reescribir como

_dE, d“k: d3q / .

(2.69)
Trabajando en coordenadas esféricas obtenemos
dE, ] 7'(‘ / dq / 9/ %
o3l [ AW O(¢" —q)
|: dx soft 8UE2 ( )3
- dk k:2
X 5(w—k-q)/ g E2 nl Z|M\2 (2.70)

Simplificaremos la expresion de |M|? usando la ecuacién (2.56) y el hecho de que para mo-
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mentos transferidos muy pequemos K~ lg,
1 .
3 > IMP? =16¢t |(By — k- @) By, + K| Ep| Al
S

+ Re[AN A\ E 2By, + k- @[k -7 — G- kq -

2 APIF -5 =5 da- B = (Bu— k- DB~ k)0 —q-pa-7))] (271

(2.72)
Considerando que Ej, ~ \l;] y que Ey >> k - ¢ obtenemos,
1
3 STIMP? =16et [K2E2|A)?
+ Re[NA2E K (k- — G- kq - )
+ 2D PR 5= 5 4 - b)Y’ (2.73)
Recordando que p'= vE,, obtenemos lo siguiente
1 PO
5D IMP? = s2E2K%! [|Al|2 R[N Ak T — G- kg V)
AP 75 0 )’
Sustituyendo en la ecuacién (2.70),
dEp 1 dg o o / 27! / ds2 7
e B ) [ ARkl (k)] [ S S(w — k-
S| [ eere —o [ @t [ ok
x32¢* [|Al!2 + Re[ANAY) (k-7 — - 1%%) + A2 (k-7 — %q - 12;)2] . (2.74)
Las integrales sobre los angulos de k& son [1]:
dQ - 1
il —§-k) = — 2.
/ e —db) =5 (2.75)
dQ PP -
/5(w G R T— YR =0 (2.76)
47 q
ds) A W, 1 w? w?
—S(w—G-k)k-T—=¢-k)?=—(1-= 2= 2.77
/4W(WQ)(U qq> 4Q< q2><v q2> (270
Resolviendo la integral respecto a k, tenemos
2T2
[ areenp ) = T 278)

con esto,

dE, etT? 5 5 1 w? 5 w2 9
_ % - dqqO(q* — A —(1-= — = ) 1A 2.79
[ deoft 12%/ 240(q" — q)w” | A" + 5 2\ | A (2.79)
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Recordando la restriccion para el momento Soft de 0 < ¢ < ¢* y utilizando algunas propiedades

de la funcion paso © (ver apéndice D.5) la ecuacion (2.79) se reescribe de la siguiente manera:

dE eAT?2 +vg 2 1 9 , 2 )
[ dx Loft QU2 / / dww? [|Al‘ <1 - q2> <v - q2> |A] ] . (2.80)

Para realizar la integral, es necesario introducir la forma de A; y A;. Para simplificar la expresion
de los propagadores efectivos en las ecuaciones (2.54) y (2.55) vamos a considerar que la masa
térmica del fotén es muy pequena. Esta condicidon nos permite realizar un desarrollo en serie de
las funciones A; y Ay,

1+2)t=1—24+22%+ .. (2.81)

Asi, los propagadores efectivos quedan,

Thy 3 e (eneta. 1
Ay(w,q) = QQ[ +2 W(ql g 2>+O(m7)] (2.82)
ww?-¢*), wt+qg w2 4
Ay 1 - — . 2.
(w,q) [ 2w2 —q ( o nw—q 7 + O(m.) (2.83)
El cuadrado de estos son,
1 3 w+
1A (w,q) = [1 + = 3 <l fq — 2> + O(mfy)} (2.84)
q* q w
m? ww?—¢?) ., wt+qg w?
A 2= 1-3—— 1 — = | +0(m? 2.85
| t(w7Q)| (W2 _q2)2 [ w2 _q2 ( 2(]3 nw_q q2> + (m'y) ( )

Tomando los términos independientes de m~ integramos la expresion (2.80), el resultado es

dE, etT? 9 1 q*
= —(1- h™ 1
[ dx ] 24mv? [v= (1 =) tanh™ )] In Gmin
AT?2 1 (1-vY), 14w q*
= - — 1 1 2.
24w |:U 202 " 1- U:| . Qmin7 ( 86)

donde gy regula la divergencia en el limite de ¢ = 0. El segundo término del propagador que no
vamos a despreciar de las ecuaciones (2.84) y (2.85), es donde tenemos términos proporcionales

a m% Para integrar, hemos hecho el cambio de variable z = w/q, obteniendo lo siguiente,

1 1v? — z? 1
f(x,q) —Bm/ dq3/ dx[:clnx+ S N <x(:n2—1)lnx+1—:z:2>].

z—1 2 2 -1 i
(2.87)
Integramos con respecto a ¢,
3m? tuo g2 z+1 102 — 22 r+1
v 2 2
=" [ 4t |zl . 1)1 -
o) =gz [ ez [ -2 g (o -y -7
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Podemos reescribir la contribucion Soft a la pérdida de energia como

_dE, T ;_(1—712)1 1+w
dx soft_ 241

>ln 0 +Fsoﬁ(v)}, (2.89)

n
2 _

v 2v 1—w Qrin

donde ¢ es del 6rden de e’ y viene de que es la unica escala a nuestra disposicién en esta

region. El término Fy,p(v) se define como

3m

2
) 23 1 5 1 1
— g 3 5 2 _ 4 6
Foopi(v,q) = 2 E, — a7 <3v EET AT L <3 5V vty > arctan(v)) .
(2.90)

Debido a que nosotros hemos trabajado en el limite donde la masa del fotén es muy pequena
este resultado, es solo una contribucién al de la literatura, donde se reporta un resultado usando
la forma completa del propagador efectivo del fotén [1].

Ya que hemos determinado las dos contribuciones a la pérdida de energia, podemos expre-
sarla de manera completa mediante la suma de ambas contribuciones. En el siguiente capitulo

trabajaremos en el analisis del resultado total para valores de ¢*.



Capit 1110 3 Pérdida de energia total en un medio isétropo.

En el capitulo anterior, realizamos el desarrollo de la expresiéon para las contribuciones Hard
v Soft a la pérdida de energia de un muén atravesando un plasma de QED con una velocidad v.

FEn el presente capitulo tomamos estas dos contribuciones y obtenemos la expresién total de
la pérdida de energia. También, discutimos sobre cémo ésta depende solamente de la velocidad
en la contribucion Hard, mientras que en la contribucién Soft tenemos otros pardmetros tales
como la masa del fotén y el momento transferido, ademéas de la velocidad v, que afectan su
contribucién.

El resultado completo para la pérdida de energia dE/dx del muon, es la suma de las dos

contribuciones de las ecuaciones (2.50) y (2.89),

[_dcip] _ ' Kl ) I 2 F U) <lnE + ln% + Fhard(v)> + Fsoft(v):| ;o (3.1)

247 v 202 1—w M
podemos ver que la dependencia de ¢* en el logaritmo se cancela cuando sumamos las contri-
buciones, Hard y Soft, dejando un logaritmo que depende de 1/e, ésta dependencia indica que
dE/dz recibe una contribuciéon del momento transferido desde la region Hard T, bajando a la

region Soft eT'. Las funciones Fjq,q(v) y Fsoft(v) estan dadas por,

3 2 . 2 . 2
5 , 8v +3(1—v)[L12(1_ )—Lz2 (ﬁﬂ
Fhard(v):1n4+§_'y+i_ - 1 - ) (32)
¢ 620+ (1-v?) In 2]
3m? 5 23 1 5 1 1
_ 2l 3 5 2 4 6
Foori(v,q) = 202 (q2, — ¢72) <3v —1&% " 5Y (3 —gV TV — g > arctan(v)) . (3.3)

Como pudimos ver en el capitulo anterior, la contribucién de la regidon Soft a la pérdida de
energia queda dependiendo de la escala ¢* y un valor minimo de g. Esto surge de la aproximacion
que realizamos en la expresién del propagador efectivo del fotén. Esta aproximacion deja como
resultado una integral que diverge como 1/¢3. Podemos controlar esta divergencia introduciendo
una ¢y en el limite inferior de la integral respecto al momento transferido. Este limite inferior
se tom¢ de la propuesta de Bjorken en sus calculos para la pérdida de energia '[13].

Otro detalle importante que surge en la discusion de la contribucion de la region Soft es que

la escala ¢* resulta no ser arbitraria del todo, debido a que se realizo la aproximacion k ~ k’. En

Bjorken fue el primero en estimar de manera perturbativa dE/dz en un QGP mantendiendo solamente la integral logaritmicamente

divergente de g e impuso limites superiores e inferiores para el momento transferido mediante razones fisicas.

29
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Figura 3.1: Gréafica para Féoft, ¢* = 17TMeV — 40MeV, ¢min = 1.TMeV y m, = 1MeV.

esta aproximacion lo que se esta estableciendo es que el momento transferido ¢ es tan pequefio
que no alcanza a alterar el estado del electrén térmico perteneciente al plasma. Por esta razén es
necesario escoger una ¢* lo suficientemente pequena comparada con la temperatura de equilibrio
T del plasma para que esta aproximacion sea valida. En la figura (3.1) tenemos stoft en funcién

de v para distintos valores de ¢*, donde hemos definido

Fsoft

/ —
Soft(v) = (1 (1—1)2) o %_’_U) . (34)

v 202

El valor para la masa térmica del fotén se ha fijado como m, = 1MeV, este valor viene de
considerar que la masa es una fracciéon de la temperatura de equilibrio del plasma. El momento
Gmin = 1.7TMeV como ya se mencioné, fue establecido por Bjorken. Para generar las diferentes
graficas hemos variado la escala ¢* desde 17MeV hasta 40MeV. Mientras mas pequena sea q*,
Fsof: se acerca mas a la contribucion Soft dada por la literatura [1]. Continuando con la discusion
de la pérdida de energia, en la figura (3.2) tenemos la grafica de ambas contribuciones Fqrq v
F S’Oft asf como la suma de ellas. Podemos ver que la contribucién de la regiéon Hard tiene un
comportamiento casi constante en todo el rango de velocidades y representa el 85.7% de la
contribucion total. En la grafica de la contribucién Soft no se observa este comportamiento lineal
debido a la dependencia del momento transferido y la masa térmica del foton. La contribucion
en esta region representa el 14.3 % del total; éste tiene un comportamiento parecido a los que se

presentan en las referencias [1][7] solamente para los valores de v entre 0.4 y 0.8.

La grafica de la ecuacion (3.1) se muestra en la figura (3.3) junto con el resultado obtenido
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Figura 3.2: Contribucion Soft y Hard en la pérdida de energia, donde ¢* = 17MeV, qmin = 1.7
MeV, y m, =1 MeV.

por Bjorken [1|. En ambas curvas de la figura (3.3) se observa un comportamiento similar. Sin
embargo nuestros resultados estan un 26 % sobre el resultado de Bjorken para la velocidad de
0.4 y un 29 % para la velocidad de 0.8. Es necesario destacar que en estas graficas no hemos
considerado un limite espacial para el plasma. Si introducimos fronteras en el plasma, podemos
encontrar una pérdida de energia maxima y una pérdida de energia minima, que va a depender

de la geometria.

3.1. Pérdida de energia a través de un plasma finito.

En este trabajo, consideramos un plasma con geometria circular con radio de 6 fm. Dentro
de este plasma, se ha colocado el evento de la produccion de un muén masivo a cierta distancia
del centro del plasma como se muestra en la figura (3.4). Este esquema es para determinar
cuénta energfa pierde el muén dependiendo de en qué punto se origina y a qué angulo realiza su
trayectoria para escapar del plasma.

Es necesario tomar la ecuacion (3.1) e integrar con respecto a z. Esto va a generar una funcion

que depende de la velocidad de la particula, su momento transferido y la masa térmica del fotén:
AE = f(v,q,m,)z (3.5)

donde f es la integral de la pérdida de la energia respecto a la variable de longitud z. Existe
una dependencia lineal de la pérdida de energia con respecto a la trayectoria. Sin embargo,

esto no necesariamente tiene que ser asi. Podriamos encontrar una dependencia més apegada
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Figura 3.3: Pérdida de energia total del muén en funcion de su velocidad con ¢* = 17TMeV —
40MeV, ¢min = 1.TMeV y m,, = 1MeV. La linea continua muestra el resultado que se obtuvo en

este trabajo, y la punteada es el resultado de Bjorken][1].

Figura 3.4: Esquema de un plasma con geometria circular. En la figura se muestra un evento
generado a una distancia d del centro del plasma. La distancia r es la distancia que el muén va

a recorrer para escapar del plasma y 6 es el angulo al cual sale disparado.
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M d=1fm
B d=2fm
M d=3fm
B d=4fm
B d=5fm

Angulo (rad)
Figura 3.5: Pérdida de energia del muén, que se mueve a una velocidad v = 0.5, en funcién la

direccién a través del plasma.

a la realidad de los experimentos. Esto se logra considerando un plasma anisétropo. Introducir
un factor de anisotropia, requiere de tener consideraciones en la geometria del plasma desde el
inicio. Lo que ocasionaria que la dependencia de la pérdida de energia con la trayectoria no sea
necesariamente lineal.

En el plasma is6tropo que nosotros hemos considerado, evaluar la funcién f en las posibles
velocidades que el mudén puede poseer mientras se traslada a través del plasma, permite deter-
minar la diferencia de energia AFE entre el estado inicial del muén y el estado final al momento
de alcanzar la frontera. Para lograr esto, se ha fijado la posicién del evento ey — ey en cual-
quier punto sobre el eje y y se ha calculado la distancia de ese punto a la frontera en cualquier
direccién, asi como se muestra en la figura (3.4). Una vez que se obtienen estos datos, de manera
namerica, es posible evaluar en la ecuacion (3.5).

En la figura (3.5), se muestra un evento que se produce a una velocidad de v = 0.5 a la cual
le corresponde un momento p = 60.96MeV . Con esta velocidad, tenemos que f = 1.19614. La
grafica muestra la energfa perdida del muén en funcién de su posicion de origen y la direccién de
su recorrido a través del plasma. El eje horizontal muestra la direccién angular en radianes y el
eje vertical es AFE. En la gréfica color naranja el muén se encuentra mas cercano al centro de la
regiéon del plasma; mientras que en la grafica color verde se muestra a un muén que se encuentra
més cercano a la frontera de la region del plasma.

En la figura (3.6), se muestra un evento que se produce a una velocidad de v = 0.9 a la cual
le corresponde un momento p = 218.24 Mev. Con esta velocidad encontramos que f = 2.58976.

En las figuras (3.5) y (3.6) también se muestra la energia perdida por el muén en funcién su
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Figura 3.6: Pérdida de energia del muén, que se mueve a una velocidad v = 0.9, en funcién la

direccién a través del plasma.

posicion y la direccién de su recorrido a través del plasma. En la curva color naranja el muén se
encuentra més cerca del centro; mientras que en la curva color verde se muestra a un mudn que
se encuentra mas cerca a la frontera del plasma.

En ambas figuras (3.5) y (3.6), es posible observar que a velocidades diferentes, el compor-
tamiento de la pérdida de energfa es similar. Esto se debe a la isotropfa y geometria del plasma.
Mientras mas cerca de la frontera se genere el muén, la pérdida de energia es menor y casi de
manera constante alrededor del angulo 0; mientras se acerca a 7 la pérdida de energia comienza
a aumentar. Este comportamiento se puede observar en ambas iméagenes, en la curva color verde.
En cambio para un evento generado cerca del origen, la pérdida de energia basicamente es una

constante.

Figura 3.7: La figura (a) muestra el recorrido alrededor del dngulo 0. La figura (b) muestra el

recorrido alrededor de 1 angulo m.Ambos para un evento generado cerca de la frontera.

Observamos que para angulos pequenos, figura (3.7) (a), las distancias recorridas son peque-

fias, en este caso la pérdida de energia es minima. Mientras més recorrido tenga el muén a través
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del plasma, que es el caso de la figura (3.7) (b) donde se muestran los recorridos alrededor del
adngulo m, éste perderd mayor cantidad de energia. Si el muén no es lo suficientemente masivo,

puede llegar a ser termalizado por el medio.

3.2. Extensién a un plasma de quarks y gluones.

En este capitulo hemos estado analizando el comportamiento de la expresion de la pérdida
de energia para un leptén masivo a través de un plasma. Hemos podido decir como es el com-
portamiento de dF/dz dependiendo de su velocidad, asi como de la posicion en la cul se genera.
Esto, ha sido gracias al método propuesto para determinar esta expresion en la ecuacion (3.1).

El mismo método puede utilizarse para calcular la pérdida de energfa de un quark masivo
pasando a través de un plasma de quarks y gluones. En este caso, el quark masivo pierde energia

mediante la dispersiéon con quarks térmicos. Estos procesos vienen dados por:

qQ — qQ (3.6)

9Q — 9Q (3.7)

dénde, ¢ v g son los quarks y gluones térmicos respectivamente, vy @) es el quark masivo. De la
misma manera que en el calculo del capitulo 2, se introduce una escala de momento arbitrario
q" para separar las dos regiones del momento transferido en la regiéon Hard y la region Soft.

La contribucion Hard y Soft para los procesos en (3.6) se determinan utilizando los diagramas
de Feynman a nivel arbol y a un lazo que se muestran en la figura (2.1) y (2.2) respectivamente.
En estos diagramas, se cambia el propagador fotonico por el propagador del gludn, la constante
de acoplamiento "e" para la QED es reemplazada por la constante de acoplamiento, "gs" de
QCD. Ademas debemos agregar el factor de color para ambas contribuciones, estos son 2/3 para
la contribucion Hard y 4/3 para la contribucion Soft [13]. Otra de las cosas que cambiaria en
esta dltima contribuciion, es que en lugar de colocar la masa térmica del foton, vamos a colocar
la masa térmica del gludn, ésta tiene la siguiente forma [7]:

2 _ N\ 242
mg—(l—i-g)gT

Debido a la posible interaccién entre los bosones de la teoria de QCD, la unica contribucion
a la pérdida de energia dE/dx que requiere un calculo adicional es la que viene del vértice de
tres gluones. Esta contribuciones se muestran en el diagrama (c) de la figura (3.8). En el caso

de QCD, a diferencia de QED, la contribucién de los diagramas asociados a la dispersion de
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N

(a)

(c)
Figura 3.8: Diagramas de Feynman en QCD para los calculos adicionales. (a) y (b) corresponden

a la dispersion de Compton de los gluones y el inciso (¢) corresponde al vértice de tres gluones.

Compton en (a) y (b) no se suprime debido a los factores de color. Estos se pueden determinar

M = t“tbiii
M = thpa &

Figura 3.9: Construccién de las amplitudes de dispersiéon de Comton de los gluones a partir de

QED.

de la siguiente manera,

El vertice de tres gluones corresponde a una combinacién lineal de éstos diagramas. Si su-
primimos estas contribuciones, no estariamos trabajando en QCD de manera completa, por lo

tanto debemos incluirlos.

I SN




Conclusiones

Hemos establecido que para describir fenémenos de altas energias donde introducimos el
factor de temperatura, se requiere de una nuevo formalismo llamado Teorfa Térmica de Campos.
Esta formalismo, es la conexion entre la Fisica Estadistica y la Teoria Cuantica de Campos. Fl
formalismo de Matsubara (o de tiempo imaginario) ha permitido visualizar de manera formal
dicha conexién entre ambas teorfas. Mediante una rotacién de Wick en la componente temporal,
encontramos que la formulacién de la integral de camino, en el espacio Fuclidiano, tiene la forma
de la funcién de particion de la Fisica Estadistica. Con esto se establecié que para un proceso
de altas energias a temperatura T, trabajar dentro del formalismo de Matsubara es andlogo a
realizar los calculos a temperatura cero, con la diferencia de un factor térmico correspondiente a
la distribucién de bosones o de fermiones. Gracias a esto, fue posible trabajar en el calculo de la
pérdida de energia en la Teoria Térmica de la Electrodindmica Cuéantica de manera perturbativa.

Fl calculo de la pérdida de energia se dividi6 en dos regiones, Hard y Soft. Ambas contribucio-
nes pudieron realizarse debido a consideraciones tales como, un plasma isétropo. El resultado que
obtuvimos de la region Hard, es el que se reporta en la literatura. Sin embargo, para obtener el
resultado de la regién Soft, de manera analitica, fue necesario realizar consideraciones diferentes
que en la literatura. En este trabajo la masa térmica para el fotén se consideré pequena. Esto
permitié realizar un desarrollo del propagador del foton alrededor de la masa. El resultado que
obtuvimos funciona para un rango de velocidades de propagacion del muodn a través del plasma.
La pérdida de energia total muestra un comportamiento lineal para velocidades pequenas, pe-
ro cuando tenemos velocidades grandes la linealidad desaparece mostrando un comportamiento
exponencial. El intervalo de velocidades en donde termina la linealidad, y comienza el compor-
tamiento exponencial, coincide con el intervalo de la contribucién en la regién Soft que vimos
en el capitulo 3, confirmando que los resultados que tenemos funcionan bien en ese intervalo de
velocidades.

En este trabajo hemos limitado la region del plasma a una circunferencia con lo que encon-
tramos un valor méximo para la energia perdida. Vimos que ésta va a depender de la distancia
que el muén recorre para escapar del plasma y de la geometria del plasma. Por tltimo, hemos
establecido los cambios necesarios que se deben realizar al calculo de la pérdida de energfa en

QED para obtener un resultado que funcione con un plasma de quarks y gluones (QGP).

37
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El calculo de las contribuciones dadas por los diagramas de dispersion de Compton en la
figura (3.8) para los gluones, podria ser una extensién a lo que nosotros ya obtuvimos aqui
para determinar la pérdida de energia total de un quark pesado pasando a través de un QGP.
Finalmente, otra de las extensiones que podemos realizar en este trabajo es tomar un plasma
anisdtropo. Considerando este medio, podemos introducir una anisotropia mediante la funcion
de distribucién térmica. En este caso, la direccién con que se propagaria el muén a través del
plasma modificaria el resultado de las contribuciones Hard y Soft. De tal manera que para una
particula masiva, la pérdida de energia va a depender, ademaés de la velocidad, de dénde se genera
el evento. Es decir, la anisotropfa, cambiaria la manera de ejecutar las integrales del dngulo sélido
para ambas regiones. El resultado de esta consideracion, serviria tanto para el plasma de QED

como para el de QGP.



Apéﬂdice A. Desarrollos: Capitulo 1

A.1. Promedio de dos operadores a temperatura finita

Definimos dos operadores arbitrarios de la representacién de Heisemberg a partir de cualquier

operador en la representaciéon de Schridinger de la siguiente manera:
Ap(t) = et Ae= (A1)
By (t') = ™ Be™ M, (A.2)

A continuacién, vamos a realizar el promedio del producto entre ambos operadores:

(Au()Bu(t')) =2~ (B)Tr(p(B)An(t) Bu(t)]
=Z71Tr[e P A (t) Bu (1))
=Z ' Trle P Ay (t)ePMe PR B ()]
=Z 1 Trle e A= M PR By (1))
= Z 1Py [eH(EHB) go—iH(itiB) o —BH B (1))
=Z7 [ PH By (t) An(t + iB)]

= (Bu(t')Au(t +1iB)) (A.3)

A.2. El operador de densidad de un ensemble como ecuaciéon de

evolucién temporal a temperatura finita.

Para determinar la ecuacién de evolucion de p;(7), es necesario aplicar la derivada parcial

respecto a 7 de la siguiente manera:

Op1(r)  9py(7) _10p(7)
or  or '0<T)+p0 or

=py (1) Hop(T) — py H(T)Hp(T)
=py ' (Ho — H)pg ™ () po(T)p(7)
= —Hi(7)p1(T) (A-4)
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donde
Hi(1) = py (1) H po(7) (A.5)

A.3. Teorema de residuos de Cauchy aplicado al propagador tér-
mico.

En esta seccién vamos a discutir resultados del Teorema de Residuo para la sumatoria de

series. Dada la siguiente sumatoria:

o o

3 nQiaﬁ» S fn) (A.6)

n=—oo n=—oo

Tenemos los siguientes resultados cuando la serie converge:

1- > f(n)=—=3" Res[rcot(nz)f(z)]Y

Para todos los polos de f(z)

2 35 (~1)"f(n) = — ¥ Reslr ese(m2)  (2)

Para todos los polos de f(z)
350 o (257) = — X Res[r tan(r2) ()
Para todos los polos de f(z)
4- 300 (=1)"f (BH) = — 3" Res[rsec(nz) f(z) para todos los polos de f(z)

Con el fin de reescribir el propagador térmico de la TFT en la ecuacion (1.22), vamos a utilizar

estas propiedades. De manera general, escogemos:

1
PR (A7)
dénde y > 0. Tomemos entonces
1
ey (A.8)

que tiene un polo en z = 4yi asi, utilizando el resultado en 1 tenemos que el residuo en z = +yi

se determinara haciéndo el limite cuando z — £y

7 cot(mz) 7 cot(myi)

Res; i = A9
e i (z — yi)(z + i) 2yi (4.9)
Resy lfm 7 cot(mz) o cot(—myi) (A.10)

z——yi (z — y1)(z + yi) —2y1i
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Usamos la propiedad de las funciones trigonométricas que dice coth(x) = i cot(z)

—m coth(my)

Res = % (A.11)
Resg = _meot(my) (A.12)
2y
Y la suma de los residuos es:
Resp = —g coth(my) (A.13)

A.4. Desarrollo de la autoenergia I1(p, p")

Para determinar la ecuacion de la autoenergia, partimos de las reglas de Feynman con lo que

tenemos la siguiente expresion,

(7, p°) %Z/ 12 (A.14)

) —i—w <%Tﬂ+p0) —i—w,%er

)2. Con esto, la ecuacién anterior nos queda de la

Factorizamos del denominador el término (

<Py

siguiente manera:

(7, p°) = 28 <27T> Z/ dgk ! . (A.15)

B2 (4 B0) 4 (B /22

Reescribimos el producto de los propagadores térmicos somo sigue a continuacion y factorizamos

40_92ﬁ42772 d*k 1
(p,p") = 23 <27r> (5) Zn:/ (27)3 wrwr1p

1.
WkWh+p |

1 1
n+52%i n—%i

(A.16)

X

1 1

Cancelamos términos iguales:
2 2 3
. g- (B d’k 1
(p,p°) = = | =
#.7) 2 <27T> ;/(QW) WWtp

X

1 1
n—i—ﬁw’“ n—g—“;r’“i

1 1
nt B Bty ny 2 6]

Evaluamos la sumatoria sobre n utilizando los resultados del teorema de Residuos, obteniendo

lo siguiente:

1 1 us
= h — coth Al
; ntiEnti 1-y [coth(mz) — coth(my)] (A.17)
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Introduciendo este resultado a la autoenergia, obtenemos

2 A3k 1 Bwp 1
TI(5, p° :g/ — coth
(p7p ) ) (27‘()3 lwk co 9 wz+p _ (wk _ ip0)2

Bwr+p — P°) 1
+ coth( 7; 5 — v (A.18)
Whtp wi — (Wktp — pY)
vamos a tomar los valores discretos para p° 2gr y la periodicidad de la cotangente hiperbdélica,

para obtener;

2 3
o g d’k 1 Buwy, 1
H(p,po) :/3 — coth T —
8 (2m)3 | wk 2 Wit p (wp, — ipY)

coth <ﬁw§+p) 2 ! . } (A.19)

E (Wk-i-p - Zp0)2

A.5. Limites cinématicos de II(7, p°)

FEn esta seccién vamos a analizar los limites de la autoenergfa I, primeramente vamos a hacer
p = 0 y entonces aplicaremos el limite de p® — 0. En el segundo limite, vamos a analizar como
es la autoenergia cuando p® = 0 y enconces aplicaremos el limite de p — 0.

Si p = 0 entonces.

2 3
on_ 9 d°k i 1
I1(0,p°) = g / @) o 4%% — coth(Swy/2) (A.20)
ahora p® — 0
2 3
0 g d°k 1
I1(0,p” — 0) = S /(277)3w coth(Bwy/2) (A.21)

Si ahora tomamos el limite haciendo primero p® = 0 tenemos

L =g A3k 1 1 Buwg, Buwit
Hp.0) = 8 /(QW)Swmﬂa ["‘)k—wk+p< th( 2 ) COth( 2 p))

b ( oth <5 ’“) + coth <Bw’“+”>>]
Wk + Wetp 2 2
o= s () For(5)) o

Asi, es importante destacar que en los limites dénde P — 0, 5 — 0y 5 — 0, P® — 0 son

(A.22)

después p° — 0

diferentes, lo que quiere decir que no conmutan [4].



Apéﬂdice B Reglas de Feynman

B.1. Reglas de Feynman para QED.

1 Notacién: a cada linea exterior entrante y saliente le asignaremos un momento P, Ps, Ps,...
P, y dibujamos una flecha indicando el flujo de momento. A cada linea interna le asociamos
un momento qi, ¢2,...., y de nuevo dibujamos una flecha indicando la direcciéon de flujo de

momento, ver la figura (B.1).

2 Lineas Externas: Las lineas externas contribuyen como se muestra en la figura (B.2). Para
electrones, positrones y fotones entrantes tenemos que colocar U, V' y €, respectivamente.
Para los salientes tenemos que colocar U, V' y €, respectivamente. Las lineas externas se

representan como se muestra en figura (B.2).

3 Veértice: Cada vértice contribuye con un factor,

ieyt (B.1)

4 Propagador: Cada linea interna contribuye con un factor,

e Electrones y Positrones

[P m)

P2 — m2
e Fotones
_ G
2

= Dadas la funcion V para una particula de masa m, la suma sobre el spin de una amplitud

al cuadrado nos da los siguientes resultados

S VIE)V(K)=K+m

spin

S VIKV(K') =K —m

spin
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Figura B.1: Diagrama de Feynman con lineas exteriores entrantes y salientes.

FElectrones Positrones Fotones

Salientes —> -— <«

Entrantes —>— e /\/\/\/‘
'AVAV.

Figura B.2: Lineas externas para electrones, positrones y fotones.



Apéﬂdice C Contribucion Hard

C.1. Contribucién de dispresién de Compton.

u(P) (P

Figura C.1: Dispersiéon de Compton del fotén.

Utilizando las reglas de Feynman, la amplitud del primer diagrama de la dispersiéon de Com-

pton que se muestra en la figura (C.1) es de la siguiente manera,

M, = eu(K’)U(P)(zey )i QQ; 5 (iey”")U(P)e, (K). (C.1)
De la misma forma, el segundo diagrama es,
= + M . X
My = ¢, (K)U(P')(—iey”) Q/ M2 (—iey™)es(K"U(P). (C.2)
Reacomodamos
* TT7 73 + M v
My = =, (K) KT (P i B0 (), (©3)

. M
Ma = ¢ (K')e, (K)T (P')[ir” Q/ e

La contribucién total es la suma de ambas mplitudes,

1
oz ) =] + M)y

M = —ie?e,(K)6(KNU(P) | g LPAT+ My + ]
C.5
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Asi, desarrollando Q? = (P + K)? y Q2 = (P — K) obtenemos,

_ s 2 * INTT / ]‘ n v 1 v / n
M = —ie“e, (K)e, (K )U(F) 5 K (PAK) + My i) [(P=K) + M]y*| U(P)
(C.6)
si aproximamos P’ ~ P obtenemos:
2 * NTT( D! 72gNVK
M = —ie“e, (K)e, (KU (P") [ I U(P). (C.7)

Ya que el fotén incidente es térmico, factores de K en el numerador dan lugar a términos que

son suprimidos por 7' asf que se pueden ignorar.

C.2. Desarrollo de trazas en la amplitud al cuadrado de la con-

trubucién Hard.
Tomamos cada una de las trazas que se obtienen a partir de sumar sobre el espin vy a conti-
nuacion, se muestra detalladamente el algebra que se realiza para cada una de ellas, con el fin

de simplificar la expresion del cuadrado de la amplitud. Las trazas que se desarrollan son las

siguientes:

TrK v K~y"] = 4 K*KY + K"K* — g™ K - K)
Tr((F - M)'Yu(Pr‘i‘ M)v) = 4(PuP'y + PPy — g (P - P/ + M?))

Multiplicando el resultado de las dos trazas, obtenemos el siguiente producto

Tr[K' KAV Tr[(F — M)y, (P + M)y,] =16(K'- PK - P+ K'- PK-P - K'- K(P- P + M?)
+K' -PK-P+K  -PK-P —-K' - -K(P-P +M?
~K'-KP-P'—K'-KP-P +4K'-K(P- P + M?)

=32(K'-PK-P'+K' -PK-P+K  KM?)

C.3. Algebra del cuadrado de la amplitud

En esta seccion, se muestra el proceso que se utiliza para simplificar la expresion del cuadrado

de la amplitud en la contribucién Hard. Factorizamos EpEI,) y expresando M? como P-P = Eg —p?
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1 2 64 ’ - = ’ S 2 ) KK/
Y IMP =16 EpE, S 2By — V- k)(E, - V- ) + (B} — p°) ——
2 Q E,E,

spins
Usamos la definicién de la velocidad del muén v = EL;, para obtener
1 el : A K- K’
2}:LMF:1QyEﬂ%{%Ek—V-@u%—vﬂw)+ug—v%§)EE,}
spins p~p
De aqui se sigue que:
1 ) 64 ’ — = ’ = 2 /Ep
52Mﬂ:m@@@2@ﬁvmwfvwﬂﬂ—mKKE;

spins
Antes de continuar, vamos a analizar () para escribir el segundo término de la amplitud

cuadrada. Por conservacion, el cuatromomento @ estd definido como
!/
Q=K -K

Q* = (K"~ K)2

Desarrollando el cuadrado obtenemos

Q2:K2+K,2—2K‘K/

Considerando que K? y K> — 0

Q* = 2K - K
De aqui que
2
_Qi =K. K
2
Para F, hacemos la aproximacion
E ~FE,-V-q
Dividimos entre £,
B 141
Ej Ej

Esto, nos permite reescribir el cuadrado de la amplitud, como se muestra en la ecuacién 2.19
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C.4. Reescribiendo la delta de Dirac

Utilizando conservacién de la energia, asi como la aproximacion para E;, podemos escribir el
argumento de la delta en términos de la energfa y el momento virtual del fotén y la velocidad
del muén.

§(Ey+ Ey—E,+V -7— E})
§(E,—EL+V-Q

Pero —(E}, — E}) = (E), — E},) = w entonces tenemos que
S(—w+ V-
Utilizando la propiedad de la delta que dice §(z) = §(—=z) obtenemos

S(w—V-q

C.5. Integral respecto a w.

A continuacion, se resuelven las integrales respecto a w. De manera general tenemos:

w2 2? —v? w
R(w) = /dww [34 - 1T1 —1w2 +3y(y +w) — (1 — v2)yiy_—;2)] (C.8)

3 .
L = 4/dww3 I, = 3y/dww(y—|—w)
2
_ v _ 2\ 2 w
Ig_—z dww Iy =—(1-v7)y /dwl—wz
1—v? 1 )
I3 =— 5 /dwwl_w2 16:—(1—v)y/dw
Los resultados son:
I—iw4 Iy = 3z y—wQ—#—lw?’
7 16 4 2 2
v? 2 1 2\ 2 2
h=-Y Iy = 1(1 - In(w? ~ 1)
1— 2
I3 = (40)ln(oﬂ -1) Is = —(1 —v*)y [tanh ™! (w) — w]

integrams y evaluamos en el cada intervalo de w.
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C.6. Desarrollo de N

En los resultados de la integracion de la pérdida de energia con respecto a todas las variables

de interés, obtenemos en la expresiéon un resultado com esl que sigue:

N = n87rT
q*

(A) — %111(1 _?)

. Vamos a reescribir este resultado de una manera méas conveniente utilizando la siguiente igual-
dad,
¢(2) = @) + In(2m) — 121n(A)], (C.9)

as{, reescribimos N de la siguiente manera

N=In g +1+4+In(27) —12In(A) — %ln(l —v?) (C.10)
q

De donde identificamos el término In(27) — 121n(A), que se puede despejar de la ecuacion C.9:

CC/((;)) — v =1In(27) — 121n(A)

donde ((x) es la funcién zeta de Riemann y v es la constante de Euler.

C.7. Algebra del resultado final en la integracién de la ecuacién

(2.47)

Tomamos el resultado final de la integraciéon con respecto a w y a ¢, para simplificarlo.

Desarrollamos detalladamente los pasos como sigue:

emer (1) oo () oo (152)

(1= v%) tanh~[o]) In(g#) + = v(3 — dv") + =0 (m <4T> +ln

[N

1
+(_*”+ 36 12 1+ 0

(i () (50 o (2 ) (152
L (mrem (22) -y (120))
- (1 (25) -2 ()]

(%)
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R [Tt (=)

+ %( — v+ (1 —v?) tanh 1[1}]) In(gx) + %0(3 — 4t + %v (1n(4T) In(1 — 1)2))
1 1—w (1-v)?
+ ﬂ(l —0?)(In(47)% — In(1 — v?) In <1 n ) + @(1 —2?)In <(1 ) )
2

)
(I +J) =T [12 (1_7+ ) (QH(l_”Q)lnG;z))

— é(v — (1 —v*) tanh™'[v]) In(gx) + 316 (3 — 40
+ % <v + %(1 — %) n (;Z)) (21n(47) — In(1 — v2)) + i(l — ) In G ; z>

—5i0= (1 (125) 1 (5))]

Usando la propiedad de la tangente hiperbdlica:

1+ 1. 1—=x
= In

11—z 2 1+=zx

1
tanh~![z] = 3 In

)

/

(1+J):”2T2 [(m@-&)m(ii)) <1—’y+—ln(q*)+ln4T—ln (1 - v?)

- (152) o i (2) (i

)
)

1 1— '
:7T6 [<U+2(1—02)1H<1+Z>> <1_7_|_66_1n( )+1n4T—ln1—U>

(bt (52)) -2 (1 (£2) -1 (1))
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2 1+w 2 € 2

_gvs _ 2(1 —?) <Li2 <13v> — L <1—2H)>>]

Este resultado es el que se introduce en la expresién para la contribucién Hard, en el capitulo

22 o /
(I+J)=" r le(l—zﬁ)lnl ”) <1n4€+3—fy+6—11n(1—02)>
q




Apéﬂdice D Contribucion Soft.

D.1. Desarrollo del cuadrado de la amplitud Soft.

Para desarrollar las trazas de la amplitud al cuadrado utilizamos:
triy'y" 2"y = 4(g" 9" = 9" 9" + ¢"79"") (D-1)

Tomamos la expresién de la amplitud al cuadrado y la separamos en sus componentes temporal

v espacial, con lo que obtenemos la siguiente expresion:

(M[? =e* [|A(Q)Pla(P)u(P' )y o (P)o(P)y ) [a(K')u(K' )y o (K)o (K)A")
FA(Q)P (07 = ¢ @) (8™ — q" M) [a(P )u(P )y o (P)o(P)y™][a(K" Yu(K" )y v (K)o (K)y"]
+ AAFO™ = "G [a(Pu(P")y u (PYo(P)y ™ [a(K Yu(K' )y v (K)o (K )"
FAT A = @) [a(Pyu(P' )y o(P)o(P)y ) [a(K yu(K' )7 v(K)o(K )]

Sumamos sobre el espin utilizando la propiedad de los espinores que se muestra en el apéndice

B para obtener las siguientes trazas.

tr[K'y° KA°) = A(E}Ey, + K - k)

tr[(P + M)y (P — M Jtr[ K'y° K9] = A EpE, + p/ - p) — 4M?
tr[(P'+ M)y (P — M)y"| = 4(pipm — PoPg"™ + plupi — M?g™)
tr[ K’y K" = 4(Kkn — KLK g™ + kpkj)

tr[(P"+ M)y (P — M)y™] = 4(popm — PLPYg"™ + plupo — M?g™™)
tr[K'y" Ko™ = 4(kogkn — K Kg™ + ki ko)

tr{(P'+ M)y (P — M)y°] = 4(pop; — PLP*g" + pipy — M?g")

tr[ K"y KA°) = d(kok; — KL, K*g% + k;kg)

52
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D.2. Desarrollo de |M,|?

Ahora, tomamos el término al cuadrado que depende de las deltas de Kroneker y lo desarro-

llamos:

(Maf? = 16A7(6Y — ¢'¢) (0™ — §"q") Wipm — (PP + M?)g™ + plpi)

x (Kkn — KLK*g"™ + Ky k;)
Desarrollamos el primer paréntesis con la delta y hacemos la aproximacion P’ ~ P:

Mol = 16|A¢2(67 — §'¢) [(pipm — (PaP® + M?)g™ + prpi)
X (Kikm — KLK*g™ + k), k)
— "¢ (pipm — (PoP® + M*)g™ + pppi)

x (Kikn — K, K9 + K kj)),
desarrollamos la dltima delta de Kroneker y hacemos el dlgebra necesaria:

[ Moa|? = 162 ?[(2pipm — (PaP® + M?)g"™) (kikm — K,K*g™ + Ky ki)
— ™" (2pipm — (PaP® + M?)g"™) (Kjkn — KL, K¢ + Ky ki)
— §'¢ (2pipm — (PoaP* + M?)g"™) (K — KL, K*g™ + k1, k5)
+ @V 2pipm — (PaP® + M?)g"™) (Kjkn — KoK g7 + K k)]

= 16|A?[47 - K'p - k — 2K/ KOp? — 2(Po P + M)k - k' + (P.P® + M?*)K! K“

— "¢ (2P K'pmbn — KoK prpm + 27 kpmk),)
+ GG (PP + M?) (K kn — K Kg™ + k! k)
— §'¢ (2pikip - K — 2K K pip; + 25 - k'pik;)
+ '@ (PaP™ + M?)(Kjk; — K[, K*g" + kjk;)
+ 3¢ "G 2pikpmpm — 2K, K pipmg”™ + 2pipmks, kj)

_ qiqquqn(Papa +M2)(gzmk;kn _ K;Kozgimgin +gimk5;lkj)},
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reescribimos los términos en forma vectorial:

‘M2‘2 :16|At‘2[4ﬁ' E/ﬁ ];_ QKQKO‘])Q o 2(PaPa + MQ)E/ . ]%‘

+ (PyP* + MY)K!\ K® —25-K'G-pg -k + 2K K“G- G - p

P4 - K +2(PyP* + M?) (24 - kg - K — K/ K®)

— 25 kg -
—2G-pq-Kp-k+2K,KG-pg-p—p-Kq-pi-k
+4G-54-Kq-p3-k - 2K KYG - 5 - p.

Reacomodamos y eliminamos términos
Mof? = 16|45 K — G- 94 - K )5k — G- §- k) +2(¢- 5 - 7 — p*) KL K®
(PP + M?)(2K kK — K/ K*—k-k-4+ K. K*—k-gk-q
—k-Gk- G+ KK —F-qk-g+k-gk -4 - KLK® + k- Gk -q)],

de aqui obtenemos la siguiente expresion:
(Maf? = 16| A *[4(5- K — G- - K)(F-k —G-§4-k)+2(q-p4-7—p*) KK
(Po P+ M?)(2K - k — 2k - Gk - §)]
Si tomamos en cuenta que el angulo entre el vector k y el vector ¢ es muy pequeno, y expresamos

el producto punto como:
(D.2)

—

k-G - g = K|k,
entonces podemos reescribir de la siguiente manera este resultado:

K ||k| ~ K -k (D.3)

Con esto, podemos ver que el ultimo término se hace cero y obtenemos la expresion (2.63).

D.3. Desarrollo de |Mj3]?

Ahora, vamos a desarrollar el lgebra necesaria para determinar la forma del término cruzado

en el cuadrado de la amplitud, tomando en cuenta las mismas aproximaciones que en la seccién
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anterior. Tomamos el término cruzado y realizamos las operaciones correspondientes:

(Mal? =|AAT[(6™ = G g tr[(P+ M)y (P — M)y™er[K')y° K~
=16| A0 AF|(2popm — (PaP™ + M?)g"™) (kb km — KL K“g"™ + k! ko)

— ™" (2popm — (PaP® + M) g™ (kbkn — KL K*g" + k! ko)

—16|A|AY|[2E,ELp - k — 2p° K/ K™ 4+ 2E,Eyjp - k'
— (PP + M?)(2K -k — K K®)
- quqAn(2EpEllgpmkn - 2K(/1Kapnpm + Qk;mepEk)

+ §"G(PaP* + M?) (K kn — KLK“g™ + K k)]

16| AL |2E,ELf - k — 2p° K K® 4+ 2B, Exj - K

— (P,PY+ M*) (2K -k — K/, K* - 24-K§-k+ K/,K®)

E

2E,ELq-pg -k + 2KLK®G 57— 24 - K'§ - PE, By

—16| 0 AL 2B EL(5 -k — G- 7 - k) + 2E,Ep(5- K — G- pg - k')

— 2P KK + 2K, KG- g - — (PaP® + M?)(2K -k — 2§ - K'q - k)]
Si tomamos el segundo término cruzado y realizamos el mismo procedimiento, obtenemos un
resultado similar. Dénde podemos notar que el altimo término para ambas expresiones, se hace
cero utilizando la ecuacién (D.3) como en el caso de la amplitud |My|2.
D.4. Desarrollo de funcién par para la distribucién térmica.
En esta seccién vamos a analizar el comportamiento del integrando en la ecuacién 2.57
G(E}, By) = np(Bp)[1 — np(By)][M[?

, haciendo Ej, — E; y E; — Ej. Con este cambio obtenemos:

G(Ey, By) = np(E}) [l — np(Ey)]|M[?

podemos ver que , G no es simétrico ante el cambio de Ey, y E.
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Sin embargo, es posible construir una funcién que si lo sea. Para lograrlo, existen dos posibi-

lidades:

(a) Ggi)(Ek,E’;) = G(El/wEk);G(Ek,E,’C)

Gg_)(Ek, E;C) _ nF(Ek)_nF(Ek)nF(E;C)gnF(Ellg)+nF(E1/€)nF(Ek) |M|2

A

(b) Gng)(Ek,E’;) = G(El/wEk)‘;G(Ek,E,’C)

P (B, By) = 2 EEne B 012 4 (B (Ey) | M2

Dénde podemos despreciar el término cruzado debido a las condiciones que impusimos a

la temperatura del plasma.

G§+)(Ek,E;€) _ nF(Ek);‘nF(E;C) M2

Con la opcién (a), el factor de la distribucion térmica puede expandirse a orden de w de la

siguiente manera:

np(Ey) — np(E, dF (E;
p(gy = "B B g ) ey (D.4)
k
1 1 E.-E

2(efe/T+1)2 T

1
~ —5wn’F(Ek)

1
G (Br, BY) = —wnlp (By) | M

D.5. Funcién paso

En la expresion 2.79, la integral respecto a ¢ es de la siguiente manera

*

/0 " dggO(q" — q) (D.5)

para poder trabajar con algunas propiedades de la funcién paso, es necesario hacer el cambio de

variable x = ¢* — ¢. Este cambio nos permite escribir la integral de la siguiente manera:

*

/0 " dalq — 2)0() (D.6)



Contribucién Soft. 57

una de las propiedades de la funcién paso establece que:

| ety =set) (0.7)

Usando esta propiedad en la ecuaciéon D.6, obtenemos:

*

*?0(¢*) — /Oq dxxO(x) (D.8)

Debido a la condicién del momento en la regiéon soft, el primér término es cero, asi que nos

quedamos con la siguiente expresion:

- /q* dxxO(x) (D.9)

0

Si volvemos a la variable de ¢, obtenemos:

*

- /Oq dq(¢* —q)O(q¢* — q) (D.10)

Ahora, multiplicamos por un ; que nos permite redefinir la funcién paso y sacamos un signo

menos:

1 [T
v/ dg(vqg —vq")O(vq" — vq) (D.11)
0

usando la propiedad (D.7), tenemos:

1 (4" vg
/ dq/ O(w — vq)dw (D.12)
v Jo —00

para que la funcién © sea igual a 1, w — vq debe ser siempre mayor que 0, asi la integral es:

! q*d qu D
il .13
5 q/_vqw (D13)
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