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Resumen

Durante los primeros microsegundos después del Big Bang, la temperatura del Universo

temprano era tan alta que las partículas elementales, tales como quarks y gluones, se propagaban

libremente en una sopa caliente de materia nuclear. Hoy en día este estado de la materia llamado

plasma de quarks y gluones (QGP, por sus siglas en inglés), puede generarse en el Colisionador

de Iones Pesados Relativistas (RHIC) en el Laboratorio Nacional de Brookhaven (BNL) y en el

Gran Colisionador de Hadrones (LHC) en la Organización Europea para la Investigación Nuclear

(CERN). Uno de los métodos para estudiar este estado de la materia, es utilizar partículas masivas

como sondas. Esto permite obtener, indirectamente, información sobre las propiedades físicas del

plasma.

Para entender cómo estas partículas se utilizan como sondas, necesitamos algunas herramien-

tas básicas. Especí�camente necesitamos la Teoría Térmica de Campos (TFT) para describir

procesos de las partículas elementales en condiciones de temperatura extrema. Con esta teo-

ría podemos estudiar como una de estas partículas pesadas pierde energía cuando atraviesa el

plasma.

El tener un mejor conocimiento de los mecanismos de pérdida de energía de sondas masivas,

nos ayuda a investigar propiedades físicas del QGP. Convenientemente, el estudio del QGP se

puede realizar como una extensión del estudio del plasma formado por electrones, positrones

y fotones, cuya dinámica se describe con la Electrodinámica Cuántica (QED, por sus siglas en

inglés). Por esta razón, en este trabajo nos enfocamos en la física del plasma de QED. Para ello,

establecemos algunas de las herramientas básicas de la TFT las cuales serán necesarias para el

cálculo de la pérdida de energía a temperatura �nita. Trabajando en este formalismo estudiamos

el mecanismo de la pérdida de energía de un muón pasando a través del plasma de QED a una

temperatura T . Usamos el método propuesto por Braaten y Yuan [1], que consiste en separar en

dos regiones el momento transferido del muón al plasma. Una región es la llamada Hard, donde

el momento transferido es mayor que una escala de referencia q∗ y la otra región es la llamada

Soft, donde el momento transferido es menor que esta escala de referencia: la pérdida de energía

total está dada por ambas contribuciones.

Finalmente, para evidenciar el funcionamiento de los resultados en un contexto fenome-

nológico, haremos el análisis de la pérdida de energía de un muón en un medio isótropo con

características geométricas y cinemáticas especí�cas.
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Introducción

La Teoría Cuántica de Campos (QFT, por sus siglas en inglés) es una herramienta básica

desarrollada a temperatura cero con alta predictibilidad en los experimentos. En la física de Altas

Energías se utiliza para describir y analizar la Física de Partículas Elementales, bajo condiciones

como las que prevalecen en colisiones de partículas en un acelerador.

Cuando la QFT no es su�ciente para describir algunos procesos que se observan en los co-

lisionadores, es necesario considerar un factor extra para completar la teoría y reforzar su pre-

dictibilidad: este factor es la temperatura. Seguramente, la primera vez que alguien descubre

que la naturaleza puede describirse por teorías a temperatura cero o a temperatura distinta de

cero, surgen muchas dudas al respecto. Por ejemplo, alguien se puede preguntar ¾En qué tipo

de colisiones debemos considerar la temperatura?, ¾qué fenómenos surgen cuando consideramos

un medio termodinámico? o simplemente, ¾qué diferencia hay entre procesos que se describen

a temperatura cero y a temperatura �nita, si utilizamos la misma escala de energía? Contestar

estas preguntas no es fácil, sin embargo, la respuesta radica en qué se está colisionando en el

experimento. Por ejemplo, para colisiones que se realizan entre partículas tales como electrón-

protón, electrón-positrón, protón-protón, basta con utilizar la QFT a T = 0 para describir los

procesos. Mientras que para colisiones entre núcleos de iones pesados como Cu− Cu, Au− Au
o Pb− Pb esnecesario analizar la temperatura.

En las colisiones entre nucleos se describe un conjunto de partículas que interactúan y con-

forman un medio termodinámico. Por esta razón, no es difícil adivinar que la mejor manera de

describir estos procesos es utilizando los principios fundamentales de la Mecánica Estadística.

Esta rama de la Física permite predecir el comportamiento de un sistema termodinámico me-

diante el conocimiento de las propiedades dinámicas de las partículas que conforman el sistema

[2]. La función de partición que nos permite determinar las propiedades del sistema, como ve-

remos, está estrechamente relacionada con la QFT en el espacio euclidiano. Así, esta relación

entre la QFT y la Mecánica Estadítica da origen a una nueva teoría que describe procesos a

temperatura �nita, llamada Teoría Térmica de Campos (TFT, por sus siglas en inglés)[3]. Hoy

en día, el estudio de la TFT se desarrolla para estudiar, entre otros, procesos como colisiones de

1



Introducción

iones pesados a altas energías. Las bases de esta teoría han sido establecidas desde hace más de

50 años, por el trabajo de Takeo Matsubara [4], entre otros. La cuantización de los operadores

del campo en TFT se logra a través de la frecuencia de Matsubara en lugar de la energía y el

momento [5]. El formalismo de Matsubara ha sido aplicado exitosamente para calcular efectos

térmicos en problemas de altas energías [6]. Uno de los mas importantes es la descripción de una

fase decon�nada llamada plasma de quarks y gluones (QGP). Esta fase se genera en las colisiones

de iones pesados, donde se determinó que el plasma se produce alrededor de una temperatura de

150 MeV. A medida que el plasma se enfria, los quarks, antiquarks y gluones se combinan para

formar la materia hadrónica. La descripción de este plasma, es uno de los principales desarrollos

que nos ha permitido conocer un poco más acerca del Universo temprano [7].

Para estudiar la formación y evolución del QGP, es necesario comparar datos experimentales

con predicciones de la teoría. El entendimiento de las diferentes etapas despues de la creación

del plasma y de las transiciones de fase que sufre, requiere de un amplio espectro de mediciones

y teorías. En general existen herramientas robustas que han servido de guia, por ejemplo: QCD

perturbativa tiene un rango de aplicabilidad en temperaturas altas, para la fase del QGP donde

quarks y gluones se comportan como libres. Otro ejemplo es el uso de QCD en la red (lattice

QCD), como método no perturbativo basado en simulaciones numéricas que permiten la des-

cripción de la formación de hadrones en la evolución del plasma[8]. En este trabajo usaremos un

método para la descripción de la física de QGP, que consiste en implementar y extender técnicas

de un plasma de QED a uno de QGP. El primer paso para lograr esto, es determinar la pérdida

de energía de una partícula masiva, actuando como sonda, a través del plasma de QED. Deter-

minar la pérdida de energía nos permitirá explorar de manera indirecta las propiedades físicas

del plasma, abriéndonos el camino al QGP [9].

En el Capítulo 1 realizamos una descripción de los conceptos necesarios de la TFT; iniciando

con los conceptos básicos de la Mecánica Estadística. Enseguida se introduce el formalismo de

Matsubara, con el que se muestra la conexión entre la Mecánica Estadística y la QFT. Para

terminar, se desarrolla una autoenergía a temperatura �nita, con el �n de establecer la forma

del propagador de un bosón en el contexto del formalismo de Matsubara. En el Capítulo 2 se

utiliza el resultado que se obtuvo en el Capítulo 1 para presentar detalladamente el cálculo de

la pérdida de energía del muón. Este capítulo se divide en dos secciones importantes: una de la

contribución Hard y otra de la contribución Soft a la pérdida de energía total. En el Capitulo 3 se

realiza un análisis de los resultados obtenidos en el Capítulo 2, discutiendo el comportamiento de

2



Introducción

la pérdida de energía en el plasma isótropo. De igual manera se realiza un análisis de la pérdida

de energía establecendo un límite espacial para el plasma, lo que permite un acercamiento más

real a los procesos realizados en una colisión. Finalmente, se establece la conexión con el plasma

de QGP especi�cando los cambios necesarios adicionales a la pérdida de energía.

3



Capítulo 1 Elementos de la Teoría Térmica de Campos.

Nos interesa describir el proceso de la pérdida de enería de un muón dentro de un plasma de

QED a una temperatura T . En la TFT existen muchos métodos que nos permiten desarrollar

y describir este tipo de procesos. Uno de los más conocidos en la teoría cuántica de campos a

temperatura �nita, es el formalismo de tiempo imaginario, o formalismo de Matsubara1.

En este capítulo vamos a presentar los elementos básicos de la Física Estadística y su relación

con la QFT, para culminar con una breve descripción del formalismo de Matsubara[4][7].

1.1. Elementos de Física Estadística

Uno de los conceptos principales de la Física Estadística es el de ensemble. Éste se de�ne

como el conjunto de sistemas identicamente preparados, en contacto con un baño térmico a una

temperatura T . Consideremos un sistema de volumen V caracterizado por el Hamiltoniano H.
El estado de equilibrio del sistema está descrito por el operador de matriz de densidad de estados

de energía;

ρ(β) = e−βH, (1.1)

con el cual es posible realizar un análisis estadístico del conjunto de partículas que conforman

el sistema. Si trabajamos en unidades naturales2, β representa el inverso de la temperatura de

equilibrio. Para �nes prácticos vamos a trabajar con un ensemble arbitrario, ya que lo que desa-

rrollamos en esta sección no depende de la naturaleza del ensemble. Así la función de partición

para el ensemble está de�nida como sigue

Z(β) =Tr[ρ(β)]

=Tr[e−βH], (1.2)

donde Tr es la traza sobre un conjunto completo de estados. Una vez que se determina esta

función se puede calcular el valor promedio o valor de expectación de una cantidad física A, de

1Llamado así por Takeo Matsubara, quién fue el primero en establecer una teoría perturbativa para la función

de partición en la teoría cuántica de campos (1955)[3][5].
2En unidades naturales tenemos κ = 1, c = 1, ~ = 1, donde κ es la constante de Boltzman, c es la velocidad de

la luz y ~ es la constante de Planck.

4



1.2. Formalismo de Matsubara 5

la siguiente manera:

〈A〉β =Z−1(β)Tr[ρ(β)A]

=
Tr[ρ(β)A]

Tr[ρ(β)]
. (1.3)

Para cualquier A en el marco de Schrödinger, tenemos un operador en el marco de Heisenberg

de�nido como:

AH(t) = eiHtAe−iHt. (1.4)

El promedio para dos operadores a temperatura �nita es:〈
AH(t)BH(t′)

〉
=Z−1(β)Tr[ρ(β)AH(t)BH(t′)]

=
〈
BH(t′)AH(t+ iβ)

〉
. (1.5)

La ecuación (1.5), que se obtiene en el apendice A.1, es conocida como la relación Kubo - Martin

- Schwinger (KMS) que da lugar a la periodicidad y anti-periodicidad en las funciones de dos

puntos de Green Gβ a temperatura �nita. Es importante destacar que la temperatura juega el

papel de tiempo imaginario. Esta es la razón de porqué al formalismo de Matsubara también se

le conoce como el formalismo de tiempo imaginario. En este formalismo tenemos de�nido:

τ = it −→ t = −iτ. (1.6)

Una vez establecido esto, pasamos a realizar una breve descripción de este formalismo en la

siguiente sección.

1.2. Formalismo de Matsubara

En cualquier teoría cuántica de campos, hay una in�nidad de valores esperados de todos los

estados posibles. Si existen interacciones, la función de partición de un sistema estadístico no se

puede evaluar de manera exacta. Una forma de evaluarla de manera perturbativa es utilizando el

formalismo de Matsubara. Éste ofrece un método análogo al de QFT. La ecuación (1.1), tiene la

forma de un operador de evolución en el tiempo para tiempos imaginarios negativos. Si separamos

el hamiltoniano en la suma de un hamiltoniano libre H0 y uno de interacción H′, tenemos

H = H0 +H′, (1.7)

por lo que la ecuación (1.1) se reescribe como

ρ(β) = e−βH = ρ0(β)ρ1(β, (1.8)
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donde hemos de�nido,

ρ0(β) ≡ e−βH0 , (1.9)

ρ1(β) = eβH0e−βH. (1.10)

Utilizando la de�nición (1.6), la ecuación de evolución que satisface ρ1 está dada por:

∂ρ1(τ)

∂τ
=
∂ρ−1

0 (τ)

∂τ
ρ(τ) + ρ−1

0

∂ρ(τ)

∂τ

=−H′I(τ)ρ1(τ), (1.11)

donde

H′I(τ) = ρ−1
0 (τ)H′ρ0(τ). (1.12)

La ecuación (1.11) es análoga a la ecuación del operador de evolución del tiempo en QFT a

temperatura cero; ésta determina la evolución temporal de un estado inicial a un estado �nal. Si

la integramos obtenemos

ρ1(β) = Pτe
∫ β
0 dτH′I(τ), (1.13)

donde Pτ es una constante de integración. La ecuación (1.13) es análoga a la expresión de la

matriz S de QFT a temperatura cero3. La diferencia aquí es que la integral de tiempo es sobre

un intervalo �nito a lo largo del eje imaginario. Esta es la diferencia más importante entre ambos

formalismos.

Como podemos ver, la discusión a temperatura �nita es paralela a la discusión a temperatura

cero. Así, podemos concluir que las interacciones térmicas también tienen una representación en

diagramas de Feynman modi�cados por la temperatura.

En QFT el propagador de Feynman es una función de Green de dos puntos y expresa la

propagación de una partícula entre dos puntos xi y xf . El espacio de con�guración no es el más

apropiado para describir la propagación de partículas con cuadrimomento P bien de�nido; en este

caso resulta más sencillo trabajar con una función de Green de�nida en el espacio de momentos.

Ambas están relacionadas mediante transformadas de Fourier. Las funciones de Green de dos

puntos solo dependen de diferencias xi− xf debido a la invarianza bajo translaciones, así que su

transformada de Fourier solo dependerá de 1 momento.

Lo mismo ocurre en el formalismo de Matsubara. Es mucho más sencillo calcular los dia-

gramas de Feynman en el espacio de momentos. Como ya dijimos, los diagramas de Feynman

para este formalismo, sufren una pequeña modi�cación dada la presencia de temperatura. En

3Consultar An Introduction to Quantum Field Theory, pag. 102-104, ec. 4.71 [11]
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este caso, los diagramas contienen las frecuencias de Matsubara que de�niremos más adelante.

Estas frecuencias son diferentes para bosones y fermiones. Para de�nirlas, veamos algunas de las

propiedades de las funciones de Green de dos puntos Gβ .

La función de Green de dos puntos depende solo de la diferencia τ − τ ′.

Cada variable de tiempo está entre 0 ≤ τ, τ ′ ≤ β. Como consecuencia, el argumento de la

función tiene el rango −β ≤ τ − τ ′ ≤ β con β = 1
T

Un resultado que se puede ver de la relación KMS en la ecuación (1.5), es el suguiente:

Gβ(0, τ) = ±Gβ(β, τ) (1.14)

que muestra la (anti) perioricidad de las �nciones de green de dos puntos.

Como la función Gβ está de�nida en intervalos �nitos, entonces la transformada de Fourier

correspondiente puede tener solo frecuencias discretas ωn.

Gβ(τ) =
1

β

∑
n

e−iωnτGβ(ωn) (1.15)

donde

Gβ(ωn) =
1

2

∫ β

−β
dτeiωnτGβ(τ) (1.16)

Aunque todos los modos enteros se permiten en el desarrollo de Fourier, solo los enteros

pares contribuyen a la función de Green bosónica, mientras que los enteros impar contribu-

yen a la función de Green fermiónica. Esto se debe a las condiciones de (anti) periodicidad

que satisface Gβ .

El último punto nos permite escribir las frecuencias de Matsubara, como:

ωn =

 2nπ
β para bosones

(2n+1)π
β para fermiones

con n = 0,±1± 2, ...

En el formalismo canónico de QFT, es posible determinar la forma del propagador aplicando

la transformada de Fourier al espacio de momentos a la ecuación de movimiento de la partícula.

Ahora que hemos establecido las propiedades que deben tener estas funciones y su transformada

en la TFT, es posible determinar los propagadores térmicos de manera análoga.
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El formalismo de Matsubara o de tiempo imaginario, descrito en esta sección también puede

desarrollarse en el contexto de la integral de camino [5][6]. El tratamiento con integrales de

camino de las teorías de campos es muy útil y la estrecha relación entre Mecánica Cuántica y

Mecánica Estadística, como lo veremos a continuación, se hace evidente.

La amplitud de transición en QFT a T = 0 tiene la representación funcional:

〈Φ(~x2, t2)|Φ( ~x1, t1)(〉 =
〈

Φ2|e−iH(t2−t1)|Φ1

〉
= N ′

∫
DΦeiS , (1.17)

donde Φ es un campo arbitrario y N ′ es una constante de normalización. S es la Acción que se

de�ne como

S[Φ] =

∫ t2

t1

dt

∫
d3xL, (1.18)

donde L representa la densidad lagrangiana del sistema. La integral de camino está de�nida

sobre trayectorias con los puntos extremos �jos

Φ(~x1, t1) = Φ1,

Φ(~x2, t2) = Φ2. (1.19)

Pasamos del espacio de Minkowski al espacio Euclidiano mediante una rotación de Wick t −→ −it
y de�nimos la evolución temporal igual al inverso de la temperatura:

t1 − t2 = −iβ (1.20)

Con esta relación podemos conectar la formulación de la integral de camino de QFT, en el espacio

Euclidiano, a la función de partición de la mecánica estadística:

N ′
∫
DΦe−iSE = Z(β), (1.21)

el subíndice E se re�ere a la Acción Euclidiana, donde los campos cumplen con las condiciones

de (anti) periodicidad:

Φ(~x, β) = ±Φ(~x, 0)

donde la elección del signo de la ecuación (1.14) va a depender de qué tipo de campo sea,

bosónico o fermiónico. La formulación de integral de camino de la función de partición es bastante

interesante ya que muestra cómo la descripción a T = 0 y T 6= 0 son cualitativamente similares.

Los diagramas en este formalismo se obtienen de un desarrollo perturbativo de la integral de

camino con la única diferencia de que las variables de campo tienen que satisfacer las condiciones

de (anti) periodicidad. Esto ocasiona que los valores temporales sean discretos, como ya se vio.

En resumen, el formalismo de Matsubara posee las siguientes características:
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La función de partición se conecta a la integral de camino, donde la Acción corresponde a

la Acción Euclidiana del sistema original con el intervalo temporal de integración �nito.

Los campos fundamentales de esta Acción Euclidiana deben satisfacer las condiciones de

(anti) periodicidad, con un periódo de β.

Las reglas de Feynman para ésta teoría pueden extraerse de la integral de camino. La

diferencia entre QFT y TFT, radica en la dependencia del propagador con la temperatura

T , mientras que los vértices entre las teorías son exactamente los mismos.

Gracias a este último punto, dada cualquier teoría cuántica de campo podemos describir

perturbativamente, mediante diagramas de Feynman, fenómenos que ocurren en TFT. El pro-

pagador para los campos escalares4 en el espacio de momentos es de la forma

Gβ(~k, ωn) =
1

ω2
n + ~k2 +m2

,

=
1

(4n2π2/β2) + ~k2 +m2
, (1.22)

donde ~k es el momento ym es la masa de la partícula escalar. ωn son las frecuencias de Matsubara.

Es importante destacar que el formalismo de Matsubara ha sido desarrollado completamente

en el contexto de sistemas en equilibrio, así que solo podemos describir procesos muy lentos en

el tiempo que caracteriza la evolución del plasma en equilibrio 5.

1.2.1. Autoenergía a temperatura �nita.

Para mostrar el desarrollo de una autoenergía a temperatura �nita, vamos a trabajar con

una teoría bosónica y escalar descrita por la siguiente densidad lagrangiana:

L =
1

2
∂µΦ∂µΦ− m2

2
Φ2 +

1

2
∂µB∂

µB − M2

2
B2 − g

2
ΦB2, (1.23)

donde B y Φ son sos campos correspondientes a partículas masivas con masas M y m respecti-

vamente. Dado que son campos escalares, su propagador es de la forma (1.22) y los vértices son

iguales a los de temperatura cero. Si queremos calcular cantidades a temperatura �nita, debe-

mos tomar al tiempo como un parámetro imaginario, así la teoría se convierte en euclidiana. Los

4Un campo escalar es el descrito por la ecuación de Klein-Gordon que resulta en una teoría de bosones de

espín 0[10].
5Según resultados de experimentos en el RHIC, en colisiones nucleares se estima que el plasma de quarks y

gluones se encuentra en equilibrio aproximadamente en un tiempo del orden de 10fm = 10−14s.
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k

B

pφ

k
+
p

P φ
Π(p, p0) =

B

Figura 1.1: Autoenergía del campo bosónico Φ

cálculos pueden realizarse de manera análoga al caso de temperatura cero, la única diferencia

es que los valores de la variable temporal son discretos y por lo tanto, en lugar de una integral

debemos hacer una suma sobre los valores discretos de energía:∫
d4kE
(2π)4

→ 1

β

∑
n

∫
d3k

(2π)3
. (1.24)

La autoenergía del campo Φ en la �gura (1.1) corresponde al último término de interacción

de la ecuación (1.23). Esta autoenergía se construye utilizando las reglas de Feynman para un

campo bosónico escalar. En este caso, tenemos dos patas que valen 1, 2 propagadores que están

dados por la ecuación (1.22) y dos vértices que corresponden a la constante de acoplamiento q
2

en la ecuación (1.23). Todos se multiplican y se integran respecto al momento k. Esto queda de

la siguiente forma,

Π(~p, p0) =
g2

2β

∑
n

∫
d3k

(2π)3

1(
4n2π2

β2

)
+ E2

~k

1(
2nπ
β + p0

)2
+ E2

~k+~p

(1.25)

donde

E~k = (~k2 +M2)
1
2

(1.26)

E~k+~p
= [(~k + ~p)2 +M2]

1
2 .

Podemos reescribir la ecuación (1.25) como:

Π(~p, p0) =
g2

2β

(
β

2π

)2∑
n

∫
d3k

(2π)3

1

E~kE~k+~p

[
1

n+
βE~k
2π i
− 1

n− βE~k
2π i

]

(1.27)

×

 1

n+ βp0
2π +

βE~k+~p
2π i

− 1

n+ βp0
2π −

βE~k+~p
2π i

 .
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La sumatoria sobre n se evalua utilizando la representación en serie que surge del Teorema de

Residuos (ver apéndice A.4) que establece que:∑
n

1

n+ ix

1

n+ ix
=

π

x− y [coth(πx)− coth(πy)]. (1.28)

Introducimos este resultado a la expresión para la autoenergía (1.27), tomamos los valores dis-

cretos para p0 = 2nπ
β y la periodicidad de la cotangente hiperbólica. Con esto obtenemos:

Π(~p, p0) =
g2

8

∫
d3k

(2π)3

[
1

E~k
coth

(
βE~k

2

)
1

E2
~k+~p
− (E~k − ip0)2

+
1

E~k+~p

coth

(
βE~k+~p

2

)
1

E2
~k
− (E~k+~p

− ip0)2

]
. (1.29)

Es importante destacar que la autoenergía no es una función analítica en el origen ~p = 0.

A temperatura �nita, la invarianza de Lorentz se rompe por la elección del marco de referencia

especí�co, por lo tanto, la amplitud puede depender de manera independiente de p0 y ~p. Esto

implica que los límites para p0 −→ 0, ~p −→ 0 y ~p −→ 0, p0 −→ 0 no necesariamente son iguales

(ver apendice A.6). Por ejemplo, el límite ~p −→ 0, p0 = 0, corresponde a tomar un límite estático,

que permite obtener la masa para los campos eléctricos generada por la dinámica [4].

Una manera alternativa de ver a las autoenergías en temperatura �nita es introduciendo la

distribución térmica,

n(E~k) =
1

eβE~k − 1
, (1.30)

n(E~k+~p
) =

1

e
βE~k+~p − 1

. (1.31)

Las funciones de distribución (1.30) y (1.31) se obtienen de:

coth

(
βE~k

2

)
= 1 + 2n(E~k), (1.32)

así, podemos reescribir la ecuación (1.29) como

Π(ω) =
g2

8

∫
d3k

(2π)3

1

E~kE~k+~p

[
(1 + n(E~k))(1 + n(E~k+~p

))− n(E~k)n(E~k+~p
))

×
(

1

ω + E~k + E~k+~p

− 1

ω − E~k − E~k+~p

)
+ (n(E~k)(1 + n(E~k+~p

))− (n(E~k+~p
)(1 + n(E~k))

×
(

1

ω − E~k + E~k+~p

− 1

ω + E~k − E~k+~p

)]
. (1.33)

Observemos que para este ejemplo:
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A temperatura �nita, la autoenergía debe ser pesada por factores de estadística.

Si estuvieramos trabajando con campos de fermiones, aparte de la esctuctura espinorial,

los factores estadísticos tendrían la forma (1 − nF (E~k)), que es el "Factor de Bloqueo de

Pauli", representando que hay una distribución real de fermiones en el medio de densidad

n. Así que la densidad disponible de los estados para los posibles decaimientos se suprime.

Hay particulas reales presentes en un medio y como consecuencia hay canales disponibles

que no lo están o no son posibles en T = 0.

Por ejemplo, con la densidad lagrangiana de la ecuación (1.23) para esta teoría podemos analizar

el proceso

Φ −→ B +B

que ocurre con un factor estadístico

(1 + n(E~k))(1 + n(E~k+~p
)).

Como en el medio térmico hay B′s reales, tenemos también el proceso inverso,

B +B −→ Φ

éste ocurre con el factor estadístico:

n(E~k)n(E~k+~p
)

Notamos que estos dos procesos están contenidos en la ecuación (1.33), donde se observa que la

razón de decaimiento total para Φ es la diferencia entre ellos. Los otros términos representan los

procesos adicionales a temperatura �nita:

Φ +B −→ B

B −→ Φ +B.

que ocurren con el factor estadístico:

(n(E~k)(1 + n(E~k+~p
))− (n(E~k+~p

)(1 + n(E~k)).

En este capítulo nuestra discusión se ha concentrado en el formalismo de tiempo imaginario,

o de Matsubara, aplicado a los sistemas estadísticos en equilibrio térmico. Todas las herramientas

y propiedades mostradas en este capítulo son utilizadas para determinar la pérdida de energía

dE/dx de un muón a través de un plasma de QED en equilibrio térmico.



Capítulo 2 Pérdida de energía por unidad de camino

recorrido.

Este capítulo consiste en el cálculo de la pérdida de energía dEp
dx de un muón propagándose

a través de un plasma de QED formado de electrones, positrones y fotones. El cálculo está dado

por dos contribuciones: La primera es la Hard, que está determinada por el diagrama de Feynman

a nivel árbol que se muestra en la �gura (2.1). La segunda contribución es la Soft, determinada

por un diagrama de Feynman que contiene el propagador efectivo de un fotón respresentado en

la �gura (2.2). Esta idea fue propuesto por Braaten y Yuan [1] donde se introduce el momento q∗

arbitrario para separar las regiones del momento q transferido en las interacciones: q > q∗ para

la contribución Hard y q < q∗ para la contribución Soft.

µ(P ) µ(P ′)

e−(K) e−(K ′)

γ(Q)

Figura 2.1: Diagrama de la contribución Hard para dE/dx.

e−(K) e−(K ′)

µ(P ) µ(P ′)

∆(Q)

Figura 2.2: Autoenergía Π(P ) de la contribución Soft para dE/dx.

El plasma que el muón atraviesa es isótropo y está en equilibrio térmico a una temperatura

T . Dentro, el muón interactúa con un electrón térmico de masa despreciable tal que me <<

eT << M , P , así que trabajaremos a primer orden en T
M y T

P . Inicialmente, el muón tiene un

4−momento P = (Ep, ~p) y una velocidad ~v, mientras que el electrón tiene un 4−momento inicial

K = (Ek,~k). Durante la interacción intercambian un fotón que posee un 4−momento Q = (ω, ~q)

13
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donde ω = E′k −Ek es la energía del fotón y ~q = ~k′ − ~k es el momento transferido. El muón sale

con un 4−momento P ′ = (E′p, ~p
′) y una velocidad ~v′, y el electrón térmico con un 4−momento

K ′ = (E′k,
~k′).

¾Cómo podemos saber, teóricamente, cuánta energía pierde el muón en el proceso? Como

primera aproximación, uno podría decir que la diferencia de energías ∆E = Ep−E′p es la energía
perdida. Ya que no todos poseen la misma energía, se debe considerar un rango de energías

para los muones en el estado inicial y �nal. Así que es necesario obtener un promedio de energía

integrando sobre un rango ∆E.

En la siguiente sección vamos a comenzar por el cálculo de la pérdida de energía de la

contribución Hard, seguido de la Soft.

2.1. Cálculo de dE/dx

Usando la Regla Dorada de Fermi [10][11], la amplitud de transición es

Γ(Ep) =
1

2Ep

∫
d3p

′

(2π)32E′p

∫
d3k

(2π)32Ek
nF (Ek)

∫
d3k

′

(2π)32E
′
k

[1− nF (E
′
k)]

× (2π)4δ4(P +K − P ′ −K ′)1

2

∑
spin

|M|2. (2.1)

Podemos ver que las integrales de los factores de �ujo, solo son sobre la parte espacial de los

vectores de 4−momento salientes. La δ garantiza la conservación del momento del proceso. El

término nF (Ek) = (eEk/T + 1)−1 viene del formalismo de Matsubara visto en el Capítulo 1 y

se introduce para las partículas térmicas entrantes, mientras que para las salientes, tenemos el

término 1− nF (E′k). Usando Γ el promedio de la energía perdida es:

∆Ep =
1

Γ

∫ ∞
M

dE
′
p(Ep − E′p)

dΓ

dE′p
(Ep, E

′
p) (2.2)

Como el plasma se conforma por una distribución de partículas, es necesario integrar sobre

la diferencia de energías y el diferencial de la razón de decaimiento con respecto a la energía

del estado �nal del muón dΓ
dE′ . Ésta integral es respecto a E′p porque dado un estado inicial,

integramos para todos los valores de energía posibles en el estado �nal. El tiempo promedio de

la interacción del muón con el plasma es 1/Γ, por lo tanto la distancia promedio que viaja es

∆x = v/Γ, donde v = |~v|. Así que la energía perdida por unidad de distancia recorrida es

−dEp
dx

=
1

v

∫ ∞
M

dE
′
p(Ep − E

′
p)
dΓ

dE′p
(Ep, E

′
p). (2.3)
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El signo menos indica que si la energía del estado �nal del sistema E′p es mayor que la enegía

del estado inicial, el muón gana energía del plasma. Caso contrario ocurre cuando la energía del

estado �nal es menor que la del estado inicial.

Para el cálculo de la pérdida de energía necesitamos hacer algunas consideraciones. La prime-

ra, es considerar que estamos trabajando con un plasma isótropo. Esto signi�ca que no importa

la dirección de propagación del muón. Además, la masa de los electrones y positrones que con-

formen este plasma debe ser muy pequeña en comparación a la temperatura del plasma. Las

velocidades del muón entrante y saliente están dadas por

~v =
~p

Ep
, (2.4)

~v′ =
~p′

E′p
. (2.5)

Para la energía �nal del muón en ambas contribuciones, tomamos la aproximación de la energía

como,

E′p = Ep − ~v · ~q. (2.6)

En la contribució Soft, el fotón intercambiado interactua con el medio, por lo tanto se genera

una masa térmica debido a la dinámica. Esta masa es proporcional a la temperatura mγ ∝ eT .

Asumiendo que el momento transferido es muy pequeño en esta región, es posible aproximar la

energía �nal como,

E′k ' Ek − k̂ · ~q. (2.7)

Una vez establecidas estas consideraciones, pasamos a determinar la pérdida de energía en ambas

regiones.

2.1.1. Contribución Hard.

La pérdida de energía en la aproximación Hard resulta de las ecuaciones (2.1) y (2.3).[
−dEp
dx

]
hard

=
1

Ep

∫
d3p

′

(2π)32E′p

∫
d3k

(2π)32Ek
nF (Ek)

∫
d3k

′

(2π)42E
′
k

[1− nF (E
′
k)]

× (2π)4δ4(P +K − P ′ −K ′)1

2

∑
spin

|M|2ω
v

Θ(q − q∗) (2.8)

donde la función Θ(q − q∗) impone la restricción de la region Hard.

La ecuación (2.1) corresponde a los diagramas de las �guras (2.1) y (2.2). A parte de esta

contribución, también tenemos una que viene de la dispersión de Compton. Ésta consta de la
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µ(P ) µ(P ′)

γ(K) γ(K ′)

µ(P ) µ(P ′)

γ(K) γ(K ′)

Figura 2.3: Diagramas de dispersión Compton

suma de los diagramas en la �gura (2.3). Sin embargo está suprimida por un factor (T/M)2 (ver

apéndice C.1) con respecto a la dispersión de Coulomb [1][7]. Por lo tanto la única contribución

a la pérdida de energía en la región Hard es la correspondiente a la �gura (2.1). Para determinar

dE/dx en la región Hard, es necesario calcular la amplitud de probabilidadM de este proceso.

Usando las reglas de Feynman para QED (ver apéndice B) su amplitud correspondiente es:

iM = U(K ′)(−ieγµ)V (K)

(−igµν
Q2

)
V (P )(−ieγν)U(P ′). (2.9)

Donde U y V son las funciones de estado de las partículas interactuantes. La amplitud conjugada

es de la forma,

−iM∗ = −i e
2

Q2
[V (K)γνU(K ′)][U(P ′)γνV (P )]. (2.10)

Por lo tanto el cuadrado es,

|M|2 =
e4

Q4
[U(K ′)γµV (K)V (K)γνU(K ′)][V (P )γµU(P ′)U(P ′)γνV (P )]. (2.11)

Sumamos sobre el espín de los estados iniciales y �nales para obtener,

1

2

∑
spin

|M|2 =
e4

2Q4
Tr[6K ′γµ 6Kγν ]Tr[(6P −M)γµ(6P ′ +M)γν ]. (2.12)

Calculando las trazas (ver apéndice C.2) obtenemos,

1

2

∑
spins

|M|2 =16
e4

Q4
(K ′ · PK · P ′ +K ′ · P ′K · P +K ′ ·KM2) (2.13)

=16
e4

Q4
[(EpEk − ~p · ~k)(E′pE

′
k − ~p′ · ~k′)

+ (EpE
′
k − ~p · ~k′)(E′pEk − ~p′ · ~k) +M2K ′ ·K], (2.14)
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donde utilizamos la de�nición de 4−momento.

Considerando que la velocidad del muón entrante y saliente está dada por ~v = ~p
Ep

y ~v′ = ~p′

E′p

respectivamente y que ~v = ~v′, tenemos la aproximación,

E
′
p ' Ep − ~v · ~q, (2.15)

podemos escribir la ecuación (2.14) como,

1

2

∑
spins

|M|2 = 16
e4

Q4
{(EpEk − Ep~v · ~k)(E

′
pE
′
k − E

′
p~v · ~k′)

+ (EpE
′
k − Ep~v · ~k′)(E

′
pEk − E

′
p~v · ~k) +M2K ·K ′)}. (2.16)

Desarrollando el cuadrado de la amplitud de probabilidad (ver apéndice C.3) factorizando

EpE
′
p y expresando M2 = E2

p − ~p2, obtenemos

1

2

∑
spins

|M|2 = 16
e4

Q4
EpE

′
p

[
2(Ek − ~v · ~k)(E

′
k − ~v · ~k′) + (1− v2)K ·K ′Ep

E′p

]
, (2.17)

donde podemos identi�car K ·K ′ como,

K ·K ′ = −Q
2

2
(2.18)

ya que me es despreciable. Si E′p � ~v · ~q, podemos expresar la ecuación (2.17) de la siguiente

manera,
1

2

∑
spins

|M|2 = 16
e4

Q4
EpE

′
p[2(Ek − ~v · ~k)(E

′
k − ~v · ~k′)−

1− v2

2
Q2]. (2.19)

Introdicimos el resultado (2.19) en la ecuación (2.8) e integramos sobre el momento p′ utilizando

la función delta, obtenemos la siguiente expresión,[
−dEp
dx

]
hard

=
4πe4

v

∫
d3k

(2π)3

1

Ek
nF (Ek)

∫
d3k′

(2π)3

1

E′k
[1− nF (e′k)]

× ω

(ω2 − q2)2
Θ(q − q∗)δ(Ep + Ek − E′p − E′k)

× [2(Ek − ~v · ~k)(E′k − ~v · ~k′)−
1− v2

2
(ω2 − q2)]. (2.20)

Utilizando conservación de la energía, así como la aproximación en la ecuación (2.15) podemos

escribir el argumento de la delta en términos de la energía, el momento del fotón y la velocidad

del muón, así la pérdida de energía queda como sigue[
−dEp
dx

]
hard

=4π
e4

v

∫
d3k

(2π)3

1

Ek
nF (Ek)

∫
d3k′

(2π)3

1

E′k
[1− nF (E′k)]

ω

(ω2 − q2)2
Θ(q − q∗)

× δ(ω − ~v · ~q)[2(Ek − ~v · ~k)(E′k − ~v · ~k′)−
1− v2

2
(ω2 − q2)]. (2.21)
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En el término del factor de Pauli [1 − nF (e′k)], nF (E′k) puede ser suprimido ya que el termino

correspondiente en el integrando es impar ante el cambio de ~k −→ ~k′ y su integral se reduce a

cero. Con esto obtenemos lo siguiente,[
−dEp
dx

]
hard

=4π
e4

v

∫
d3k

(2π)3

1

Ek
nF (Ek)

∫
d3k′

(2π)3

1

E′k

ω

(ω2 − q2)2
Θ(q − q∗)

× δ(ω − ~v · ~q)[2(Ek − ~v · ~k)(E′k − ~v · ~k′)−
1− v2

2
(ω2 − q2)] (2.22)

además, por conservación de 3−momento tenemos,

~q = ~k′ − ~k −→ ~k′ = ~q + ~k.

Haciendo el cambio de ~k′ a q en la pérdida de energía, encontramos,[
−dEp
dx

]
hard

=4π
e4

v

∫
d3k

(2π)3

1

Ek
nF (Ek)

∫
d3q

(2π)3

1

ω + Ek

ω

(ω2 − q2)2
Θ(q − q∗)

× δ(ω − ~v · ~q)[2(Ek − ~v · ~k)(ω + Ek − ~v · ~q − ~v · ~k))− 1− v2

2
(ω2 − q2)]. (2.23)

De aquí se sigue,[
−dEp
dx

]
hard

= 4π
e4

v

∫
d3k

(2π)3

1

Ek
nF (Ek)

∫
d3q

(2π)3

1

ω + Ek

ω

(ω2 − q2)2
Θ(q − q∗)

× δ(ω − ~v · ~q)[2(Ek − ~v · ~k)2 + 2(Ek − ~v · ~k)(ω − ~v · ~q)− 1− v2

2
(ω2 − q2)]. (2.24)

Si integramos respecto a q en la expresión anterior, el término de la integral que depende de

(ω−~v ·~q) se anula por la de�nición de la Delta de Dirac. Esto nos permite simpli�car la expresión

(2.24) de la siguiente manera,[
−dEp
dx

]
hard

=4π
e4

v

∫
d3k

(2π)3

1

Ek
nF (Ek)

∫
d3q

(2π)3

1

ω + Ek

ω

(ω2 − q2)2
Θ(q − q∗)

× δ(ω − ~v · ~q)[2(Ek − ~v · ~k)2 − 1− v2

2
(ω2 − q2)]. (2.25)

Trabajando en coordenadas esféricas de la variable q, obtenemos la siguiente expresión,[
−dEp
dx

]
hard

=
2e4

(2π)5v

∫
d3k

1

Ek
nF (Ek)

∫ ∞
q∗

q2dq

∫
dΩq

δ(ω − ~v · ~q)
|~q + ~k|

× ω

(ω2 − q2)2
[2(Ek − ~v · ~k)2 − 1− v2

2
(ω2 − q2)], (2.26)

donde ahora tenemos que ω = |~q + ~k| −Ek. Para simpli�car la expresión, debemos recordar que

dE/dx no depende de la dirección de la velocidad ~v. Así, podemos escoger que ~v esté sobre el
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eje z. Esto nos va a permitir reescribir la función delta de la siguiente manera [12].

δ(|~q + ~k| − Ek − ~v · ~q) =
δ(φq − φ0)Θ(Ek + ~v · ~q)2|~q + ~k|

q
√

4E2
k sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(Ek cos θk − kv)]2

(2.27)

donde φ0 es la solución a la ecuación

cos(φ0 − φk) = −q(1− v
2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)

2k sin θk sin θq
. (2.28)

Hasta este paso, podemos sustituir la ecuación (2.27) dentro de la ecuación (2.26) y realizar la

integración con respecto a φ0. Con esto se obtiene la siguiente expresión,[
−dEp
dx

]
hard

=
2e4

(2π)5v

∫
d3k

nF (Ek)

Ek

∫ ∞
q∗

qdq

∫ 1

−1
d cos θq4Θ(k + vq cos θq) (2.29)

× Θ(4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2)√
4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2)

(2.30)

× ω

(ω2 − q2)2

[
2(Ek − ~v · ~k)2 +

1− v2

2
(ω2 − q2)

]
. (2.31)

El resultado para la integral respecto a φq se encuentra restringido por la función paso:

Θ(4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2).

Cambiando la integral respecto a ~k a coordenadas esféricas, y considerando que hicimos

me = 0, podemos aproximar la magnitud del momento k a la energía Ek,[
−dEp
dx

]
hard

=
2e4

(2π)5v

∫
dkknF (k)

∫
dΩk

∫ ∞
q∗

qdq

∫ 1

−1
d cos θq4Θ(k + vq cos θq)

× Θ(4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2)√
4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2)

× qv cos θq
(v2q2 cos2 θq − q2)2

[
2(k − ~v · ~k)2 +

1− v2

2
(v2q2 cos2 θq − q2)

]
. (2.32)

Vamos a asumir que la magnitud del 3−momento k es una fracción del momento transferido en

la dirección z, k = qy, con este cambio de variable en la integral respecto a k obtenemos:(
−dEp
dx

)
hard

=
2e4

(2π)5v

∫ ∞
0

dyy

∫ 1

−1
d cos θk

∫ 2π

0
dφk

∫ ∞
q∗

qnF (q)dq

∫ 1

−1
d cos θq4Θ(y + vq cos θq)

× Θ(4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2)√
4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2)

× v cos θq
(v2 cos2 θq − 1)2

[
2y2(1− v cos θk)

2 +
1− v2

2
(v2 cos2 θq − 1)

]
, (2.33)
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en donde se ha simpli�cado la expresión dejando solamente una potencia en la variable q. Esto

permite realizar la integral
∫∞
q∗ qnF (q) para obtener,

∫ ∞
q∗

q
(
e
qy
T + 1

)−1
=
q2

2
− qT

y
ln
(

1 + e
qy
T

)
− T 2

y2
Li2(−e qyT ) (2.34)

donde Li2 pertenece a las funciones Polilogarítmicas de�nidas como

Lis(y) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1

et/y − 1
dt, (2.35)

utilizando una de las propiedades de los polilogaritmos que establece que para todo n = 0,±1,±2, ...

se tiene,

Lin(x) + (−1)nLin(1/x) = (
2iπ

n!
)nBn

(
1

2
+

ln(x)

2iπ

)
, (2.36)

la ecuación (2.34) se puede reescribir como:∫ ∞
q∗

q
(
e
qy
T + 1

)−1
= q̃2T 2 q̃

∗y ln(1 + e−q̃
∗y)− Li2(−e−q̃∗y)

(q̃∗y)2
, (2.37)

donde q̃∗ = q∗

T .

Sustituyendo la ecuación (2.37) e integrando con respecto a φk, obtenemos[
−dEp
dx

]
hard

=
e4

2π4v

∫ ∞
0

dyyF1(q̃∗y)

∫ 1

−1
d cos θk

∫ 1

−1
d cos θqΘ(y + vq cos θq)

× Θ(4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2)√
4k2 sin2 θk sin2 θq − [q(1− v2 cos2 θq) + 2 cos θq(k cos θk − kv)]2)

× v cos θq
(v2 cos2 θq − 1)2

[
2y2(1− v cos θk)

2 +
1− v2

2
(v2 cos2 θq − 1)

]
(2.38)

Integrando obtenemos,

π

yv

∫ 1

|1−y|−y
dωΘ(v2 − ω2)

× ω
[

3ω2

4
− v2

4
+ 3y(y + w)− 1− v2

2

1

1− ω2
− (1− v2)

y(y + ω)

1− ω2

]
. (2.39)

Este es un resultado del trabajo de Paul Romatshke y Michael Strickland [12] donde realizaron

ésta integral para la pérdida de energía de un plasma de QED anisótropo. Ellos introducen en

nF (k) un parámetro ξ el cual le da anisotropía al plasma. Introducimos el resultado (2.39) en la

expresión (2.38) y obtenemos,[
−dEp
dx

]
hard

=
e4

2π3v2

∫ ∞
0

dyF1(q̃∗y)

∫ 1

|1−y|−y
dωΘ(v2 − ω2)

× ω
[

3ω2

4
− v2

4
+ 3y(y + w)− 1− v2

2

1

1− ω2
− (1− v2)

y(y + ω)

1− ω2

]
(2.40)
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Con esto, la integral sobre ω se puede realizar analíticamente [12] utilizando lo siguiente,∫ ∞
0

dy

∫ 1

|1−y|−y
dωΘ(v2 − ω2) =

∫ 1+v
2

1−v
2

dy

∫ v

1−2y
dω +

∫ ∞
1+v
2

dy

∫ v

−v
dω. (2.41)

Con esto obtenemos[
−dEp
dx

]
hard

=
e4

2π3v2

∫ 1+v
2

1−v
2

dyF1(q̃∗y)

∫ v

1−2y
dω +

∫ ∞
1+v
2

dyF1(q̃∗y)

∫ v

−v
dω

× ω
[

3ω2

4
− v2

4
+ 3y(y + w)− 1− v2

2

1

1− ω2
− (1− v2)

y(y + ω)

1− ω2

]
. (2.42)

Los límites de integración surgen a partir de tomar las restricciones del momento q, ( −v < ω <

+v), en la función Θ. La restricción para el momento transferido q > q∗ y ω > 1 − 2y se sigue

de ω = k
′ − k y |~q| = |~k′ − ~k|.

Si integramos y evaluamos en el primer intervalo de ω, [−v,+v] obtenemos:

I = 2y(v − (1− v2) tanh−1 v). (2.43)

Ahora evaluamos las 6 integrales en el segundo intervalo de ω [1− 2y, v] y sumamos:

J =
1

16

[
− 16y4 + 32y2 + (v4 + 2v2 − 3)− 8y(1− v(2 + v))

+ 4(1− v2)
[
4y
(
tanh−1 (1− 2y)− tanh−1 v

)
+ (2y2 + 1)(ln(4y(y − 1))− ln(v2 − 1)))

]]
(2.44)

Integramos estos resultados respecto a la variable y,

I ′ =

∫
Idy (2.45)

J ′ =

∫
Jdy, (2.46)

evaluamos los límites correspondientes en las ecuaciones (2.45) y (2.46) y sumamos para obtener

la siguiente expresión,
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(I ′ + J ′) =
π2T 2

144

[(
1− γ +

ζ ′(2)

ζ(2)

)(
288v + 72 ln

(
−1− v

1 + v

)
− 72 ln

(
−1− v

1 + v

)
−72(1− v2) ln

(
−1 + v

1− v

))
+ (−24v + 24(1− v2) tanh−1[v]) ln(q∗)

+ 3(1− v2)

(
ln

(
T

1− v
1 + v

)
− ln

(
T

1 + v

1− v

))
+ 4v(3− 4v2)

+ 6 ln

(
4T

1 + v

)(
2v + (1− v2) ln

(
−1− v

1 + v

))
+ 6 ln

(
4T

1− v

)(
2v − (1− v2) ln

(
−1 + v

1− v

))
− 6(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]
. (2.47)

Manipulando algebraícamente podemos simpli�car esta expresión (ver apéndice C.7) de la

siguiente manera,

(I ′ + J ′) =
π2T 2

6

[(
v +

1

2
(1− v2) ln

1− v
1 + v

)(
ln

4T

q∗
+

3

2
− γ +

ζ ′(2)

ζ(2)
− 1

2
ln(1− v2)

)
−2

3
v3 − 1

4
(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]
. (2.48)

Introducimos el resultado en la ecuación (2.42) para obtener,[
−dEp
dx

]
hard

=
e4T 2

24π

[(
1

v
+

1− v2

2v2
ln

1− v
1 + v

)(
ln

4T

q∗
+

3

2
− γ +

ζ ′(2)

ζ(2)
− 1

2
ln(1− v2)

)
−2

3
v − 1− v2

4v2

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]
. (2.49)

Utilizando E/M = 1/
√

1− v2, reescribimos (2.49)[
−dEp
dx

]
hard

=
e4T 2

24π

[(
1

v
+

1− v2

2v2
ln

1− v
1 + v

)(
ln
T

q∗
+ ln

E

M
+ Fhard(v)

)]
, (2.50)

donde

Fhard(v) = ln 4 +
3

2
− γ +

ζ ′(2)

ζ(2)
−

8v3 + 3(1− v2)
[
Li2

(
2

1−v

)
− Li2

(
2

1+v

)]
6
[
2v + (1− v2) ln 1−v

1+v

] , (2.51)

una vez que hemos determinado la contribución hard, podemos proceder a calcular la contribución

Soft.

2.1.2. Contribución Soft.

El proceso en la región del espacio fase, donde el fotón intercambiado tiene momento Soft, está

representado en la �gura (2.4). Ya que es un momento transferido muy pequeño, el fotón tiene
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= +

e4T 4

e2T 2

+ +...

Figura 2.4: Propagador efectivo del fotón.

posibilidades de interactuar con partículas del medio. Por lo tanto, el propagador del fotón debe

ser reemplazado por un propagador efectivo ∆µν(Q) que se obtiene sumando la serie geométrica

de todas las autoenergías, ver �gura (2.2). La contribución Hard y Soft a la pérdida de energía

son invariantes de norma de manera independiente [1][7]. En la región Soft se deben considerar

los efectos longitudinales y transversales en la propagaci«. Por lo tanto, la norma más conveniente

para evaluar la contribución soft es la de Coulomb, donde las únicas componentes diferentes de

cero para el propagador efectivo están dadas por[1][13]:

∆00(Q) = ∆l(ω, q) (2.52)

∆ij(Q) = ∆t(ω, q)(δ
ij − q̂iq̂j) (2.53)

donde q̂ es el vector unitario del momento transferido y,

∆l(ω, q)
−1 =q2 − 3

2
m2
γ

[
ω

q
ln
ω + q

ω − q − 2

]
, (2.54)

∆t(ω, q)
−1 =ω2 − q2 +

3

2
m2
γ

[
ω(ω2 − q2)

2q3
ln
ω + q

ω − q −
ω2

q2

]
. (2.55)

Para escribir la pérdida de energía Soft vamos a partir de la ecuación (2.8), donde de manera

similar a la Hard y con la aproximación de la energía,

E′k = Ek − k̂ · ~q, (2.56)

la expresión queda de la siguiente forma,[
−dEp
dx

]
soft

=
π

4vE2
p

∫
d3k

(2π)3Ek
nF (Ek)

∫
d3k′

(2π)3E′k
[1−nF (E′k)]δ(ω−k̂ ·~q)

1

2
ω
∑
s

|M|2Θ(q∗−q),

(2.57)

donde ya hemos simpli�cado. Además, aplicando la aproximación de la energía (2.56) el argú-

mento de la función delta es diferente al argumento en la función delta de la región Hard y la

función paso ahora está limitando el cálculo a la región Soft.
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Para el cálculo de la amplitud, vamos a utilizar la misma notación que utilizamos en el caso

Hard así como la misma convención de momentos para las partículas del proceso. Siguiendo las

reglas de Feynman, la amplitud Soft es de la siguiente forma:

iM = e2[Ū(K ′)γµV (K)∆µν(Q)V (P )γνŪ(P ′) (2.58)

Sustituyendo el propagador efectivo de las ecuaciones (2.52) y (2.53),

iM = e2∆l(Q)Ū(K ′)γ0V (K)v(P )γ0Ū(P ′)

+ e2∆t(Q)(δij − q̂iq̂j)Ū(K ′)γiV (K)V (P )γjŪ(P ′) (2.59)

El conjugado de la amplitud es:

−iM∗ =e2∆∗l (Q)V̄ (K)γ0U(K ′)u(P ′)γ0V̄ (P )

+ e2∆∗t (Q)(δmn − q̂mq̂n)V̄ (K)γmU(K ′)U(P ′)γnV̄ (P ) (2.60)

Calculamos el cuadrado y sumamos sobre el espín (ver apéndice D.1). El resultado es,

1

2

∑
s

|M|2 =
e4

2

[
|∆l(Q)|2Tr[(6P ′ +M)γ0(6P −M)γ0]Tr[6K ′γ0 6Kγ0]

+ |∆t(Q)|2(δij − q̂iq̂j)(δmn − q̂mq̂n)Tr[(6P ′ +M)γi( 6P −M)γm]Tr[6K ′γj 6Kγn]

+ ∆l∆
∗
t (δ

mn − q̂mq̂n)tr[(6P ′ +M)γ0( 6P −M)γm]Tr[6K ′γ0 6Kγn]

+∆∗l ∆t(δ
ij − q̂iq̂j)Tr[(6P ′ +M)γi(6P −M)γ0]Tr[6K ′γj 6Kγ0]

]
(2.61)

Desarrollando las trazas se determina el primer término de la ecuación (2.61), como

|M1|2 = |∆l|22(E′kEk + ~k′ · ~k). (2.62)

Una vez que desarrollamos las deltas de Kronecker, el segundo término resulta de la siguiente

forma (ver aéndice D.2),

1

2

∑
s

|M2|2 = 16|∆t|2[2(~p ·~k′− q̂ · ~pq̂ ·~k′)(~p ·~k− q̂ · ~pq̂ ·~k) + (q̂ · ~pq̂ · ~p− p2)(E′kEk−~k′ ·~k)]. (2.63)

Ahora, si realizamos el álgebra para los términos cruzados (ver apéndice D.3), el primer término

cruzado es el siguiente,

1

2

∑
s

|M3|2 = 8∆l∆
∗
t [2EpE

′
k(~p · ~k − q̂ · ~pq̂ · ~k) + 2EpEk(~p · ~k′ − q̂ · ~pq̂ · ~k′)], (2.64)
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con el mismo procedimiento, el segundo término cruzado es,

|M4|2 = 8∆∗l ∆t[2EpE
′
k(~p · ~k − q̂ · ~pq̂ · ~k) + 2EpEk(~p · ~k′ − q̂ · ~pq̂ · ~k′)]. (2.65)

Finalmente, sumamos cada uno de los resultados para obtener el cuadrado de la amplitud total:

1

2

∑
s

|M|2 = 16e4[|∆l|2(EkE
′
k − ~k′ · ~k)E2

p

+ |∆t|2[2(~p · ~k′ − q̂ · ~pq̂ · ~k′)(~p · ~k − q̂ · ~pq̂ · ~k) + (q̂ · ~pq̂ · ~p− p2)(E′kEk − ~k′ · ~k)]

+ 2Re[∆l∆
∗
t ]Ep[E

′
k(~p · ~k − q̂ · ~pq̂ · ~k) + Ek(~p · ~k′ − q̂ · ~pq̂ · ~k′)]] (2.66)

La expresión (2.57) debe ser integrada respecto a k y k′. Si analizamos el comportamiento de

la amplitud |M|2 bajo el intercambio de Ek → E′k podemos ver que ésta es simétrica. Ahora

bien, si analizamos el comportamiento del integrando nF (Ek)[1−nf (E′k)]|M|2 podemos ver que

no lo es. Entonces cuando integremos, obtendremos cantidades que se van a cero debido a esta

antisimetría. Sin embargo, es posible construir un nuevo integrando Gs(Ek, E′k) (ver apéndice

D.4) que permita tomar solo los valores diferentes de cero en el resultado de la integración total.

La función simetrizada es,

G(−)
s (Ek, E

′
k) ' −

1

2
ωn′F (Ek)|M|2 (2.67)

Introduciendo el resultado en la ecuación (2.57), obtenemos[
−dEp
dx

]
soft

=
π

8vE2
p

∫
d3k

(2π)3Ek

∫
d3k′

(2π)3E′k
[−n′F (Ek)]δ(ω− k̂ · ~q)

ω2

2

∑
s

|M|2Θ(q∗− q). (2.68)

Poniendo el momento k′ en términos del momento transferido y haciendo la aproximación de

la energía, la ecuación (2.68) se puede reescribir como[
−dEp
dx

]
soft

=
π

8vE2
p

∫
d3k

(2π)3Ek

∫
d3q

(2π)3(Ek − k̂ · ~q)
[−n′F (Ek)]δ(ω− k̂ · q̂)

ω2

2

∑
s

|M|2Θ(q∗−q).

(2.69)

Trabajando en coordenadas esféricas obtenemos[
−dEp
dx

]
soft

=
π

8vE2
p

∫
dq

(2π)3
q2

∫
dΩω2Θ(q∗ − q)

× δ(ω − ~k · q̂)
∫

dk

(2π)3

k2

E2
k

[−n′F (Ek)]
1

2

∑
s

|M|2. (2.70)

Simpli�caremos la expresión de |M|2 usando la ecuación (2.56) y el hecho de que para mo-
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mentos transferidos muy peque �mos ~k′ ' ~k,

1

2

∑
s

|M|2 =16e4
[
(Ek − k̂ · ~q)Ek + k2]E2

p |∆l|2

+Re[∆l∆
∗
t ]Ep[2Ek + k̂ · ~q][~k · ~p− q̂ · ~kq̂ · ~p]

+2|∆t|2[(~k · ~p− ~p · q̂q̂ · ~k)2 − ((Ek − k̂ · ~q)Ek − k2)(p2 − q̂ · ~pq̂ · ~p)]
]

(2.71)

(2.72)

Considerando que Ek ≈ |~k| y que Ek >> k̂ · ~q obtenemos,

1

2

∑
s

|M|2 =16e4
[
k2E2

p |∆l|2

+Re[∆l∆
∗
t ]2Epk

2(k̂ · ~p− q̂ · k̂q̂ · ~p)

+ 2|∆t|2k2(k̂ · ~p− ~p · q̂q̂ · k̂)2
]

(2.73)

Recordando que ~p = ~vEp, obtenemos lo siguiente

1

2

∑
s

|M|2 = 32E2
pk

2e4
[
|∆l|2 +Re[∆l∆

∗
t ][k̂ · ~v − q̂ · k̂q̂ · V̂ )

+|∆t|2(k̂ · ~v − ~v · q̂q̂ · k̂)2
]

Sustituyendo en la ecuación (2.70),[
−dEp
dx

]
soft

=
1

4v

∫
dq

(2π)3
q2ω2Θ(q∗ − q)

∫
dkk2[−n′F (k)]

∫
dΩ

4π
δ(ω − k̂ · ~q)

×32e4

[
|∆l|2 +Re[∆l∆

∗
t ](k̂ · ~v − q̂ · k̂

ω

q
) + |∆t|2(k̂ · ~v − ω

q
q̂ · k̂)2

]
. (2.74)

Las integrales sobre los ángulos de k̂ son [1]:∫
dΩ

4π
δ(ω − q̂ · k̂) =

1

2q
(2.75)∫

dΩ

4π
δ(ω − q̂ · k̂)(k̂ · ~v − ω

q
q̂ · k̂) = 0 (2.76)∫

dΩ

4π
δ(ω − q̂ · k̂)(k̂ · ~v − ω

q
q̂ · k̂)2 =

1

4q

(
1− ω2

q2

)(
v2 − ω2

q2

)
(2.77)

Resolviendo la integral respecto a k, tenemos∫
dkk2[−n′F (k)] =

π2T 2

6
, (2.78)

con esto,[
−dEp
dx

]
soft

=
e4T 2

12πv

∫
dqqΘ(q∗ − q)ω2

[
|∆l|2 +

1

2

(
1− ω2

q2

)(
v2 − ω2

q2

)
|∆t|2

]
. (2.79)
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Recordando la restricción para el momento Soft de 0 < q < q∗ y utilizando algunas propiedades

de la función paso Θ (ver apéndice D.5) la ecuación (2.79) se reescribe de la siguiente manera:[
−dEp
dx

]
soft

=
e4T 2

24πv2

∫ q∗

0
dq

∫ +vq

−vq
dωω2

[
|∆l|2 +

1

2

(
1− ω2

q2

)(
v2 − ω2

q2

)
|∆t|2

]
. (2.80)

Para realizar la integral, es necesario introducir la forma de ∆l y ∆t. Para simpli�car la expresión

de los propagadores efectivos en las ecuaciones (2.54) y (2.55) vamos a considerar que la masa

térmica del fotón es muy pequeña. Esta condición nos permite realizar un desarrollo en serie de

las funciones ∆l y ∆t,

(1± x)−1 = 1− x+ 2x2 + ... (2.81)

Así, los propagadores efectivos quedan,

∆l(ω, q) =
1

q2

[
1 +

3

2q2
m2
γ

(
ω

q
ln
ω + q

ω − q − 2

)
+O(m4

γ)

]
(2.82)

∆t(ω, q) =
1

ω2 − q2

[
1− 3

2

m2
γ

ω2 − q2

(
ω(ω2 − q2)

2q3
ln
ω + q

ω − q −
ω2

q2

)
+O(m4

γ)

]
. (2.83)

El cuadrado de estos son,

|∆l(ω, q)|2 =
1

q4

[
1 +

3

q2
m2
γ

(
ω

q
ln
ω + q

ω − q − 2

)
+O(m4

γ)

]
(2.84)

|∆t(ω, q)|2 =
1

(ω2 − q2)2

[
1− 3

m2
γ

ω2 − q2

(
ω(ω2 − q2)

2q3
ln
ω + q

ω − q −
ω2

q2

)
+O(m4

γ)

]
. (2.85)

Tomando los términos independientes de mγ integramos la expresión (2.80), el resultado es[
−dEp
dx

]
=
e4T 2

24πv2

[
v − (1− v2) tanh−1(v)

]
ln

q∗

qmin

=
e4T 2

24π

[
1

v
− (1− v2)

2v2
ln

1 + v

1− v

]
ln

q∗

qmin
, (2.86)

donde qmin regula la divergencia en el límite de q = 0. El segundo término del propagador que no

vamos a despreciar de las ecuaciones (2.84) y (2.85), es donde tenemos términos proporcionales

a m2
γ . Para integrar, hemos hecho el cambio de variable x = ω/q, obteniendo lo siguiente,

f(x, q) = 3m2
γ

∫ q∗

0
dq

1

q3

∫ +v

−v
dx
x2

v2

[
x ln

x+ 1

x− 1
− 2 +

1

2

v2 − x2

x2 − 1

(
x(x2 − 1) ln

x+ 1

x− 1
− x2

)]
.

(2.87)

Integramos con respecto a q,

f(x, q) =
3m2

γ

2(q2
min − q∗2)

∫ +v

−v
dx
x2

v2

[
x ln

x+ 1

x− 1
− 2 +

1

2

v2 − x2

x2 − 1

(
x(x2 − 1) ln

x+ 1

x− 1
− x2

)]
(2.88)
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Podemos reescribir la contribución Soft a la pérdida de energía como[
−dEp
dx

]
soft

=
e4T 2

24π

[(
1

v
− (1− v2)

2v2
ln

1 + v

1− v

)
ln

q∗

q∗min
+ Fsoft(v)

]
, (2.89)

donde qmin es del órden de eT y viene de que es la unica escala a nuestra disposición en esta

región. El término Fsoft(v) se de�ne como

Fsoft(v, q) =
3m2

γ

2v2(q2
min − q∗2)

(
5

3
v − 23

18
v3 − 1

30
v5 −

(
5

3
− 1

2
v2 − v4 − 1

6
v6

)
arctan(v)

)
.

(2.90)

Debido a que nosotros hemos trabajado en el límite donde la masa del fotón es muy pequeña

este resultado, es solo una contribución al de la literatura, donde se reporta un resultado usando

la forma completa del propagador efectivo del fotón [1].

Ya que hemos determinado las dos contribuciones a la pérdida de energía, podemos expre-

sarla de manera completa mediante la suma de ambas contribuciones. En el siguiente capítulo

trabajaremos en el análisis del resultado total para valores de q∗.



Capítulo 3 Pérdida de energía total en un medio isótropo.

En el capítulo anterior, realizamos el desarrollo de la expresión para las contribuciones Hard

y Soft a la pérdida de energía de un muón atravesando un plasma de QED con una velocidad v.

En el presente capítulo tomamos estas dos contribuciones y obtenemos la expresión total de

la pérdida de energía. También, discutimos sobre cómo ésta depende solamente de la velocidad

en la contribución Hard, mientras que en la contribución Soft tenemos otros parámetros tales

como la masa del fotón y el momento transferido, además de la velocidad v, que afectan su

contribución.

El resultado completo para la pérdida de energía dE/dx del muón, es la suma de las dos

contribuciones de las ecuaciones (2.50) y (2.89),[
−dEp
dx

]
=
e4T 2

24π

[(
1

v
− (1− v2)

2v2
ln

1 + v

1− v

)(
ln
E

M
+ ln

1

e
+ Fhard(v)

)
+ Fsoft(v)

]
, (3.1)

podemos ver que la dependencia de q∗ en el logarítmo se cancela cuando sumamos las contri-

buciones, Hard y Soft, dejando un logarítmo que depende de 1/e, ésta dependencia indica que

dE/dx recibe una contribución del momento transferido desde la región Hard T , bajando a la

región Soft eT . Las funciones Fhard(v) y Fsoft(v) están dadas por,

Fhard(v) = ln 4 +
3

2
− γ +

ε′

ε
−

8v3 + 3(1− v2)
[
Li2

(
2

1−v

)
− Li2

(
2

1+v

)]
6
[
2v + (1− v2) ln 1−v

1+v

] , (3.2)

Fsoft(v, q) =
3m2

γ

2v2(q2
min − q∗2)

(
5

3
v − 23

18
v3 − 1

30
v5 −

(
5

3
− 1

2
v2 − v4 − 1

6
v6

)
arctan(v)

)
. (3.3)

Como pudimos ver en el capítulo anterior, la contribución de la región Soft a la pérdida de

energía queda dependiendo de la escala q∗ y un valor mínimo de q. Esto surge de la aproximación

que realizamos en la expresión del propagador efectivo del fotón. Esta aproximación deja como

resultado una integral que diverge como 1/q3. Podemos controlar esta divergencia introduciendo

una qmin en el límite inferior de la integral respecto al momento transferido. Este límite inferior

se tomó de la propuesta de Bjorken en sus cálculos para la pérdida de energía 1[13].

Otro detalle importante que surge en la discusión de la contribución de la región Soft es que

la escala q∗ resulta no ser arbitraria del todo, debido a que se realizó la aproximación k ' k′. En
1
Bjorken fue el primero en estimar de manera perturbativa dE/dx en un QGP mantendiendo solamente la integral logaritmicamente

divergente de q e impuso limites superiores e inferiores para el momento transferido mediante razones físicas.

29
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Figura 3.1: Grá�ca para F ′Soft, q
∗ = 17MeV − 40MeV, qmin = 1.7MeV y mγ = 1MeV.

esta aproximación lo que se está estableciendo es que el momento transferido q es tan pequeño

que no alcanza a alterar el estado del electrón térmico perteneciente al plasma. Por esta razón es

necesario escoger una q∗ lo su�cientemente pequeña comparada con la temperatura de equilibrio

T del plasma para que esta aproximación sea válida. En la �gura (3.1) tenemos F ′soft en función

de v para distintos valores de q∗, donde hemos de�nido

F ′soft(v) =
Fsoft(

1
v −

(1−v2)
2v2

ln 1+v
1−v

) . (3.4)

El valor para la masa térmica del fotón se ha �jado como mγ = 1MeV, este valor viene de

considerar que la masa es una fracción de la temperatura de equilibrio del plasma. El momento

qmin = 1.7MeV como ya se mencionó, fue establecido por Bjorken. Para generar las diferentes

grá�cas hemos variado la escala q∗ desde 17MeV hasta 40MeV. Mientras más pequeña sea q∗,

FSoft se acerca más a la contribución Soft dada por la literatura [1]. Continuando con la discusión

de la pérdida de energía, en la �gura (3.2) tenemos la grá�ca de ambas contribuciones Fhard y

F ′soft así como la suma de ellas. Podemos ver que la contribución de la región Hard tiene un

comportamiento casi constante en todo el rango de velocidades y representa el 85.7 % de la

contribución total. En la grá�ca de la contribución Soft no se observa este comportamiento lineal

debido a la dependencia del momento transferido y la masa térmica del fotón. La contribución

en esta región representa el 14.3 % del total; éste tiene un comportamiento parecido a los que se

presentan en las referencias [1][7] solamente para los valores de v entre 0.4 y 0.8.

La grá�ca de la ecuación (3.1) se muestra en la �gura (3.3) junto con el resultado obtenido
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Figura 3.2: Contribución Soft y Hard en la pérdida de energía, donde q∗ = 17MeV, qmin = 1.7

MeV, y mγ = 1 MeV.

por Bjorken [1]. En ambas curvas de la �gura (3.3) se observa un comportamiento similar. Sin

embargo nuestros resultados están un 26 % sobre el resultado de Bjorken para la velocidad de

0.4 y un 29 % para la velocidad de 0.8. Es necesario destacar que en estas grá�cas no hemos

considerado un límite espacial para el plasma. Si introducimos fronteras en el plasma, podemos

encontrar una pérdida de energía máxima y una pérdida de energía mínima, que va a depender

de la geometría.

3.1. Pérdida de energía a través de un plasma �nito.

En este trabajo, consideramos un plasma con geometría circular con radio de 6 fm. Dentro

de este plasma, se ha colocado el evento de la producción de un muón masivo a cierta distancia

del centro del plasma como se muestra en la �gura (3.4). Este esquema es para determinar

cuánta energía pierde el muón dependiendo de en qué punto se origina y a qué ángulo realiza su

trayectoria para escapar del plasma.

Es necesario tomar la ecuación (3.1) e integrar con respecto a x. Esto va a generar una función

que depende de la velocidad de la partícula, su momento transferido y la masa térmica del fotón:

∆E = f(v, q,mγ)x (3.5)

donde f es la integral de la pérdida de la energía respecto a la variable de longitud x. Existe

una dependencia lineal de la pérdida de energía con respecto a la trayectoria. Sin embargo,

esto no necesariamente tiene que ser así. Podríamos encontrar una dependencia más apegada
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Figura 3.3: Pérdida de energía total del muón en función de su velocidad con q∗ = 17MeV −
40MeV, qmin = 1.7MeV y mγ = 1MeV. La linea continua muestra el resultado que se obtuvo en

este trabajo, y la punteada es el resultado de Bjorken[1].

(0, 0)

y

x

d

θ

Figura 3.4: Esquema de un plasma con geometría circular. En la �gura se muestra un evento

generado a una distancia d del centro del plasma. La distancia r es la distancia que el muón va

a recorrer para escapar del plasma y θ es el ángulo al cual sale disparado.
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Figura 3.5: Pérdida de energía del muón, que se mueve a una velocidad v = 0.5, en función la

dirección a través del plasma.

a la realidad de los experimentos. Esto se logra considerando un plasma anisótropo. Introducir

un factor de anisotropía, requiere de tener consideraciones en la geometría del plasma desde el

inicio. Lo que ocasionaría que la dependencia de la pérdida de energía con la trayectoria no sea

necesariamente lineal.

En el plasma isótropo que nosotros hemos considerado, evaluar la función f en las posibles

velocidades que el muón puede poseer mientras se traslada a través del plasma, permite deter-

minar la diferencia de energía ∆E entre el estado inicial del muón y el estado �nal al momento

de alcanzar la frontera. Para lograr esto, se ha �jado la posición del evento eµ −→ eµ en cual-

quier punto sobre el eje y y se ha calculado la distancia de ese punto a la frontera en cualquier

dirección, así como se muestra en la �gura (3.4). Una vez que se obtienen estos datos, de manera

númerica, es posible evaluar en la ecuación (3.5).

En la �gura (3.5), se muestra un evento que se produce a una velocidad de v = 0.5 a la cual

le corresponde un momento p = 60.96MeV . Con esta velocidad, tenemos que f = 1.19614. La

grá�ca muestra la energía perdida del muón en función de su posicion de origen y la dirección de

su recorrido a través del plasma. El eje horizontal muestra la dirección angular en radianes y el

eje vertical es ∆E. En la grá�ca color naranja el muón se encuentra más cercano al centro de la

región del plasma; mientras que en la grá�ca color verde se muestra a un muón que se encuentra

más cercano a la frontera de la región del plasma.

En la �gura (3.6), se muestra un evento que se produce a una velocidad de v = 0.9 a la cual

le corresponde un momento p = 218.24 Mev. Con esta velocidad encontramos que f = 2.58976.

En las �guras (3.5) y (3.6) también se muestra la energía perdida por el muón en función su
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Figura 3.6: Pérdida de energía del muón, que se mueve a una velocidad v = 0.9, en función la

dirección a través del plasma.

posicion y la dirección de su recorrido a través del plasma. En la curva color naranja el muón se

encuentra más cerca del centro; mientras que en la curva color verde se muestra a un muón que

se encuentra más cerca a la frontera del plasma.

En ambas �guras (3.5) y (3.6), es posible observar que a velocidades diferentes, el compor-

tamiento de la pérdida de energía es similar. Esto se debe a la isotropía y geometría del plasma.

Mientras más cerca de la frontera se genere el muón, la pérdida de energía es menor y casi de

manera constante alrededor del ángulo 0; mientras se acerca a π la pérdida de energía comienza

a aumentar. Este comportamiento se puede observar en ambas imágenes, en la curva color verde.

En cambio para un evento generado cerca del origen, la pérdida de energía básicamente es una

constante.

(a) (b)

Figura 3.7: La �gura (a) muestra el recorrido alrededor del ángulo 0. La �gura (b) muestra el

recorrido alrededor de l ángulo π.Ambos para un evento generado cerca de la frontera.

Observamos que para ángulos pequeños, �gura (3.7) (a), las distancias recorridas son peque-

ñas, en este caso la pérdida de energía es mínima. Mientras más recorrido tenga el muón a través
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del plasma, que es el caso de la �gura (3.7) (b) donde se muestran los recorridos alrededor del

ángulo π, éste perderá mayor cantidad de energía. Si el muón no es lo su�cientemente masivo,

puede llegar a ser termalizado por el medio.

3.2. Extensión a un plasma de quarks y gluones.

En este capítulo hemos estado analizando el comportamiento de la expresión de la pérdida

de energía para un leptón masivo a través de un plasma. Hemos podido decir cómo es el com-

portamiento de dE/dx dependiendo de su velocidad, así como de la posición en la cul se genera.

Esto, ha sido gracias al método propuesto para determinar esta expresión en la ecuación (3.1).

El mismo método puede utilizarse para calcular la pérdida de energía de un quark masivo

pasando a través de un plasma de quarks y gluones. En este caso, el quark masivo pierde energía

mediante la dispersión con quarks térmicos. Estos procesos vienen dados por:

qQ −→ qQ (3.6)

gQ −→ gQ (3.7)

dónde, q y g son los quarks y gluones térmicos respectivamente, y Q es el quark masivo. De la

misma manera que en el cálculo del capítulo 2, se introduce una escala de momento arbitrario

q∗ para separar las dos regiones del momento transferido en la región Hard y la región Soft.

La contribución Hard y Soft para los procesos en (3.6) se determinan utilizando los diagramas

de Feynman a nivel árbol y a un lazo que se muestran en la �gura (2.1) y (2.2) respectivamente.

En estos diagrámas, se cambia el propagador fotónico por el propagador del gluón, la constante

de acoplamiento "e" para la QED es reemplazada por la constante de acoplamiento, "gs" de

QCD. Además debemos agregar el factor de color para ambas contribuciones, estos son 2/3 para

la contribución Hard y 4/3 para la contribución Soft [13]. Otra de las cosas que cambiaría en

esta última contribuciíon, es que en lugar de colocar la masa térmica del fotón, vamos a colocar

la masa térmica del gluón, ésta tiene la siguiente forma [7]:

m2
g =

(
1 +

nf
6

)
g2T 2

Debido a la posible interacción entre los bosones de la teoría de QCD, la unica contribución

a la pérdida de energía dE/dx que requiere un cálculo adicional es la que viene del vértice de

tres gluones. Esta contribuciones se muestran en el diagrama (c) de la �gura (3.8). En el caso

de QCD, a diferencia de QED, la contribución de los diagramas asociados a la dispersión de
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(a) (b) (c)

Figura 3.8: Diagramas de Feynman en QCD para los cálculos adicionales. (a) y (b) corresponden

a la dispersión de Compton de los gluones y el inciso (c) corresponde al vértice de tres gluones.

Compton en (a) y (b) no se suprime debido a los factores de color. Estos se pueden determinar

de la siguiente manera,

= tatb

= tbta

Figura 3.9: Construcción de las amplitudes de dispersión de Comton de los gluones a partir de

QED.

El vertice de tres gluones corresponde a una combinación lineal de éstos diagramas. Si su-

primimos estas contribuciones, no estaríamos trabajando en QCD de manera completa, por lo

tanto debemos incluirlos.

= +



Conclusiones

Hemos establecido que para describir fenómenos de altas energías donde introducimos el

factor de temperatura, se requiere de una nuevo formalismo llamado Teoría Térmica de Campos.

Esta formalismo, es la conexión entre la Física Estadística y la Teoría Cuántica de Campos. El

formalismo de Matsubara (o de tiempo imaginario) ha permitido visualizar de manera formal

dicha conexión entre ambas teorías. Mediante una rotación de Wick en la componente temporal,

encontramos que la formulación de la integral de camino, en el espacio Euclidiano, tiene la forma

de la función de partición de la Física Estadística. Con esto se estableció que para un proceso

de altas energías a temperatura T , trabajar dentro del formalismo de Matsubara es análogo a

realizar los cálculos a temperatura cero, con la diferencia de un factor térmico correspondiente a

la distribución de bosones o de fermiones. Gracias a esto, fue posible trabajar en el cálculo de la

pérdida de energía en la Teoría Térmica de la Electrodinámica Cuántica de manera perturbativa.

El cálculo de la pérdida de energía se dividió en dos regiones, Hard y Soft. Ambas contribucio-

nes pudieron realizarse debido a consideraciones tales como, un plasma isótropo. El resultado que

obtuvimos de la región Hard, es el que se reporta en la literatura. Sin embargo, para obtener el

resultado de la región Soft, de manera analítica, fue necesario realizar consideraciones diferentes

que en la literatura. En este trabajo la masa térmica para el fotón se consideró pequeña. Esto

permitió realizar un desarrollo del propagador del fotón alrededor de la masa. El resultado que

obtuvimos funciona para un rango de velocidades de propagación del muón a través del plasma.

La pérdida de energía total muestra un comportamiento lineal para velocidades pequeñas, pe-

ro cuando tenemos velocidades grandes la linealidad desaparece mostrando un comportamiento

exponencial. El intervalo de velocidades en donde termina la linealidad, y comienza el compor-

tamiento exponencial, coincide con el intervalo de la contribución en la región Soft que vimos

en el capítulo 3, con�rmando que los resultados que tenemos funcionan bien en ese intervalo de

velocidades.

En este trabajo hemos limitado la región del plasma a una circunferencia con lo que encon-

tramos un valor máximo para la energía perdida. Vimos que ésta va a depender de la distancia

que el muón recorre para escapar del plasma y de la geometría del plasma. Por último, hemos

establecido los cambios necesarios que se deben realizar al cálculo de la pérdida de energía en

QED para obtener un resultado que funcione con un plasma de quarks y gluones (QGP).
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El cálculo de las contribuciones dadas por los diagramas de dispersión de Compton en la

�gura (3.8) para los gluones, podría ser una extensión a lo que nosotros ya obtuvimos aquí

para determinar la pérdida de energía total de un quark pesado pasando a través de un QGP.

Finalmente, otra de las extensiones que podemos realizar en este trabajo es tomar un plasma

anisótropo. Considerando este medio, podemos introducir una anisotropía mediante la función

de distribución térmica. En este caso, la dirección con que se propagaría el muón a través del

plasma modi�caría el resultado de las contribuciones Hard y Soft. De tal manera que para una

partícula masiva, la pérdida de energía va a depender, además de la velocidad, de dónde se genera

el evento. Es decir, la anisotropía, cambiaría la manera de ejecutar las integrales del ángulo sólido

para ambas regiones. El resultado de esta consideración, serviría tanto para el plasma de QED

como para el de QGP.



Apéndice A Desarrollos: Cápitulo I

A.1. Promedio de dos operadores a temperatura �nita

De�nimos dos operadores arbitrarios de la representación de Heisemberg a partir de cualquier

operador en la representación de Schrödinger de la siguiente manera:

AH(t) = eiHtAe−iHt (A.1)

BH(t′) = eiH
′
Be−iHt

′
. (A.2)

A continuación, vamos a realizar el promedio del producto entre ambos operadores:

〈
AH(t)BH(t′)

〉
=Z−1(β)Tr[ρ(β)AH(t)BH(t′)]

=Z−1Tr[e−βHAH(t)BH(t′)]

=Z−1Tr[e−βHAH(t)eβHe−βHBH(t′)]

=Z−1Tr[e−βHeiHtAe−iHteβHe−βHBH(t′)]

=Z−1Tr[eiH(t+iβ)Ae−iH(t+iβ)e−βHBH(t′)]

=Z−1Tr[e−βHBH(t′)AH(t+ iβ)]

=
〈
BH(t′)AH(t+ iβ)

〉
(A.3)

A.2. El operador de densidad de un ensemble como ecuación de

evolución temporal a temperatura �nita.

Para determinar la ecuación de evolución de ρ1(τ), es necesario aplicar la derivada parcial

respecto a τ de la siguiente manera:

∂ρ1(τ)

∂τ
=
∂ρ−1

0 (τ)

∂τ
ρ(τ) + ρ−1

0

∂ρ(τ)

∂τ

=ρ−1
0 (τ)H0ρ(τ)− ρ−1

0 (τ)Hρ(τ)

=ρ−1
0 (H0 −H)ρ−1

0 (τ)ρ0(τ)ρ(τ)

=−H′I(τ)ρ1(τ) (A.4)
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dónde

H′I(τ) = ρ−1
0 (τ)H′ρ0(τ) (A.5)

A.3. Teorema de residuos de Cauchy aplicado al propagador tér-

mico.

En esta sección vamos a discutir resultados del Teorema de Residuo para la sumatoria de

series. Dada la siguiente sumatoria:

∞∑
n=−∞

1

n2 + a2
⇒

∞∑
n=−∞

f(n) (A.6)

Tenemos los siguientes resultados cuando la serie converge:

1.-
∑∞

n=−∞ f(n) = −∑Res[π cot(πz)f(z)]g

Para todos los polos de f(z)

2.-
∑∞

n=−∞(−1)nf(n) = −∑Res[π csc(πz)f(z)

Para todos los polos de f(z)

3.-
∑∞

n=−∞ f
(

2n+1
2

)
= −∑Res[π tan(πz)f(z)

Para todos los polos de f(z)

4.-
∑∞

n=−∞(−1)nf
(

2n+1
2

)
= −∑Res[π sec(πz)f(z) para todos los polos de f(z)

Con el �n de reescribir el propagador térmico de la TFT en la ecuación (1.22), vamos a utilizar

estas propiedades. De manera general, escogemos:

1

n2 + y2
(A.7)

dónde y > 0. Tomemos entonces
1

z2 + y2
(A.8)

que tiene un polo en z = ±yi así, utilizando el resultado en 1 tenemos que el residuo en z = ±yi
se determinará haciéndo el límite cuando z → ±yi

Res1 ĺım
z→yi

π cot(πz)

(z − yi)(z + yi)
=
π cot(πyi)

2yi
(A.9)

Res2 ĺım
z→−yi

π cot(πz)

(z − yi)(z + yi)
=
π cot(−πyi)
−2yi

(A.10)
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Usamos la propiedad de las funciones trigonométricas que dice coth(x) = i cot(x)

Res1 =
−π coth(πy)

2y
(A.11)

Res2 = −π cot(πy)

2y
(A.12)

Y la suma de los residuos es:

ResT = −π
y

coth(πy) (A.13)

A.4. Desarrollo de la autoenergía Π(~p, p0)

Para determinar la ecuación de la autoenergía, partimos de las reglas de Feynman con lo que

tenemos la siguiente expresión,

Π(~p, p0) =
g2

2β

∑
n

∫
d3k

(2π)3

1(
4n2π2

β2

)
+ ω2

k

1(
2nπ
β + p0

)2
+ ω2

k+p

(A.14)

Factorizamos del denominador el término (2π
β )2. Con esto, la ecuación anterior nos queda de la

siguiente manera:

Π(~p, p0) =
g2

2β

(
β

2π

)4∑
n

∫
d3k

(2π)3

1

n2 + (βωk/2π)2

1(
n+ βp0

2π

)2
+ (βωk+p/2π)2

(A.15)

Reescribimos el producto de los propagadores térmicos somo sigue a continuación y factorizamos

1
ωkωk+p

:

Π(~p, p0) =
g2

2β

(
β

2π

)4(2π

β

)2∑
n

∫
d3k

(2π)3

1

ωkωk+p

[
1

n+ βωk
2π i
− 1

n− βωk
2π i

]
(A.16)

×
[

1

n+ βp0

2π +
βωk+p

2π i
− 1

n+ βp0

2π −
βωk+p

2π i

]
Cancelamos términos iguales:

Π(~p, p0) =
g2

2β

(
β

2π

)2∑
n

∫
d3k

(2π)3

1

ωkωk+p

[
1

n+ βωk
2π i
− 1

n− βωk
2π i

]

×
[

1

n+ βp0

2π +
βωk+p

2π i
− 1

n+ βp0

2π −
βωk+p

2π i

]
Evaluamos la sumatoria sobre n utilizando los resultados del teorema de Residuos, obteniendo

lo siguiente: ∑
n

1

n+ ix

1

n+ ix
=

π

x− y [coth(πx)− coth(πy)] (A.17)
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Introduciendo este resultado a la autoenergía, obtenemos

Π(~p, p0) =
g2

8

∫
d3k

(2π)3

[
1

ωk
coth

(
βωk

2

)
1

ω2
k+p − (ωk − ip0)2

+
1

ωk+p
coth

(
β(ωk+p − ip0)

2

)
1

ω2
k − (ωk+p − ip0)2

]
(A.18)

vamos a tomar los valores discretos para p0 = 2lπ
β y la periodicidad de la cotangente hiperbólica,

para obtener;

Π(~p, p0) =
g2

8

∫
d3k

(2π)3

[
1

ωk
coth

(
βωk

2

)
1

ω2
k+p − (ωk − ip0)2

+
1

ωk+p
coth

(
βωk+p

2

)
1

ω2
k − (ωk+p − ip0)2

]
(A.19)

A.5. Límites cinématicos de Π(~p, p0)

En esta sección vamos a analizar los límites de la autoenergía Π, primeramente vamos a hacer

p = 0 y entonces aplicaremos el límite de p0 → 0. En el segundo límite, vamos a analizar como

es la autoenergía cuando p0 = 0 y enconces aplicaremos el límite de p→ 0.

Si ~p = 0 entonces.

Π(0, p0) =
g2

8

∫
d3k

(2π)3

4

ωk

1

4ω2
k − p02

coth(βωk/2) (A.20)

ahora p0 −→ 0

Π(0, p0 −→ 0) =
g2

8

∫
d3k

(2π)3

1

ω3
k

coth(βωk/2) (A.21)

Si ahora tomamos el límite haciendo primero p0 = 0 tenemos

Π(~p, 0) =
−g2

8

∫
d3k

(2π)3

1

ωkωk+p

[
1

ωk − ωk+p

(
coth

(
βωk

2

)
− coth

(
βωk+p

2

))
(A.22)

− 1

ωk + ωk+p

(
coth

(
βωk

2

)
+ coth

(
βωk+p

2

))]
después p0 −→ 0

Π(0, 0) = −g
2

8

∫
d3k

(2π)3

1

ω3
k

(
coth

(
βωk

2

)
+
βωk

2
csch2

(
βωk

2

))
(A.23)

Así, es importante destacar que en los límites dónde P 0 −→ 0, ~p −→ 0 y ~p −→ 0, P 0 −→ 0 son

diferentes, lo que quiere decir que no conmutan [4].



Apéndice B Reglas de Feynman

B.1. Reglas de Feynman para QED.

1 Notación: a cada linea exterior entrante y saliente le asignaremos un momento P1, P2, P3,...

Pn y dibujamos una �echa indicando el �ujo de momento. A cada linea interna le asociamos

un momento q1, q2,...., y de nuevo dibujamos una �echa indicando la dirección de �ujo de

momento, ver la �gura (B.1).

2 Lineas Externas: Las lineas externas contribuyen como se muestra en la �gura (B.2). Para

electrones, positrones y fotones entrantes tenemos que colocar U , V y εµ respectivamente.

Para los salientes tenemos que colocar U , V y ε∗µ respectivamente. Las lineas externas se

representan como se muestra en �gura (B.2).

3 Vértice: Cada vértice contribuye con un factor,

ieγµ (B.1)

4 Propagador: Cada linea interna contribuye con un factor,

• Electrones y Positrones

i
(��P +m)

P 2 −m2

• Fotones

− igµν
q2

Dadas la funcion V para una partícula de masa m, la suma sobre el spín de una amplitud

al cuadrado nos da los siguientes resultados

∑
spin

V (K)V (K) = ��K +m

∑
spin

V (K ′)V (K ′) = ��K −m
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P1

P2

P3

P4

P5

P6

Figura B.1: Diagrama de Feynman con lineas exteriores entrantes y salientes.

Entrantes

Salientes

PositronesElectrones Fotones

Figura B.2: Lineas externas para electrones, positrones y fotones.



Apéndice C Contribución Hard

C.1. Contribución de dispresión de Compton.

µ(P ) µ(P ′)

γ(K) γ(K ′)

µ(P ) µ(P ′)

γ(K) γ(K ′)

Figura C.1: Dispersión de Compton del fotón.

Utilizando las reglas de Feynman, la amplitud del primer diagrama de la dispersión de Com-

pton que se muestra en la �gura (C.1) es de la siguiente manera,

M1 = ε∗µ(K ′)U(P ′)(ieγµ)i ��Q+M

Q2 −M2
(ieγν)U(P )εν(K). (C.1)

De la misma forma, el segundo diagrama es,

M2 = εν(K)U(P ′)(−ieγν)i ��Q
′ +M

Q′2 −M2
(−ieγµ)ε∗ν(K ′)U(P ). (C.2)

Reacomodamos

M1 = −e2εν(K)ε∗µ(K ′)U(P ′)[iγµ ��Q+M

Q2 −M2
γν ]U(P ), (C.3)

M2 = −e2ε∗µ(K ′)εν(K)U(P ′)[iγν ��Q
′ +M

Q′2 −M2
γµ]U(P ). (C.4)

La contribución total es la suma de ambas mplitudes,

M = −ie2εν(K)ε∗µ(K ′)U(P ′)

[
1

Q2 −M2
γµ]�����(P +K) +M ]γν +

1

Q′2 −M2
γν [�����(P ′ −K) +M ]γµ

]
U(P )

(C.5)
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Así, desarrollando Q2 = (P +K)2 y Q
′2 = (P ′ −K) obtenemos,

M = −ie2εν(K)ε∗µ(K ′)U(P ′)

[
1

2P ·Kγµ]�����(P +K) +M ]γν − 1

2P ′ ·Kγν [�����(P ′ −K) +M ]γµ
]
U(P )

(C.6)

si aproximamos P ′ ' P obtenemos:

M = −ie2εν(K)ε∗µ(K ′)U(P ′)

[
−2gµν��K

P ·K

]
U(P ). (C.7)

Ya que el fotón incidente es térmico, factores de K en el numerador dan lugar a términos que

son suprimidos por T así que se pueden ignorar.

C.2. Desarrollo de trazas en la amplitud al cuadrado de la con-

trubución Hard.

Tomamos cada una de las trazas que se obtienen a partir de sumar sobre el espín y a conti-

nuación, se muestra detalladamente el álgebra que se realiza para cada una de ellas, con el �n

de simpli�car la expresión del cuadrado de la amplitud. Las trazas que se desarrollan son las

siguientes:

Tr[��K
′γµ��Kγν ] = 4(K ′

µ
Kν +K ′

ν
Kµ − gµνK ·K ′)

Tr[(��P −M)γµ(��P ′ +M)γν ] = 4(PµP
′
ν + PνP

′
µ − gµν(P · P ′ +M2))

Multiplicando el resultado de las dos trazas, obtenemos el siguiente producto

Tr[��K
′γµ��Kγν ]Tr[(��P −M)γµ(��P ′ +M)γν ] = 16(K ′ · PK · P ′ +K ′ · P ′K · P −K ′ ·K(P · P ′ +M2)

+K ′ · P ′K · P +K ′ · PK · P ′ −K ′ ·K(P · P ′ +M2)

−K ′ ·KP · P ′ −K ′ ·KP · P ′ + 4K ′ ·K(P · P ′ +M2))

= 32(K ′ · PK · P ′ +K ′ · P ′K · P +K ′ ·KM2)

C.3. Álgebra del cuadrado de la amplitud

En esta sección, se muestra el proceso que se utiliza para simpli�car la expresión del cuadrado

de la amplitud en la contribución Hard. Factorizamos EpE
′
p y expresandoM

2 como P ·P = E2
p−~p2
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1

2

∑
spins

|M|2 = 16
e4

Q4
EpE

′
p

{
2(Ek − ~V · ~k)(E

′
k − ~V · ~k′) + (E2

p − ~p2)
K ·K ′
EpE

′
p

}
Usamos la de�nición de la velocidad del muón ~v = ~p

Ep
, para obtener

1

2

∑
spins

|M|2 = 16
e4

Q4
EpE

′
p

{
2(Ek − ~V · ~k)(E

′
k − ~V · ~k′) + (E2

p − v2E2
p)
K ·K ′
EpE

′
p

}
De aquí se sigue que:

1

2

∑
spins

|M|2 = 16
e4

Q4
EpE

′
p

{
2(Ek − ~V · ~k)(E

′
k − ~V · ~k′) + (1− v2)K ·K ′Ep

E′p

}
Antes de continuar, vamos a analizar Q para escribir el segundo término de la amplitud

cuadrada. Por conservación, el cuatromomento Q está de�nido como

Q = K ′ −K

Q2 = (K ′ −K)2

Desarrollando el cuadrado obtenemos

Q2 = K2 +K ′2 − 2K ·K ′

Considerando que K2 y K ′2 −→ 0

Q2 = −2K · k′

De aquí que

−Q
2

2
= K ·K ′

Para Ep hacemos la aproximación

E′p ' Ep − ~V · ~q

Dividimos entre Ep
Ep
E′p

= 1 +
~V · ~q
E′p

Esto, nos permite reescribir el cuadrado de la amplitud, como se muestra en la ecuación 2.19.
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C.4. Reescribiendo la delta de Dirac

Utilizando conservación de la energía, así como la aproximación para E
′
p podemos escribir el

argumento de la delta en términos de la energía y el momento virtual del fotón y la velocidad

del muón.

δ(Ep + Ek − Ep + ~V · ~q − E′k)

δ(Ek − E′k + ~V · ~q)

Pero −(Ek − E′k) = (Ep − E′p) = ω entonces tenemos que

δ(−ω + ~V · ~q)

Utilizando la propiedad de la delta que dice δ(x) = δ(−x) obtenemos

δ(ω − ~V · ~q)

C.5. Integral respecto a ω.

A continuación, se resuelven las integrales respecto a ω. De manera general tenemos:

R(ω) =

∫
dωω

[
3ω2

4
− v2

4
− 1− v2

2

1

1− ω2
+ 3y(y + ω)− (1− v2)

y(y + ω)

1− ω2

]
(C.8)

Dividimos la expresión en seis integrales:

I1 =
3

4

∫
dωω3 I4 = 3y

∫
dωω(y + ω)

I2 = −v
2

4

∫
dωω I5 = −(1− v2)y2

∫
dω

ω

1− ω2

I3 = −1− v2

2

∫
dωω

1

1− ω2
I6 = −(1− v2)y

∫
dω

Los resultados son:

I1 =
3

16
ω4 I4 = 3z

[
yω2

2
+

1

2
ω3

]
I2 = −v

2

8
ω2 I5 =

1

2
(1− v2)y2 ln(ω2 − 1)

I3 =
(1− v2)

4
ln(ω2 − 1) I6 = −(1− v2)y

[
tanh−1 (ω)− ω

]

integrams y evaluamos en el cada intervalo de ω.
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C.6. Desarrollo de N

En los resultados de la integración de la pérdida de energía con respecto a todas las variables

de interés, obtenemos en la expresión un resultado com esl que sigue:

N = ln
8πT

q∗ + 1− 12 ln(A)− 1

2
ln(1− v2)

. Vamos a reescribir este resultado de una manera más conveniente utilizando la siguiente igual-

dad,

ζ ′(2) = ζ(2)[γ + ln(2π)− 12 ln(A)], (C.9)

así, reescribimos N de la siguiente manera

N = ln
4T

q∗ + 1 + ln(2π)− 12 ln(A)− 1

2
ln(1− v2) (C.10)

De donde identi�camos el término ln(2π)− 12 ln(A), que se puede despejar de la ecuación C.9:

ζ ′(2)

ζ(2)
− γ = ln(2π)− 12 ln(A)

dónde ζ(x) es la función zeta de Riemann y γ es la constante de Euler.

C.7. Álgebra del resultado �nal en la integración de la ecuación

(2.47)

Tomamos el resultado �nal de la integración con respecto a ω y a q, para simpli�carlo.

Desarrollamos detalladamente los pasos como sigue:

(I + J) =π2T 2

[
1

12

(
1− γ +

ε′

ε

)(
2v +

1

2
(1− v2) ln

(
−1− v

1 + v

)
+

1

2
(1− v2) ln

(
−1− v

1 + v

))
+
(
− 1

6
v +

1

6
(1− v2) tanh−1[v]

)
ln(q∗) +

1

36
v(3− 4v4) +

1

12
v

(
ln

(
4T

1 + v

)
+ ln

(
4T

1− v

))
+

1

24
(1− v2)

(
ln

(
4T

1 + v

)
ln

(
1− v
1 + v

)
+ ln

(
4T

1− v

)
ln

(
1− v
1 + v

))
+

1

48
(1− v2)

(
lnT + ln

(
1− v
1 + v

)
− lnT − ln

(
1 + v

1− v

))
− 1

24
(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]
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(I + J) =π2T 2

[
1

12

(
1− γ +

ε′

ε

)(
2v +

1

2
(1− v2) ln

(
(1− v)2

(1 + v)2

))
+

1

6

(
− v + (1− v2) tanh−1[v]

)
ln(q∗) +

1

36
v(3− 4v4) +

1

12
v
(
ln(4T )2 − ln(1− v2)

)
+

1

24
(1− v2)(ln(4T )2 − ln(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

)
+

1

48
(1− v2) ln

(
(1− v)2

(1 + v)2

)
− 1

24
(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]

(I + J) =π2T 2

[
1

12

(
1− γ +

ε′

ε

)(
2v + (1− v2) ln

(
1− v
1 + v

))
− 1

6

(
v − (1− v2) tanh−1[v]

)
ln(q∗) +

1

36
v(3− 4v4)

+
1

12

(
v +

1

2
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

))
(2 ln(4T )− ln(1− v2)) +

1

24
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

)
− 1

24
(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]
Usando la propiedad de la tangente hiperbólica:

tanh−1[x] =
1

2
ln

1 + x

1− x = −1

2
ln

1− x
1 + x

(I + J) =π2T 2

[
1

6

(
1− γ +

ε′

ε

)(
v +

1

2
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

))
− 1

6

(
v +

1

2
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

))
ln(q∗) +

1

36
v(3− 4v4)

+
1

12

(
v +

1

2
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

))
(2 ln(4T )− ln(1− v2)) +

1

24
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

)
− 1

24
(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]
Juntamos términos:

(I + J) =
π2T 2

6

[(
v +

1

2
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

))(
1− γ +

ε′

ε
− ln(q∗) + ln 4T − 1

2
ln(1− v2)

)
+

1

6
v(3− 4v2) +

1

4
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

)
− 1

4
(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]

(I + J) =
π2T 2

6

[(
v +

1

2
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

))(
1− γ +

ε′

ε
− ln(q∗) + ln 4T − 1

2
ln(1− v2)

)
+

1

2

(
v +

1

2
(1− v2) ln

(
1− v
1 + v

))
− 2

3
v3 − 1

4
(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]
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(I + J) =
π2T 2

6

[(
v +

1

2
(1− v2) ln

1− v
1 + v

)(
ln

4T

q∗ +
3

2
− γ +

ε′

ε
− 1

2
ln(1− v2)

)
−2

3
v3 − 1

4
(1− v2)

(
Li2

(
2

1− v

)
− Li2

(
2

1 + v

))]
Este resultado es el que se introduce en la expresión para la contribución Hard, en el capítulo

2.



Apéndice D Contribución Soft.

D.1. Desarrollo del cuadrado de la amplitud Soft.

Para desarrollar las trazas de la amplitud al cuadrado utilizamos:

tr[γµγνγργσ] = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) (D.1)

Tomamos la expresión de la amplitud al cuadrado y la separamos en sus componentes temporal

y espacial, con lo que obtenemos la siguiente expresión:

|M|2 =e4
[
|∆l(Q)|2[ū(P ′)u(P ′)γ0v(P )v̄(P )γ0][ū(K ′)u(K ′)γ0v(K)v̄(K)γ0]

+ |∆t(Q)|2(δij − q̂iq̂j)(δmn − q̂mq̂n)[ū(P ′)u(P ′)γiv̄(P )v(P )γm][ū(K ′)u(K ′)γjv(K)v̄(K)γn]

+ ∆l∆
∗
t (δ

mn − q̂mq̂n)[ū(P ′)u(P ′)γ0v(P )v̄(P )γm][ū(K ′)u(K ′)γ0v(K)v̄(K)γn]

+∆∗l ∆t(δ
ij − q̂iq̂j)[ū(P ′)u(P ′)γiv(P )v̄(P )γ0][ū(K ′)u(K ′)γjv(K)v̄(K)γ0]

]
Sumamos sobre el espín utilizando la propiedad de los espinores que se muestra en el apéndice

B para obtener las siguientes trazas.

tr[ 6K ′γ0 6Kγ0] = 4(E′kEk + ~k′ · ~k)

tr[(6P ′ +M)γ0(6P −M)γ0]tr[6K ′γ0 6Kγ0] = 4(E′pEp + ~p′ · ~p)− 4M2

tr[(6P ′ +M)γi(6P −M)γm] = 4(p′ipm − P ′αPαgim + p′mpi −M2gim)

tr[6K ′γj 6Kγn] = 4(k′jkn −K ′αKαgjn + k′nkj)

tr[(6P ′ +M)γ0(6P −M)γm] = 4(p′0pm − P ′αPαg0m + p′mp0 −M2g0m)

tr[6K ′γ0 6Kγn] = 4(k′0kn −K ′αKαg0n + k′nk0)

tr[(6P ′ +M)γi( 6P −M)γ0] = 4(p0p
′
i − P ′αPαg0i + pip

′
0 −M2gi0)

tr[6K ′γj 6Kγ0] = 4(kok
′
j −K ′αKαg0j + kjk

′
0)

52
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D.2. Desarrollo de |M2|2

Ahora, tomamos el término al cuadrado que depende de las deltas de Kroneker y lo desarro-

llamos:

|M2|2 = 16∆2
t (δ

ij − q̂iq̂j)(δmn − q̂mq̂n)(p′ipm − (P ′αP
α +M2)gim + p′mpi)

× (k′jkn −K ′αKαgjn + k′nkj)

Desarrollamos el primer paréntesis con la delta y hacemos la aproximación P ′ ' P :

|M2|2 = 16|∆t|2(δij − q̂iq̂j)[(pipm − (PαP
α +M2)gim + pmpi)

× (k′jkm −K ′αKαgjm + k′mkj)

− q̂mq̂n(pipm − (PαP
α +M2)gim + pmpi)

× (k′jkn −K ′αKαgjn + k′nkj)],

desarrollamos la última delta de Kroneker y hacemos el álgebra necesaria:

|M2|2 = 16|∆t|2[(2pipm − (PαP
α +M2)gim)(k′ikm −K ′αKαgim + k′mki)

− q̂mq̂n(2pipm − (PαP
α +M2)gim)(k′ikn −K ′αKαgin + k′nki)

− q̂iq̂j(2pipm − (PαP
α +M2)gim)(k′jkm −K ′αKαgjm + k′mkj))

+ q̂iq̂j q̂mq̂n(2pipm − (PαP
α +M2)gim)(k′jkn −K ′αKαgjn + k′nkj)]

= 16|∆t|2[4~p · ~k′~p · ~k − 2K ′αK
αp2 − 2(PαP

α +M2)~k · ~k′ + (PαP
α +M2)K ′αK

α

− q̂mq̂n(2~p · ~k′pmkn −K ′αKαpmpm + 2~p · ~kpmk′n)

+ q̂mq̂n(PαP
α +M2)(k′mkn −K ′αKαgmn + k′nkm)

− q̂iq̂j(2pik′j~p · ~k′ − 2K ′αK
αpipj + 2~p · ~k′pikj)

+ q̂iq̂j(PαP
α +M2)(k′jki −K ′αKαgij + k′ikj)

+ q̂iq̂j q̂mq̂n(2pik
′
jpmpm − 2K ′αK

αpipmg
jn + 2pipmk

′
mkj)

− q̂iq̂j q̂mq̂n(PαP
α +M2)(gimk′jkn −K ′αKαgimgin + gimk′nkj)],
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reescribimos los términos en forma vectorial:

|M2|2 =16|∆t|2[4~p · ~k′~p · ~k − 2K ′αK
αp2 − 2(PαP

α +M2)~k′ · ~k

+ (PαP
α +M2)K ′αK

α − 2~p · ~k′q̂ · ~pq̂ · ~k + 2K ′αK
αq̂ · ~pq̂ · ~p

− 2~p · ~kq̂ · ~pq̂ · ~k′ + 2(PαP
α +M2)(2q̂ · ~kq̂ · ~k′ −K ′αKα)

− 2q̂ · ~pq̂ · ~k′~p · ~k + 2K ′αK
αq̂ · ~pq̂ · ~p− ~p · ~k′q̂ · ~pq̂ · ~k

+ 4q̂ · ~pq̂ · ~k′q̂ · ~pq̂ · ~k − 2K ′αK
αq̂ · ~pq̂ · ~p.

Reacomodamos y eliminamos términos

|M2|2 = 16|∆t|2[4(~p · ~k′ − q̂ · ~pq̂ · ~k′)(~p · ~k − q̂ · ~pq̂ · ~k) + 2(q̂ · ~pq̂ · ~p− p2)K ′αK
α

(PαP
α +M2)(2~k′ · ~k −K ′αKα − ~k · q̂~k · q̂ +K ′αK

α − ~k · q̂~k · q̂

− ~k · q̂~k · q̂ +K ′αK
α − ~k · q̂~k · q̂ + ~k · q̂~k · q̂ −K ′αKα + ~k · q̂~k · q̂)],

de aquí obtenemos la siguiente expresión:

|M2|2 = 16|∆t|2[4(~p · ~k′ − q̂ · ~pq̂ · ~k′)(~p · ~k − q̂ · ~pq̂ · ~k) + 2(q̂ · ~pq̂ · ~p− p2)K ′αK
α

(PαP
α +M2)(2~k′ · ~k − 2~k · q̂~k′ · q̂)]

Si tomamos en cuenta que el ángulo entre el vector ~k y el vector q̂ es muy pequeño, y expresamos

el producto punto como:

~k · q̂~k′ · q̂ = |k′||k|, (D.2)

entonces podemos reescribir de la siguiente manera este resultado:

|k′||k| ' ~k′ · ~k (D.3)

Con esto, podemos ver que el último término se hace cero y obtenemos la expresión (2.63).

D.3. Desarrollo de |M3|2

Ahora, vamos a desarrollar el álgebra necesaria para determinar la forma del término cruzado

en el cuadrado de la amplitud, tomando en cuenta las mismas aproximaciones que en la sección
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anterior. Tomamos el término cruzado y realizamos las operaciones correspondientes:

|M3|2 =|∆l∆
∗
t |(δmn − q̂mq̂n)tr[(6P ′ +M)γ0(6P −M)γm]tr[6K ′)γ0 6Kγn]

=16|∆l∆
∗
t |(2p0pm − (PαP

α +M2)g0m)(k′0km −K ′αKαg0m + k′mk0)

− q̂mq̂n(2p0pm − (PαP
α +M2)g0m)(k′0kn −K ′αKαg0n + k′nk0)

=16|∆l∆
∗
t |[2EpE′k~p · ~k − 2p2K ′αK

α + 2EpEk~p · ~k′

− (PαP
α +M2)(2~k′ · ~k −K ′αKα)

− q̂mq̂n(2EpE
′
kpmkn − 2K ′αK

αpnpm + 2k′npmEpEk)

+ q̂mq̂n(PαP
α +M2)(k′mkn −K ′αKαgmn + k′nkm)]

=16|∆l∆
∗
t |[2EpE′k~p · ~k − 2p2K ′αK

α + 2EpEk~p · ~k′

− (PαP
α +M2)(2~k′ · ~k −K ′αKα − 2q̂ · ~k′q̂ · ~k +K ′αK

α)

2EpE
′
kq̂ · ~pq̂ · ~k + 2K ′αK

αq̂ · ~pq̂ · ~p− 2q̂ · ~k′q̂ · ~pEpEk]

=16|∆l∆
∗
t |[2EpE′k(~p · ~k − q̂ · ~pq̂ · ~k) + 2EpEk(~p · ~k′ − q̂ · ~pq̂ · ~k′)

− 2p2K ′αK
α + 2K ′αK

αq̂ · ~pq̂ · ~p− (PαP
α +M2)(2~k′ · ~k − 2q̂ · ~k′q̂ · ~k)]

Si tomamos el segundo término cruzado y realizamos el mismo procedimiento, obtenemos un

resultado similar. Dónde podemos notar que el último término para ambas expresiones, se hace

cero utilizando la ecuación (D.3) como en el caso de la amplitud |M2|2.

D.4. Desarrollo de función par para la distribución térmica.

En esta sección vamos a analizar el comportamiento del integrando en la ecuación 2.57

G(E′k, Ek) ≡ nF (Ek)[1− nF (E′k)]|M|2

, haciendo Ek → E′k y E
′
k → Ek. Con este cambio obtenemos:

G(Ek, E
′
k) = nF (E′k)[1− nF (Ek)]|M|2

podemos ver que , G no es simétrico ante el cambio de Ek y E′k.
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Sin embargo, es posible construir una función que si lo sea. Para lograrlo, existen dos posibi-

lidades:

(a) G(−)
s (Ek, E

′
k) =

G(E′k,Ek)−G(Ek,E
′
k)

2

G
(−)
s (Ek, E

′
k) =

nF (Ek)−nF (Ek)nF (E′k)−nF (E′k)+nF (E′k)nF (Ek)
2 |M|2

G
(−)
s (Ek, E

′
k) =

nF (Ek)−nF (E′k)
2 |M|2

(b) G(+)
s (Ek, E

′
k) =

G(E′k,Ek)+G(Ek,E
′
k)

2

G
(+)
s (Ek, E

′
k) =

nF (Ek)−nF (Ek)nF (E′k)+nF (E′k)−nF (E′k)nF (Ek)
2 |M|2

G
(+)
s (Ek, E

′
k) =

nF (Ek)+nF (E′k)
2 |M|2 + nF (E′k)nF (Ek)|M|2

Dónde podemos despreciar el término cruzado debido a las condiciones que impusimos a

la temperatura del plasma.

G
(+)
s (Ek, E

′
k) =

nF (Ek)+nF (E′k)
2 |M|2

Con la opción (a), el factor de la distribución térmica puede expandirse a orden de ω de la

siguiente manera:

F (E′k) ≡
nF (Ek)− nF (E′k)

2
=F (Ek) +

dF (E′k)

dE′k
|EkE′k − Ek) + ... (D.4)

' −1

2

1

(eEk/T + 1)2

E′k − Ek
T

' −1

2
ωn′F (Ek)

Así

G(−)
s (Ek, E

′
k) ' −

1

2
ωn′F (Ek)|M|2

D.5. Función paso

En la expresión 2.79, la integral respecto a q es de la siguiente manera∫ q∗

0
dqqΘ(q∗ − q) (D.5)

para poder trabajar con algunas propiedades de la función paso, es necesario hacer el cambio de

variable x = q∗ − q. Este cambio nos permite escribir la integral de la siguiente manera:

∫ q∗

0
dq(q∗ − x)Θ(x) (D.6)
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una de las propiedades de la función paso establece que:∫ x

0
Θ(y)dy = xΘ(x) (D.7)

Usando esta propiedad en la ecuación D.6, obtenemos:

q∗2Θ(q∗)−
∫ q∗

0
dxxΘ(x) (D.8)

Debido a la condición del momento en la región soft, el primér término es cero, así que nos

quedamos con la siguiente expresión:

−
∫ q∗

0
dxxΘ(x) (D.9)

Si volvemos a la variable de q, obtenemos:

−
∫ q∗

0
dq(q∗ − q)Θ(q∗ − q) (D.10)

Ahora, multiplicamos por un v
v que nos permite rede�nir la función paso y sacamos un signo

menos:

1

v

∫ q∗

0
dq(vq − vq∗)Θ(vq∗ − vq) (D.11)

usando la propiedad (D.7), tenemos:

1

v

∫ q∗

0
dq

∫ vq

−∞
Θ(ω − vq)dω (D.12)

para que la función Θ sea igual a 1, ω − vq debe ser siempre mayor que 0, así la integral es:

1

2v

∫ q∗

0
dq

∫ vq

−vq
dω (D.13)
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