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RESUMEN

En este trabajo de tesis se realiza el estudio de un laser de semiconductor (LS) utilizado como

generador dptico de ondas de radiofrecuencias (RF).

e Se estudian los conceptos necesarios para entender el principio de operacién de un LS tipo
Fabry-Pérot (F-P) con modos longitudinales pasivamente acoplados (capitulo | y apéndices A,
ByC).

e Se utiliza un modelo basado en ecuaciones de evolucion para describir la generacion de la
sefial RF en términos de los pardametros caracteristicos del dispositivo [1, 2]. El desarrollo
analitico de las ecuaciones para 3, 5y 7 modos esta en el capitulo Il y los apéndices D y E.

e Se implementa el modelo mediante un programa de simulacién computacional en el que se
resuelve el par de ecuaciones acopladas del modelo para: el nimero de portadores en la
banda de conduccién (N) y la amplitud compleja del campo eléctrico del modo k (Ey). En la

ecuacion de E, se incluye un término no lineal que depende de la parte oscilatoria de la
densidad de portadores AN y toma en cuenta el efecto no lineal conocido como modulacidn
de la densidad de portadores [1].

e Se presenta la evolucidon temporal de N y la densidad espectral de la potencia total obtenidas
a través de la simulacidn (Capitulo Ill).

INTRODUCCION

Redes de Comunicacion!3!

Las redes de comunicacion (RC) han logrado ampliarse y evolucionar de manera que su impacto
en la sociedad es innegable: el creciente uso de los celulares, y sobre todo, las nuevas
posibilidades que presenta internet. El advenimiento del telégrafo en la década de 1830 y el
desarrollo de las redes telefénicas alrededor del mundo en el siglo XX, permitieron avances
trascendentales en el disefio de los sistemas de comunicacién. Un paso importante en este
avance de las RC fue el uso de la fibra éptica para la transmisién de sefales a grandes distancias.
En 1966 se propuso tedricamente la transmision de ondas electromagnéticas en fibras por C. K.
Kao y G. Hockham, al demostrar que las altas pérdidas en los vidrios se debian a dopantes que
podian ser removidos. El primer sistema de prueba se instald en Inglaterra en 1977 vy, su
desarrollo masivo y mundial en la década de 1980 revolucioné la tecnologia detrds de los sistemas
de telecomunicaciones [4]. Se ha demostrado que la fibra éptica es un medio de comunicacion
mas eficiente que los medios inaldmbricos o basados en cables de cobre [5]. Dos de sus
caracteristicas mas sobresalientes son el enorme ancho de banda y la inmunidad a la interferencia
electromagnética. Eventualmente se implementd una mejor manera de propagacién: multiples
canales de informacidn viajando en una sola fibra [6,7]. Existen dos mecanismos para separar las
sefiales en distintos canales: division por longitud de onda (DLO) y divisién en el dominio del
tiempo [3,7]. En particular, la DLO consiste en dividir el espectro de transmision de la fibra dptica



en un numero determinado de canales (o longitudes de onda), manteniendo un ancho de banda
de separacion entre ellos para evitar interferencias [7]. El aumento en la capacidad de transmisidn
gue representan estos mecanismos, sin la necesidad de utilizar mds cables, ha mejorado la
rentabilidad de los servicios de comunicacidn y en la actualidad se ofrecen televisién por cable,
telefonia e internet de manera conjunta.

Las RC actuales estan formadas por ruteadores (routers) de gran capacidad (en su mayoria
comerciales, universitarios y gubernamentales) llamados enlaces dorsales (backbones). Estos
enlaces dorsales se conectan a través de ciudades, paises y continentes, formando una RC
interconectada a través de cables de fibra éptica. De esta red se desprenden nodos inferiores
cuyos puntos finales son las computadoras de los usuarios y que trabajan en esencia con sefales
eléctricas (conduccién de electrones en forma de una corriente). De cualquier manera, la
posibilidad de que esta red principal, formada de fibra dptica (interconectando usuarios en una
red global sin servidor central), llegue a ser complemente dptica; representa un incremento
notable en la eficiencia de las RC actuales. Cuando una sefial se propaga en la fibra dptica se
necesitan emplear regeneradores para amplificar la sefial debido a los efectos de atenuacién y
dispersidn. Esta regeneracion se realiza mediante dispositivos dpticos, comunmente se usa fibra
dopada con tierras raras como Erbio [8]. Sin embargo, si hay un punto en la red en la que los
canales deben tomar rutas hacia distintos nodos (enrutamiento), la sefal éptica es convertida a
eléctrica para procesarse y se reconvierte a dptica para continuar viajando en la fibra. Entonces, a
pesar de que la propagacion de sefales dpticas es aplicada actualmente, el procesamiento de las
sefiales auln esta en desarrollo.

La implementacion de dispositivos épticos en todos los bloques de procesamiento implicaria
lograr que las RC, al nivel de los enlaces dorsales, fueran completamente épticas (los nodos
inferiores de la red pueden mantenerse usando sefiales eléctricas, inaldmbricas o, en cables de
par trenzado o coaxiales de cobre). Esta posibilidad es de gran interés, pues las limitaciones de
velocidad de procesamiento que poseen los dispositivos electrdonicos, en comparacion con el
enorme ancho de banda que posee la fibra dptica, representan un cuello de botella. Se requieren
multiples bloques de procesamiento que realicen diferentes funciones completamente 6pticas.
Entre algunas de tales funciones se encuentran [3]: la generacidn sincrona de pulsos cortos, la
multicanalizacién en tiempo y en longitud de onda, la conmutacién, la conversién en longitud de
onda, la regeneracidn de la sefial de informacién y la recuperacidn de la sefial de reloj contenida
en la sefial de informacién.

El desarrollo de generadores épticos de sefales constituye uno de estos bloques y es al que se
aboca este trabajo. Las frecuencias de emisidn en los laseres estan cerca del visible (~10™ Hz) y
en estas ondas se inserta la sefial de radiofrecuencias (RF, 3 Hz-300 GHz) a través de la
modulacién de la potencia de salida. El interés en las RF del orden de GHz, se debe a que la
transmisién actual en las fibras (a nivel comercial) con sistemas DLO es normalmente de 10 Gbps
en cada canal [9]. Por lo tanto, las fuentes de sefiales deben ser capaces de generar pulsos cortos
(en el régimen de los sub-pico-segundos), con una variacion reducida en su ancho de pulso (low



timing-jitter), una variacién reducida en su frecuencia debido a efectos de dispersion en las fibras
Opticas (low chirp), una tasa de repeticion minima de 40 GHz y un ancho de linea reducido.

Uno de los dispositivos mas prometedores para su uso como generador completamente dptico de
sefiales a frecuencias de 40 GHz y superiores, es el laser de semiconductor (LS) con modos
longitudinales acoplados [10]. Es pertinente mencionar también que la generacion dptica de
sefiales a frecuencias iguales o superiores a 40 GHz se ha estudiado tedricamente y se ha
propuesto experimentalmente utilizando diferentes tipos y estructuras de LS con modos
acoplados [1,12]. Algunos de los aspectos mds importantes que pueden definir la eleccién de una
estructura o tipo de ldser sobre algin otro son: su complejidad de construccion, el nimero de
secciones que componen al laser, la cantad de energia necesaria para su operacion, el tamaio del
dispositivo y el proceso con el cual se obtiene el acoplamiento entre los modos. Con respecto a
éste ultimo punto, el mecanismo de acoplamiento puede realizarse de manera activa (en la cual
se requiere una inyeccion externa para lograrlo) o de manera pasiva. En un LS con modos
pasivamente acoplados, las sefiales que producen el acoplamiento son generadas internamente,
mediante interacciones no lineales entre los modos. Esto sucede cuando la intensidad de los
modos es suficientemente grande para saturar al medio semiconductor.

En este contexto se realiza esta investigacion, que se centra en el estudio de los LS con modos
pasivamente acoplados y su descripcion mediante un modelo basado en ecuaciones de evolucién.

ANTECEDENTES

Generacién de Ondas Opticas

Los primeros LS mostraban pulsaciones inducidas en la intensidad de salida a pesar de ser
disefados para funcionar en forma de onda continua. Las causas eran: 1) las interacciones no
lineales entre los modos longitudinales a muy altas frecuencias causan una pulsacién (beating)
entre ellos y 2) defectos en la region activa actian como dreas de absorcién saturable [13]. El
posterior entendimiento de ambas causas ha permitido el desarrollo de LS pulsados mas
eficientes a través de los fenomenos de acoplamiento de modos pasivo (AMP, passive mode-
locking) y Q-schwitching, respectivamente.

Los LS con modos acoplados son candidatos interesantes para utilizarse como generadores de
pulsos dpticos ultracortos. Se ha reportado la generacién de pulsos cortos desde 40 GHz a 346
GHz en LS tipo quantum-dash a través del acoplamiento pasivo (AP) [14]. El AP presenta varias
caracteristicas interesantes como son: una variacion periddica de su emision bajo condiciones de
corriente continua, un reducido ancho de linea de la sefial generada y bajo consumo de potencia
[14,15]. El AP, permite que la generacidn de sefales dpticas sea mas eficiente (sin la necesidad de
fuentes de modulacién externa o alguna otra fuente que no sea la de bombeo que se utiliza para
invertir la poblacién). Asi mismo, se ha reportado la generacion de sefiales dpticas en LS a través
del AP de los modos longitudinales, en laseres de retroalimentacion distribuida (distributed
feedback, DFB) [16, 17] y en laseres F-P tipo quantum-dash, ver fig. 0.1) [18].
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Fig. 0.1 Generacion de una seiial dptica de 40 GHz a través de un laser multimodo tipo F-P g-dash [18].
Panel izquierdo: Espectro de emision del laser. Panel derecho: Sefial RF generada.

Un caso de particular interés es el estudio del ancho de linea de la sefial con respecto al numero
de modos longitudinales. Se ha observado experimentalmente que en un LS con AP, el ancho de
linea de la sefial generada disminuye a medida que el nimero de modos aumenta [15, 18].

Modelos Basados en Ecuaciones de Evolucion

Los LS han sido ampliamente descritos a través ecuaciones de evolucion (EV). Hasta hace poco
menos de 3 décadas, los modelos solamente describian el funcionamiento de los dispositivos en
condiciones lineales de intensidad [19, 20,21]. En afios posteriores encontramos modelos que
incluyen saturacién de la ganancia [22]. Estos modelos intentaban emular de una manera simple y
directa la evolucion de los dos parametros principales de estos dispositivos: la intensidad (o
potencia) de los modos a la salida del laser y el nimero de portadores en la banda de conduccion.

En una etapa posterior se encuentra en la literatura la inclusién de términos no lineales en las EV.
Ademas, se empieza a utilizar el campo eléctrico para describir la evolucidon de la intensidad
(I=EE’). En [23] se encuentra una expresion analitica para la ganancia no lineal en un LS a través
del formalismo de la matriz de densidad. En [2] se desarrolla un modelo basado en una ecuacién
del campo eléctrico obtenida a través de las leyes de Maxwell y una ecuacién estandar para la el
numero de portadores. En este modelo se incluyen efectos de pulsacidon de portadores y mezcla
de cuatro ondas en LS utilizados como amplificadores. El modelo contiene coeficientes de auto-
saturacidn, saturacién cruzada y mezcla de cuatro ondas presentados en [23]. Los términos que
incluyen estos coeficientes, en la ecuacidon del campo eléctrico, toman en cuenta los efectos
producidos por los fenédmenos no lineales de auto-saturacion, saturacidn cruzada, hoyo espectral
(HE, spectral hole burning) y calentamiento de portadores (CP, carrier heating); mientras que
otro término (que tiene como coeficiente la parte oscilatoria de la densidad de portadores) toma
en cuenta la modulacién de la densidad de portadores (MDP, carrier density modulation). Un
modelo similar obtenido a través de ecuaciones de matriz de densidad y que incluye los 3
fendmenos no lineales caracteristicos de la mezcla de cuatro ondas (HE, CP y MDP), se encuentra
en la referencia [25]. El modelo utilizado en este trabajo esta basado en [10], que es igual al
presentado en [23], despreciando los términos asociados a HE y CP. La razén es que para un
espaciado entre modos de 40 GHz CDM es el efecto dominante. Ademds se ha agregado un
término que toma en cuenta el desfasamiento en frecuencia de los modos en una cavidad F-P al
lograr el acoplamiento.
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[.0 Introduccion

Con la finalidad de presentar un panorama claro respecto al funcionamiento de los laseres de
semiconductor (LS) y los procesos involucrados en el acoplamiento pasivo (AP) de los modos, a
manera de introduccién, a continuaciéon se presenta en 1.0.1 una sintesis de la seccién 1.1.1 y en
1.0.2 ideas preliminares a la seccidn 1.3 y referentes a la dptica no lineal.

En la seccion 1.2 se ve de manera detallada la propagacion de un haz en una cavidad Fabry-Pérot
(F-P) y la propagacion a través de un sistema atomico, para posteriormente utilizar lo obtenido
para hacer la descripcion del sistema laser completo (cavidad F-P mas region activa).

En la seccién 1.3.1 se ha desarrollado de manera breve la obtencidon de términos no lineales
(asociados al fendmeno mezcla de cuatro ondas) de la polarizacion al propagarse 4 haces a través
de un cable de fibra dptica. En complemento, la seccién 1.3.2 trata el marco conceptual referente
a la mezcla de cuatro ondas (MCO) en LS y los tres fenédmenos asociados a este: hoyo espectral,
calentamiento de portadores y modulacién de la densidad de portadores (MDP), asi como las
caracteristicas del acoplamiento de modos y la relacién entre la MCO y el acoplamiento pasivo en
los LS.

1.0.1 Laseres de semiconductor

Ademas de su uso como un sistema laser de gran eficiencia, los semiconductores han mostrado su
utilidad en la electrdnica, en particular, en la construccidon de diodos (uniones n-p) y transistores
(uniones p-n-p y n-p-n). De hecho, el LS es un diodo. En la actualidad, el diodo laser es candidato
para su uso como generador de ondas épticas [10, 13, 12, 14,15]. En condiciones de saturacion, el
fendmeno no lineal mezcla de cuatro ondas (MCO) genera nuevas sefiales que hacen que se logre
el acoplamiento entre los modos y se genere la sefial de radiofrecuencias (RF) [1, 23, 24,25].

SEMICONDUCTORES

Los materiales semiconductores mas conocidos son el cristal de Silicio (Si) y el de Arseniuro de
Galio (GaAs). Su uso masivo para la creacidon de los transistores (compuerta légica) revoluciond la
tecnologia. Al introducirse la logica en los dispositivos eléctricos, mediante el cddigo binario
(ceros y unos) se abrié paso al desarrollo de la electrénica. Un cristal de semiconductor, por
ejemplo el Si, se forma con una gran cantidad de d4tomos de Si que se enlazan creando una
estructura periddica. Todos los atomos de Si tienen los mismos estados atdmicos, por lo que al
confinar a N atomos en un espacio reducido, y ya que estados iguales no pueden coexistir en el
mismo espacio, los niveles de energia se desdoblan para formar nuevos estados con energias
ligeramente distintas. Si N es muy grande, los niveles son tantos que forman bandas cuasi-
continuas de energia.
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Fig. 1.0.1 Diagrama de energias con energias de conduccién mayores que las de valencia.

Un semiconductor tiene una energia de Fermi entre las bandas de conduccién (BC) y banda de
valencia (BV), por lo que a temperatura ambiente hay muy poca probabilidad de encontrar
electrones en la BC, mientras que todos los estados de valencia permanecen practicamente
llenos. Se requiere una inyeccion de corriente que aporte a los electrones la energia necesaria
para traspasar el umbral que representa la region de energias prohibidas, y asi, el semiconductor
se comporte como un conductor. A los materiales semiconductores que se dopan con una
pequefia cantidad de impurezas (dtomos de otro elemento) se les conoce como semiconductores
extrinsecos (SE).

LASER

Un sistema laser bdsico consta de dos componentes: una regién activa y una cavidad dptica. La
cavidad consiste en dos espejos donde se atraparan los fotones generados en la region activa.
Una cavidad tipo F-P esta formada por dos espejos planos separados una distancial . Tiene una
infinidad de modos longitudinales de resonancia con una separacién en frecuencia igual a[26]:
Av = C/2|77 , donde c es la velocidad de la luz y n es el indice de refraccién. La region activa es un

sistema atdmico con energias de transicion correspondientes a frecuencias de emision ldser
(cercano al visible), en el que se inyecta energia a los electrones para pasar a los estados
excitados y que estos al volver a los estados de minima energia emitan luz en el proceso. De esta
manera, a través de la emisidon estimulada también se amplifica un haz al pasar por el sistema
atémico. La regidn activa tiene una curva caracteristica de ganancia que describe la amplificacidn
o atenuacion de una onda al pasar por la regidn activa segun sea su frecuencia. Las frecuencias de
resonancia que coinciden con la curva de ganancia definen las frecuencias de emision del laser
(teniendo en cuenta que existen pérdidas tanto en los espejos como en la region activa y que
estas representan una ganancia umbral debajo de la cual no hay amplificacion).

Modos de la cavidad

Curva de ganancia
Fabry-Pérot

de la region activa

Ganancia umbral

bt |

Espectro de emision
de un ldser s=========ms==asy "
Fabry-Pérot multimodo ™

)

Fig. 1.0.2 Espectro de emision de un laser F-P con 3 modos.



1.0.2 Optica no lineal

Durante gran parte de la historia de la dptica se creyd que todos los medios dpticos eran lineales.
Se pensaba que las propiedades épticas de los materiales (como el indice de refraccién y el
coeficiente de absorcién) eran independientes de la intensidad de la luz, que la frecuencia de la
luz no se alteraba al pasar por un medio y que dos haces de luz en la misma regién de un medio
no interaccionaban entre si [27]. Fue hasta hace unas cuantas décadas, con la llegada de los
laseres, que se pudo observar el comportamiento de la luz a mayores intensidades que las
anteriormente logradas. Los experimentos que se llevaron a cabo después de la aparicion de los
laseres mostraron que los medios dpticos exhiben un comportamiento no lineal. El principio del
campo de la dptica no lineal se toma cominmente como el descubrimiento de la generacién de
segundo armonico por Franken et al. en 1961, un poco después de la demostracién del primer
l[aser funcionando por Maiman en 1960 [28].

Un medio lineal se caracteriza por una relacién lineal entre la densidad de polarizacién P (inducida
en el material) y el campo eléctrico incidente: P =&, ¥E, donde &, es la permitividad en el vacio
y x es la susceptibilidad eléctrica del medio. Ademas se ha tomado en cuenta que el campo

eléctrico se propaga en una sola direccion y la polarizacién inducida esta en la misma direccidn
que el campo.

Por ejemplo, al incidir un campo eléctrico en un material dieléctrico (aislante), no conduce
corriente. Sin embargo, la respuesta de un material dieléctrico es a través de una redistribucion
de las cargas en cada dtomo: orientandose ligeramente los nucleos (carga positiva) en direccién
del campo y los electrones (carga negativa) en direcciéon opuesta. La polarizacion inducida en un
atomo individual estad caracterizada por un momento dipolar p. Por lo que en el caso de un
material dieléctrico formado por N particulas idénticas, la densidad de polarizacién o polarizacién

inducida (P =¢,7E) por el campo incidente, corresponde a la suma de todos los momentos
dipolares inducidos: P = Np. Esta formacién de dipolos produce un nuevo campo eléctrico que

se suma al campo incidente: E_,, =E +&,0E La relacién entre P y E es lineal

incidente incidente *
cuando E es pequefa. Esto se ve mas claramente si expresamos la polarizacion como una serie de
potencias, expandiendo P en serie de Taylor alrededor de E=0:

P=¢,xE
~ SO(Z(I)E+Z(2)E2 +Z(3)E3 +)

Las no linealidades ocurren para campos muy grandes. Otro posible origen de una respuesta no
lineal de un material sobre el que se incide un campo eléctrico es a través de la dependencia de N
con el campo eléctrico, yaque P =Np.

En el caso de un LS los haces incidiendo son los que estdn atrapados reflejdndose en los espejos e
incidiendo una y otra vez sobre la regidn activa. Los haces tienen un campo eléctrico asociado E y
la intensidad dptica es normalmente escrita como S=EE .
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En el presente trabajo ambos origenes estan presentes: 1) se tienen intensidades de los campos
eléctricos asociados a los modos suficientemente grandes para producir nuevas sefiales y 2) la
densidad de portadores en la banda de conduccidn oscila (o pulsa) y es la responsable de la
generacion de esas nuevas sefiales. Ademas, si los modos estan bien acoplados, esta pulsacion
produce la sefial a la frecuencia de separacién entre los modos.

[.1 SEMICONDUCTORES

En esta seccion se hace un desarrollo bdsico de las propiedades de los semiconductores
intrinsecos y extrinsecos basado en el Silicio (Si), pero estas ideas son aplicables a otros
semiconductores tales como el GaAs, InP o Ge.

Un semiconductor intrinseco es un cristal ideal que no tiene impurezas o defectos. Entonces, el
cristal de Si intrinseco esta formado sélo por atomos de Si perfectamente enlazados unos a otros
en una estructura de diamante. Un semiconductor extrinseco es un semiconductor intrinseco al
que se le ha agregado una pequefa cantidad de impurezas (dtomos de otro elemento).

I.1.1 Semiconductores Intrinsecos

S El Silicio (Si) tiene 14 protones en el nucleo (carga: +14e), por

1@ 28 088 lo que puede aceptar 14 electrones para equilibrar su cargay
D J £y

' : mantenerse de manera estable. Aun asi, un atomo de Si

4 individual tenderd a acoplarse, pues el Ultimo nivel de energia
no esta lleno.

La configuracién electrénica del Si es 1s*2s’2p°3s°3p®. Los

orbitales en los niveles de energia (o capas) 1y 2 (1s, 2s y 2p)
e 19 2 estdn llenos, por lo que estos “niveles cerrados” no
ENBI3S 3‘p interaccionan cuando un atomo se enlaza con otros.
S’ “C ’ 0 Efectivamente, los enlaces de un dtomo estan caracterizados
- . por su ultima capa, la que se conoce como capa de valencia.

La ultima capa del &tomo de Si es la 3, en la que tiene 4 electrones, 2 en el nivel 3s y 2 en el 3p.
Como todas las capas, excepto la primera, se llenan con 8 electrones, el Si tiene 4 electrones de
valencia y le faltan otros 4 para llenar esa capa.

En la cercania de otros atomos de Si, los niveles 3s y 3p de cada dtomo estan tan cerca que la
interaccion resulta en una mezcla de los cuatro orbitales y/(3s), ¥ (3p,) ,w(3p,) vy w(3p,) para

formar cuatro nuevos orbitales hibridos ( ¥/,;, ) que estan separados simétricamente y a la mayor

distancia posible entre ellos (en las 4 esquinas de un tetraedro) [29]. Estos orbitales hibridos
(conocidos como sp?) contienen, cada uno, un electrén de los 4 de valencia y son los responsables
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de los enlaces en el cristal de Si. Por esta razén, un atomo de Si llena su capa de valencia si le
comparten 4 electrones. Como ejemplo, en la fig. 1.1.3 se muestra la hibridaciéon de un atémo de C
(cuya valencia es igual al Si) y su enlace con cuatro dtomos de hidrogeno para formar la molécula
de Metano.

2y

Hibridacién
S

i

’K pr
2s
METANO

Fig.1.1.3 Hibridacién de los niveles 3s y 3p en el nivel sp’ en un Cy la formacién de la molécula de SiH,.

2pgz

Niveles 1y 2
cerrados

Electron de
conduccién

Fig. 1.1.4 Estructura del cristal de Si (tipo diamante). Cada atomo se enlaza a 4 vecinos a una distancia de 235 pm.
Panel izquierdo: diagrama en 3D. Panel derecho: diagrama en 2D.

Los 4 orbitales hibridos corresponden al mismo nivel de energia, de cualquier manera, estos
pueden coexistir ya que tienen distintos nimeros cuanticos asociados al momento angular y al
spin. Pero al enlazarse los 4&tomos en una red cristalina, los distintos electrones de cada atomo
encuentran electrones en los &tomos vecinos que se encuentran en los mismos orbitales (y tienen
los mismos numeros cudnticos), por lo que los niveles se desdoblan en bandas continuas de
energia (bandas de conduccion y de valencia). Esto se debe al principio de exclusion de Pauli, que
enuncia que las particulas con spin semi-entero (en este caso electrones) no pueden ocupar un
mismo estado (en este caso el estado atdmico de energia asociado al orbital sp3) descrito por los
mismos numeros cudanticos [30].
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Los electrones de enlace, en un diagrama de bandas, tienen estados que estan representados en
la banda de valencia (BV); mientras que los electrones que tienen suficiente energia para
comportarse como electrones libres en el interior del semiconductor, tiene estados energéticos
gue estan en la banda de conduccidon (BC). Estas bandas estan separadas por una regién de
energias prohibidas conocida como banda de energias prohibidas (bandgap) y estd definida por la
minima energia de la BC (E.) y la maxima de la BV (E,): AEg,,=E-E,.

Banda de Conduccién (BC)

Energia
minimade
transicion

Cnergia (E)

Banda de Valencia (BV)

v

Vectorde onda (K)

Fig. .1.5 Diagrama de bandas.

El nivel de Fermi representa el estado de minima energia de un sistema de particulas con spin
semientero. Un semiconductor tiene el nivel o energia de Fermi en la regién de energias
prohibidas. Por lo tanto, si no incide sobre el semiconductor alguna fuente de energia y este se
mantiene a 0° K, entonces todos los estados debajo de la energia de Fermi (estados de valencia)
estan ocupados y los que estan por encima (estados de conduccidn) estan vacios. A temperatura
ambiente la probabilidad de encontrar un electrén es tan pequefia que prdacticamente las
poblaciones se mantienen iguales: BV completamente poblada y la BC despoblada.

Si un electrén es capaz de adquirir suficiente energia (ya sea por inyeccion Optica, eléctrica o
aumento de la temperatura), de manera que sobrepase la brecha de energias prohibidas,
entonces éste podra ocupar un estado en la BC. Esto representa liberar a un electrén de un enlace
covalente y permitirle comportarse como un electrén libre (con masa efectiva) en el interior del
semiconductor (ver el panel derecho de la fig. 1.1.4).

Un electrén que pasa de la BV a la BC, deja un estado desocupado en la BV. Los huecos son
estados no ocupados en la BV que “se comportan como electrones con carga positiva en la BV”.
Los electrones son los portadores de carga en la BC y los huecos en la BV. Un hueco puede ser
ocupado por: 1) electrones de enlaces vecinos (esta es la manera en que un hueco se desplaza en
la BV y conduce corriente) o por 2) un electréon de la BC (a lo que se le conoce como
recombinacion). Este ultimo fendmeno es de gran interés pues al recombinarse un electrén cede
su energia de dos posibles maneras: emision de luz (fotones) o vibracidon de la red cristalina
(fonones).
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© Electrén

Energia (E)

O Hueco

>
>

Vector de onda (K)
Fig. 1.1.6 Recombinacién de un electrén con un hueco, emitiendo luz (de frecuencia v) en el proceso.

1.1.2 Semiconductores Extrinsecosl(z9]

Al introducir una pequefia cantidad de impurezas (dopar) en un cristal de semiconductor
podemos obtener un material cuya concentracion de portadores de carga de un tipo (electrones o
huecos), sea mayor que la del otro. Esto se debe a que las impurezas generan estados de energia
en la banda prohibida que funcionan como trampas de electrones.

SEMICONDUCTOR TIPO N (PORTADOR MAYORITARIO: ELECTRONES)

Si se dopa a un cristal de Si, cuya valencia es 4, con un elemento de 5 electrones de valencia
como As, P o Sbh, se crean atomos donadores de electrones con posicién fija en el interior del
cristal de Si. De esta manera, se estd forzando a unirse a un elemento pentavalente con los
atomos de Si, lo que hace que este dtomo se una como si fuera otro atomo de Si, quedando un
electrén débilmente ligado que puede ser arrancado con mayor facilidad. La impureza o trampa
genera un estado energético por debajo de la banda de conduccidn.

A

BC

Energia (E)

BV

Vector de onda (K)

Fig. 1.1.7 Trampas de energia asociadas a las impurezas de un semiconductor extrinseco tipo n.
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SEMICONDUCTOR TIPO P (PORTADOR MAYORITARIO: HUECOS)

Si se dopa al cristal de Si con un elemento de valencia 3 como el B, Al o Ga, se generan dtomos
aceptadores de electrones. De esta manera, se esta forzando a unirse a un elemento trivalente
con los dtomos de Si, por lo que se enlazara con 4 vecinos que le compartiran un electrén y le
faltara uno mas para llenar la Ultima capa. Esto genera un estado de energia por encima de la BV.

A

BC

Energia (E)

BV

>
>

Vector de onda (K)

Fig. 1.1.8 Trampas de energia asociadas a las impurezas de un semiconductor extrinseco tipo n.

CONDUCTIVIDAD DE UN SEMICONDUCTOR
La densidad de corriente que se desplaza por un material caracterizado por una conductividad o,

al aplicarle un campo eléctrico E,, estd definida como: J =O'EZ. La conductividad de un

semiconductor es

O =Nk, +epu,
donde e es la carga del electrdn, ny p son las concentraciones de electrones en la BC y huecos en

la BV, respectivamente. La movilidad de deriva de los electrones y los huecos es: 1, = €7, / m:,

con m, como la masa relativa de los portadores tipo x (x = e, h).

En un SE tipo n, cuando todas las trampas estan ionizadas el nimero de electrones en la banda de
conduccion es n y la conductividad es: o = enpu,. Si la temperatura no es los suficientemente alta,
no todas las trampas estaran ionizadas, por lo que hay que considerar la distribucién de
probabilidad de que un electrén tenga energia E4 en la trampa (ver apéndice B.2). Los electrones
son fermiones (spin semientero), por lo que su distribucidn f4(Ey) es muy similar a la de Fermi-
Dirac solo que multiplicada por 1/2 (ya que una trampa solo acepta un electrén, mientras que un
nivel atdmico acepta un par de electrones con spin opuesto). El nimero de donadores ionizados
a cierta temperatura T es:
NF = Ny * (probabilidad de no encontrar un electrén en E;)

Ni = Na*[1-faE)] = —

[Ed_EF
1+2el kT

donde E; es la energia de Fermi del semiconductor.
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1.1.3 Diodo Laser

DIODO (UNION N-P)

El diodo es un dispositivo de dos terminales que permite el paso de corriente en una sola

direccion. Su estructura consiste en un semiconductor extrinseco tipo p unido a uno tipo n cada

uno conectado a una terminal eléctrica. Al unir los materiales, se manifiesta una difusiéon de

electrones (J.) del cristal n al p. Al establecerse una corriente de difusion, aparecen cargas fijas en
una zona a ambos lados de la unién, zona que recibe el nombre de

P @@g 2:: N rc?gié'n de agojcamiento. A medida q‘ue progresa el proceso de
© g ) - difusion, la region de agotamiento va incrementando su anchura a
ambos lados de la unién. Sin embargo, la acumulacidon de iones
positivos en la zona n y de iones negativos en la zona p, genera una
diferencia de potencial que actuara sobre los electrones libres de la

ANODO CATODO

zona n con una determinada fuerza de desplazamiento, que se
opondra a la corriente de electrones y terminard deteniéndolos.
ﬂ Este campo eléctrico (asociado a la diferencia de potencial
generada) es de 0,7 V en el caso del Si.

Si el diodo estd polarizado directamente (polo positivo + conectado al SE tipo p y - al n), conduce
corriente. Al conectar en polarizacidn inversa al diodo, aumenta la zona de carga espacial hasta
gue esta zona adquiere el mismo potencial eléctrico que la bateria y se detiene la conduccién.

DIODO LASER B
Como se comenté en la introduccidn, un sistema laser estd compuesto por una region activa y una
cavidad oéptica. En el caso de un diodo laser (DL) la regidn activa esta en el interior de la unién.

Capa de semiconductor tipo p

Region activa

Capa de semiconductortipon

Fig. .1.9 Region activa en el interior de la unién n-p.

De esta manera, al conectar en polarizacidon directa al diodo, los electrones seran inyectados
desde la capa n y los huecos desde la p. De esta manera se promueve la recombinacién en la
region activa y se emiten fotones con energia correspondiente a la banda prohibida. Si la regién
activa estd compuesta por un semiconductor extrinseco, los portadores inyectados se
recombinaran con las impurezas, reduciendo el tiempo de vida de los portadores en la BC sin
contribuir en las transiciones laser, que decrecen en eficiencia.
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[.2 Laser tipo Fabry-Pérotl2°]

En esta seccidn se realiza un analisis de un sistema laser: un haz resonando en el interior de una
cavidad dptica (en este caso tipo Fabry-Pérot) e interaccionando con un medio activo de
constante dieléctrica €’. A partir de este andlisis se obtienen la ganancia umbral y la frecuencia de
oscilacién en la seccion 1.2.3. Para esto, antes es necesario hacer antes los siguientes desarrollos:

e En la seccidn 1.2.1, mediante un analisis de una cavidad Fabry-Pérot (F-P) se obtiene la
intensidad de los haces reflejados y transmitidos y, la diferencia de fase entre haces
reflejados.

e En la seccién 1.2.2, mediante un analisis de las transiciones de un sistema atémico y su
interaccion con un haz incidente, se obtiene la relacion de amplificacion (o atenuacién) del

haz a medida que se propaga por el medio: Iv(z):l(o)e” con

_ c’g(v)
]/(V)_(NZ - Nl)( 87rr12|/2teSp ’

e En esta misma seccidn, utilizando el modelo del oscilador electrénico, se calcula Ia
polarizacidn inducida por un haz propagandose por un medio amplificador, y posteriormente
la susceptibilidad electrénica.

e Ademds se calcula la expresién para la propagacién de una onda plana electromagnética
propagdndose por un medio con polarizaciéon inducida, y por lo tanto, una constante

. s . l_
dieléctrica € =&+¢&,% .

e Finalmente, en la seccidén 1.2.3 se obtienen, como ya se comentd, la ganancia umbral y la

frecuencia de oscilacion.

.2.1 Cavidad F-P

Una cavidad optica es utilizada principalmente para regenerar las intensidades de campos muy
largos con corrientes de entrada moderadas. Las cavidades estan formadas por un par de espejos
en donde se atrapa la luz.

Un resonador tipo F-P es una cavidad dptica formada por dos espejos planos. El desarrollo tedrico
fue realizado por C. Fabry y A. Pérot como un nuevo método de interferometria en 1899 y es el
arquetipo del resonador éptico. El analisis consiste en un haz de amplitud A; incidiendo en un
plato plano de grosor | e indice de refraccién n que es inmerso en un medio de indice n’. Se
obtienen las intensidades de los haces reflejados (By, B,,...) y transmitidos (A;, A,,...) como se
muestra a continuacién. El plato se considera lo suficientemente largo como para aproximar como
infinito al nimero de haces transmitidos y reflejados.
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Haz Incidente

. Haces reflejados
Ai

Haces transmitidos

Fig. 1.2.1 Haz incidiendo en un en un medio inmerso en otro medio con indices de refraccion n y n’ respectivamente.

A= amplitud del haz incidente

A,= amplitud de los haces transmitidos B,= amplitud de los haces reflejados

Para cualquier tipo de polarizacién (SoP), tt'=T y r?=r>=R (r=-r").
R = Reflectancia, T =Transmitancia, R + T=1.

Fig. .2.2 Constantes de reflexion y transmision en una cavidad F-P.

De las dos graficas anteriores podemos obtener la siguiente tabla:
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Reflejados Transmitidos
Bi=Ar A=At (€77
B,=Atr't'(e”) A=Atr?t'( e e®?)
B3=Aitr;3t;(ei26) A3=Aitr'4t'( ei25 ei5/2)
Bp=Aitr'(2p'3)t’ei(p'1)6 A=At 2D G185 572

Tabla 1.1 Amplitud de los haces reflejados y transmitidos en términos de A;, ry t.

La diferencia de fase entre dos haces consecutivos es 0 = 27Z'L//1, donde L es la diferencia de

caminos 6pticos (en el apéndice C se obtiene L),

5=4”Tnlcose (1.2.1)

Definiendo Arp y Ap como la suma de los p haces reflejados y transmitidos, respectivamente,

=B +B,+..+B, A =A+A+. .+A
_‘_1_r|2(p—1)ei(p—1)6 i07 l_rvz(pfl) ei(pfl)5
P=Jr+tt'r'e® _ P=Jtt'e /2 _
A 1_r2gW A A 1—r"?e" A

©_ i L o _Jpgis| 1
o feee 2] =l 2

Finalmente,la suma de las amplitudes los haces reflejados y transmitidos, en términos de la

reflectancia (R=r?), son:

:MA 'A\: T A

1-Re" 1-Re“
Se ha utilizado la serie geométrica:
a+ar+ar’+. +art=ai " Si—l<r<i=lma—"—-_2
1-r e l-r  1-r
Las intensidades |, =|A|=AA,,
4sen’ (512
l,__ Asen’(5/2) (22)
I, (@-R)*+4sen’(5/2)
I 1-R)?
( ) (1.2.3)

L=
Ii

(1-R)*+4sen*(5/2)

con —27 <6 < 27 .Las expresiones (1.2.2) y (1.2.3) se conocen como férmulas de Airy.

El mecanismo basico de operacidon de un ldser requiere, aparte de la cavidad dptica, una regién
activa. En esta region es donde se genera la luz que se mantendrd resonando en el interior de la
cavidad. La siguiente parte esta dedicada a explicar los fendmenos implicados en la region activa 'y

que involucran interacciones entre radiacion y sistemas atémicos.
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1.2.2 Interaccion Radiacion-Materia

La interaccién entre una radiacidn electromagnética propagdndose a través de un sistema
atémico conlleva saltos de los electrones entre distintos estados. Los estados de un sistema
atémico, seguln la mecanica cuantica, estan descritos por una funcién de onda:

l//i (F,t) — ui (F)e—iEit/h
|ui (F)|2 dV es la probabilidad de encontrar a la particula en la regién dxdydz centrada T .

Si el sistema atédmico tiene dos niveles, un niumero N, de dtomos idénticos estan en el nivel 2. La
poblacién de este nivel disminuird por las transiciones espontaneas del nivel 2 al 1 de manera
proporcional a N,,

dN, N,
TTdt = AN, =
t (tesp)zl
donde ('[esp)21 = tiempo de vida espontanea del nivel 2 y A,, = tasa de transicion espontanea.

Esta taza de transicidn proviene de los niveles discretos de energia del sistema atémico. En el caso
de interés, la transicién del nivel 2 al 1 se realiza cediendo energia en forma de emision de luz con

energia hv, E2 - El =hv. La energia emitida no esta a la frecuencia fija v, sino que tiene una

distribucion que esta descrita por la funcién de forma de linea g (1), que esta normalizada:

]E gv)dv =1

g(v)dv es la probabilidad “a priori” de que el fotén emitido tenga una frecuencia entre v y v +

dv . Esta funcién de linea es caracteristica del material (en el caso de un laser es la regién activa)
y es la curva de ganancia normalizada (en el apéndice A.4 se detalla mas respecto).

Por otra parte, la interaccién radiacién-materia puede ser de tres maneras: Absorcidn estimulada,
emision estimulada y emisidn espontanea. En un dtomo con dos niveles de energia (estado base y
estado excitado) esto se ve de manera clara.

E2+ E2+/1 [ll S EZ+r .
] [ e [MARR
e e @ E e @
A)Absorcién estimulada B)Emisién espontanea C)Emisidn estimulada

Fig. 1.2.3 Tres diferentes posibles interacciones radiacion-materia.

A) La absorcién se lleva a cabo cuando un fotén de energia E=hv colisiona con un atomo en el
estado base. Si la energia del fotén es igual a la diferencia de energia entre los estados E;-Eg= hv,
el fotdén serd absorbido y el electrén en el atomo pasara al estado con energia E,.

B) Un atomo en el estado 2, este decaerd al estado 1 espontaneamente con un tiempo medio Tep.
C) Si un haz pasa cerca de un atomo excitado, puede hacer que decaiga al estado base emitiendo
un haz coherente al incidente.
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Para ver esto con mas detalle, consideremos un campo electromagnético (radiacién) con espectro
blanco en la vecindad de la frecuencia de transicion de un sistema atémico de dos niveles. p(v)

es la densidad de energia por unidad de frecuencia. Las tasas de transicién entre los niveles son
W,,) =B
( 21 ] estimulada 21,0(1/)
Wi, ) =B
( 12 J estimulada 12p(V)

Entonces, la taza de transicion del nivel 2 al 1y del 1 al 2 son

W,, =B, p(v) + A, (1.2.4)

W, =B, 0(v) (1.2.5)

donde A,4, B,; y By, son los coeficientes de transicion o de Einstein (ver apéndice A.3).

Si sobre el sistema atdmico incide luz radiada de un cuerpo negro (ver apéndice A.2), entonces la

intensidad de la radiacion es:

3
14

I (v,t)oc — 1.2.6
() — (:26)
y su densidad de radiacion
(V) 3 8zn’h/® 1 12.7)
p C3 eh%T _1 o

Utilizando esta densidad podemos encontrar una relacidn general para los coeficientes de
transicion. Se parte de dos condiciones de equilibrio termodinamico:

1) Las poblaciéon media en los estados 1 y 2 permanece constante, por lo que el nimero de
transiciones, en cierto intervalo de tiempo, deben ser iguales

NW,, = NW,, (1.2.8)

2) Larazdn entre las poblaciones esta determinada por el factor de Boltzman,

N, /N, = gk (1.2.9)

Las condiciones (1.2.8) y (1.2.9) solo se satisfacen si

B, =B, (1.2.10)
3 3
Ay _Bznhve 3hV (1.2.11)
B, ¢

Usando (1.2.10) y (1.2.11), reescribimos las dos tazas de transiciones (.2.4) vy (1.2.5) en un solo
término
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C3
=B ()

& (1.2.12)

B 87rn3hv3tesp pL)

ABSORCION Y AMPLIFICACION

Considérese el caso de una onda plana monocromatica de frecuencia v e intensidad |,
propagdndose a través de un medio atdmico de dos niveles y, N, atomos por unidad de volumen
en el nivel 2y N; en el nivel 1.

I, —|s|

prom

8]0, == £C|EF
2

prom

La potencia generada es:

Energia por
# de transiciones/tiempo trans?cié?-l
/—/%

P/Vol.= (N,-N,)W, hv (1.2.13)

2
P _ _ cl,
Aol. =(N; Nl)—87m2v2t95p g(v) (1.2.14)

La luz se propaga en la direccién z, entonces P/Vol.=dl  /dz

dl c’l hv
L= -N,)—— 1.2.15
dz (N, 1)87m2hv3tesp 9(v) (215
Laintegral dedl, /I =Inl, +c, porlo que la solucién de (40) es
l,(z)=1(0)e’"”
ng(V) (1.2.16)

y(v)=(N,—N,)

Si G es positiva, la onda se amplifica al pasar por el medio.

2.2
87N vy,

MODELO DEL OSCILADOR ELECTRONICO DE UNA TRANSICION ATOMICA
Podemos aproximar el comportamiento del sistema atémico como un conjunto de osciladores
armonicos, sobre los cuales actian una fuerza eléctrica, una de friccidn y otra de restitucion. La
ecuacién de movimiento del oscilador electrénico unidimensional es:
2
m%%:ﬁ+ﬁ+ﬁ (1.2.17)

donde x(t) es la separacion del electron de su posicion de equilibrio.

d’x  —es—odx/dt—kx
dt’ m

(1.2.18)
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Se proponen soluciones oscilatorias, con frecuencia w, para el campo eléctrico € y la posicion x

£(t)=Re[ Ee™ | (1.2.19)
X(t) = Re[ X (@)e™ | (1.2.20)
Sustituyendo las soluciones (1.2.19) y (1.2.20) en (1.2.18),

(& — ) X +iwo X =—%E (1.2.21)

con @, =~/k/m. Despejando la susceptibilidad,

y o om)E

(a)g —w2)+ia)a

(1.2.22)

Para w = @,,

Y~ —(e/m)E
- 20, (0, — ) +iw,o

(1.2.23)

Por otro lado, el momento dipolar de un electrén es: 4 =—eX (t). Para N osciladores por unidad
de volumen resulta una polarizacién

—Ne?/m
a, (w0, —0)+iwo

P(t) =—NeX (w) = > E (1.2.24)

Lo cual, se puede escribir como

~i(Ne*/moem, )

:1+i[2(a)—a)o)/cr] =

Se define la susceptibilidad electrénica como la razén de la amplitud compleja de la polarizacion

P(w)

(1.2.25)

inducida entre el campo que la induce:

P(w)=gx(0)E = y(w)=P(w)/sE (1.2.26)

En general, la susceptibilidad tiene un valor complejo. Separando la susceptibilidad en la parte
real e imaginaria

x(@) =y (0)-iy"(w) (1.2.27)

Se sustituye (1.2.25) y (1.2.27) en (1.2.26),

7 (@) =[

2 2(w, —w)/
Ne J (@ -0)/o (1.2.28)

Ma,o¢, 1+ 4(a)—a)0)2 /0'2
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x"(@)= ( Ne J 1 (1.2.29)

Ma,o¢, 1+ 4(&)—600)2 /02

o bien, en términos de V = 60/272’ y el ancho de linea Av = 6/271',

Ne? Av
Z"(V)Z( > } - - (1.2.30)
167°mv,e, (A%) +(v=v,)
x'(v)= M){"(V) (1.2.31)

Av
Este modelo (cldsico) tiene una inconsistencia: la ganancia se vuelve negativa al aumentar la parte
imaginaria de la susceptibilidad ( ¥ "(v) >0= y(v) <0). Mediante un desarrollo del modelo

cuantico de este sistema, se obtiene una expresion para x que depende de (N,-N;):

2(v=vy) (N, =N, A 1

x'(v)= (1.2.32)
Av 87[3Avntesp 1+|:4(V—V0)2 /(AV)2:|
N, —N,)A° 1
x'(v)= ( 23 )4 . . (12.33)
87 AVntesp 1+[4(V—VO) /(AV) }
La absorcién estd determinada por y"(v), mientras que la dispersion por y'(v).
SUCEPTIBILIDAD ELECTRICA
El vector de desplazamiento eléctrico estd definido como
B=sE+P
:5E+50;(I§ (1.2.34)
= ¢'(w)E
Entonces, la permitividad eléctrica en un medio con una polarizacién inducida es
, &
g'(w) = 5(1+—°;((a))j (1.2.35)
&

Consideremos una onda plana con frecuencia angular w propagandose en la direccién z por un
medio con permitividad €’,

e(z,t)=Re[ Ee'“*? | (1.2.36)

Yaque w/K =l/\/€,u , entonces K'=m\/&" 1 . Sustituyendo (1.2.35) en k’,

k'=k /1+ﬁz (1.2.37)
&
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si (&0/€)| 2| <1,

1 8 zl(a)) 1 k n
k'=k|1+=2y |=k|1+ —i— "o 1.2.38
{ 254 { 2n2} o X () (238
con N=./¢/ &, elindice de refraccion lejos de resonancia.
Sustituyendo (1.2.38) en (1.2.36),
e(z,t) = Re[Eei“"‘i(“Ak)ze”/Z] (1.2.39)

con Ak =k y'(w)/2n* y y(w) ==Ky "(w)/n?.

SATURACION DE LA GANANCIA EN MEDIOS HOMOGENEOS
La ecuacién para la ganancia (1.2.16) de un sistema de dos niveles en el que un agente de bombeo
mantiene una poblacion invertida es

) =(N, -y S8l

2.2
87N v,

La inversién de poblacién producida por la corriente de bombeo, en ausencia de un campo dptico,
se define como AN°. La presencia del campo induce transiciones 2->1 y 1->2. Ademas, ya que
N,>N; vy las tazas de transiciones inducidas son iguales (condicidn (1.2.10)), un mayor nimero de
atomos pasara del estado 2 al 1, por lo que la nueva poblacién de equilibrio serd menor que AN°.

Entonces, el incremento de las transiciones hace que la inversidn de poblacién decrezca, lo que a
su vez hace que las transiciones disminuyan... y asi sucesivamente, hasta llegar a un punto de
equilibrio en el que la ganancia disminuye hasta igualarse con las perdidas. La reduccion en la
inversién de poblacién y por lo tanto de la constante de ganancia y acarreada por el campo
electromagnético es llamada saturaciéon de la ganancia.

Sistema de 3 Niveles Sistema de 4 Niveles

IZ:::::;:: ;;:;:::::;ﬁansiciénrépida

Transicion rapida
2
2
Energia de Energia de Viaser
bombeo Vaser bombeo 1
0 0
Edo. Base Edo. Base

Fig. 1.2.4 Tazas de transicion entre niveles de energia.

En un sistema laser de 4 niveles, en presencia de un campo de radiacién de frecuencia v y una
bomba (con una densidad de dtomos bombeados al nivel 2 y al nivel 1, por unidad de tiempo, R, y
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R;, respectivamente), las poblaciones de ambos niveles puede ser descrita por las siguientes

ecuaciones de evolucion:

dN N
d_tzz RZ—T—;—(Nz—Nl)Wi (v)

N My Ne v, W (v)

dt T, Teyp

Poblacion De Los Niveles
Nivel |aser superior 5

A
| 1 o
7, r,, |Transicionlaser
1 Nivel laser inferior
1
z-1
R1 |R2
Y 'V

Edo. base

Fig. 1.2.5 Tazas de transicion entre niveles.

Las transiciones inducidas estan determinadas por (1.2.12):
29(v)
' 8an’hut,,

En estado estacionario: le‘z/dt =0,

—N,—N, = R,t, —(R +SR,)Y,
1+[t,@A-6)+t,]W,

con O =t, /tsp . En ausencia de campo dptico W;=0y las poblaciones quedan
N, =N, =Rt, - (R +R,)t, =AN,

entonces, reescribiendo (1.2.41) en términos de AN,

N2—N1:ANO/(1+gANi)

(1.2.40)

(1.2.41)

(1.2.42)

donde @#=[1+(1-5)t /t,]. En un sistema laser eficiente t, <t,y t =t,, o bien 5=1

.Sustituyendo W, en (1.2.42),

N AN
S S B
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donde |, =8 Cuando |, =1, la densidad de poblacion es AN, /2. Se puede escribir

A I0N
el coeficiente de ganancia en términos de | e | :

__AN,  cfgv) )
1+1,/1, 8an®vt,, 1+1 /1

4 (1.2.43)

Esta ganancia es para un sistema laser homogéneo (atomos indistinguibles).

I.2.3 Teoria de Oscilacion Laser

Un laser tipo F-P de dos espejos es basicamente un etaldn F-P con un medio amplificador entre
ellos. En la figura 1.2.6 se observa una onda plana de amplitud compleja E;, que incide sobre el
espejo 1 de una cavidad F-P con un un medio activo en su interior. El cociente de los campos
transmitidos sobre los incidentes se denota como t; en el espejo 1y t, en el espejo 2. Mientras
que el cociente de los campos reflejados sobre los incidentes se denota como ryen el espejolyr,
en el espejo 2.

Espejo 1 Espejo 2
E, tE, nEe™ n,Ee™!
) —_— —_— _
I3 E —2ik'l trEe—ik'f
lr2 ie 1"271i
- € S
trnEe ™ trnEe” ™ B 1 E e

—_— —a —

Fig. 1.2.6 Cavidad o6ptica tipo F-P.

Sumando los haces a la salida, el campo total transmitido en el espejo 2 es:

tze—ik‘l
E =E |:t1—2|kl:| (1.2.44)

1-rre

La constante dieléctrica y la constante de propagacion en un medio activo (con poblacién
invertida) son

g'= [1+%;((a))} (1.2.45)
. 2(@) ] . k .,
k _k[1+ o } {an;( (a))} (1.2.46)
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Para que haya oscilacidn, al final de un ciclo (ida y vuelta del haz) se debe cumplir quel= rlrze‘“' .

Asi los haces transmitidos estan en fase y se pueden sumar constructivamente (ver fig. 1.2.6). Esto

significa en (1.2.44) que en ausencia de un campo incidente se tiene un campo transmitido: E,/E; =
-ik'l

tit,e™ /0.

eizm” _ rlrzeiz(k+Ak)le(7—a)l

Igualando componente a componente, obtenemos la condicion de amplitud (1.2.47) y de fase
(1.2.48):

rre’ ' =1 (1.2.47)
2(k +AK) = 2mz (1.2.48)

De (1.2.47) se obtiene la condiciéon umbral de oscilacidn,
Intr,+(y—a)l =0

1 (1.2.49)
= ¥n(@) =Ot—|—|n L,
Despejando Ny, de (1.2.12) y sustituyendo (1.2.4),
1 87zl’12tSp
Nth E(NZ_Nl)th = 0{—[|n I‘1r2 m (|250)

Antes de pasar a obtener la frecuencia de oscilacion hay que distinguir entre las distintas
frecuencias que se utilizan:

e Vv, eslafrecuencia del centro de linea de transmision.

e v, =mMc/2nl son las frecuencias de resonancia de la cavidad.

e Vv eslafrecuencia sin ninguna condicidn.

Para obtener la frecuencia de oscilacidn, ponemos atencion a la condicién de fase(l.2.48)

(k+Ak)l=mz, m=123.., con Ak=ky'(w)/2n

Utilizando (1.2.31) y la definicién de y(w) = — kx 2(1/) en (1.2.48),
n
2(v—v,) n?
—7( A 0)k7/(V)
1+ v 5 Ik =mrx
2n

Multiplicando la ecuaciéon por ¢/ nl,

Av k n o nl

peroc/n=viyk=2x/2,
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v 1—(VA_V°) 7f<v) =v, (1.2.51)
14

Supongamos que | es ajustada, asi que V,, estd cercana a v, y que cuando V cercana a V,, es

funcion de variacion lenta, por lo que (V) = y(v,,) y v—V, ®V,, —V,, entonces la frecuencia de
oscilacién en (1.2.51) es

y(vy)e

(1.2.52)
27TNAv

v=v,—(V, =)

Si la resonancia de la cavidad pasiva V,, coincide con el centro de la linea atémica (v, =V,), la
oscilacion toma lugar en v =V,. Si V,, #V, la oscilacién se da cerca de Vv, pero desplazada

ligeramente hacia V. Este fendmeno se conoce como deslizamiento de frecuencia.

[.3 Mezcla de cuatro ondas

La Mezcla de cuatro ondas (MCO) es un fenédmeno no lineal que fue inicialmente observado en
las fibras dpticas [32,33]. Es una interaccion entre cuatro haces (por ejemplo, tres generan un
cuarto haz). Estas senales generadas en las fibras no eran deseables, pero a medida que se ha
comprendido la MCO se han encontrado propiedades interesantes que pueden ser utilizadas para
el procesamiento de sefiales dpticas.

A continuacion, se describe este fendmeno en las fibras dpticas, para posteriormente tratar la
MCO en los laseres de semiconductor. En la seccién 1.3.3 se define el acoplamiento pasivo y su
relacion con la MCO.

1.3.1 Mezcla de Cuatro Ondas en Fibras Opticas[34]

Las fibras Opticas son medios en los que invertir la direccidn del campo incidente implica un
cambio en la direccién del campo inducido. Esto matematicamente se representa con un cambio
de signo. Por lo tanto, la polarizacion en su expresion en desarrollo de potencias solo dependera
de los términos con potencias impares, de tal manera que la inversidn del signo en el campo
incidente corresponda solo a un cambio de signo en la polarizacion inducida. Esta es la razén de
que los efectos de tercer orden (como la generacidon de tercer armonico y la MCO) sean los
efectos no lineales dominantes en estos sistemas y la multicanalizacién por longitud de onda se
haya desarrollado para reducir su impacto.

En la MCO las fibras dpticas juegan un rol pasivo excepto por mediar la interaccion entre varias
ondas Opticas. A este tipo de procesos no lineales se le conoce como procesos paramétricos
porque involucran la modulacidn de un pardmetro del medio, tal como el indice de refracciéon y
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requieren sincronizacién de las fases (phase-matching) antes de que puedan incrementarse a lo
largo de la fibra. Los procesos paramétricos de tercer orden involucran interacciones no lineales
de cuatro ondas dpticas. La principal caracteristica de la MCO puede ser entendida desde el
término de tercer orden en la polarizacidn,

PO =g, 4 E? (13.1)

donde E es el campo eléctrico y P la polarizacidn inducida no lineal de tercer orden.

Considérese el caso de cuatro ondas continuas oscilando a frecuencias w;, w,, w3 Yy W, linealmente
polarizadas a lo largo del mismo eje. El campo eléctrico total puede ser escrito como

4 .
E =%Z Pje'(k"z_“”'t) +cC.C. (1.3.2)

j=1
donde la constante de propagacién kj = ﬁia’% , siendo ﬁj el indice de refracciéon del modo j. Si

sustituimos (1.3.2) en (1.3.1) y lo expresamos de la misma forma que E, usando

1 i(k;z—;
PL==> PJ.e'(k'Z e,
24
P;(j=1,2,3,4) consiste en un numero grande de términos involucrando productos de tres campos
eléctricos. Por ejemplo, P, puede ser expresado como
35 2 2 2 2 R R
P = Tozgjgx [| E| E, + 2(|El| +|E,| +|E,| )E4 +2EE,Ee” +2EE,Ee" +} (1.3.3)

donde 0, y 6. estan definidas como:
0, =(k +k, +k;—k,)2— (o + @, + 0, — o, )t

0 =(k +k,—k,—k,)2— (0 + 0, — 0, — o, )t

Los primeros cuatro términos que contienen E, en (1.3.3) son responsables de la auto-modulaciéon
de la fase y de la modulaciéon cruzada de la fase. Los términos restantes resultan de la
combinacion de frecuencias (suma o diferencia) de las cuatro ondas. El nimero de términos
efectivos durante un proceso de MCO depende del desacuerdo de la fase entre E, y P, gobernado
por 6,y 6., o una cantidad similar.

Sélo puede haber efectos significativos de MCO si el desacuerdo de las fases es aproximadamente
cero. Esto requiere un acoplamiento tanto de las frecuencias como de los vectores de onda. El
ultimo requisito también es conocido como sincronizacién de las fases. En términos de la
mecdanica cuantica, MCO ocurre cuando fotones de una o mas ondas son aniquilados y nuevos
fotones son creados a diferentes frecuencias, tal que la energia y el momento netos son
conservados durante la interaccién paramétrica. La condicidon sincronizacion de las fases requiere
una eleccién especifica de las longitudes de onda de entrada y los parametros de la fibra antes de
que la MCO pueda ocurrir con alta eficiencia.

Hay dos tipos de términos de MCO en (I.3.3). El término conteniendo 8, corresponde al caso en el

que tres fotones le transfieren su energia a un solo fotén a la frecuencia @, = @, + w, + @, . Este
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término es responsable de los fendmenos tales como la generacién de tercer armdnico

(a)lza)2 :a)3). El término conteniendo 6. corresponde al caso en el que dos fotones de
frecuencias @, y @, son aniquilados, mientras que dos fotones con frecuencias w; y ®, son
creados simultdaneamente de tal manera que @, +®, = @, + , . El requisito de sincronizacion de

las fases para este proceso es AK =0, donde

Ak =k, +k, —k —k, (1.3.4)

En el caso general, en el cual @, # w,, se deben incidir dos haces de bomba para que la MCO

ocurra. El caso especial (MCO degenerada), en el cual @, =®,, es interesante ya que la MCO

puede iniciarse con un solo haz de bomba. Una intensa onda de bomba con frecuencia @, crea

dos sefiales de menor intensidad (conocidas como bandas laterales o sidebands) localizados

simétricamente a las frecuencias @, y @, con un corrimiento en la frecuencia:
Q=0-0,=0,—0

donde se ha asumido que @, < @, .

La MCO degenerada fue originalmente nombrada mezcla de 3 ondas ya que solo tres distintas
frecuencias estaban involucradas en el proceso no lineal. Sin embargo, el termino mezcla de tres

. 2
ondas se reserva para los procesos mediados por ;(( )

1.3.2 Mezcla de Cuatro Ondas en Laseres de Semiconductor

Al igual que otros efectos en las fibras como la variacion en la fase (debido a que la velocidad de
propagacion depende de la frecuencia), MCO estd presente en los LS. En un LS las sefiales
generadas por la MCO son amplificadas en la cavidad dptica al interaccionar con la regién activa,
por lo cual este fendmeno puede ser muy eficiente en este tipo de dispositivos.

La saturacion de la ganancia juega un rol muy importante en el desempefio de los LS. Para un
ldser multimodo, ademas de incluir la auto-saturacién y la saturacién cruzada, también es
necesario tomar en cuenta la contribucién de la MCO [24]. Ademds de la generacion de nuevas
sefiales, en un LS la MCO produce una pulsacion de portadores (modulacién de la densidad de
portadores) que afecta al indice de refraccién y la curva de ganancia.

Al suponer que sobre un sistema laser con poblacién invertida inciden dos ondas: una llamada
bomba (con frecuencia w,) y otra prueba (con frecuencia w,). Especificamente, la modulacién de

la densidad de portadores a la frecuencia de desacuerdo =@, — @, crea variaciones en el

indice de refraccion y la ganancia [25,35]. En otras palabras, los campos de bomba y de sonda se
interaccionan entre si y modifican varios parametros del medio, en funcién de la frecuencia de
desacuerdo Q, que corresponden a la presencia de oscilaciones en la ganancia y el indice de
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refraccion. La difraccidn de la sefial de bomba causada por estas variaciones genera una nueva

sefial a la frecuencia @, = @, — Q2.

Para entender esta relacion entre las condiciones no lineales (con intensidades en el régimen de
saturacidn) y la pulsacién de la densidad de portadores, hay que tener en cuenta que la MCO
involucra tres fendmenos fisicos que se manifiestan en un LS seglin sea la frecuencia de
separacion entre los modos: hoyo espectral (HE), calentamiento de portadores (CP) vy
modulaciéon de la densidad de portadores (MDP). HE y CP son fendmenos intrabanda (no
modifican la densidad de portadores en la BC) y tienen tiempos caracteristicos menores a la MDP,
el cual es interbanda (involucra transiciones de electrones entre las bandas) [1, 25,35].

CP y HE afectan para frecuencias de desacuerdo mayores a 1 THz, mientras que el efecto de MDP
decrece arriba de 1GHz (pero para frecuencias debajo de 100 GHz MDP aln sigue siendo
dominante) [1]. El hecho de que la densidad de portadores pueda responder a tales frecuencias
indica la presencia de efectos intrabanda (tiempos menores a 1 ps), ya que los efectos interbanda
se asocian con el tiempo de vida de los portadores en la BC (aprox. 1 ns) [24].

HOYO ESPECTRAL

En un medio laser con poblacién invertida, la bomba y la prueba se amplifican y consumen
portadores. Al ser la bomba muy intensa y saturar al medio, el consumo de portadores con
energia hwy (por encima de la maxima energia de valencia) es tan grande que los electrones
aportados por la corriente de bombeo no pueden compensar con eficiencia a los consumidos.

Un electron en la BC se recombina a través de colisiones portador-portador, cuyo tiempo
caracteristico es 50 fs. Al ser mayor la tasa de consumo (o recombinacion) que la tasa de
inyeccion de corriente, se crea un hoyo en la distribucion de energia de los portadores alrededor
de la energia Awg. Este hoyo espectral produce una discontinuidad en el espectro de ganancia.
Posterior a la creacion del hoyo, mediante colisiones portador-portador la energia de los
portadores se redistribuye tal como si se intentara “tapar” el hoyo.

A estos fendmenos caracterizados por el tiempo medio de las colisiones portador-portador
(frecuencia asociada de 1/50fs=20 THz), se les conoce como mecanismo del hoyo espectral [7].

CALENTAMIENTO DE PORTADORES

Las colisiones portador-portador generan portadores de alta energia y el consumo de portadores
de minima energia, por lo que el intento de “tapar” el hoyo hace parecer que la distribucién de
energia de los portadores aumenta (calentamiento de portadores). Este calentamiento es seguido
por un enfriamiento, debido a que los portadores con mayor energia interactdan con la red
cristalina cediendo su exceso de energia mediante colisiones portador-fonén (tiempo
caracteristico de 650 fs) [7].

Al calentamiento seguido por el enfriamiento se le conoce como mecanismo del CP. Afecta a la
curva de ganancia y al indice de refraccion y tiene una frecuencia asociada de 1.5 THz.
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MODULACION DE LA DENSIDAD DE PORTADORES

La HE y el CP se llevan a cabo antes de que la corriente de bombeo pueda aportar un nuevo
portador, que contribuye a normalizar la distribucién de energia de los portadores. El tiempo
promedio que tarda la corriente de inyeccion en suministrar a un nuevo portador es
aproximadamente 200 ps (frecuencia asociada 5 GHz). Entonces la HE y el CP hacen que la
distribucidn energética de los electrones se enfrie y se caliente varias veces en esta escala de
tiempo (200 ps). Esto aunado al efecto de la densidad de carga aportada por la corriente de
bombeo forman el fenémeno de MDP [7]. En la generacion de sefiales RF de 40 GHz, este es el
efecto no lineal dominante (despreciando HE y CP) que se manifiesta a través de la generacion de
armoénicos de modulacién, conocidos en inglés como sidebands, a ambos lados de cada par de
modos a una distancia en frecuencia que es igual a la frecuencia de desacuerdo entre la bomba y
la prueba.

1.3.3 Acoplamiento de Modos Pasivo

ACOPLAMIENTO DE MODOS ©°

En un ldser multimodo comun, las fases de los modos varian independientemente, lo que provoca
que la intensidad del laser varie aleatoriamente. Lograr que las fases no cambien sus valores
relativos (por ejemplo, todas las fases igual a cero) significaria tener coherencia entre todos los

modos y tener un campo eléctrico total con un periodo bien definido T =27/, donde

w?

a)q —a)qil :H% =w-

Esto se ve de una manera mas clara si consideremos un campo eléctrico total emitido por un laser
multimodo con una separacion en frecuencia entre modos w y un modo central de frecuencia wy:

Eora ®= Z A<ei(%+kw)t+m (1.3.5)
K

donde la sumatoria se extiende a todos los modos del laser y ¢ es ela fase del k-esimo modo. Una
propiedad de (1.3.5) es el ser periddica (T =27/ =2l /c) y T es el tiempo que tardan los haces es

dar unaida y vuelta en la cavidad éptica. El campo después de un tiempo T es:

Etotal (t +T) = Z Ae‘(”‘”kw)(“%)m
k

1.3.6
_ i(ap +keo)t+igy o127(“Yn) ( )
> Ae e
k

i27r(‘%+n)

donde € =1 ya que @, =" . La propiedad de periodicidad de E... depende de que las

fases estén acopladas. Al hecho de forzar a que las fases mantengan sus valores relativos se le
conoce como acoplamiento de modos (mode-locking). Para el caso de (1.3.6) si suponemos que
todas las fases ¢, =0 y ademas todas las amplitudes A,=1, entonces la ecuacién queda
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(N-1/2
B (t+T) = D @) (1.3.7)

~(N-1)12
donde N es el numero de modos del ldser. La potencia promedio del ldser a la salida es
proporcional a E, ., By :
sen’(Nat/2)
sen” (wt/2)

La expresion (1.3.8) tiene las siguientes propiedades:

P(t) oc (1.3.8)

e La potencia es emitida en forma de un tren de pulsos con periodo T =27/ =2/

e El pico de potencia, P(sT) (para s=1,2,3,...), es igual a N veces la potencia promedio, donde
N es el nimero de modos acoplados.

e Laamplitud del pico del campo es igual a N veces la amplitud de un solo modo.

e El ancho de pulso individual, definido como el tiempo desde el primer pico al primer cero
es T=T/N. El nimero de modos puede ser estimado como N=Aw/w, con Aw como el
ancho de la funcién de linea (asociada a la curva de ganancia). Usando este resultado
junto con T =27/ en 1,=T/N, se obtiene:

2r 1

- - (1.3.9)
Ao Av

%o
Entonces, la longitud de los pulsos generados mediante el acoplamiento de modos es
aproximadamente el inverso del ancho de linea de la curva de ganancia.

Debido a que en el interior de la cavidad existen ondas que se mantienen oscilando (o
reflejdndose) y se pueden considerar como una suma de dos ondas viajeras en direcciones
opuestas, el acoplamiento de modos causa que la energia de oscilacién del laser sea condensada
en paguetes que vienen y van entre los espejos a la velocidad de la luz ¢, y por lo tanto la emisidn
se da en forma de pulsos. Ademas del acoplamiento de modos, existen otras formas en las que un
LS puede generar un tren de pulsos, como son: la conmutacidén de la ganancia o agregar una
seccion absorbente. La conmutacién de la ganancia consiste en modular la ganancia a través de la
corriente de bombeo, por ejemplo, la superposicion de una sefial sinusoidal de alta frecuencia a
una corriente de polarizaciéon cercana a la corriente umbral. La segunda opcion se puede lograr
dejando una parte de la regién activa sin bombear (por lo tanto sin poblacién invertida), de
manera que al interaccionar los haces con esta region absorbente se produzcan pulsos mediante
el mecanismo de Q-switching.

El acoplamiento entre modos en LS multimodo consiste en: 1) modos a la misma distancia en
frecuencia y 2) fases de los modos sincronizadas. El acoplamiento se puede realizar de dos
maneras: activo o pasivo. El acoplamiento activo es logrado mediante la inyeccién de sefiales,
mientras que el pasivo no requiere una inyeccidn externa. El acoplamiento activo ha sido
observado experimentalmente desde la década de los 1970 [36], mientras que el acoplamiento
pasivo de modos (APM) se encuentra en publicaciones desde finales de los 80s [37].
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ACOPLAMIENTO PASIVO

El acoplamiento puede ocurrir de manera pasiva a través de las sefiales generadas por la MCO,
que funcionan como sefiales de inyeccidn oépticas (ver fig. 1.3.1), este efecto es similar al
fenédmeno de inyeccidon mutua de acoplamiento, que llega al equilibrio cuando todos los modos se
sitdan a la misma distancia en frecuencia [1].

E2
-
I
i E; o
:: gzsp 14 glsp :E
- 1 Einj,3 ]]Eini'L
o0, ) ~@) Oy 50y

Fig. 1.3.1 Sefales generadas E;,;; y Ej,j; haciendo que los modos E, y E; se desplacen en frecuencia [1].

Una vez logrado el acoplamiento, la pulsacion de la densidad de portadores produce una seial
bien definida (en la potencia de salida) a la frecuencia de separacién entre los modos Q. En el caso
contrario, si los modos no estan a la misma distancia en frecuencia, no habra una frecuencia de
pulsacidn bien definida y el ancho de linea de la sefial RF aumentara considerablemente. De
hecho, un criterio para identificar el mecanismo de APM es que el ancho de linea de la sefial RF
generada sea menor que la suma de los anchos de linea espectrales de los M modos 6pticos
principales [15]:

M
Avge <D Av, (1.3.10)

i=1

Particularmente, podemos encontrar en la literatura el uso del AP para generar pulsos cortos a
100 GHz a través de laseres F-P (en el que se confirma este fendmeno a través de un estudio de la
sefial generada en funcidon de la corriente de bombeo) [38]. También se ha reportado la
generacion a 40 GHz a través de un diodo ldser F-P quantum-dash mediante un AP [18]. En este
articulo se estudia la dependencia del ancho de linea de la sefial RF respecto al numero de modos
y se observa que el ancho decrece al aumentar el nimero de modos.
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[I.0 Introducciéon

El término ecuaciones de evolucion (EV) o rate equations es utilizado en las publicaciones
relacionadas con los LS para referirse a las ecuaciones fenomenoldgicas que describen el
comportamiento temporal del dispositivo y estdan en términos de sus parametros caracteristicos.
Los modelos basados en EV han sido ampliamente utilizados para describir el funcionamiento
dinamico de los LS [1, 13, 20, 21, 22, 23, 24, 25]. Son un par de ecuaciones diferenciales acopladas
de la densidad de portadores (N) y la densidad de fotones (S,). El modelo utilizado en este trabajo
estd basado en un par de ecuaciones para la evolucion de la densidad de portadores (N) y para
las amplitudes complejas de los modos en la cavidad (Ey).

ECUACION DE LA DENSIDAD DE PORTADORES

La densidad de portadores N (electrones en la banda de conduccién) depende del nimero de
electrones que suministra la corriente de bombeo |/e, |a tasa de recombinacién espontanea 1/t
y la densidad de portadores recombinados via emisidn estimulada Reg:

dN I N

dt eV r ot

esp

V es el volumen de la regién activa, N/t, es la densidad de portadores recombinados via emisién
espontanea, mientras que R depende de la ganancia en la region activa y de la densidad de
fotones en la cavidad.

ECUACION DE LA AMPLITUD COMPLEJA DEL CAMPO ELECTRICO

La densidad de fotones en la cavidad es proporcional a la intensidad dptica de salida, de manera
gue esta intensidad comiUnmente se normaliza para representar la densidad de fotones. En
nuestro caso, utilizamos un modelo que calcula la densidad de fotones a partir de la amplitud
compleja del campo eléctrico Ey (con 1<ksM, M=3,5y 7) y.

M 2
2.E
k=1

2
| STotal | -

La ecuacién de la amplitud compleja del campo eléctrico asociado al k-esimo modo es:

dg, 1 .

TZEC(l—la)(G—Q/k)Ek +AC()+5MDP
donde C, a, G, y yi son el factor de confinamiento, el factor de crecimiento de ancho de linea, la
ganancia y las pérdidas del modo k, respectivamente. Aw es el término que toma en cuenta el
desfasamiento de los modos en la cavidad F-P al acoplarse y dypp €s el término no lineal que
describe la modulacién de la densidad de portadores.
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[I.1 Densidad de Portadores: N

La ecuacién de evolucién de la densidad de portadores (N) en [1] es
dN | N 2
—_—=———-V N — N E 1.1.1
oy Ve%s (NN )-|E| (1.1.1)

e

2 . . . .
donde |ET| es la intensidad total de los modos normalizada para representar la densidad de

fotones en la cavidad:

E, [ —Z|E Uy S (BB |U[ e +cc) (1.1.2)

m=1 k=m+1
Pt SUMOSC

La densidad de fotones depende de la intensidad de cada modo (P;) y de los productos cruzados
(SUM,,.). P; es una suma de numeros reales, mientras que SUM,, es una suma de términos que

oscilan a una frecuencia (—@ +¢,_,, —MQLt), que varia en el tiempo segun las fases y depende

de un multiplo de Q segun sea la separacion entre los modos Ey y Ei.m.

Las constantes involucradas en las ecuaciones (I1.1.1) y (11.1.2) se muestran a continuacién:

I=0.3A Intensidad de la corriente de bombeo
e=1.602x10""C Carga fundamental
V =1000x0.2x1.2 um? Volumen de la regién activa
=1.7x107s Tiempo de vida de los portadores en la BC.
Vg = 3/4 x108 m/s Velocidad de grupo
g4=a=10"m’ Cte. de ganancia
N, =10%* Densidad de portadores en transparencia
u Distribucién transversal del modo longitudinal TEMg,
Q0 =39.8 GHz Frecuencia de separacion entre los modos

Tablall.1 Constantes de la ecuacion de la densidad de portadores.
Se propone una solucion oscilatoria de frecuencia Q para resolver la ecuacién (11.1.1):

N=N,+ MZ_“l(Nme"“Qt +c.c.) (1.1.3)
m=1

Sustituyendo (11.1.2) y (11.1.3) en (11.1.1),

d {N +Z(N e "“m+cc } ——E(NoJszl 'mm“LC'C')j

dt

2 m=1
M-1

-V gd( O+Z(N e ImQt+C-C-)_Ntrj'(Pt+SUMosc)
m=1

Desarrollando la ecuacion,
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+ > (—imQ N, e "™ +cc) = —-

dN, & . I (N, iM-l(
(0] — eV

N,e ™" + c.c.)]

Te Te m=1

M-1 )
v, 0, (NOPt + > (Nye ™ +cc)R - N, R +NSUM,, — NtrSUMOSCJ

m=1

En el Ultimo término del lado derecho de la igualdad se ha despreciado el término
M-1 )

Z:(Nme"mQt +C.C.)SUMOSC , Ya que es un producto de dos términos oscilantes y produce nuevos
m=1

términos que oscilan con frecuencias que no son de nuestro interés. Separando los términos
estacionarios de los oscilantes, obtenemos dos ecuaciones de evolucion:

aNp _ 1 Ny

ey -V, 94 (N;—N, )P (1.1.4)

e

<

m=1 Te m=1 m=1

(11.1.5)
Trabajando con (11.1.5),
—imQ,N, e +cc.+

M-1 M-1 M

> L N ™ +cc+  |==v,0, (Ng—N, ) > (EkE;_m |U|2e"mQ‘+c.c.)

m=1 T m=1 k=m+1

—imQt
+v,0,RN,e"" +cc.

Considerando que para toda m se cumple que:

M
(HimQ+1/7, +v,9,R)Ne ™ +cc.=-v,g, (N, - N, ) D EE [U[ e ™ +cc.

k=m+1

Multiplicando ambos lados de la igualdad por 7, y expresando los complejos conjugados,

(1+v,0,7,R —imQz, )N, (e ™ +e™) = v g,7, (N, ~N,,) ZEEkm|U|M

k=m+1

-V gd tr :E: E Ek -m

=luf — (11.1.6)
1+v,9,7,P —IimQz,

Definiendo N, = |[UJ’A N,,, entonces

-V gd tr :E: EE EEk -m

AN_ = k=ml (1.1.7)
1+VgngePt -imQr,
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(1.1.6) es el coeficiente de la parte oscilatoria de (11.1.3).

Recapitulando, se ha obtenido (I1.1.4) para la parte estacionaria y de la ecuacion para la parte
oscilatoria(ll.1.5) se ha obtenido (I1.1.6). Ahora introduciremos el factor de confinamiento (I' ) en
la ganancia, para tomar en cuenta los efectos de confinacidn transversal (o bien, las pérdidas en
las fronteras transversales) de la regidén activa. Ademas promediando espacialmente la ecuacién
(11.1.4), obtenemos las siguientes expresiones:

dN, =L—&—Fvggd(No—Ntr)5t (11.1.8)
d ev ¢

e

[— M *
Tervg 94 (NO - Ntr) Z Ek Ek—m
AN _=-— k=m1 (1.1.9)
1+Tv,047.F —IMmQz,

Definiendo G =T, g, (l\_lo - Ntr)y P =1/(T'v,9,7.), las ecuaciones (11.1.8) y (11.1.9) quedan:

dN, | N, .=
=—--2_GP 11.1.10
d ev ¢ ‘ ( )

e

M
Z EkEk—m
AN, =—(N, - N, )——*=m
n==(No “)Ps+Pt—imQrePs

Si tomamos en cuenta que 1+ % <imQr,,

M
Z EkEk—m
AN, =_(N°_N”)% (11.1.11)

[.2 Campo Eléctrico: Ex(©

En este modelo, se considera al campo eléctrico como una onda plana y monocromatica que varia
en el tiempo con frecuencia w.

E® =U(x,y)E e ™ (1.2.1)

con U(x,y) como la distribucion transversal del modo fundamental y E, la amplitud compleja. E,
esta caracterizada por su amplitud y su fase:

E ()= A (t)e ™V (11.2.2)

La ecuacién de la amplitud compleja del k-ésimo modo longitudinal [1] es
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e L(1mie)(G-7)E (0l o, )E,

dat 2
L - ) (1.2.3)
+§(1_ i, )vgngC(Z;(ANmEkm +ANmEk+m)j
m=
AN, estd definido en (11.1.11). En la siguiente tabla se presentan parametros utilizados en (11.2.3).
ay =4 Factor de crecimiento de ancho de linea
G = g4(N-No) m’1 Ganancia lineal
Vi=2.566x10"" Pérdidas del k-ésimo modo
wk(') Frecuencia de resonancia en la cavidad F-P del modo k
Wy Frecuencia del modo k al acoplarse los modos
=0.06 Factor de confinamiento
Cc=1 Factor de traslape

Tabla 1.2 constantes de la ecuaciéon de la amplitud compleja E,.

A continuacidn se realiza la separaciéon de la parte real y la parte imaginaria de la ecuacion (11.2.3)
para 3 modos (M=3), con la finalidad de obtener las ecuaciones de evolucion de la amplitud y de
la fase. El desarrollo general para M<7 se presenta a continuacion.

I.2.1 Desarrollo General

En la ecuacién de la amplitud compleja (11.2.3) la sumatoria en el Ultimo término se desarrolla en
los apéndice E. En todos ellos aparece el término comdn i( Ny — N, )/PstpTe . Ademas, en

todos los desarrollos se factoriza el término E, y se separa la parte real de la imaginaria, de tal
manera que la sumatoria queda de la siguiente manera:

N (N =Ny )
> (AN,E_, +AN;E,,, )= PQS—T[Re—llm]Ek (11.2.4)
m=1 sTSpTe

Sustituyendo (11.2.4) y las definiciones de G =V, g,I'(Ny—N, ) y 9, =C/Q7, en el ditimo

spte

término de (I1.2.3),
1 G

rc
Vg; (Pst :)(i+aH)[Re—|lm] > P:dm [, Re+ Im+i(Re-a,, Im) |E,

La ecuacioén (I1.2.3) toma la siguiente forma:

de, 1 .

d_tkzz(l_laH)(G 7¢)Ec— (a)k a)k)EkJr
o Gﬁ“’m | @, Re+Im+i(Re—a,, Im) |E,

S

(11.2.5)
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Introduciendo la definicién de la amplitud compleja E, = Aﬁe_i@ en (11.2.5), entonces los tres
términos toman la forma siguiente:
dg, d g\ OA s dd L g
=—(Ae ™ )="XeM _i—XAe
(Ae™) A

dt dt dt

%(1—iOZH )(G —7/k)Ek =%(1—iaH )(G _yk)Ake_i(A‘

(o} - )E, =-i(a} -1 ) A

Sustituyendo en (11.2.5) y eliminando el factor comin e,

dA, .d 1, . o
d—At*—ud—"’ZkAk zz(l—laH)(G—;/k)&—I(a)k—a)k)Ak+
GY

1 .
+2 = @, Re+Im+i(Re-ay, Im) | A

(11.2.6)

Separando la parte real de la imaginaria obtenemos las ecuaciones para la evolucidon de la
amplitud y de la fase,

%[% Re+Im] A (1.2.7)

S

_%%:_(@ —wk)ﬁ{—%% (G—;/k)}{Jr%%(Re—aH Im)}{ (11.2.8)

S

Reacomodando los términos,

A G(. 9 1

Zx = 214 Hedm Re+1Im —— 11.2.9
" 2( + p [aH + ]jA( 27kA< ( )
d i G P o

d_?(:(wk —a)k)+z(aH —?‘Z[Re—aH Im]}—%y/k (1.2.10)

Las ecuaciones (11.2.9) y (11.2.10) son las ecuaciones de evolucién de la amplitud y de la fase del

k-ésimo modo, respectivamente. En la siguiente seccién se obtienen las ecuaciones de evolucién

para el caso de M=3, 5y 7 modos. Se realizan los siguientes pasos:

1) Se parte de la seccién de sumatorias en el apéndice E y se selecciona la expresidn EE
correspondiente.

2) Se expresa Ey v en términos de las amplitudes y fases.

3) Se separa la parte real y la imaginaria y se definen como Re e Im.

4) Se sustituyen las expresiones de Re e Im en (11.2.9) y (11.2.10)

5) Sereacomodany se utilizan las identidades del apéndice D.

6) Se sustituye en (11.2.9) y (11.2.10).
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I1.2.2 3 Modos

La ecuacioén (I1.2.3) para M=3 es

dd% :%(1—iaH )(G—;/k)Ek —i(a)li —a)k)Ek
1 , (1.2.11)
+§(1— i, )v,0,0C (Z(ANmEkm +AN'E, . )j
m=1

MODO 1. Desarrollando la sumatoria en el Ultimo término,
2
;(ANmEl_m +AN;E,,,.) =(9N1/EQO/+AN1 EZ]+( AN E, +AN2ESJ 12.12)

= AN, E, + AN,E,

Sustituyendo (I1.1.11) en (11.2.12) queda:

) \ EE+EE) EE )
AN1E2+AN2E3_—(NO—NU).[[Z_E;P—Q;ZJ E2+[ﬁj Eg}

Ya que el complejo conjugado ( c. c.) de un cociente es el cociente de los c. c., entonces
E2 -El + ES E2 E2 + -E3 El E3
iIPQr, 2IPQ7,

ANE, + ANSE, = —(N, —Ntr)-{

AN;E, + ANJE, :'('\F':’—_N“)-BEZF E, +E,E? +%|E3|2 El} (11.2.13)

sQTe

Sustituyendo (I1.2.13) en (I.2.11),

de, 1 . Sl
d_tl = E(l—laH )(G-7)E —I(a)1 _0)1) E, +
. (11.2.14)
1 . I(N,—N, . 1
+§(1_IaH )v,9,I'C —( PSQT: ).{|E2|2 E, +E,E; +§|E3|2 El}
Utilizando las definiciones:
G=v,9,T (N, —N,) (11.2.15)
94 =C/Qr, (1.2.16)

Entonces, (11.2.14) queda:
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de. 1 .
=51, )(6-7)E~i(al-a))E +

) (11.2.17)

+§(1—ia )

'chdm@m E+EE+ |E3|2E1}

S

El siguiente paso consiste en sustituir Ek = Aﬁe_iﬂ en (1.2.17) y luego separar la parte real y la
imaginaria. La derivada al lado izquierdo de (11.2.17) tomar3 la siguiente forma:

d_El_i —igy dA1 e it _ d¢1 —igh 11.2.18
dt _dt(A&e )= dt ¢ A (1:2-18)

Mientras que el término entre corchetes en (11.2.17)

* . i( 4o — l |
{IEzI2 EﬁEsEzZ%IEaIZ El}=A§Ale"“ + A A 2"’”+§A§Ae 4 (12.19)

Entonces, (I1.2.17) queda

Z—?e% —io'd—‘flAie‘¢l = %(1—iaH )(G-7)Ae™ —i(0] —a) Ae™ +

i) O gy A s L e

S

Eliminando el factor comin ey definiendo la fase relativa:

V/52¢2_¢3_¢1:(¢2_¢1)_(¢3_¢2) (1.2.20)
la ecuacién queda
18 g =21 ) (G-7) A -0l -0) A +
(1.2.21)
Paliv o) S A Am A
Abreviando el término entre corchetes,
{ AA+AA+A ze"”} SAA+AA +AA cosy —i AsAzsenW (11.2.22)

=Re—ilm

Al sustituir (11.2.22) en el dltimo término de (I1.2.21) nos queda

;Gﬁmm(iWH)[Re i1m] = 1G‘F9)cdm[aH Re+Im+i(Re-a, Im)]  (12.23)

Sustituyendo (11.2.23) en (11.2.21),
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4
dt A&

1(1 i, )(G—7,) A —i(al ) A +
+lGS

P“d”‘ [, Re+Im+i(Re-g,, Im)]

S

2

Separando la parte real de la imaginaria obtenemos el siguiente par de ecuaciones:

%L
da 2
¢1A ~(ai-a)A

—yl)AﬁlG'Fg;dm [, Re+Im] (11.2.24)
—%aH (G—yl)ﬁi+i%(Re—aH Im) (1.2.25)

S

Sustituyendo los valores de Re e Im de (11.2.22) en (11.2.24) y (11.2.25)

a 1. 1
dt _Z(G 71)A1+2

1G4

S

an [aH (% AA+AA+AN COSI//)-F &Ajsenz//} (11.2.26)

S p (ol -0 A-Za (G-n) A+

1G9
+

cdm

2 R

( A§A+A:A+A3A§cosw—aHA3A§senwj

Utilizando las identidades de apéndice D,

[ A3A+aHAZAl+A3AZ«f1+a sen(x//+arctana )} (1.2.28)

A _1
dt _2(G 1)A1

1G4,
2 P

S p (ol -)A
1G9

+
2 P

(11.2.27)

_%O[H (G_7/1)A1+

Ycdm ( A32A1+A22A1+A3A221'1+0{5| COS(l//+arCtan oy )]

(11.2.29)

La ecuacioén (11.2.28) representa la evolucion de la amplitud. Finalmente, reacomodando,

d_Al :E|:1+19cdm (_ A3
a2 2 P

S

AZ +af1+a AZA3sen 1//+arctanaH )ﬂ —l;/lAl (1.2.30)

La ecuacidn (11.2.29) representa la evolucion de la fase. Reacomodando,

dt

d¢;

:(a)ll _wl)+%|:aH _Scdm(

2 P

S

— 342 A +,{1+a AZ:; cos(y +arctan )H ;a,m (1.2.31)

MODO 2 (k=2). Para este caso, la sumatoria en la ecuacién(l1.2.11)
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ZZZ(ANmE +ANE,, )= (ANlEH+AN1*EM)+(AN2%+AN;%)

m-1 (11.2.32)
= AN,E, + AN, E,
De (I.1.11) se obtiene que
. i(N,—N
AN,E, + AN, E, :M(_|El|2+|E3|2)EZ (1.2.33)
s=%sp-e

Sustituyendo en (11.2.11)

de, 1 . N
L ia)e ) 1o ) -
_ (11.2.34)
. (N, =N,
——(1—IaH)VgngCM(|El|Z—|E3|2)E2
s=%sple
Sustituyendo E, = A e y las definiciones(1.2.15) y (11.2.16) en (11.2.34),
d(ﬁz ih_ d¢z Aet = ;(1—iaH)(G—72)Aze_i¢2 —i(w) - o,) A
. (11.2.35)
5 (4 A A
Eliminando el término comine™* y separando la parte real y la imaginaria,
da, 1 1 Gy
B L6y )n-La, S (x-)a 1239

e a6 rIA- (o)A 35K e

Reescribiendo (11.2.36) obtenemos la forma final de la ecuacién de la amplitud A,

dA, G Sum 1
d/:z > { ? (A A )} A= 1oy (11.2.38)
Reescribiendo (I1.2.37) obtenemos la forma final de la ecuacién de la fase ¢,
d i G S
%:<a)2_a)2)+ 2|: d (A Aj):|__aH7/2 (”.2.39)

MODO 3 (k=3). La sumatoria en (11.2.11)
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2
;(ANmE +AN Egm)[ANlEﬁAMj/ET}(ANZEﬁMf} (12.40)

= AN,E, + AN, E,

Utilizando la definicién de AN, en (11.1.11),

i(N,—N . E|'E
AN, E2+AN2E1—%-[E1E22+‘E2‘2 E3+| 1|2 3} (11.2.41)
s=%spe

Sustituyendo (I1.2.41) en (I1.2.11)

dE, 1, . o
o 2(1—|aH)(G—7k)Ek—I(a)k—a)k)Ek

—%(1—iaH )v,g,I'C I(FI\)IO—_N”){EIEZZ +|E,[ Byt |

s=%spe

El|2 Es} (11.2.42)

Sustituyendo E = Aﬁfm y las definiciones(11.2.15) y (I.2.16) en (11.2.34),

d d 1 . L
A =367 A (o) —0u) A -
. AR . (11.2.43)
_ cdm —i'// 2, = p2
2(|+0¢H) 3 { A +A +2A1}A3
Reescribiendo el término entre corchetes
Re Im
AN } 1, 2 AN AN
AN+ A+ 2 —A +A +——=cosy —i——=seny 1.2.44
[ A 2 A A {244
=Re—ilm
Separando la parte real y la imaginaria,
%:%(G_%)As ;G‘IZ:‘““ [a, Re+Im] A, (11.2.45)
d 1 1G9
¢3 A3 ~ 5% (G-7:)A- ( a)s)As __TCdm(Re ay Im)A; - (1.2.46)

S

La ecuacion (I1.2.45) representa la evolucion de la amplitud A;. Sustituyendo Re e Im de (I1.2.44)
en (11.2.45),

_:_( _7/3)%_1619

- 1 ‘toa A +a Al—AZZ Ai_AZZ
2 P { H2A1+ WA +a, A cosy + A seny/}A3 (11.2.47)

Usando el apéndice D y reacomodando,

47



CL—? = %{1—30(”“ (Q?H%-FGH %+4/1+ o, %sen(w +arctan a,, )ﬂ A, —%;/E‘A3 (11.2.48)

S

La ec. (1.2.46) representa la evolucién de la fase ¢s. Sustituyendo Re e Im de (11.2.44) en (11.2.46)

d¢3A3 10‘H (G 7/3)A3+(a)3 (03)A3+
169, , (11.2.49)
- > [ Af+A22+A1%A2 cosy —a,, AiA?Z sengz/jA3

Reacomodando y utilizando la identidad tal,

dg. . G 1A2 A2 2 1
d—::(a)s—a)3)+5{aH+9€dm(§%+%+dl+af‘ %cos(y/+arctana,4) 5O

(11.2.50)

I1.2.3 5 Modos

En esta seccidn se presentan las fases relativas y las ecuaciones finales de amplitud y fase para
M=5y 1<k<M. Estos resultados se obtienen mediante el uso del desarrollo general presentado en
la seccidn 2.2.1. Para el caso del primer modo se realiza el desarrollo completo a continuacion.

MODO 1. Partiendo de la seccién de sumatorias en el apéndice E. EE; ; para el caso de M=5, k=1:

EE;,
| 1 1 EIES |
M1 B |E2|2+—|E3|2+—|E4|2 |E5| R ——
> (AN,E,_, +ANJE,, )= i{No =Ny ) ’ 3 5 e
= " PO, L 3EEE, 1EE 4EEF, '

2 E 2 E 3 E
Sustituyendo E, =A(e_i"”k
EE,, = A2+ A5+ Layl A5+A3Af‘2 iy

L SAAR Jib-sna) 1AA oi-2d) L A ASAPY i)
2 A "2 A 3 A

Definiendo las fases relativas,

—2¢,+¢ = ( ) (¢ ¢1) Vian
G—h—P+d= ( ) (¢2 ¢1):‘//4321
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¢5_2¢3+¢1:(¢5_¢3)_(¢3_¢1):‘//531
& — @, — &, +¢1:(¢5_¢4)_(¢2 _¢1):l//5421

85,

2
E%ﬁAﬁ%&+%&+%¥+%§@wwgﬂ%§@mw o
2
+l ASA3 ei'//531 +ﬁ A’>A4A2 ei'//5421
2 A 3 A

Usando (I.2.51) en (11.2.4), la parte real

a, Re+Im=q,a;, +«/1+ al -

AN S AAA
A

——2 sen(y,, —arctana, )+ >

sen (., —arctan e, )+ (1.2.52)

AAA

sen (s, —arctana, )+ %— sen(y/y,,, —arctan o, )

LLAR
2 A

La parte imaginaria,

Re-a, Im=a,, +\1+af -

2
AR s (wy —arctana,, )+ COS (45, —arctan o, ) +

3AAA,
2 A

(11.2.53)

1 A
S AR cos (W —arctana,, ) + C0S(W/y,,, —arctana, )

AAAA
3 A

donde ag, = A; +% A +%Aj +%A§2 . Sustituyendo (11.2.52) en (11.2.9),

| AA; ]

——=sen(y,, —arctane, )+

3A
SAAA (v, —arctana,, )+

d G 9 [y 2 1
d_Alz_ 1+ a,a;, + 1+0(,i ' AZ Al__j/lAl

t 2 P 1 AA 2
HoToen (v, —arctana, ) +

LAAAA
A

sen(y,,,, —arctan e, )

w

Sustituyendo (11.2.53) en (11.2.10),
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8, +yl+al -
AR —=2cos(y,, —arctana,, ) +
A
%—(w‘—w)+9 o S +§Mcos(y/4321—arctanaH)+ —a—H}/
dt 1 1 2 H Ps ) 2 A1 1
1 2
LAA —arctan a,, ) +
2 A
4 AA
LI AAA cos(y,,, —arctana,, )
L3 A 1
MODO 2

¢ —h+d=(-8) (4 )=V
b =20+ 0, =(d— )~ (5~ b)) = Viz
—h-+4=(-4)—(4—4)="Vsn
@—@—@+@=«%—@%%3—@)=%m

2
a,a, +4/1+ a, -

_AAA (v, +arctana,, ) +
2A,
dA, _ GA o A3 ——* gen ( arctan ,, ) - 1
— 1+ cdm (//432 —_
a2 Pl A 27
_ZAAA (w,,, +arctane, )+
3A,

sen(y,,, —arctana,, )

L3AAA
27




dt

d4, _G

2

a, +l+a,’-

_AAA
2

cos(y,,, +arctanar,, ) +

A'A,

+

cos(y,, —arctanar,, ) -
_ZAAA

3 A
AAA

cos(y,, +arctana,, ) +

3
+_

cos(y,,, —arctan«,, )

N

A

MODO 3

¢ —2¢, + ¢, :(¢3_¢2)_(¢2 _¢1):l//321

-+ +¢, :(¢2 _¢1)_(¢4 _¢3):_W4321

G — P — s+ b :(¢3_¢2)_(¢5_¢4):_‘/’5432

¢ — 204, + ¢ :(¢5_¢4)_(¢4_¢3):‘//543

1+%

8, +yL o

AA

———=sen(y,, —arctana,, ) +

LAAA
2

sen (., +arctan e, )+

L3AAA
2 A

sen (v, +arctana,, ) +

AA

+——=sen(y,,, —arctan a,, )

A== 7sh
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_a5’3+~/1+a,i : |
2
_AA cos(y,, —arctan a,, ) +
1 AAA,
de ; G 9 += cos +arctanar,, ) +
d—tgz(a)s_a%)‘i‘z aH _I;_dsm 2 A3 (l//4321 H) __}/3
+§ AAA cos (s, +arctana,, ) +
_ ;‘AJAS cos(y,,, —arctana,, ) _
MODO 4
b—b -0+ :(¢4 _¢3)_(¢2 _¢1):'//4321
¢ =20, + ¢, = ( ) ( ) Vi
—f+ = ( ) ( ) Wz
—-4—d+o= ( ) (¢5 ¢4):_‘//5421
_aHa5'4+«/1+a,i : |
3 2
dA, G i —EA“XZ—%sen(t//4321—arctanozH)—'A‘ZA'A‘3 —arctana,, )+ A —lyA
dt 2 P " " AR
+ g Aljzz—As sen(y,,, +arctana,, )+ %AZ';M sen (y,,,, +arctana,, )
L 4 4 i
_SAAA CoS (/4 —arctan ,, ) —
2 A
2
; o g - AZAA3 cos(y,, —arctana, )+
i cdm o
%_(wa_a)zt)_"_ ay _?d a5,4+\/1+a5| ZAAZA:) _7H7/4
: += €oS (¥, +arctan e, )+
3 A
L AAA cos(y/y,, +arctana,, )
I 2 A
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MODO 5

I1.2.4 7 Modos

¢ —2¢,+ ¢ = (¢5 ¢3) ( ¢1) Vsa1
A0, @+ = (¢5 ¢4) ( ¢1) Va1
G~ —@,+ ¢ = (¢5 ¢4) ( ¢2) Wiz
=24, + ¢ = (¢5 ¢4) ( ¢3) Wsas
_aH a +«f1+ aa . |
1AN 4 AAA,
dA, G | | ———sen(y,,, —arctan a,, ) + ———=sen(y,,,, —arctan,, ) + 1
e e i P (v )+ A (v o, ) A-rA
_ +g%3en(w5432 —arctana,, )+ A3A54 sen(y,,, —arctane,, ) |
_a +\1+af, - |
> LAA —— cos(y,, —arctane,, ) +
LAAAA i 3
% - ;’ - a)S ) +% a5y5 % 3 A5 COS(W5421 arCtan aH )+ - 75
g Azz cos(y,,, —arctane,, ) +
_ + Aj: cos(y,,, —arctan«,, ) _

En este caso, se presentan las fases relativas del primer modo junto con las ecuaciones de
amplitud y fase obtenidas. Para el resto de los modos se expresan solamente las fases relativas,
tomando en cuenta que las amplitudes contienen términos sinusoidales con las fases relativas

como argumento principal,

correspondientes pero con coseno.

MODO 1

¢6_¢4_¢3+¢1 :(¢e

¢4)_(¢3 _¢1) =Weas1

¢6_¢5_¢2+¢1:(¢6

_¢5)_(¢2 _¢1):l//6521

mientras que las ecuaciones de las fases contienen términos
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¢7 _2¢4+¢1:(¢7 _¢4)_(¢4

_¢1) =V

#—d—d+h=(4-4)-(4

- ¢1) =Wisa

b+d—d—b=(¢—¢)—(

¢ — ¢1) =Wien

2
—| a,a, +«/1+0¢H +

A
A 2
4AAA
3 A
JLATA
3 A

321

5421

741

L3AAAK
A

L 3AAA
4 A

1
+_
2

4321

5 AAA ¢
6 A

7531 +

Ag

531 +

A
6
5 A

LSAAA

6431 T
4

AAR o

6521 +

7531

— a, +«/1+0¢H

AR

321

2
4 AAA

5421

A
4
3
1
3

A
1A’A . 3
A 4

741

3AAA
A

4321

L2 AAA
A

"6
AAA

A

7531

LAA
2 A
Ce4:«:1"’§ AﬁAZABC

531 +

4 A
6
5

A

AAR

6521 +

7621

MODO 3

¢5_¢1_¢6+¢2 (¢2

( ¢5) = VWesn

G+d—d—¢ =(

6) = Vwn

¢6 +¢2 _2¢4 = (¢6

¢1) ¢e_
~¢)-(¢ ¢
¢4) (¢ ¢)=V/642

¢e+¢2_¢3_¢5 (

) ¢3_¢2):'//6532

¢7+¢2_

¢
¢

¢+ -

=5 =(

b —
4_¢5:(¢7_
¢, —

(
) - (¢4 @, ) 4
?s ) - (¢3 &, ) WVa632

¢4_¢1_¢6+¢3=(¢3

_¢1)_(¢6 _¢4)=

Ve

¢5+¢3_¢1_¢7=(

¢—4)-(¢—¢)=

YWisa1
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MODO 4

MODO 5

Modo 6.

h+di—d-d=(4-

¢2) (¢6 _¢5):

Wesz

G+ P~ — & :(¢6 _¢5)_(¢4_¢3):W6543

¢6+¢3_¢2_¢7 _(

&) (4 -¢)=

—Wies2

&, + ¢ — 20 :(¢7 _¢5)_(¢5_¢3):V/753

~ =+ =(8-8) (4~ )= Ve
b+t —b—b=(h—5)— (¢ —4) =V
bbb =(b—0)(h—4)=Veus
¢+ — —(¢6 &)= (4 —9.)=Veu
btti—b—b=(d—8)-(¢ )=V

b=t =(4—4) (4 =)= Ve
b+d—b—h=(4-0,) (b — )= Ve
b+d—¢—¢=(—4)— (4 —4) =V
btts—b—b=(4—h)—(h—h) = Vess
btts—b—b=(h—b)— (¢ —b) =V

b= (b =)~ (¢~ ) = Viess

Q+ds—d—9, :(¢6 _¢4)_(¢3_¢1):‘/’6431

K+d—P— o :(¢6 _¢5)_(¢2 _¢1):‘//6521

¢, + ¢ — 29, :(¢6 _¢4)_(¢4_¢2):‘/’642

G+ P — b — s :(¢6_¢5)_(¢3_¢2):W6532

¢2+¢6_¢l_¢7 _(

#)-(¢-¢)=

—Waem

¢3+¢6_¢4_¢5:(¢6_¢5)_(¢4_¢3):V/6543
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b+ds—d— =(—b)— (8 —4) = Ve
G+ =20 =~ )~ (d — ) = Vess
btd—b—0=(4—) (b —h)=Vies
b= =0 +b=(h-0)— (4 —4) =V

Modo 7.
h+d —20,=(¢ ) (4 —4)=vom
htéd—b-h=(-4)-(5-¢)=Veu
bté b=t —0)-(4-4)=V
b+ ¢~ ~ —( )~ (=) = Vi
btd—b—d=(¢-4)-(4-4) =V

¢3+¢7_2¢5:(¢7—¢5)_(¢5_2¢3):V’753
b+d b~ =4 —4) (4~ )=V
bt —b— :(¢7—¢e)_(¢5—¢4):‘//7es4
b+ —2¢,=(¢— )~ (4 — &) =V

[I.3 Simulacion

Esta seccion esta dedicada a desarrollar las ecuaciones utilizadas en la programacién y demostrar
su correspondencia con las ecuaciones obtenidas a lo largo de este capitulo. Mediante este
programa realizado en matlab, y que utiliza la funcion ode45 para resolver las ecuaciones
acopladas para E, y N, se obtiene la evolucidn de: 1) las amplitudes y fases de los modos (3,5 0
7) y 2) del nimero de portadores.

En el modelo se considera el efecto del ruido causado por emisidon espontdnea a términos que
estan presentes tanto en las amplitudes y las fases como en el nimero de portadores. A través de
una transformada de Fourier a la matriz de evolucién se obtienen espectros de frecuencia que se
muestran en el siguiente capitulo.

I.3.1 Ecuaciones

Las amplitudes complejas E, se expresan en términos de las amplitudes A, y las fases ¢y, y junto
con el numero de portadores se guardan sus valores temporales en una matriz en la que cada
rengldn representa un paso temporal:
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CA) A 4t) 4. N(b)]
Alt) At).. ¢(t) ¢t).. N(t,)

Esta matriz es utilizada para expresar las ecuaciones de la densidad de portadores (11.1.1) y de la

amplitud compleja del campo eléctrico (I1.2.3), respectivamente:
N(t)

N (t+At) | /—ZMT N (t)
derivada(2M +1) =E—u—vggd X(2M +1) -N, |-[E[ (1.2.54)

e

La variable derivada se utiliza como un vector de 7 columnas que definen los nuevos valores de x
en cada iteracion. Para k=1, 2, 3, la ecuacion de la amplitud compleja es

dE (k) :%(1—iaH ) A(X(7) = Ntr =y ) x(K)e "™ —i( @] — o ) x(K)e "M
+%C(1—i% )A(X(7) = Ntr =7, ) 6,4, (K) (11.2.55)

derivada(k) = real (dE(k))

derivada(k + M) = —imag (dE(k) ) — delta _ omega(k)

La ecuacion (I1.2.55) para las amplitudes complejas asociadas a los M modos se expresa en
términos de dE(k), que es la variable que contiene la parte derecha de la ecuacion del campo
eléctrico, derivada(k) representa las amplitudes y derivada(k+M) las fases. Esta ultima contiene el
término delta_omega(k) que representa el desfasamiento de los modos i(wy - wy).

Ambas expresiones se resuelven de manera conjunta, de manera que la variable de salida es la
matriz derivada y en cada iteracién la Ultima fila agregada a derivada es el nuevo vector x de
entrada (de manera que un paso temporal se forma a partir del anterior).

La ecuacidn (I1.2.54) se expresa con N/t. en términos de los coeficientes A, By C [11], que son: de
Shockley-Read-Hall y de recombinacion radiativa bimolecular (coeficiente de recombinacién
espontanea):
Ry Ro Rs
R(N):AN +BN?+CN?
y CN? representa la recombinacion Auger. Ademas, la densidad de fotones, en el caso de 3 modos,
se expresa de la siguiente manera:

= [Ae s 4 At

‘2
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Esta expresion corresponde a (11.2.56). A continuacidén se demuestra partiendo de la densidad de
fotones definida en [1]:

Ef =SIEfUF+ 3 3 (BE LUl e ved)

m=1 k=m+1

2 3 . )
Para 3 modos: |ET| UP =N +A+ A32 + Z Z (Ek E:fme_'mﬂs"t I E:EkfmelmQSpt)

| | m=1k=m+1

El modelo incluye en la ganancia el factor de confinamiento, que toma en cuenta los efectos
transversales sobre las amplitudes de los modos, de manera que no es necesario considerar la

distribuciodn transversal U,

|E‘r| = Ai +A2 '|'A3 +Z(E Ek le Qg +E Ek 1eIQSPt)+i(EkE:2eiZQSPt +E:Ek72ei295pt)

k=3

20t

|ET|2 = Alz + A;' + A32 +Z(Ek E: le—lept + E Ek leIQspt)+ E E3 8 —i2Qt " E;Ezize
E,[ = A2+ A2+ A +E,Efe ™ + EJE€™" + E,Eje ™ + EJE,e + E,E[e 2™ + EjEe"™
Sustituyendo los campos en términos de amplitudes y fases
E [ =A+A +A32+A1Az(ei(¢“ oty g (A ‘)+
+AA (ei(“’f st g “Qspt)+ A1A3( S0t o (waﬁs)ﬂmspt)

Eof = A%+ A+ A5+ AA2008( — 4~ Q1) +
+ A A2c08(p, — gy — Q) + AA2c0s(d — ¢ —2Q t)
El coseno es una funcién par (cosx = cos-x)
|E,[ = A+ AZ+ A2+ A A, 2C08(4, — ¢, + Q1) +
+ A A2c08(d; — B, + Q1) + AA2c0s(d; — ¢ +2Qt)

Utilizando la expresion |ET|2 = ‘Ale_i"’l+iQt + Aze_i¢Z + Ase_i‘bfim‘2 se llega al resultado anterior:
|ET|2 _ (Alefimiﬂt n Aze’i@ n A3e—i¢3—i9t)(Aiei<a—iQt + Aze”ﬁz + Asei%+i9t)
|ET|2 = A2+ AAEE RO L A pgilBd)izar
+AAL L AT A A
+ AR A e
Erl = AT+ AT+ AT+ AA (10 g oAl
+A2A3( (Bs=go)ix | o=ilds—o)- th)JFALAs( i(d3-¢h)-i20x +ei(¢r¢l)+izgt)
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|E, | = A*+ A2+ A2+ 2A A, cos(¢, — ¢ + Q) +
+2A,A cos(¢, — ¢, +Qt)+2A&A3 cos (¢, —¢l+2§2t)

La ecuacidn (11.2.55) corresponde a la ecuacion (11.2.3) y en esa misma seccidn toma las formas de
las ecs. (11.2.17) y (2.2.21), expresadas a continuacion:

dE, 1
o 2( IaH)(G 71) (a)l a)l)El+
(11.2.57)
1, . .iGY e, 1
+§(1—|aH) P:dm {|E2|2 E, +E,E? +§|E3|2 El}
dA .d 1, . .
d_? ¢1A1 ( 'aH)(G_71)A1_|(w1_w1)A1+
(11.2.58)
+%(i+aH>Gf:“mEA§A1+A§A1+A3A§eW}

Por lo tanto, al implementar (I1.2.57) para obtener la evolucién de la amplitud dA,/dt y la de la
fase dd,/dt es necesario separar la parte real y mutiplicarla por €%, y separar la parte imaginaria y
multiplicarla por e®/a.. de la manera realizada en la implementacién para obtener derivada(k) y
derivada(k+M). Solo resta demostrar que los coeficientes en el ultimo término de (11.2.17)
corresponden los utilizados en dE(k). Utilizando las definiciones (11.2.15) y(l1.2.16):

_ C
Y vy ) P (1 viay, ) "8 (N N“)Kz’e
2 "p 2 ; P
1 . i
= Ec(l_'““ )V 9T (N—=N, ) 5000
A S €
i/B
En base a esto, se define el término delta_cdm, que se muestra a continuacién para el caso de 3
modos:
o (1)= | E,*E,+.5*E, *E,)E, + E.E?
cdm()_z(( 2 2 T 3 3) 1T B3 2)

i .
5dm(2):z(—El *E, +E, *E, )E,

(3):%((—.5*E1**E1— E,*E, )E, - Eszz)
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I1.3.2 Implementacion

En esta seccion se muestra, la forma de resolver las ecuaciones para el caso de un solo modo y sin
agregar términos no lineales ni de ruido. Como ya se comentd, las ecuaciones se resuelven
utilizando la funcidén oded5, sin embargo aqui se presentan algunos resultados al utilizar
diferencias finitas (DF).

Empezamos con la ecuacion de evolucion para la densidad de portadores (I1.2.59), resuelta al
mantener la intensidad éptica constante.

e Ecuacién de evolucion de N.

Se utiliza la funcién ode que genera al vector temporal T y a la matriz de evolucién Y, al introducir
como entradas la funcidn f, el intervalo temporal y las condiciones iniciales. En la parte izquierda
podemos ver la manera en que se define la ecuacidn, introduciendo solamente su parte derecha:

Condiciones

. id Constante
Intervalode tiempo__ _ ipiciales Ecuacién Variables Variable
PRREN - s
I \ ‘. .~ N " 3 \ 5
/ \ Ecuacion , AN d :i_(Rl*NjLRz [VEN?+R3/ V¥ N ) = A% (N = Ntr)y*x(1)
! / Y dr e e p
! o

Programa: N_ode.m Linea:16

[T,Y] + odessf,[0,10e-9],N(1))!

\ I

\
' ’: S //' Variables involucradas  Parte derecha de la ecuacion
\ Vi ~ N P e
Vectores === ( \
. Entradas
desalida f=@(t,N)(I/e - (Ri*N+Rz2/V*N”2+R3/VA2*N"3) - A*(N-Ntr)*x(1)*2);

Por otra parte, al utilizar DF, el tiempo se discretiza (t=nAt, con n=0,1,2...) y se utiliza la siguiente
definicién de derivada: dN/dt = (N (t+At)— N(t)/At). Por lo tanto, al implementarse, esta
definicion toma la forma:

dN N(t+1)-N(r)

dt At

Por lo que la ecuacién queda:
NEDNOL — 1 Je—N /7, —G*x(1)?

Finalmente, se despeja N(t+1), de manera que queda en términos de N(t), esto quiere decir que si
partimos de una condicidn inicial N(0), podemos obtener el valor de N al siguiente paso temporal
N(1) y a partir de este N(2) y asi sucesivamente. Entonces al utilizar diferencias finitas se define la
ecuacion de la siguiente manera:
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Ecuacion

(’L—N:I/e—(Rl”‘N—i—RZ/V"‘Nz—i—R3/V2"‘N3)—A"‘(N—Nn’)*x(l)2
{

Nit, G

Programa: N_df.m Linea:22

N(t+1)=N(t)+delta_t*( [/e-(RI*N(t)+R2/V*N(t)A2+R3/VA2*N(t)3)
- A*(N(t)-Ntr)*x(1)*2);

La graficas resultantes de ambas implementaciones se muestran a continuacién:

x10°

L N ' L L s L L L L L s L L s L L L
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t x10° t x10°

Fig. 11.3.1 Evolucién de N
Panel izquierdo: Grafica obtenida con ode45. Panel derecho: Grafica obtenida mediante df.

e Ecuacién de evolucion de E.

De manera similar a N, la solucién de E a través de ode45 implica la definicidn de la parte derecha
de su ecuacidn. Mientras que el uso de DF se hace dividiendo a t en 10.000 pasos temporales:

Programa: N_ode.m Linea:16

'Variables involucradas Parte derechade la ecuacion

[
+ f=@(t,E)(1/2*(1-1i*alfa)*(A*(N - Ntr)-gama)*E);

Ecuacion L

i’]—E = %(l - z'a) ( G- }/) E Programa: cteim_df.m Lineas:16,17,18
1
for t=1:9999
b E(t+1)=E(t)+1/2*delta_t*(1-1i*alfa)*(A*(N-Ntr)-gama)*E(t); F
end
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Fig. 11.3.2 Evolucién de E.
Panel izquierdo: Grafica obtenida con ode45. Panel derecho: Grafica obtenida mediante df.

e Ecuaciones acopladas de Ey N.

Se resuelven ambas ecuaciones utilizando DF y definiendo ambos valores para cada paso
temporal. Al final, a partir de la evolucidn de E se obtiene la evolucién de la amplitud y la fase.

Nit, G

dE 1 /

— ;(1—1’(1)((:‘—;/)1:' «— Ecuaciones
dl &

[‘j{—]:/—l/e (RI*N +R2/V*N*+R3/V2*N*) = A*(N - Nir)* E()E" (1) ]

for t=1:9999
t+|) = E(t + 1/2*delta_t*( (1-i*alfa)*(A*(N(t)-Ntr)-gama)*E(t) );

N(t+1) e - RI*'N(t)+R2/V*N(t)"2+R3/VA2*N(t)"3...
dD FA*(N(t) “Ntr)*(E(t) *conj(E(1))) )

Ampl = E.*conj(E);
Fase = 1i*log(E./Ampl);

La amplitud y fase se obtienen de la definicidn de la amplitud compleja:

YO

E =Ae™
Fase = 1i*log(E./Ampl); " ~ige 4 i 2
ln(Ek]_ _ig Ampl = sqrt(E.*conj(E)); | E:Er = e ™ Ae™ = 4;
=10

4 -/

A continuacidn, se muestran los resultados de la implementacién de las ecuaciones acopladas.

k
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Fig. 11.3.3 Evolucién de la intensidad (I=AA*) al resolver las ecs. acopladas.

Fase

Fig. I1.3.4 Evolucién de fase al resolver las ecs. acopladas.

- x10° Densidad de Portadores

25

0 i 1 1 1 1 1 1 n 1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t x10°

Fig. 11.3.5 Evolucion de N al resolver las ecs. acopladas.
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CAPITULOQO
[11

RESULTADOS



Este capitulo estd dedicado a la presentacion de los resultados obtenidos mediante la
implementacidon numérica, en matlab, del modelo analitico desarrollado en el capitulo Il. Las
ecuaciones diferenciales acopladas se resuelven mediante la funcién ode45 y se utiliza un tiempo

de paso de 5 ps (y un intervalo temporal de 8x107%s).

En las tres primeras secciones se muestra, para 3, 5 y 7 modos longitudinales, la evolucién
temporal del nimero de portadores y la densidad espectral de potencia (DEP) asociada a la
potencia total. Los resultados se muestran en dos pares de graficas. Las dos primeras se obtienen
sin incluir los términos no lineales asociados a la MDP, mientras que el par siguiente corresponde

Con MDP

a la implementacién con términos MDP. Ademas, las graficas de la

Sin MDP izquierda se obtuvieron sin incluir los términos de ruido, mientras

que las de la derecha si lo incluyen. En algunos casos se utilizan
unidades dBm para las DEP, ya que permiten apreciar un rango mas
amplio. En la seccidn IIl.4 se presenta un andlisis de las sefales de
40 GHz generadas en la potencia total.

[I[I.1 3 Modos

En primer lugar, se muestra la evolucién del nimero de portadores N y posteriormente los

espectros de la potencia.

Nurn. de Portadores

Portadores (sin ruido) w10° Portadores (con ruido)

Nurn. de Portadores

0.1

02

.
w
-
w
o

4 5 6 7
Tiempo (segundos) w10° Tiempo {segundos) «10°

L L 1
03 04 05 06 07 08 09 1 o 1

Fig. 11l.1.1 Evolucion del nimero de portadores (ecuacion de E sin término MDP)
Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.
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%10 Portadores (sin ruido) x10° Portadores (con ruido)
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Fig. 111.1.2 Evolucion del nimero de portadores para los tltimos 100 pasos temporales (ecs. con el término MDP).
Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.

En la figura 1ll.1.1 podemos ver el nimero de portadores en funcién del tiempo para la
implementacion sin términos MDP. En ambos paneles se ha reducido el intervalo temporal
presentado a 1x10® ya que desde los primeros instantes el nimero de portadores llega a una
situacién de equilibrio y mantiene un comportamiento constante (o mejor dicho, estable) a lo
largo del resto del tiempo. En ambas figuras, el nUmero de portadores oscila alrededor de un
valor aproximado a 3.92x10°%. Ademds, podemos apreciar que al introducir el ruido (panel
derecho), el efecto mas notorio es hacer la oscilacion mas amplia (en el régimen en el que efi
numero de portadores se ha estabilizado).

En la fig. lll.1.2 se presentan solamente los Ultimos 100 pasos temporales debido a que la
oscilacion se vuelve mds rdpida y no se alcanza a apreciar si se muestra el intervalo temporal
completo. Ademas de este efecto, podemos ver que la oscilacién se hace mdas amplia al incluir el
ruido y que el nimero de portadores oscila alrededor del mismo valor que en la fig. I1.1.1.

Por otra parte, la DEP asociada a la implementacién sin el término MDP es mostrada en la fig.
111.1.3. En el caso sin ruido (panel izquierdo) podemos ver un pico de densidad bien definido que
se sitlia a una frecuencia menor a 1x10'. Al introducir el ruido, la densidad méaxima disminuye y
aumentan las densidades alrededor de este pico.

La DEP de la potencia total, al implementar las ecuaciones con el término MDP, es presentada en
la fig. lll.1.4. En este caso se muestra el resultado en dBm normalilzados, por lo que el pico de la
fig. 111.1.3 (que estd a -30 dBm aprox.) aparece mas ancho y bajo. Se puede observar un par de
sefiales a 40 y 80 GHz con una potencia aproximada de 30 y 10 dBm por encima del pico en la
frecuencia cercana a 10 GHz, respectivamente.

66



%10 Potencia total (sin ruido) %10 Potencia total (con ruida)

1.4 T T T T T T T T T 1.4 : - : . : : : : :
12+ 4 12t .
™
=
=
1+ 1+ £ 1} 1
;5
3
s 5
£ 08p 1 2 08r :
o 2
(=} -
g 0l 1 £ osf 1
go 50
3
w
04f 1 T 04t .
=
@
5
02F 1 02t g
0 . ' ' ’ . . ' . 0 " ; . : ' ' ’ "
0 1 2 3 4 5 3 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 [3 7 8 9 10
Frecuencia (Hz) % 10" Frecuencia (Hz) «10"
Fig. Ill.1.3 DEP de la potencia total (ecuacion de E, sin término MDP).
Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.
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Fig. 111.1.4 DEP de la potencia total normalizada en dBm (ecs. con el término MDP).
Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.

En general, podemos decir que los picos a 40 y 80 GHz que aparecen en la potencia total al
introducir el término MDP, es una clara evidencia de que la potencia total estd oscilando o
pulsando a tales frecuencias. Por otra parte, en las graficas referentes al nimero de portadores
podemos ver que esta oscilando.

[I1.2 5 Modos

En esta seccion se presentan las graficas referentes a la implementacién con 5 modos
longitudinales. En la grafica 11l.2.1 observamos la evolucién temporal de la densidad de
portadores para la implementacion sin términos MDP. En ambas graficas se ha reducido el
intervalo temporal mostrado, ya que el comportamiento constante se mantiene a lo largo del
resto del tiempo. De manera similar a la seccidn anterior, observamos que después de un
intervalo de tiempo el nimero de portadores llega a un valor estable (3.92x10%) y el efecto del
ruido es hacer que el nUmero de portadores oscile con una amplitud mayor.
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Fig. 111.2.1 Evoluciéon del nimero de portadores (ecuacion de E, sin término MDP)
Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.
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Fig. 111.2.2 Evolucién del nimero de portadores (ecuacion de E, con término MDP)
Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.

La evolucién del nimero de portadores al incluir el término MDP se muestra en la fig. I1.2.2.

Nuevamente observamos la oscilacién alrededor de 3.92 x10°® (este numero tiene una densidad

de portadores asociada del orden de ~10**, ya que el volumen de la regién activa es del orden de

(um)® = 10™ cm). Por otra parte, la oscilacién al incluir el ruido disminuye, a diferencia de lo

observado en las figuras anteriores.

Por otra parte, los espectros de la potencia total se muestran en las figuras 11.1.3 y IIl.1.4. La DEP

para el caso sin ruido (panel izquierdo de la Fig. Ill.2.3) presenta un pico para una frecuencia

ligeramente menor a 10 GHz. Al incorporar el ruido se genera una nueva seiial alrededor de un

valor muy cercano a 0 Hz y de mayor densidad que la sefial proxima a 10 GHz.

68



DEP: Potencia total DEP: Potencia total

20} §

Densidad Espectral de Potencia normalizada
Densidad Espectral de Potencia normalizada

4 ho ) [P
] 1 2 3 4 5 5 7 g 9 10
Frecuencia ((Hz) 10 Frecuencia {{Hz) % 10"

Fig. 111.2.3 DEP de la potencia total en dBm normalizada. Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.
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Fig. 111.2.4 DEP de la potencia total (ecuacion de E, con término MDP). Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.

En lo referente a la implementaciéon con términos MDP (fig. 111.2.4), podemos ver en el panel
izquierdo una DEP con dos frecuencias de oscilacion bien definidas a 40 y 80 GHz. El efecto mas
notable al incorporar el ruido (panel derecho) a las ecuaciones es el ensanchamiento de las dos
sefiales mencionadas. A pesar de que al introducir el ruido el nivel de las densidades del “fondo”
aumenta, también las intensidades de los picos aumenta y en la fig. 11l.2.4 podemos ver la
proporcién entre la maxima densidad y el “fondo” es muy similar, ademas, el maximo a o dBm
localizado a 40 GHz también mantiene 20 dBm por debajo de los otros dos picos.

[I1.3 7 Modos

A continuacién, se muestran las graficas obtenidas utilizando el modelo para 7 modos. Se han

utilizado las ecuaciones sin el término MDP para obtener la evolucidon temporal del nimero de
portadores en la figura 1lIl.3.1. Se observan caracteristicas cualitativamente equivalentes a las
descritas en las figuras I11.1.1 y 111.2.1.
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Fig. 111.3.2 Evoluciéon del nimero de portadores (ecuacion de E, con término MDP).
Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.

Al introducir los términos no lineales asociados a MDP, el nimero de portadores (fig. 111.3.2)
muestra un comportamiento oscilatorio alrededor de 3.93x10° sin ruido y 3.90x10® con ruido.
Ademas, la amplitud de la oscilacién decrece con el ruido, a diferencia de lo observado en la
implementacion sin MDP.

Referente a la potencia total, en la fig. 111.3.3 se observa la implementacién sin términos MDP.
Podemos ver que la DEP obtenida sin incluir ruido muestra picos de intensidad a lo largo de todo
el espectro observado. Mientras que para el caso con ruido observamos 3 picos, de los cuales el
mayor tiene una frecuencia cercana a cero y los otros menores a 10 y 20 GHz, respectivamente.

Al introducir los términos de MDP en las ecuaciones, obtenemos nuevamente un par de picos
bien definidos a 40 y 80 GHz (aparte del pico de menor potencia de frecuencia menor a 10 GHz),
gue aumentan su ancho al considerar el ruido en las simulaciones.

70



DEP: Potencia total DEP: Potencia total

20k ]

25t A

Densidad Espectral de Potencia normalizada
& y
!

Densidad Espectral de Potencia normalizada

30 L L | | I L | !
o 1 2 3 4 5 B rd 10 u] 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10

Frecuencia ({Hz) % 10" Frecuencia {{Hz) % 10"

o
w

F

g. 111.3.3 DEP de la potencia total. Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.

DEP: Potencia total DEF: Potencia total

Densidad Espectral de Potencia normalizada
Densidad Espectral de Potencia normalizada

||W.MMMM., il .mlm wl

1 2 3 4 8 9 10 0 10
Frecuencia {(Hz) $ mlﬂ Frecuencia {{(Hz) 3 mlﬂ

; hi mﬁn\t,.ulh‘dnhi..u

Fig. 11l.3.4 DEP de la potencia total (ecuacion de E, con término MDP). Panel izquierdo: sin ruido. Panel derecho: con ruido.

En general, hemos observado la evolucidon temporal del nimero de portadores y el espectro de
frecuencias de la potencia total para 3, 5 y 7 modos longitudinales; generados a través de un
modelo basado en ecuaciones de evolucion. Esto nos ha permitido corroborar que el modelo
genera en el intervalo temporal observado un par de sefiales que corresponden a multiplos de la
frecuencia de separacion (Q = 40 GHz) entre los modos longitudinales. Ademas en todos los casos,
la sefial a 40 GHz tiene una DEP mayor que la de 80GHz.

[[I.4 Senales Generadas a 40GHz

A continuacion se presentan las sefiales generadas a 40 GHz, a través del programa de simulacién.
En las figuras I11.4.1, 111.4.2 y 1I1.4.3 se muestra la sefial obtenida mediante la implementacion del
modelo para el caso de 3, 5y 7 modos, respectivamente. El ancho de una sefial es comUnmente
descrito a través del ancho completo a medio maximo (FWHM, full width at half maximum). Este
ancho puede ser apreciado con mas detalle en los paneles derechos (en los que se presenta la
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curva normalizada sin utilizar las unidades dBm), pues esta determinado por la separacion entre

los dos puntos situados a la altura de 0.5.
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Fig. lll.4.1 Senal generada a 40 GHz con 3 modos.
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Fig. 111.4.2 Sefal generada a 40 GHz con 5 modos.
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Fig. 111.4.3 Sefal generada a 40 GHz con 7 modos.

En todas ellas se puede ver una seial centrada en 40 GHz. El ancho de linea aumenta al pasar de 3

a de 5 modos. Esto se observa en los paneles derechos, en donde podemos ver en la parte

izquierda se ensancha. Mientras que al pasar de 5 a 7 modos se ensancha la parte derecha.
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CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se han tratado los conceptos basicos necesarios para entender el
funcionamiento de los Laser de semiconductor (LS) tipo Fabry-Pérot (F-P). Como parte de esto, se
han estudiado modelos para describir distintos fendmenos como: la propagaciéon de un haz en
una cavidad Optica tipo F-P y la interaccidon de un haz al propagarse por un sistema atdmico.
Ademas, se ha descrito de manera concisa el marco conceptual referente a la mezcla de cuatro
ondas (MCO) en LS y los tres fendmenos asociados a este: hoyo espectral, calentamiento de
portadores y modulacion de la densidad de portadores (MDP), asi como las caracteristicas del
acoplamiento de modos vy la relacion entre la MCO y el acoplamiento pasivo en los LS.

Por otra parte, el desarrollo analitico realizado en el capitulo Il reproduce las ecuaciones de
amplitud y de fase presentadas en [1] para el caso de 3 modos, y lo amplia para 5y 7 modos. Este
desarrollo permite entender caracteristicas importantes de las ecuaciones y da un claro panorama
de las tendencias en la ecuacién al aumentar el nimero de modos M.

La implementacién del modelo analitico a través de un programa de simulacion computacional se
llevd a cabo. Los resultados del programa muestran que el modelo describe de manera
satisfactoria la oscilacion o pulsaciéon del nimero de portadores y la generaciéon de sefiales a
través de la modulacién de la potencia total. Estas sefales estan localizadas en una frecuencia
igual a la frecuencia de separacion entre los modos (40 GHz) y un multiplo de esta (80 GHz).

Los resultados respecto al ancho de linea de las sefiales generadas a 40 GHz no muestran el
comportamiento buscado. Al parecer, el modelo no reproduce la tendencia decreciente del ancho
de linea al aumentar el numero de modos.

Del estudio realizado se desprenden elementos suficientes para pasar, como trabajo futuro, ala
implementaciéon de M modos y asi tener mas claro el efecto sobre el ancho de la sefial al variar el
nuimero de modos.
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APENDICE A

Radiacion Atomica [39]

A.1 Ideas Preliminares
Los conceptos bdsicos que llevan a un sistema atédmico a la ganancia (y por lo tanto, con
una apropiada cavidad, a un laser) son muy sencillos:
1. Niveles discretos de energia
2. Emision de un fotdn al pasar de una energia mayor a una inferior y absorcion en el
proceso inverso.

El entendimiento, gracias a Planck del punto 1, fue crucial para el desarrollo de la
descripcién de Einstein de las interacciones entre radiaciéon y materia.

A.2 Radiacion del Cuerpo Negro

El cuerpo negro ideal absorbe toda la radiacion que incide sobre él y, en equilibrio
termodindmico, emite también al 100%. Un agujero pequefio en una caja puede
considerarse un cuerpo negro.

Antes de la resolucién de Planck a este problema se conocian tres hechos experimentales:
1. El hoyo se comportaba muy cercano al cuerpo negro ideal con un coeficiente de
emision igual a uno.
2. Entonces la intensidad emitida por este hoyo es directamente proporcional a la
densidad de la radiacion electromagnética dentro de la cavidad.
3. Esta densidad de energia, en un intervalo de frecuencia fijo (determinado por la
técnica de medicidn), tenia el siguiente valor experimental:

8zhvidy 1
pr)dy =0

ek —1
Estos hechos eran conocidos, mas no entendidos. Todos los fendmenos electromagnéticos hasta

esa fecha eran explicados por la teoria de Maxwell. Entonces era natural empezar desde ahi y
preguntarse como la energia electromagnética se distribuia dentro de la cavidad (o caja). Solo los
modos (tanto TE y TM) que estén en resonancia tendrdn una energia apreciable. Estos modos

estan determinados por la férmula: RTPS =q-27= 4 -2d donde f,, es la constante de

| () (55

Entonces, las frecuencias de resonancia del modo (m, p, q) estan determinados por la condicion:

fase del modo:

%
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wnY (mzY (pzY (qr)
k2 =| — = —— -|— _ + _—
c a b d
La resonancia implica que cada componente de k debe ser un multiplo de media longitud de
onda. Entonces las frecuencias de resonancia estan dadas por:

[Zm/njz [m;r}z [pﬁjz (qﬁjz
= — | +| — | +| —
c a b d
Escogiendo la caja cubica a=b=d,
. C 2 2 2 %
v=g =2 () +(p) +(a) ]

Debido a que el volumen de una esfera es V =47R%®/3 y contando los estados en la parte
positiva de la esfera en el espacio m,p,gcon R=2anv/c

14z (2nav) 8zn*°
= a

N=2-——
C 3c?

Es normal preguntarse por el nimero de estados en un intervalo pequeio dv alrededor de v y
preferir el resultado en una base por unidad de volumen para eliminar la geometria.

8zn’n. 3
p(v)dv =1d_NdV ZMvde ~ 8zn
V dv c

3 C3

2
vady

- dn . L ) : .
donde ng = n+vd—dv. Aplicando equiparticidon de la energia, cada modo tiene energia kT.
1%

Esto se debe a que se propaga en una dimension y puede almacenar energia en TE y TM.
8zn’vidv o .
po(v)dv = — Q= KT  (Distribucion de Rayleigh — Jeans)

Esta distribucion funciona solamente para frecuencias cortas. Planck supuso que la energia
estaba cuantizada E =1hv, 2hv,3hv... y utilizé la estadistica clasica de Boltzman para calcular la

energia promedio.

Factor de
Boltzman
0 —
Z nhV e—nhv/kT
_nh _ ~ hv
&, =hhv, <g> - T a-hvikT -1

1
o0
z o hv/kT €
0

8zn*vidv 1
p)dv = (TJ(W)(W)

El ultimo término es el nimero de cuantos en el modo de la cavidad.

Finalmente,
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A.3 La Aproximacion de Einstein: los Coeficientes Ay B

Utilizando el enfoque de Einstein podemos llegar a un razonamiento que no solo es vdlido en
situacion de equilibrio termodindmico.

DEFINICION DE LOS PROCESOS DE RADIACION

Aceptando la hipdtesis de cuantizacidn de la energia E =hvy asociando las transiciones a dos
niveles atdomicos de energia, Einstein identifico tres procesos radiactivos que afectan la
concentracidén de dtomos en los estados 1y 2.

Emisién espontdnea (A1)
Un atomo en el estado 2 decae espontaneamente al estado 1, emitiendo un fotén en el proceso.
dN
2 —
- _A21N2

dt | emision

espontanea
Absorcién estimulada(B;,)
Un atomo en el estado 1 absorbe un fotdn un campo incidente y pasa al estado 2.

dN, dN
=B_N.p(v)=—"2
dt absorcion . 1'0 ( ) dt

Emisién estimulada (B,,)

absorcion

El 4&tomo emite un fotdn coherente al fotdén del campo que lo estimula (misma direccion,
frecuencia, fase y polarizacion).
dN dN
2 _ _ 1
—_lesz(V)—_

dt | emision ? emision

estimulada estimulada

RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES
Al definir estos procesos, Einstein podia reproducir la formula de la radiacién del cuerpo negro. Se
parte del equilibrio termodinamico, donde las poblaciones de los dos niveles son constantes.

dN, = —% =—A;N, + BlZNlp(V)_ B21sz(v) =0

dt dt
N, _ Blzp(V)
N, A+ lep(v)

Usando la estadistica de Boltzmann
hv

&—&e & Bup(v)

N, 9 A+ 821,0(‘/)
Donde gy es el nimero de formas en que un dtomo puede tener energia E,;), que para un
atomo simple esta asociado al numero cuantico de momento angular J,; mediante

Ooy = 2J2(1) +1.
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A, 1
PV g
21 B0y e KT _1
82192

Forzando los coeficientes para obtener la férmula de Planck
2 3
B0, _1 A, 8znn,hv

BZlg 2 1 BZl CS

Estas ecuaciones muestran la conexion entre distintos procesos de radiacién: emision
espontanea, absorcién y emisién estimulada. Son caracteristicas del atomo, independientemente
de si esta en un ambiente de equilibrio termodinamico o en la presencia de un campo
electromagnético.

A.4 Funcion Forma de Linea
En el caso de que las poblaciones N; y N, sean dependientes del tiempo (fuera del equilibrio) y
suponemos que el sistema emite en una banda angosta de frecuencias (cuyo ancho Av es mucho

menor que la frecuencia central v), E2 - E1 =hv tiene gue verse con algo de escepticismo. Al

considerar mas de un solo d4tomo se vuelve imperativo reconocer que las energias no estan
perfectamente definidas. E, y E; son las energias centrales de los estados 2 y 1, cuya distribucion
energética es una banda angosta. Entonces el espectro de emisidon es también una distribucidn
llamada funcidn de ancho de linea g(v), con g(v)dv la fraccion de emisidn espontanea siendo
emitida dentro del intervalo dv.

Definicién 1 de g(v)

g(v’')dv’= probabilidad de que un fotén espontaneamente emitido tenga una frecuencia entre v’y
v+ dv'.

Obviamente: Ig(v dv'=1. Las dimensiones de g(v) son segundos (inverso de frecuencia). El
0

pico de la distribucién g(vo) ~ 1/Av. Con vy =(E»-E;)/h = v, y Av es la anchura a media altura
(FWHM, por sus siglas en ingles). La taza de emision espontanea de cada dv’ sigue siendo A,, y la
distribucidn espectral de la potencia espontaneamente emitid (en todas las direcciones) es

{1(v)dv}{area de superficie} = {hv- A, N,g(v)dv}{vol. de superficie}

Definicién 2 de g(v)

g(v’')dv’ es la magnitud relativa de la absorcién de radiacidn, en el intervalo v’y v'+ dv’, de los
atomos en el estado 1.

Definicién 3 de g(v)

g(v')dv’ es la magnitud relativa de la estimulaciéon debido a la radiacién (en el intervalo v'y v+
dv’) para inducir a los &tomos en el estado 2 a ceder su energia interna y pasar al estado 1. La
densidad de energia electromagnética en el intervalo (V/, v'+dv’) es p(v)d v.
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La misma g(v) se aplica a los 3 procesos. La anchura espectral de la densidad de energia radiante
p(v) puede ser mas ancha que g(v), como en el caso del cuerpo negro, o mas pequefia que Av.
Esto se considera en la ecuacidn de evolucién de poblacién:

1
o =AN, W +BN [ (V) 9 )dv = BN, [ p(v') g (v )dv*
radiativo

Si p(v’') es muy ancha comparada con g(v’) se puede evaluar v'=vy sacar p(v) (como constante

dN
dt

en la regidon en que g(v')#0) de la integral, obteniéndose la férmula de Planck. Resulta mas
interesante el caso contrario, en el que la anchura espectral p(v) es muy pequefia comparada con

g(v). En este caso se aproxima p(v') = p,o(v—v")

dN
= dt2 =-A,N, +B,N,p,9(v)-B;N,p0,9(v)
radiativo
Usando las relaciones entre los coeficientes
g
BlZ = g_j le

C2

87n4/? n hv

C A A

n, 87zn? hv

a,-

21

Y ademas

( joule j Iv(watt/area:joule-tiempo*l-L*z)

volumen velocidad foton=L/T
p, = ,
Y c/n,
dN, ——AN, _O-(V)I N —&N
dt radiativo ' hV ? gl '

Con o(v) como la seccidn transversal de emisién estimulada:

o(v)=Aug 29()

La seccidn transversal ¢ puede ser mterpretada como el drea de seccidn transversal del atomo

para el flujo de fotones | /hv.
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APENDICE B

Laser De Semiconductor [39]

B.1 Introduccion

La estructura de un laser de semiconductor (LS) consta de una fuente de voltaje conectada a una
unién n-p (donde reside la mayor parte de la fisica) con espejos de cavidad formados al pulir el
cristal. La densidad de corriente inyectada a través de la fuente de voltaje es la que provee la
ganancia Optica a una onda cuya extension espacial debe ser mucho mayor que la longitud de la
region activa. Si se desea que la ganancia de una ida y vuelta (round trip) exceda 1, el coeficiente
de ganancia debe ser muy grande.

El momento total del electrén se debe conservar en la recombinacidn (ya que el momento del
foton emitido es muy pequefio y se desprecia),

AR:E—ENO

En materiales de bandgap indirecto, esta condicién limita la taza de recombinacién y la magnitud
de transicién (S) para la radiacidon es mucho mas débil que en los materiales directos.

B.2 Revision de la Teoria Elemental de Semiconductores

La densidad de estados para la funcién de onda 1//(?) = u(r)e’jR'F

p.,(E)dE = {2;1r2 }{27;‘2 }% {E%dE}

donde E es medida desde el limite de la banda respectiva. La densidad de electrones con energia
en AE:

AE N
1 |2mAE
N, = [ p.(E)E = —| =
0 3 h
PROBABILIDAD DE OCUPACION: NIVELES CUASI-FERMI
Las densidades anteriores son validas cuando T =0°K . Si estamos arriba el cero absoluto,
debemos tomar en cuenta la probabilidad de que el estado este ocupado:

1
f(e)=—=—

e K +1

Entonces, la densidad de electrones en la banda de conduccion es
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1 {ng}% (¢-E.)?de

n.()de = 57| 72 = e>E,
el +1
Mientras que la densidad de huecos en la banda de valencia
3
1 |2m, % (Ev—g)}/2 de
p,(e)de= 27| = e<E,

e T +1
B.3 Absorcién Optica y Ganancia en un Semiconductor

Las situaciones que llevan a tener una ganancia en un semiconductor, son justamente las
contrarias de las que llevan a la absorcién. Imaginamos un semiconductor sobre el que incide una
fuente con una pequefa sefal de frecuencia variable. Por sencillez, se considera T=0K y al
material un material intrinseco con F,=F,=E; a la mitad del gap. Si hv,<E,, todos los estados en la
banda de valencia estdn ocupados mientras que en la banda de conduccién no hay electrones, por
lo tanto no hay absorcién. Cuando hv,>E, la absorcién comienza, ya que hay suficiente energia
para excitar a un electrén en la banda de valencia hacia la banda de conduccidn. Es de suponerse
que el coeficiente de absorcidn sea proporcional al nimero de estados disponibles para la
absorcién. Obviamente, a medida que hv aumenta, también lo hace el coeficiente de absorcién.

La situacion de absorciéon cambia a ganancia si invertimos la poblacion mediante una fuente de
bombeo que proporcione la energia necesaria a los electrones para poblar la banda de
conduccién. Suponemos que este bombeo es lo suficientemente fuerte como para mantener un
numero considerable de electrones en la banda de conduccién. Ya que la relajacidn intrabanda en
los extremos de cada banda es muy rapido, los estados desde E. a F, estadn llenos y los estados
desde E, a F,, vacios.

COEFICIENTE DE GANANCIA EN UN SEMICONDUCTOR
¢Puede haber cualquier combinacion de posiciones tal que E, —E, = hv ?. No, la conservacién de

momento se debe de tomar en cuenta. Dado hv, écudles son E, y E; respectoa E.y E,?

*

m

E,-E =m:Thm:(hV_Eg)
m;

BB ()

Ya que la energia del fotén hv = EZ_EU los valores permitidos para los momentos de un

electrén son:
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La densidad de estados entre k y k + dk, tomando en cuenta el spin, es:

po, (K)dk =~ K2dk

27

La densidad reducida de estados esta definida para reflejar el nimero de estados en E, y E,
dentro de dE, y dE;, que pueden participar en la transicién de hv, conservando spin y momento.

P (V)AE = p(K)dk = —— kZdk
27
Entonces,
) = L2 9K luada en h
P (V) = 7K o (evaluadaenhv =E, -E))

es la densidad de estados por intervalo de energia entre hv y hv+d(hv) que participan en el
proceso conservando el momento. Finalmente

%
=2 (e

con la masa reducida m, = me%*m;_ Una vez definidos los estados involucrados en la
€

interaccion, ahora podemos preguntarnos cuantas transiciones por unidad de volumen y por
unidad de tiempo ocurren. El nimero de transiciones R, y R, ; estan en términos de:

1. El coeficiente B de Einstein.

2. La densidad de energia de los fotones entre v y v+dv que provoca las transiciones
Opticas.

3. La densidad reducida de estados expresada como densidad por unidad de frecuencia.

4. La probabilidad de que el estado en el que la transicion se origina este ocupado
multiplicada por la probabilidad de que el estado final este vacio.

Ri,, =[B,]-[p)dv]-| i ) ][ F(EDA- f.(E,)]
R,y =[By]-[p(")dv]-| o1 ) |- [ f.(E)A- f,(E)]

La taza total de descenso:
fz(l_ fl)_ fl(l_ fz)
R, —Ri, :[821]‘[P(V)dv]'[pjm (V)] 0
fz - f1
El coeficiente de ganancia

v)/dz __potencia total emitida por unidad de vol.
(v) potencia por unidad de area

di (
A

y(v) = |

La potencia emitida es la energia de transicién hv. La potencia dptica por unidad de area
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I(v)= [,o(v)dv][vg =c/ ng]
Entonces:
hV'[R2—>1 - R1—>2]
[p(v)dv]-c/n,

Usando la relacién Ay, / B, =8zhv°nn  /¢* y las funciones de Fermi apropiadas

y(v)=

hv—(F,-F;)

7() = An[ £,0- )] ”ﬂzp,m(v) 1e @

hv
Si Fy=Fy(situacion de equilibrio) = €*T >1 y el coeficiente de ganancia es negativo. Otra forma

de expresar el coeficiente de ganancia es la siguiente:
2

70) = Ay o W[ . (E) - 1, (E)]

De esta ultima ecuacidn, se observa que hay dos limites: cuando fC(E2)=O y ademas

f(E)=1, y cuando f(E)=1 vy f(E)=0, con y()=—a()y r()=a),
respectivamente. Saltdndose las complicaciones cuanticas e introduciendo una constante K
siempre presente que se puede determinar de forma experimental, se presenta la siguiente
expresién para la ganancia:

() =K(hw—E,)? [ 1.(E,) - ,(E)]

dondeE, y E;son:

E,=E,+—_(hw-E,)
me mh
m*
:E—% hv—E
B =, ot (- E)
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APENDICE C

Calculo de la Diferencia de Camino Optico (DCO) de Dos Haces
Reflejados en un Resonador Fabry-Pérot

En una cavidad F-P los haces reflejados son paralelos. Al momento de incidir un haz sobre un
espejo de la cavidad (ver fig. C.1), una parte de este se transmite (recorriendo una distancia 2d
para volver al mismo espejo) y la otra se refleja (recorriendo una distancia d’ para llegar al plano
transversal a la trayectoria del primer haz reflejado). La diferencia de camino dptico es
DCO=n(2d)-n’d, donde n y n’ son los indices de refraccion dentro y fuera de la cavidad,
respectivamente. Esta DCO es la misma para todos los haces reflejados.

Haz Incidente

o ‘ d

Fig. C.1 Trayectoria de un haz incidiendo en una cavidad F-P. d’ es la distancia del primer haz reflejado al plano
transversal que pasa por el punto donde empieza el segundo haz reflejado. 2d es la distancia que recorre el segundo
haz reflejado en el interior de la cavidad.

Es evidente qué d cosé@ =1 . Para obtener d’ nos centraremos en el tridangulo superior de la fig.
C.1, mostrado en la fig. C.2:
a)

7

b)

. \/ bp=m/12-0 ~_ 2dsend
st |
,/’//\//3 \\ - ;—x

d L}
2dsen

Fig. C.2 Triangulo rectangulo de la parte superior de la fig. C.1 a) sin rotar b) rotado.

También resulta evidente de la fig. C.2 b) qued '= (2dsen0) COS(7Z'/2—49') = 2dsendsend"

Usando la ley de Snell (nsen& =n'sen@"), obtenemos: d'= 2dsen¢9(%.sen6’) . Por lo que la

diferencia de camino éptico es

DCO = n(z—lj -n '[@Lsenzé’]
cosd n' cosé@

|DCO = 2nl cosd)|
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APENDICE D

Identidades

bcos(x) +asen(x) =+a’ +bzsen£x+arctangj (11)

sen (1// +arctan %, ) = cos(y +arctana, ) (12)
sen(y +arctan(—a,, )) = sen(y —arctan, ) (13)
sen(y +arctan ¥, ) =cos(y —arctane,, ) (14)

A continuacién se demuestran (12), (I13) y (I3), apartir de (I1) y de las siguientes identidades
trigonométricas:

ctg(0) = %an () sen(7;—6)=cos(0) cos(—6) =cos(6)
ctg(%—0)=tan(0) tan(—6) =—tan(0)

Demostracion de (12).

arctan ), =X a, =tan(x—7) | sen(y +arctane,, +7%)=cos(—y —arctane,, )
., =tanx

Y. =Ctg(%-x) | x=arctan(ey, )+% cos(—y —arctan e, ) = cos(y +arctan )

a, =—tan(7—x) | =arctanj;, = = sen(y +arctan %, )=cos(y +arctana,, )
=arctan(ay )+ %

Demostracion de (I3).

arctan (-« ) = x arctana,, = —X
—a,, =tanx = arctan(—a,, ) =—arctana,,
a,, =tan(—x) = sen(y +arctan(—a,, )) = sen(y —arctana,, )

Demostracion de (14).

arctan ¥, =X ¥, =ctg(7%—x) sen(y +arctan ¥, ) =cos(—y +arctana,, )

Sy =tANX arctan , =7, —arctana,, | sen (:// +arctan ¥, ) = cos(y —arctana,, )
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APENDICE E

Desarrollo de ANy Yy X(ANmEk-m+ANm Ek+m) Para M=7

La sumatoria en el ultimo término de la expresion (11.2.3) es
M-1

> (AN,E,_, +AN;E,,, )

m=1

AN, es el coeficiente del término oscilatorio en la solucion dela densidad de portadores esta
definido por la expresion (11.1.11):

St W EE;
AN, N N =-iK —k k-m
! k%—l 1}// —|me g k;il m

donde K =(Ny—N, )/Psg)SpTe y se ha considerado que 1+ P, /P, <imQ z,. Desarrollando la

sumatoria hasta M = 7 y para m de 1 a 6. Ademas se expresan los términos que corresponden a
los casos de M =3, 5.

M=3
AN, =-iK| E,E, + E;E, + E,E, + E.E, + E,E, +E,E,
M=5
M=3
* - /*—/% * * * *
AN, =IK| E,E, +E;E, +E,E; + E.E, + E(E, + E, E;

M=5

M=5

M=3
AN, =— I;[EE VE,E +EE +EE, +EE]

M=3
AN; = I;[EEl EE+EE+EE+EEJ

M=5

AN, = 'KLE E, +E.E, +E,E; +E,E ] AN;—5[E1E1+E;E2+EgE3+E;E4J
M=5 M=5
—-iK . IK
AN, = (EE+EE+EEJ AN, = [EE EE+EE]
4 M=5 4 M=5
—i(N. =N . . « 1(Ny—N,
NEFM(EGEl +E,E;) AN; =M(E E, +EJE,)
5PS£)SPTE SPQp e
—i(N.=N . . N,—N «
AN6=|(°—”)(E7E1) ANBZM(EE)
6Psg)spz-e 6Psg)SpTe
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M-1
Ahora se calcula el término Z(ANmEk_m +AN;Ek+m) paraM=7ykdela7.

m=1
M1 M3
(k=1)—> > (AN,E, , +AN;E,,, )= AN;E, + AN;E, + ANJE, + AN;E, + AN, E; + AN, E,
m=1 M5
M-1 MS
(k=2)—> (AN E, , +AN;E,,, ) =(AN,E, + ANE; ) + ANJE, + AN;E; + ANE, + AN, E,
m=1
M=5

m=1

M1 M=3 M=3
(k=3)—> > (AN,E, , +AN;E,, ) =| AN,E, + AN, E, |+| AN,E, + AN;E, |+AN;E; +AN;E,

M-1
(k=4)—>> (AN,E, , +AN,E,,, )= (AN E, + AN, E; )+ AN2E2+AN;E6]+[AN3E1+AN;E7]
—

m=1

f{

M=5

M-1
(k=5)—> (AN,E,, +AN;E,,, )= [AN E, +AN,E ]+[AN2E3+AN;E7J+AN3E2+AN4E1
%/—J

m=1

f{

M=5 M=5

M-1

(k=6)—>)" (AN, E; , + AN, Eq., ) =(AN,E; + ANJE, )+ AN,E, + ANE; + AN,E, + AN,E,
m=1
M-1

(k=7)—> (AN,E, , +AN; E;,, ) = AN,Eg + AN, E; + AN;E, + AN, E, + AN,E, + ANE,
m=1

A continuacidn se sustituyen los valores de AN,, en estas expresiones de arriba.

86



SUMATORIAS

Utilizando los resultados de la seccidon anterior, la sumatoria para el caso de k=1,
EE7Y1

—_
m

2B, +EJE, + E;E, + E,E, + E;E, + EJE, )E, +
E;E,+E;E, + E.E, + E;E, + E/E, ) E, +

E.E, +E,E, + E;E,+ EJE, )E, +

<

S (AN, o, )= (o)

o PO, 7, E.E,+E,E,+ EJE,)E; +

* *

7

m

o

AT
m
m

2)E6+

—_—~ o~ e~ o~

ol Ol MNP WIFE N

m
~ %
AT
~—
m
~

Trabajando con EE;,,
|E,[" E, + E,’E; + E,E,E; + E,E,E; + E,E.E; + E,E(E +

Lope 1 sl 1 - .
EEJQ+§%%E+5%Tﬁ3%5%+§%&5+

1. 1 « 1 « 1 .
§|E4| El+§E2E4E5+§E3E4E6+§E42E7+

EE,, = 1 1

1,_p . N
Z|E5| E, +Z E,E.E, +Z E.E.E +

1 1 )
5E$5+g5%5+
1
éafa
1 1 1 1 1 . .[3
T e e e A E A
EE,, =
+E;EE32+gE4E2}+EQ[%E3E4+%E2ES}+E;EE4Z+%E3ES+SE2E6}
1, p 1,_p 1,2 1,_2 1,._p, E 3E;
E [ +=|E[ +2|E,[F+=|E[ +=|E[ +=|E, [+ =E2+>—~EE
_|2|+2| 3|+3| 4|+4| 5|+5| 6|+6| 7|+E1 2+2E1 273 El
71 * * *
+%[%E32+%E4E2}+%[2E3E4+%E2Es}'%EE42+%E3E5+2E2Ee}
1 1 1
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La sumatoria para el caso de k=2,

+(E;E, + E;E, + E;E, + E;E, + E,E, + EJE, ) E,
-ﬂga+5g+gg+ga+gaﬁ4

M-1 H 2

(AN,E,_, + AN, E )=lgﬂiibﬁl 1/ . . . )

2, (ANnEz i + AN B2 ) =0 5 g(E4E1+E5E2+E6E3+E7E4)E5
1, . . .
ﬂaa+@g+agﬁe
1/ . )
gﬁﬁﬁEﬁga

Desarrollando el término entre corchetes,

-|E[*E, - EEE, ~EEE, - EE;E, ~EEE, - EEE, +
;rEfE?+|E3|2 E, +E,E, + E,E,E; + E,E.E, + E,E,E, +
%ElE;E4+%|E4|2 E, +%E3E4Eg+%E42Eg+%E4E5E;+
E5222a5@+agfg+§ggg+%aag+
%ag@+5afg+%gag+

1

e 1
gaga+§afg

EE; ,

EE +EE, +EE + EE, +EE; +EE)E

2 2 1 _p2 1 _p2 1, _p2 1 _p. « 1
e, [ B +2Ef LS + TS + 2lE }5{_515475154}
I , 1 . 1 1
EE,,=| E,| -EE +E; +§E1E5 +E; —E1E6+E3E4+EE3E4+ZE1E6 +
E, —E1E7+E3E5+%E42+%E3E5+%E1E7}LE;[E3E6+%E4E5+%E4E5+%E3E6}
2 > 1_p 1_2 1,_2 1_. 1E; E, 2
R T e e e
S 3 Ef1_, 4 4 E'[5 5 &
+i®££f_a@}_ﬂ—au—@g——aa}_ﬂ}ag+—@g}
E, | 2 4 E 2 ¢ 3 5 E, |3 4
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La sumatoria para el caso de k=3,

EE; 5

—(E,E, + E;E; + E,E; + E,E, + E,E; + E,E; ) E,
(E;E, +E;E, + E;E, + E,E, + E;E, + E;E; ) E,

—a@q+g5+@§+a5+agﬁl

§
iR

(ANE +ANE ) Ml - * * * *
1 )Ry |S(BEAEE+EE+EE+EE)E,

3
||

aﬁﬁ+§%+§%+ﬁﬁﬁe

l * * *
ﬂaa+@g+agﬁ7
Desarrollando el término entre corchetes,

* 2 * * * *
_EzzEl _|E2| Ez_%_E2E4E5_E2E5E6_E2E6E7+
EEE, + E,EE, +|E,[ E +EE, +E,EE; +E,EE, -

l 2 1 * * 1 * 1 *
_§|E1| E3_5E1E2E4_§ 1 Es _EE1E4E6_§E1E5E7
EE =l 1— . 1 v 1,0 1 .1 \

5 B +§E2E4ES+E|E5| E3+EE4E5E5+EE52E7

1 * 1 * 1 2 1 *
SEEE 4 EEE +|E[ E+ZEEE

1__. 1 « 1._e
ZElESE7 +Z E,E.E, +Z|E7| E,

1 1 1 1 . . 1
e e A LU T

1—7

. 1 1 1 . 1 1 1
ng=g(gg—aag+agg+§agj+gﬂ£;“£f—EEE+§ga+zaaj+

x 1 1 . 1 1
E, (—EZE7 +E,E; +E E,E, +ZE2E7)+ E, (EAE6 +EE52 +§ E4E6j

1.-p 2 o 1_p2 1_p2 1,_p2 E lE
e -l e Hef e e - B i e
ol 2 al Tl TalEel Tyl E, 2
E,(3 1 E. 2 1

EE,, = +E_z(zEZES_€E1E6J+EZ(E42_§E2E6_2E1E7j+ E,
-§{3EE 3EEJ+E%EE;+EEEJ
E,(2 4 El2° 3
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La sumatoria para el caso de k=4,
EE74

~(E,E +E,E; +E,E, + E,E, + E,E; + E,E; )E, +
+(E;E, + E;E, + E;E, + E;E, + E;E, + EJE, )E

—%(E3El* +E,E, +E,E; +EE, +E,E/ )E, +

Ml(ANE +ANE )M . ) ) .

T em POz, |+5 (E E, +E,E, + E.E; + E;E, + EJE; ) E; —
%(E E, +E,E; + EE; +E,E; )E, +
+%(E E, + E;E, +E;E, +E;E, )E,

Los términos entre paréntesis,

* * 2 * * *
_E1 E2E3_E32E2 _|E3| E4 _;?EXE?_ E3E5E6 _E3E6E7 +
+E,E,E, + E,EJE, +§3J£4>I:f+|E5|2 E,+EE, +E,EE, -

1 _. 1,_ . 1 . . 1 .
—EE1E2E3—§|E2| E4—EE2E3E5—E 2 E6 —EE2E5E7+

EE. —=| 1_ . T T YT | -
7,4 +EE1E3E6+%BE§+EE3E5E6+E|E6| E4+§E5E6E7_
1._p 1 * 1 *
—§|E1| E4—§E1E2E5_5E1E3E6_%+

1 . 1 . 1 2
+%+§E2E5E7+§E3E6E7+§|E7| E,

1 1 1 1
e, (-Ief +Ief -2+ SIf -2ef +3le f Jr e -E - SEg

. 1 . 1 1 1
EE,, =| E, (—Ej +EE, —§E1E5j+ E. [EZES - EE.+EE, —5E1E6j+

7,4

3

. 1 1 1 . 1 . 1
E. (—E B~ EE +EE, +§E2E7j+ E. (—E3E7 +E2 +§E3E7j+ E; (ESEG +EE5EGJ

1 1 1 1
= Y R Y e X

EE,, =| - 3E 6+ -2 2EE, |+ 2 te e + LEE, |- |E,
’ 2 E, E, 3 E, 2 6

—5(153E6+1 E2E7J+E(E§—EE3E7J 3E E.E,
E, 2 6 E, 3 2E,
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La sumatoria para el caso de k=5,

Z

-1

(AN,E,, +ANE,, )=

1

3
I

EE; 5

—%(E3E1*+ E,E, + E,E; + E,E; + E,E; )E, +

(NO_Ntr) 1
POz, +E(E3E1+E4E2 +E;E,+E,E, + EJE; ) E, -

% E.E; +EE, + E.E; +E,E; )E, -

-
—%(E5E1*+E6E;+E7E;)E1

Desarrollando los términos entre corchetes,

* * * 2 * *
_ElEzEA_E2E3E4_EfE3 _|E4| Es_/n’Es/gs_E4EeE7+

+ElE;E6+E2E;‘E6+E3E;E6+;(E§Ef+|E6|2 E. +EE, -

1 _,.. 1_. .
_EE;EI_ZEZ 34 T |E| E_EEEE_%E;ESE"'
EE .= 1__._ 1_ _. oo 1 1

+EE1E3E7+EE2E4E7+E E.E. +EE4E6E7+E|E7| E. -

1 1,_ . 1 . 1 .
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—%|El|z E, —%E EE, - TEEE

1206 7 T by
4

1

. 1., 1 . 1 1
) (—E2E4 —EEj —§E2E4j+ E, (—E3E4 +EE, ~~EE - E E6j+

1 1 1

—(E,E; + E,E; + E,E; + E,E; + E,E; +E,E, )E, +
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. 1 1 . 1
EE, +E3(—Ef+E2E6+EE1E7—§E2E6—ZE1E7)+E4(E3E6—EE3E6+EE2E7—§E2E7J
x 1 . 2 > L 12 1 _p 1._p
vei(-EE e e e (- S SRl R - SR -FIES
1,2 1o 1,_ . ) E (4 1,
iepclier e tepoE E,E, +=EZ |+
Bl S SR e e Gl f -2 fee St
E,( 3 3 E, 2 1 E, (1 1
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1E, E,
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La sumatoria para el caso de k=6,

EE76

—(E,E + E;E; + E,E; + E,E, + E,E; +E,E; ) E,
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Desarrollando el término entre corchetes,
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La sumatoria para el caso de k=7,
EE,;
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