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Resumen

El vértice de quark-gluón juega un importante papel en fenómenos no perturbativos en QCD,

como el rompimiento dinámico de la simetría quiral, necesario para entender el espectro obser-

vado de los hadrones, así como sus propiedades. En este trabajo, hacemos un análisis sobre

el comportamiento de la amplitud de distribución de los partones de los mesones ligeros en el

contexto de la interacción de contacto, calculando las respectivas constantes de decaimiento.

Además, hacemos un análisis numérico de los resultados a un lazo de los factores de forma del

vértice de quark-gluón. Las comunidades de lattice y de Schwinger-Dyson están calculando

estos factores de forma en varias configuraciones cinemáticas de los momentos involucrados.

Calculamos y graficamos nuestros resultados para todos los factores de forma en la configu-

ración simétrica y comparamos algunos factores con los resultados de lattice. Cualitativamente

observamos que los resultados a un lazo tienen un crecimiento en el infrarrojo, como se es-

peraba de sus contrapartes no perturbativas. Obtenemos losfactores de forma transversos en

la configuración asintótica; estos resultados tienen implicaciones en la renormalizabilidad mul-

tiplicativa del propagador del quark. Finalmente, presentamos algunos requimientos para los

factores de forma del vértice, como una guía para un ansatz noperturbativo.
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Abstract

The full quark-gluon vertex plays an important role in non perturbative phenomena in QCD,

like dynamical chiral symmetry breaking, leading to the observed spectrum and properties of

hadrons. In this work, we analyze the behaviour of the partondistribution amplitude of light

mesons in a contact interaction in order to calculate their decay constants. Also, we carry out a

numerical analysis of the one-loop result for all the form factors of the quark-gluon vertex. Both

the lattice and the Schwinger-Dyson communities are computing these form factors in various

kinematical regimes of momenta involved. We calculate and plot our results for all the form

factors in the symmetric configuration, and we compare some of these factors to lattice results.

We observe that the one-loop results qualitatively encode most of the infrared enhancement fea-

tures expected of their non-perturbative counter parts. Weobtain the transverse form factors in

the asymptotic configuration, these results have implications for the multiplicative renormaliz-

ability of the quark propagator. Finally, we list some requirements for the form factors of the

vertex, as a guide for a non perturbative antatz.
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Introducción

El Modelo Estándar (SM) es la teoría que contiene todo nuestroconocimiento sobre las

interacciones electrodébiles y fuertes, entendidas como interacciones fundamentales,

así como de todas las partículas elementales que conocemos.En este modelo se describen las

propiedades e interacciones entre los fermiones (quarks y leptones), que son los constituyentes

fundamentales de la materia, mediadas por bosones de norma responsables de las fuerzas elec-

tromagnética (fotón), débil (bosonesW+, W− y Z) y fuerte (gluones); además se postula una

partícula de spin cero, el bosón de Higgs, necesario para proveer de masas a las demás partícu-

las mediante el mecanismo de Higgs [5].

Durante la última década se han obtenido grandes avances en el desarrollo de cálculos per-

turbativos de alta precisión en la Cromodinámica Cuántica (QCD), que es la teoría que describe

a las interacciones fuertes. Asimismo, estos resultados coinciden con los datos experimentales

obtenidos de colisiones de hadrones [6]. Esto es sumamente relevante ya que la QCD es la

componente principal para el cómputo de cualquiera de los procesos necesarios tanto para com-

prender nuevas señales en los experimentos, así como tener mejores análisis del fondo.

El vértice de quark-gluón juega un rol importante en el entendimiento de las propiedades

de la QCD en el infrarrojo, así como en el análisis del origen del rompimiento dinámico de

la simetría quiral (DCSB) en el contexto de las ecuaciones deSchwinger-Dyson (ESD). Por

ejemplo, la espectroscopía de los mesones se estudia insertando estos vértices en la ecuación

de Bethe-Salpeter (EBS), que es la herramienta en el formalismo de las ESD para estudiar los

estados ligados de dos partículas.

Sin embargo, dado a que estos cómputos se hacen mediante softwares matemáticos, los

resultados que se pueden calcular dependen de la estructurade los elementos involucrados en

la QCD. Si bien se estudian técnicas de integración numérica, truncamientos, regularización y

renormalización, muchos grupos de ESD prefieren utilizar formas sencillas para caracterizar a

los propagadores y a los vértices, perdiendo así información de lo que se está describiendo.

1



En este trabajo analizamos diversos aspectos de la interaccion entre quarks y gluones, es-

tudiando la estructura fundamental perturbativa con el fin de establecer una guía sobre los ele-

mentos y las condiciones necesarias para tener herramientas no perturbativas.

A un lazo, las contribuciones son debidas a la interacción entre dos quarks y un gluón, sim-

ilar a lo que ocurre en la Electrodinámica Cuántica (QED) entre dos fermiones y el fotón, y a la

interacción entre los gluones. El entendimiento de estas contribuciones son necesarios para los

cálculos de observables en la Física Hadrónica, área de la ciencia que estudia a las partículas

compuestas por quarks. Por ejemplo, a los protones y a los neutrones.

En este trabajo hacemos una revisión sobre los elementos básicos de la QCD y las ESD

en el primer capítulo. Después, en el segundo capítulo incorporamos estas ideas en el cálculo

de amplitudes de distribución de partones para mesones ligeros, en el contexto de la QCD

no perturbativa. En el capítulo III hacemos un análisis de las propiedades fundamentales que

intervienen en la dinámica del vértice de quark-gluón. Finalmente, en el capítulo IV estudiamos

la estructura del vértice en distintos límites cinemáticos, con el fin de encontrar herramientas

hacia la construcción de un ansatz que pueda ser útil en los cálculos no perturbativos de la QCD.
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Capítulo 1
¿Qué es un vértice?

C ualquier proceso donde dos partículas fundamentales participen, el tipo de interacción

que tengan depende de la naturaleza de cada partícula. El Modelo Estándar (SM) es

la teoría que describe tres de las cuatro interacciones fundamentales de la Naturaleza: electro-

magnética, fuerte y débil.1 Ver figura 1.12. En el SM las partículas se dividen enfermionesy

bosones.

Fig. 1.1: Partículas que forman el Modelo Estándar de la Física.

Los fermiones, que se distinguen porque su spin es semientero, son las partículas que con-

stituyen a la materia. Estos a su vez se dividen enquarksy leptones. La diferencia entre esta

clase de partículas radica en sus propiedades y en cómo se acoplan con otras partículas funda-

mentales. Por ejemplo, la propiedad de algunos fermiones que les permite interactuar de forma

electromagnética es la carga eléctrica y esta interacción se describe mediante la Electrodinámica

Cuántica (QED). Por otro lado, los quarks tienen carga de color que es la propiedad de estas

1El SM no proporciona una explicación para la gravedad y se considera incompatible con la teoría de la rela-

tividad general.
2https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_Model
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1.1. LA QCD Y SUS ESCALAS DE ENERGÍA

partículas para interactuar fuertemente y es lo que los diferencía de los leptones. La teoría que

describe el comportamiento relacionado con esta fuerza es la Cromodinámica Cuántica (QCD).

Los bosones, por otro lado, tienen spin entero. Existen bosones que resultan de la com-

posición de pares de quarks y bosones que son fundamentales,también denominados bosones

de norma. Estos últimos son los encargados de llevar la información de la interacción a la

cual pertenecen. Por ejemplo, el fotón es el bosón de norma dela interacción electromagnética

aunque no tiene carga eléctrica. Por su parte, los gluones son los encargados de la interacción

fuerte y sí poseen carga de color.

Así, podemos definir a la QCD como la teoría cuántica de camposque estudia la interacción

fuerte y describe y explica los comportamientos que involucran a los quarks y a los gluones, así

como las posibles interacciones entre ellos. En las siguientes secciones veremos los aspectos

que definen esta teoría.

1.1 La QCD y sus escalas de energía

A diferencia de otro tipo de partículas fundamentales, los quarks nunca se han observado libres.

Esto es una consecuencia de una propiedad a largas distancias: todos los quarkshadronizan3.

Esto debe entenderse como que los quarks solo se observan como parte de hadrones.

Para poder obtener información experimental sobre la dinámica de los quarks es necesario

estudiar el interior de los hadrones de la forma en la que Rutherford estudió el interior de los

átomos. Pero ahora, para el caso de hadrones, se necesitan mayores energías y mayor transfer-

encia de momento para lograr mayor resolución. A estas energías los quarks parecen libres.

La evidencia experimental nos dice que la dinámica de la interacción fuerte esta muy rela-

cionada con la escala de la distancia a la cual observamos losprocesos. Por ejemplo, hemos

observado que la interacción entrepartones, i.e. quarks y gluones, se vuelve más débil a cortas

3Del orden del radio de un hadrón. En una escala de tiempo, la hadronización se lleva a cabo 1/Λ, excepto por

el quark top, que decae antes de este tiempo.
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1.1. LA QCD Y SUS ESCALAS DE ENERGÍA

distancias, esto es a distancias mucho menores que un hadrón. Así, los quarks se comportan

casi libres a altas energías o a distancias pequeñas. Lo contrario ocurre para distancias largas,

los quarks se observan dentro de hadrones, o bien, a escalas de energía que consideramos como

bajas.

A estos fenómenos dependientes de la escala de resolución seconocen comoconfinamiento

y libertad asintótica. Es decir, a bajas enegías (o largas distancias) los quarks se encuentran

confinados en hadrones. Por otro lado, a altas energías (o cortas distancias) los partones gozan

de libertad asintótica o, bien, se vuelven esencialmente libres.

Fig. 1.2: Resumen de las mediciones delαS como función de la escala de energíaQ.

Estos fenómenos son consecuencia de la variación del acoplamiento de la interacción fuerte

αS(Q2) con la energíaQ. Podemos ver en la figura 1.2 que a bajas energías,αS∼ 1, [6]. Sin

embargo, a energías altas tenemos queαS(MZ)∼ 0.118, dondeMZ es la masa del bosónZ.

Esto constituye una herramienta fenomenológica muy importante ya que a altas energías el

acoplamiento es pequeño, por lo que es posible hacer teoría de perturbaciones. Así, podemos

estudiar a la QCD según el régimen de energía en el que estemostrabajando: QCD perturbativa

(pQCD) y QCD no perturbativa.
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1.2. LAGRANGIANA DE QCD

La pQCD está relacionada con el fenómeno de la libertad asintótica y es efectiva hasta en-

ergías del orden de las masas de los hadrones, donde la constante de acoplamiento es suficien-

temente grande e invalida los desarrollos perturbativos. Por ello, los procesos que involucran

partículas elementales a escalas de confinamiento no puedenser calculados directamente con

pQCD.

Para el regimen no perturbativo es necesario desarrollar técnicas para poder estudiar a los

quarks en sus estados confinados. Gracias al Teorema de Factorización [8] podemos separar

las secciones transversales de dispersión de los procesos en dos partes: los calculables a cortas

distancias (que dependen de la pQCD) y las funciones universales a largas distancias. Algunos

ejemplos de estas funciones son las funciones de distribución de partones (PDF), funciones de

fragmentación, funciones de correlación, distribucionesde partones generalizadas (GPD), am-

plitudes de distribución de partones (PDA) y factores de forma (FF). Además, estas funciones

se pueden extraer haciendo ajustes con los experimentos.

1.2 Lagrangiana de QCD

En esta sección haremos una breve descripción de la QCD en su regimen perturbativo, con la

idea de introducir notación y analizar los componentes básicos de esta teoría. Para ello consid-

eramos que los cálculos perturbativos de cualquier procesoque involucre partículas elementales

requieren de las reglas de Feynman para describir la dinámica entre dichas partículas. Estas re-

glas se pueden derivar de la densidad lagrangiana de la interacción.

La lagrangiana que describe la QCD está dada por los siguientes elementos:

L = Lclas+Lg- f +Lghost (1.1)

En esta expresión,Lclas es la densidad lagrangiana clásica que describe la interacción de quarks

de masam0 con gluones sin masa. El siguiente términoLg- f es el que fija la norma, parámetro

que es necesario para definir al propagador del gluón. Además, agregar este término tiene

como consecuencia la necesidad de introducir el tercero,Lghost. Cada término se describe a

continuación.
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1.2. LAGRANGIANA DE QCD

1.2.1 La lagrangiana clásica

Siguiendo la notación de [7], la densidad lagrangiana clásica tiene la siguiente forma:

Lclas=
Nf

∑
k=1

ψk(iγµDµ −mk
0)ψ

k− 1
4

Fa
µνFaµν (1.2)

En el primer término, que corresponde al de Dirac,ψk y Aa
µ son los campos correspondientes

a los quarks y a los gluones, respectivamente. Además,Dµ = ∂µ − igTaAa
µ es la derivada

covariante, cong la constante de acoplamiento de la interacción fuerte yTa son los generadores

del grupo, SU(3) en este caso. El segundo término corresponde a un término cinético solo para

los campos de norma. AquíFa
µν es el tensor de esfuerzos para un campo gluónico definido

como:

Fa
µν = ∂µAa

ν −∂νAa
µ −g fabcAb

µAc
ν (1.3)

dondef abc es la constante de estructura del grupo4, que está relacionada con la autointeracción

de los gluones y con la libertad asintótica.

En cuanto a los índices usados en la ec. (1.2),k distingue a los tipos o sabores de quarks,

siendoNf el número total de estos. Los índicesa, b y c corren para los 8 grados de libertad de

color para el campo del gluón. Finalmente, los índices griegos son los habituales para indicar

las componentes del espaciotiempo, con la métricagµν = diag(1,−1,−1,−1).

El acoplamiento para la interacción fuerte, definido comoαS= g2/4π es un parámetro fun-

damental en la teoría, similar a la constante de estructura fina en QED. Esta constante corre

con la energía, ver figura 1.2, de forma que es suficientementepequeña para energías altas y

esto nos permite hacer teoría de perturbaciones en este regimen. (Ver sección 1.1). Esto es una

evidencia de la libertad asintótica.

1.2.2 Los términos covariantes

La lagrangiana clásica presentada en la ec. (1.2) falla cuando se estudia la cuantización canónica.

Es por ello que se requiere imponer constricciones a los camposAa
µ , suprimiendo la libertad de

4Además,f abc es un factor no abeliano y es lo que distingue a la QCD de la QED.Recordemos que en QED el

tensor de esfuerzos se define comoFa
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ .

7



1.2. LAGRANGIANA DE QCD

la transformación de norma. Esta elección se conoce comofijar la norma.

Existen una gran variedad de condiciones para fijar la norma.Por ejemplo, la constricción

∂ µAa
µ = 0, llamada norma de Lorentz o norma covariante debido a su estructura covariante.

También existen otro tipo de normas no covariantes, como la norma de Coulomb o norma

transversa∂iAa
i = 0, la norma temporalAa

0 = 0 o alguna norma axial, comoAa
3 = 0.

Entonces podemos ver que un término de la forma∂ µAa
µ nos permite que la teoría sea ex-

plícitamente covariante, así que imponemos esta constricción en la lagrangiana de QCD. De la

Mecánica Analítica sabemos que una manera de lidiar con sistemas constreñidos es mediante el

método de los multiplicadores de Lagrange. Esto significa agregar a la lagrangiana el término

λ (∂ µAa
µ)

2, dondeλ es un multiplicador de Lagrange.5 De esta forma se evita imponer con-

stricciones sobre las ecuaciones para los campos. Así, debemos agregar a la lagrangiana clásica

el términoLg- f , mencionado en la ec. (1.1), definido como:

Lg- f =− 1
2ξ

(∂ µAa
µ)

2 (1.4)

dondeξ es el parámetro de norma.

Debido a que fijamos la norma, la lagrangiana deja de ser invariante de norma. Sin embargo,

los observables físicos son independientes e invariantes de norma en la Naturaleza, por lo que la

elección deξ no afecta a los resultados. Por ello es común trabajar en ciertas normas para hacer

los cálculos más simples. Por ejemplo,ξ = 1 es la norma de Feynman, mientras queξ → 0 es

la norma de Landau.

La consecuencia directa de imponer este término para fijar lanorma es la introducción de

los fantasmas de Faddeev-Popov. Los gluones tienen spin 1, por lo que físicamente tienen dos

estados de polarización (transversos). Sin embargo, elegir normas covariantes da la libertad

al campo gluónico de poder propagarse en estados de polarización no físicos. Para cancelar

estos efectos es necesario introducir campos escalares (spin 0), aunque anticonmutan como los

fermiones. Estos son los fantasmas de Faddeev-Popov.

5Esto se elige considerando los términos cinéticos permitidos y siendo consistentes con las dimensiones
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1.2. LAGRANGIANA DE QCD

Estos campos de fantasmas no corresponden a partículas reales, es decir, aparecen como

partículas virtuales en los diagramas de Feynman, pero son necesarios para los cálculos en

normas covariantes arbitrarias. La forma exacta de estos fantasmas depende de la norma elegida,

pero el término que se agrega a la lagrangiana de QCD esLghost definido como:

Lghost= (∂ µ χa∗)Dab
µ χb (1.5)

dondeχa es el campo del fantasma.

Cabe mencionar que la libertad del gluón para acceder a estados no físicos de polarización

esta relacionado con las autointeracciones de estos campos. Dado que los fotones no pueden

autointeractuar, en QED no hay necesidad de introducir a loscampos de fantasmas.

Se puede elegir trabajar con una norma axial, que corresponde a estados de polarización

físicos. Estas normas son del tipon ·Aa, connµ un vector fijo que usualmente se toma como

la luz, es decir,n2 = 0. Esto define la norma del cono de luz. En este caso el término en la

lagrangiana que fija la norma es

Lg- f =−λ
2
(nµAa

µ)
2 (1.6)

dondeλ → ∞ elimina la necesidad de utilizar campos de fantasmas.

1.2.3 La lagrangiana completa

Así, la lagrangiana de QCD corresponde a la expresión (1.1),con los términos de las ecuaciones

(1.2), (1.4) y (1.5). Esto es

L =
Nf

∑
k=1

ψk(iγµDµ −mk
0)ψ

k− 1
4

Fa
µνFaµν − 1

2ξ
(∂ µAa

µ)
2+(∂ µ χa∗)Dab

µ χb (1.7)

Como en cualquier teoría cuántica de campos, las reglas de Feynman para la QCD se pueden

obtener del formalismo de la integral de camino. En la siguiente sección hablaremos de estas

reglas para la QCD.
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1.3. LAS REGLAS DE FEYNMAN Y EL VÉRTICE DE QUARK-GLUÓN

1.3 Las reglas de Feynman y el vértice de quark-gluón

En la Física de Partículas es común hacer cálculos de procesos de dispersión entre partículas

que no son calculables exactamente, por lo que es necesario usar teoría de perturbaciones. Estos

cálculos se hacen mediante el uso de las reglas de Feynman quenos permiten asociar amplitudes

de dispersión a diagramas que representan el proceso a estudiar, de forma que las observables

corresponden a la amplitud total de todos los posibles diagramas.

Las reglas de Feynman se usan en las teorías cuánticas de campos y se pueden obtener del

formalismo de la integral de camino. Por otro lado, los diagramas de Feynman son líneas de

distintos estilos que representan campos de partículas propagándose. Si dos o más líneas se

unen en un punto común, a este le llamamos vértice y representa a esas partículas encontrán-

dose en un punto del espacio de momentos.

Por ejemplo, una partícula que se desplaza entre dos puntos del espaciotiempo es lo que

llamamospropagador. De hecho, un propagador es una función de Green de 2-puntos que

representa la amplitud de probabilidad de propagación de una partícula entre dos puntos. Las

funciones de Green, que son soluciones a ecuaciones diferenciales lineales e inhomogeneas,

pueden ser expresadas como valores de expectación de productos de los operadores de campo

en varios estados; por ejemplo, valores de expectación del vacío.

En la QCD necesitamos de tres tipos de propagadores: quarks,gluones y fantasmas. El

propagador del quark se representa como una línea sólida:

p ij

iδi j
1

/p−m
(1.8)

Aquí podemos interpretar la dirección de las flechas como representaciones de los operadores

de creación y aniquilación, desdej a i y desdei a j, respectivamente.
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1.3. LAS REGLAS DE FEYNMAN Y EL VÉRTICE DE QUARK-GLUÓN

El propagador del gluón es

ν µq

ab

−iδ abdµν

q2 (1.9)

dondedµν es

dµν = gµν − (1−ξ )
qµqν

q2 , en norma covariante (1.10)

dµν = gµν −
qµnν +qνnµ

q ·n +n2 qµqν

(q ·n)2 , en norma axial (1.11)

Por último, el propagador del fantasma es

ab p

iδ ab 1
q2 (1.12)

Ahora, observando la expresión para la lagrangiana de QCD, expresada en la ec. (1.7), iden-

tificamos el término correspondiente a la interacción entrequarks y gluones,ψk(gγµTaAa
µ)ψk.

Este término está relacionado al vértice de quark-gluón, que es cuando los quarks se afectan en

algún punto del espacio de momentos mediante un gluón.

j i

µ a

−igγµTa
i j (1.13)
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1.3. LAS REGLAS DE FEYNMAN Y EL VÉRTICE DE QUARK-GLUÓN

Sin embargo, la lagrangiana nos admite otro tipo de vértices, por ejemplo, el vértice de triple

gluón:

ν b

c ρµ a

q

r

p

g fabc[(p− r)µ gνρ +(r − p)ν gρµ +(p−q)ρ gµν
]

(1.14)

Todos los procesos a calcular se conciben como correccionesa la propagación libre (o inter-

acción libre) y se realizan utilizando teoría de perturbaciones, donde el parámetro pequeño es el

acoplamiento fuerteαS= g2/4π que, como ya mencionamos en secciones anteriores, depende

de la escala de energía involucrada. Pero la propagación libre solo corresponde a uno de los

posibles escenarios.

En general, la propagación de un quark de un punto a otro puedeimplicar procesos internos

más complicados, como la creación y aniquilación de partículas virtuales. Esto significa agregar

diagramas que involucren vértices o funciones 3-, 4- y hastan-puntos. Así, la propagación

completa se escribe como:

Para indicar al propagador completo usamos funciones de vestimiento en las expresiones de

las reglas de Feynman. En este caso:

iδi j
F(p2)

/p−M(p2)
(1.15)

dondeF(p2) es la renormalización de la función de onda del quark yM(p2) es una función de

masa.
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Esto mismo ocurre para todos los propagadores y todos los vértices. Por ejemplo, el propa-

gador del gluón es

Que corresponde a

−iδ ab 1
q2

[
G (q2)

(
gµν −

qµqν

q2

)
+ξ

qµqν

q2

]
(1.16)

con G (q2) es la función de vestimiento para la parte transversa del propagador del gluón.

Es común tomar la aproximaciónquenched, donde el propagador completo se toma como el

desnudo, es decir,G (q2) = 1.

=

Para el vértice de quark-gluón completo se representa como:

1.4 Ecuaciones de Schwinger-Dyson

Una herramienta útil en la teoría cuántica de campos es el formalismo de las ecuaciones de

Schwinger-Dyson (ESD). En este formalismo tenemos un conjunto completo de ecuaciones

integrales acopladas para las funciones de Green como consecuencia de la estructura de la la-

grangiana.
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1.4. ECUACIONES DE SCHWINGER-DYSON

Las ESD se usan para estudiar fenómenos no perturbativos. Suformulación se hace a través

de integrales de caminos que no requiere la aproximación de acoplamiento pequeño [10]. Sin

embargo, su derivación puede hacerse a través de una expansión perturbativa de un propagador,

haciéndolas también perturbativas [9].

Las ESD son infinitas en número y su estructura es tal que la función den-puntos está rela-

cionada con la función den+1-puntos; la función den+1-puntos está relacionada con la de

n+2-puntos y así sucesivamente. Como las ecuaciones son infinitas, tenemos que truncarlas de

alguna manera para poder reducir este número de ecuaciones auno que sea solucionable. Un

truncamiento consiste en tomar los primeros términos de la serie perturbativa cuando nuestro

acoplamientoαS≪ 1. Sin embargo, cuandoαS∼ 1 se utilizan otro tipo de técnicas.

Las ESD no se limitan a la dinámica de una partícula. Dentro deeste formalismo tenemos

las ecuaciones de Bethe-Salpeter, que describen la dispersión relativista de dos partículas y sus

estados ligados. Similarmente, los estados ligados de trespartículas se pueden estudiar a través

de las ecuaciones de Faddeev.

1.4.1 La ecuación de gap

Denotamos comoS(p) al propagador completo del quark, mientras que podemos llamar propa-

gador desnudo aS0(p). Consideremos la interacción en QED, donde el bosón de normaes el

fotón, ver referencia [11]. La representación como diagrama de Feynman de estos elementos

está dada en la figura 1.3.

Fig. 1.3: Representaciones como diagramas de Feynman de(a) un propagador completo,(b) un propa-

gador desnudo y(c) el propagador desnudo del fotón.
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1.4. ECUACIONES DE SCHWINGER-DYSON

Fig. 1.4: Términos en la serie perturbativa del propagador del quark.

Aunque la derivación de las ESD es independiente del valor del acoplamientoα, es más

intuitivo deducirlas por argumentos perturbativos. Así, el propagador del quark se puede es-

cribir como una serie de correcciones al propagador desnudo, como en la figura 1.4, donde la

interacción está mediada por el fotón.

En 1949, Freeman Dyson [9], al darse cuenta de que existía unacierta regularidad en las

correcciones del propagador desnudo, las agrupó de la siguiente forma:

a) correcciones de arcoíris que solo corrigen al propagadorinterno,

b) correcciones solo para el fotón,

c) correcciones para el vértice,

d) re-correcciones, que son repeticiones y combinaciones de todas las posibles correcciones.

Fig. 1.5: Correcciones.
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1.4. ECUACIONES DE SCHWINGER-DYSON

Haciendo uso de esto, podemos simplificar los diagramas en laecuación de la figura 1.4 de

la forma siguiente

donde la extensión al final del término de correcciones corresponde a las re-correcciones. Esto

significa que podemos tener todas las posibilidades que parael caso del mismo propagador

completo.

Expandiendo este último término, tenemos una ecuación comosigue:

SeaΣ(p) el término de correcciones.

Fig. 1.6:Σ(p)

Entonces, podemos escribir la ecuación diagramática anterior como

S(p) = S0(p)+S0(p)Σ(p)S0(p)+S0(p)Σ(p)S0(p)Σ(p)S0(p)+ ...

= S0(p)+S0(p)Σ(p)[S0(p)+S0(p)Σ(p)S0(p)+ ...︸ ︷︷ ︸
S(p)

]

= S0(p)+S0(p)Σ(p)S(p)

Multiplicando porS0−1
(p) y luego porS−1(p), tenemos que

S−1(p) = S0−1
(p)−Σ(p) (1.17)

Esta misma ecuación puede ser escrita de forma diagramáticacomo en la figura siguiente, que

es la ESD para el quark en QED.
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Fig. 1.7: Ecuación de Schwinger-Dyson para un quark en QED.

= −

−1 −1

Fig. 1.8: Ecuación de Schwinger-Dyson para un quark en QCD.

Sin embargo, podemos extender esta idea a QCD. Así, la ESD para un quark en QCD es

Esta ecuación se escribe de la siguiente forma [12]

[S(p)]−1 = [S0(p)]−1−g2Z1FCF

∫
ddk

(2π)d γµDµν(p−k)S(k)Γν(k, p) (1.18)

dondeZ1F es la constante de renormalización del vértice de quark-gluón, CF es un factor de

color, Dµν(p−k) es el propagador del gluón yΓν(k, p) es el vértice de quark-gluón. Esta ex-

presión corresponde a la ecuación de gap para el quark.

1.4.2 Sobre el vértice de quark-gluón

En la ecuación de gap dada por (1.18), la forma para los propagadores desnudo y completo del

quark, así como el del gluón están dadas en las ecuaciones (1.8), (1.15) y (1.16), respectiva-

mente. Sin embargo, no tenemos una expresión única para el vértice de quark-gluón.

En el vértice de quark-gluón está contenida la información concerniente a todos los momen-

tos de las partículas que intervienen en la interacción. Lasestructuras matemáticas necesarias

para esta descripción no tienen una forma fija y pueden llegara ser muy complejas. Es por ello

que existen propuestas oanzätzepara realizar cálculos específicos.

Por ejemplo, el vértice que describe la interacción electromagnética es la combinación de

dos fermiones que interactúan por medio de un fotón. La QED esuna teoría con un acoplamiento

pequeño (típicamenteαQED = 1/137), por lo que podemos estudiarla usando teoría de pertur-
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1.4. ECUACIONES DE SCHWINGER-DYSON

baciones. En general, hacer teoría de perturbaciones significa empezar con procesos simples y

hacer correcciones según la necesidad o el poder computacional disponible. Cada proceso tiene

una cantidad muy grande de correcciones.

= +

Fig. 1.9: Corrección del vértice fermión-fotón a un lazo.

En la Fig. 1.9 el diagrama de la izquierda corresponde al vértice o a la interacción com-

pleta. Del lado derecho de la figura, el primer diagrama corresponde al orden árbol (orden

cero enα), es decir, la forma más simple de interacción. El segundo diagrama corresponde a

correcciones a un lazo (ordenα), esto es cuando se produce un fotón virtual entre los fermiones.

Para QCD, la interacción entre quarks y gluones se describe mediante un vértice con la

combinación de dos quarks que interactúan mediante un gluón. Las correcciones al vértice en

este sentido se dan en el régimen de pQCD, dondeαS∼ 0.118. El diagrama a un lazo es muy

similar al de la Fig. 1.9, pero es necesario agregar el caso para cuando los gluones interactúan

entre sí. De este modo el diagrama de corrección a un lazo es

= + +

Fig. 1.10: La contribución a un lazo del vértice de quark-gluón.

El primer diagrama de la derecha corresponde al vértice desnudo. El segundo diagrama

representa la contribución abeliana que es similar al vértice de QED salvo factores de color,

mientras que el tercero representa la contribución no abeliana que es puramente QCD.
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En este capítulo presentamos aspectos básicos de la QCD e introducimos el formalismo de

las ESD. Aquí, el vértice de quark-gluón contiene la información de la interacción entre estas

partículas. El estudio de este elemento nos ayuda a entenderlos fenómenos no perturbativos.

En el siguiente capítulo nos enfocaremos a estudiar un aspecto de la Física Hadrónica, donde es

muy común utilizar la aproximaciónrainbow, la cual se refiere a tomar el vértice desnudo en la

ecuación de gap. Esto es

Γν(p,k) = γν (1.19)

La ventaja de usar esta aproximación es que, cuando se combina con la aproximación

quenched, la ESD se desacopla. La gran desventaja es que perdemos la covarianza de norma

del formalismo.
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Capítulo 2
Estudio de mesones

ligeros

L os hadrones son estados ligados de quarks, por lo que su comportamiento es distinto a

un colectivo de partículas independientes. Debido al confinamiento, los quarks no se

encuentran libres en la naturaleza. En cambio se han detectado como mesones, que son com-

binaciones de pares quark-antiquark, como bariones que sonestados ligados de tres quarks y

como estructuras exóticas, como tetraquarks [13] y pentaquarks [14].

El confinamiento es un proceso dinámico que tiene naturalezano perturbativa y está conec-

tado íntimamente con el rompimiento dinámico de la simetríaquiral (DCSB) [15], fenómeno

que permite que las masas corrientes de los quarks se incremente hasta dos órdenes de magnitud

para escalas de momento en el infrarrojo.

Por ejemplo, el protón es un barión constituido por dos quarksupy unodown, cuyas masas

suman aproximadamente 10−15 MeV. Sin embargo, la masa medida de un protón es de 938

MeV. Esta diferencia entre las masas se debe a las interacciones fuertes entre estas partículas el-

ementales mediante el mecanismo de DCSB. Por esto la QCD no perturbativa es la herramienta

natural para estudiar el comportamiento de los hadrones.

Además, el confinamiento puede relacionarse con las propiedades analíticas de las fun-

ciones de Schwinger en QCD, [15]. Es por ello que podemos utilizar las ESDs, el formalismo

de Bethe-Salpeter y el de Faddeev, las cuales admiten DCSB, así como el uso de esquemas de

truncamiento que preservan simetrías.

En este capítulo abordaremos el estudio de los mesones ligeros mediante el formalismo de

Bethe-Salpeter y la amplitud de distribución de partones, que nos proporcionan información so-

bre la estructura partónica del hadrón. Los resultados de este trabajo se presentaron como poster
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en elXIV Mexican Workshop on Particles and Fields[1] y en el 8th. CERN-Latin-American

School of High Energy Physics[2], así como en charla en el mini-tallerMS Sonora 2014.

2.1 Mesones

La estructura más sencilla conformada de quarks es un mesón,que está constituido por un par

quark-antiquark. El mesón, como todas las partículas subatómicas, tiene diversas propiedades

que los caracterizan, entre ellas el momento angular total,el spin, la paridad, entre otras.

El spin es una forma intrínseca de momento angular. Los fermiones tienen spin semientero

(1
2, 3

2, ...), mientras que los bosones tienen spin entero (0, 1, 2, ...). Dado a que los quarks tienen

spin±1
2, la combinación de dos de ellos es una partícula de spin entero; entonces los mesones

son bosones. Sin embargo, es el momento angular totalJ=L+S el que define las propiedades

del mesón, conL el momento angular orbital yS el spin.

El momento angular total nos sirve para clasificar a los mesones. En general, los mesones

conJ= 0 presentan propiedades escalares, mientras queJ= 1 define mesones con propiedades

vectoriales. Para poder caracterizar de una manera más completa es necesario agregar la pari-

dad a la descripción de estos estados ligados.

La paridad se refiere a la transformación de simetría donde secambia el signo algebraico

de una de las coordenadas espaciales de la función de onda asociada a la partícula. Otra forma

de entender esto es considerar esta transformación como el comportamiento de las leyes de la

Física en un universo "reflejado" en un espejo. Cuando el Universo se comporta igual sin im-

portar el lado del espejo, esto es lo que consideramos como paridad positiva o, simplemente,

par. Sin embargo, puede ser que el reflejo no tenga el "sentidocorrecto" y por ello sea necesario

invertirlo para ser consistentes con las leyes de la Física.Esto es una paridad negativa o impar.

En la tabla 2.1 podemos ver la clasificación de los mesones según su momento angular total

y su paridad.
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L JP Tipo L JP Tipo

0 0− Pseudoescalar 1 0+ Escalar

1− Vectorial 1+ Vector axial

Tabla 2.1: Clasificación de los mesones según su momento angular totalJ y su paridadP.

Por otro lado, el sabor de cada uno de los quarks que forman al mesón influye en sus

propiedades. Los mesones ligeros, es decir, aquellos constituidos por los quarks más ligeros

{u,d,s} son más estables que los mesones constituidos por quarks máspesados.

Los mesones compuestos por los quarksu y d son de la forma

ud,
uu−dd√

2
, ud (2.1)

dependiento de la carga eléctrica neta del mesón. De este tipo tenemos a los mesonesπ o pión,

σ , ρ y a1, que son mesones pseudoescalar, escalar, vectorial y vectorial axial, respectivamente.

De forma similar, podemos tener combinaciones de los quarksligerosu, d y s, como sigue:

us, ds, us (2.2)

De este tipo son los mesonesK o kaones y losK∗, que son pseudoescalares y vectoriales, re-

spectivamente. De nuevo, la combinación entre los quarks y antiquarks depende de la carga

eléctrica del mesón compuesto.

Finalmente podemos tener combinaciones de quarkss, es decir,ss. De este tipo podemos

encontrar al mesón vectorialφ .
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2.2 La ecuación de Bethe-Salpeter

Dentro de los mesones ligeros, los quarks y los antiquarks son intrínsicamente relativistas de-

bido a que sus energías de enlace son mucho mayores que sus masas corrientes. Además sus

propiedades están fuertemente influenciadas por el DCSB [15]. Así que la descripción de los

mesones ligeros se puede hacer mediante las ESD.

Como mencionamos anteriormente, la ESD para estados ligados de dos partículas es la

ecuación de Bethe-Salpeter (EBS). Aquí un mesón está descrito por una función de onda co-

variante que depende del cuadrimomento de sus quarks-antiquarks constituyentes.

Para hacer la descripción de la dinámica de los mesones ligeros, partimos de la ecuación

(1.18) que corresponde a la ecuación de gap en el espacio de Minkowski. Sin embargo, típica-

mente la solución numérica de las ESD, así como los estudios de lattice, se hacen en el espacio

euclidiano. En este espacio, la ecuación de gap es:

S−1(p) = iγ · p+m+Z1FCF

∫
d4q
(2π)4g2Dµν(p−q)γµS(q)Γν(q, p) (2.3)

dondem es la masa del quark corriente,Dµν es el propagador del gluón yΓν es el vértice de

quark-gluón, donde estará contenida la información no perturbativa.

Para el propagador del gluón usaremos el modelo de la interacción de contacto que es una

propuesta efectiva.

g2Dµν(p−q) =
1

m2
G

δµν (2.4)

Aquí mG es una escala dinámica de masa para el gluón. Esta interacción representa un proceso

donde no hay transferencia de momento. Además este modelo esuna interacción limpia ya

que nos permite restringir al quark sobre lo que puede radiar, es simple de implementar y es

capaz de describir las propiedades estáticas de los hadrones, como su masa, constantes de de-

caimiento, entre otros. Por último, nos da un punto de partida para calcular el comportamiento

de los factores de forma electromagnéticos y puede ser usadopara comparar con aspectos de la

QCD completa.[16, 17]
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2.2. LA ECUACIÓN DE BETHE-SALPETER

Dada la aproximación no perturbativa, es común usar la aproximación rainbow-ladder para

el vértice de quark-gluón, presentada en la ecuación (1.19). Esto es

Γν(q, p) = γν (2.5)

Usando esto en la ecuación de gap, tenemos que

S−1(p) = i/p+m+
4
3

1

m2
G

∫
d4q
(2π)4γµS(q)γµ (2.6)

donde hemos hechoZ1F = 1 y CF = 4/3. La integral no depende del momentop, por lo que

podemos reescribir el propagador del quark como

S−1(p) = i/p+M (2.7)

conM una masa dinámica con la siguiente forma:

M = m+
4
3

1

m2
G

∫
d4q
(2π)4γµS(q)γµ (2.8)

Como la integral anterior diverge, es necesario regularizar. Esto lo hacemos utilizando

regularización con el tiempo propio [30] como sigue:

1
s+M2 =

∫ ∞

0
dτ e−τ(s+M2) →

∫ τ2
ir

τ2
uv

dτ e−τ(s+M2) (2.9)

dondeτir,uv son reguladores infrarrojo y ultravioleta, respectivamente, y los definimos distintos

de cero. Tomamosτir = 1/Λir , asegurando la ausencia de umbral de producción de quarks e im-

plementando el confinamiento. Por su parte,τuv = 1/Λuv es un regulador dinámico y establece

la escala de todas las cantidades con dimensiones.

K
=

Γ

S

S

Γ

Fig. 2.1: La contribución a un lazo del vértice de quark-gluón.

Los mesones quedan descritos por la EBS, ver figura 2.1. Esta es:

Γ f g(P,q) =
∫

d4q
(2π)4 K[P,q] χ f g(q+,q−) (2.10)
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dondeχ f g(q+,q−)=Sf (q+)Γ f g(q,P)Sg(q−) es la función de onda de Bethe-Salpeter yΓ f g(q,P)

la amplitud Bethe-Salpeter para un meson constituido por unquark f y un antiquarkg. Defini-

mos el momento relativo entre los quarks comoq+ = q+ηP y q− = q− (1−η)P, conη = 1

para la interacción de contacto.

La función de onda de Bethe-Salpeter,χ f g(q+,q−), es lo más cercano que tenemos a una

función de onda en la teoría cuántica de campos. Además se reduce a la función de onda de

Schrödinger en un límite no relativista.

Así, la EBS para un mesón en la interacción de contacto y usando la aproximación rainbow-

ladder es

Γ f g(P) =−4
3

1

m2
G

∫
d4q
(2π)4γµ χ f g(q+,q−)γµ (2.11)

2.3 Amplitud de distribución de partones

Como mencionamos en secciones anteriores, las escalas de energías no son suficientemente

altas en procesos donde los quarks y los gluones se presentancomo hadrones, no es posible

hacer teoría de perturbaciones. Una forma de poder describir a los mesones es usando fun-

ciones universales a largas distancias. En esta sección presentamos la amplitud de distribución

de partones.

La amplitud de distribución de partones (PDA) nos da la amplitud de probabilidad de que un

mesón esté compuesto de un par quark-antiquark en particular. Se utiliza en la descripción de

proceso exclusivos duros en la QCD, en donde aparecen factores de forma con gran transferen-

cia de momento, en el límite asintóticoQ2 → ∞. Además, estas amplitudes se pueden calcular

en lattice usando los momentos de la distribución.

La PDA de los mesones ligeros han sido discutidos desde finales de los 70’s [19]. Estas

funciones son compatibles con el formalismo de las ESD ya quela PDA de un quark de va-

lencia corresponde a la proyección del frente de luz de un mesón de una función de onda de

Bethe-Salpeter.
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En general, la PDAϕ f g(x) se puede escribir como

f f gϕ f g(x) ∝
∫

d4q
(2π)4δ (n ·q+−x n·P) trD[Σ(γ,σ ,n,P)χ f g(q+,q−)] (2.12)

con f f g es la constante de decaimiento del mesón yΣ(γ,σ ,n,P) es una estructura de Dirac

donde está metida la información sobre la naturaleza del mesón.

Una sencilla propuesta de resolución a la ecuación anteriores calcular los momentos de la

distribución y con ellos reconstruir la PDA. Los momentos dela distribución son

〈xm〉=
∫ 1

0
dx xmϕ f g(x) (2.13)

Así, el problema se reduce a resolver la expresión resultante para los momentos de la PDA.

Para mesones pseudoescalares ligeros, la amplitud de Bethe-Salpeter en la interacción de

contacto es[17]

Γ(Ps)(P) = γ5

[
iE(Ps)(P)+

1
2M

γ ·PF(Ps)(P)

]
(2.14)

En esta expresión,E(Ps) y F(Ps) son funciones de vestimiento que, para este modelo, son con-

stantes y dependen del tipo de mesón. Asimismo, la masa efectiva M depende del sabor de los

quarks constituyentes y se calcula de la siguiente forma:

M =
M f Mg

M f +Mg
(2.15)

Así, la PDA para mesones pseudoescalares [20]

f (Ps)ϕ(Ps)(x) = Z2Nc

∫
d4q
(2π)4δ (n ·q+−x n·P) trD[γ5/nSf (q+)Γ(Ps)(q;P)Sg(q−)] (2.16)

y los momentos de la PDA están dados por

f (Ps)〈xm〉= Z2Nc

∫
d4q
(2π)4

(n ·q+)m

(n ·P)m+1 trD[γ5/nSf (q+)Γ(Ps)(q;P)Sg(q−)] (2.17)

Aquí definimos la constante de decaimientof (Ps) como el momento cero de la PDA.

Siguiendo con el mismo esquema de truncamiento pero ahora enel canal vectorial, la am-

plitud de Bethe-Salpeter es [17]

Γµ
(V)(P) = γT

µ E(V)(P) (2.18)
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dondePµγT
µ = 0, γT

µ + γL
µ = γµ , y E(V) la función de vestimiento que, como en el caso anterior,

también es constante.

Dada la naturaleza vectorial de este tipo de mesones, podemos obtener dos tipos de PDA:

longitudinalϕ‖(x) y transversalϕ⊥(x) (ver Ref. [24, 18]). Estas las definimos como sigue:

f (V) n·P ϕ‖(x)=Ncm(V) trD

[
Z2

∫
d4q
(2π)4δ (n ·q+−x n·P) [γ ·n nνSf (q+)Γν

(V)(q;P)Sg(q−)]
]

(2.19)

f (V)
⊥ m2

(V)ϕ⊥(x) = n · P trD

[
ZT

∫
d4q
(2π)4δ (n ·q+−x n·P) [σµνPµSf (q+)Γν

(V)(q;P)Sg(q−)]

]

(2.20)

Los momentos de las PDAs están dados por

〈xm〉‖ = Nc
m(V)

f (V)
trD

[
Z2

∫
d4q
(2π)4

(n ·q+)m

(n ·P)m+2 [γ ·n nνSf (q+)Γν
(V)(q;P)Sg(q−)]

]
(2.21)

〈xm〉⊥ =
1

m2
(V)

f (V)
⊥

trD

[
ZT

∫
d4q
(2π)4

(n ·q+)m

(n ·P)m [σµνPµSf (q+)Γν
(V)(q;P)Sg(q−)]

]
(2.22)

Aquí, f (V) y f (V)
⊥ son las constantes de decaimiento longitudinal y transversa, respectivamente.

Cabe mencionar que este formalismo es válido para mesones constituidos por quarks ligeros.

Para el caso de estados ligados de quarks más pesados se encuentran discrepancia con los resul-

tados experimentales, sin embargo esto es un trabajo en curso [21, 22].

2.4 Resultados numéricos

Para calcular los momentos de la PDA para los mesones pseudoescalaresπ y K, y para los

mesones vectorialesρ , φ y K∗, es necesario contar con las propiedades de los quarks vestidos

ya que son el input para la EBS. Las masas de los quarks constituyentes las tomamos como

Mu = Md = 0.368GeV y Ms = 0.53GeV1. Las masas de los mesones y las estructuras de la

amplitud Bethe-Salpeter están dadas en la siguiente tabla (ver Ref. [23]).

1Estas masas dinámicas se obtienen a partir de un cálculo numérico donde se introduce las masas corrientes de

los quarks, conmG = 0.132GeV2
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mf g Ef g Ff g

π 0.14 3.60 0.48

K 0.50 3.86 0.60

ρ 0.93 1.53

φ 1.13 1.74

K∗ 1.03 1.62

Tabla 2.2: Masas computadas para los mesonesπ, K, ρ , φ y K∗, así como sus respectivas amplitudes de

Bethe-Salpeter, donde todas las dimensiones están dadas enGeV.
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Fig. 2.2: Los momentos de la PDA para mesones pseudoescalares.

En la Fig. 2.2 se muestran los momentos de la PDA para los mesonesπ y K. Podemos

observar que los momentos para ambos mesones se traslapan entre sí y con el comportamiento

esperado para una partícula puntual. Esto quiere decir que en la interacción de contacto, estos

mesones son puntuales.
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Fig. 2.3: Los momentos longitudinales de la PDA para mesonesvectoriales.

Para el caso de los momentos para la amplitud de distribuciónde los mesonesρ , φ y K∗,

calculados para〈xm〉‖ y 〈xm〉⊥, estos se encuentran ploteados en las figuras (2.3) y (2.4). Pode-

mos observar en la Fig. (2.3) que los momentos para los mesonesρ y φ son similares entre sí y

diferentes al comportamiento paraK∗.

Recordemos que en la composición del mesónK∗ tenemos la combinación de un quark s y

un antiquarku,d. Mientras que los quarks up y down son indiscutiblemente ligeros, el quark

strange es más pesado que los ligeros pero no lo suficiente como para ser considerado como

pesado. Esta diferencia entre las masas corrientes es la responsable en el comportamiento de la

PDA de este mesón, donde el quark s carga mayor momento en el estado ligado [26].
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Fig. 2.4: Los momentos transversos de la PDA para mesones vectoriales.

fπ fK fρ f⊥ρ fφ f⊥φ fK∗ f⊥K∗

teor 0.169 0.177 0.220 0.134 0.209 0.149 0.210 0.141

exp 0.13 0.156 0.208 0.233 0.217

Tabla 2.3: Valor de las constantes de decaimiento comparados con experimentos y con resultados de

lattice [6, 27, 28].

Definimos las constantes de decaimiento como el valor del momento cero de las ecuaciones

(2.17), (2.21) y (2.22). Los resultados de estas constantespara cada tipo de mesón se listan en

las tablas 2.3 y 2.4. En la primera tabla se comparan nuestrosresultados con datos experimen-

tales, mientras que en la segunda la comparación es con [17],donde se satisface explícitamente

la identidad axial-vectorial de Ward-Takahashi.

Para mesones pseudoescalares, el valor de la razón entre lasconstantes de decaimiento lep-

tónico es fK/ fπ = 1.1928 [6]. Nosotros encontramos esta razón con un valor de 1.04. Por

otro lado, los resultados para lattice QCD [27, 28] para mesones vectoriales predice las razones

f⊥ρ / fρ = 0.72, f⊥φ / fφ = 0.74 y f⊥K∗/ fK∗ = 0.76, para el esquemaMS a µ = 2GeV. Nosotros

obtenemosf⊥ρ / fρ = 0.61, f⊥φ / fφ = 0.71 y f⊥K∗/ fK∗ = 0.67.
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fπ fK fρ f⊥ρ fφ f⊥φ fK∗ f⊥K∗

aquí 0.101 0.107 0.129 0.134 0.125 0.149 0.124 0.141

[17] 0.101 0.129

Tabla 2.4: Valor de las constantes de decaimiento comparados con [17], donde se satisface explícitamente

la identidad axial-vectorial de Ward-Takahashi.

2.5 Más allá de RL

La dinámica de la interacción entre las partículas que conforman un mesón determina los fenó-

menos no perturbativos que se estudian en la Física Hadrónica, como el DCSB y la generación

dinámica de masas.

De hecho, en la literatura se hace uso indiscriminado de la aproximación RL para el vértice,

dado a que la estructura de la interacción quark-gluón es muyparecida a la de fermión-fotón. A

pesar de lo sencillo que puede ser esta aproximación, se obtienen resultados considerablemente

buenos [15].

En los grupos de ESD se estudian propuestas sobre otro tipo devértices con más estructura,

de forma fenomenológica. Por ejemplo, con factores efectivos para calcular PDAs y factores

de forma electromagnéticos [20, 52] y para espectroscopía de mesones [57, 58], o agregando

términos transversos [54, 55], en especial aquellos relacionados con el momento magnético

anómalo [35]. Otra forma de mejorar los resultados consisteen modificar la estructura del

propagador del gluón.

Aun así, la combinación de estas dos estrategias dependen dela capacidad computacional ya

que, en el formalismo de Bethe-Salpeter, el vértice se especifica en cómo se trunca la ecuación

de gap. Una vez hecho esto, se utilizan las identidades axial-vectorial de Ward-Takahashi [59]

y, finalmente, se construye el kernel de Bethe-Salpeter. En el caso de la interacción de contacto,

el ansatz para el vértice debe ser independiente del momento, es por ello que solo se puede

mejorar con funciones de vestimiento.
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En este capítulo estudiamos la descripción de los mesones ligeros mediante la amplitud de

distribución de partones, con la que calculamos las constantes de decaimiento. Esto se hizo con

el input de la aproximación RL, que es la que comúnmente se utiliza en la Física Hadrónica.

Una estrategia para mejorar estos resultados es con la implementación de ansatz que incorporen

más estructuras fenomenológicas. En los siguientes capítulos nos dedicaremos a analizar la

estructura del vértice, así como los requisitos para la descripción de esta interacción con la

finalidad de establecer condiciones para una contrucción noperturbativa.
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Capítulo 3
Consideraciones

generales sobre el vértice

de quark-gluón

E n la QCD, el vértice de quark-gluón contiene toda la información sobre la interacción

entre los quarks y los gluón. Para energías altas, del orden de la masa del bosón Z, la

constante de acoplamiento es suficientemente pequeña como para hacer una descripción de esta

interacción utilizando teoría de perturbaciones. Esto significa que el vértice se puede escribir

como una serie de diagramas pesados por términos de ordenαS.

= + +

Fig. 3.1: Corrección del vértice quark-gluón hasta ordenαS.

En este capítulo el objeto de estudio es el vértice de quark-gluón a un lazo, analizando los

elementos necesarios para describir esta interacción hasta ordenαS, ver figura 3.1, de forma que

el vértice sea congruente con los elementos clave de la QCD, independientemente de la escala

de energías. Por ello es necesario cumplir con ciertos requerimientos: tener las mismas reglas

de transformación que el vértice desnudo, garantizar la invariancia de norma, asegurar que

el propagador del quark sea multiplicativamente renormalizable y ser libre de singularidades

cinemáticas. Estas propiedades de explican a continuación.

3.1 Reglas de transformación del vértice desnudo

El vértice completo debe tener las mismas propiedades de transformación que el vértice desnudo

γµ bajo las operaciones de conjugación de carga (C), paridad (P) e inversión temporal (T),

debido a que este es el término a nivel árbol del desarrollo perturbativo de la función completa
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del vértice (ver Fig. 3.1). En particular, para el operador de conjugación de la carga [36]

tenemos que:

C γµC−1 =−γT
µ (3.1)

Siguiendo con esta idea, el vértice debe reducirse a la expansión perturbativa para acoplamiento

pequeño. Tomando en cuenta que una truncamiento del conjunto completo de ESDs es teoría

de perturbaciones, entonces una solución físicamente coherente a las ESDs tiene que ser con-

sistente con los resultados perturbativos en el régimen de acoplamiento pequeño del vértice de

quark-gluón.

3.2 Invariancia de norma

En una teoría de norma, los observables deben ser invariantes de norma. En el caso del vértice

completo de quark-gluón, éste debe satisfacer las identidades de Ward-Slavnov-Taylor (IWST)

para la QCD [41, 42]. Las IWST son relaciones no perturbativas que existen entre diferentes

funciones de Green y son consecuencia de la invariancia de norma. Además, son una general-

ización (a teorías no-abelianas) de las identidades de Ward-Takahashi (IWT) [39, 40].

3.2.1 Invariancia de norma en QED

= +

En la QED, las IWT relacionan al vértice con una función simple, el inverso del propagador

del fermión. Una de estas identidades establece lo siguiente:

qµ Γµ(p,k) = S−1(k)−S−1(p) (3.2)

dondeq = k− p es el momento del fotón yS−1(p) es el inverso del propagador del fermión.

Definimos el propagador de un quark, en términos de las funcionesF(p2) y M(p2), como:

S(p) =
F(p2)

/p−M(p2)
(3.3)
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Así, el propagador desnudoS(0)(p) simplemente es

S(0)(p) =
1

/p−m
(3.4)

A nivel árbol, la IWT satisface

(k− p)µγµ = [S−1(k)](0)− [S−1(p)](0)

= (/k−m)− (/p−m)

= /k− /p

(3.5)

Por otro lado, en la ecuación (3.2) la relación que establecela IWT es solo con la parte del

vértice que es paralela al momento del fotón. Esto nos permite separar al vértice completoΓµ

en una parte longitudinalΓµ
L y en una parte transversaΓµ

T , relativas al momento del fotón. Esto

es:

Γµ(p,k) = Γµ
L (p,k)+Γµ

T(p,k) (3.6)

Además, la IWT nos dice que la parte longitudinal queda determinada solamente por el

propagador del fermión, mientras que la parte transversa nocontribuye a la misma.

En esta dinámica, las posibles contribuciones de cuadrivectores (γµ , kµ y pµ ) y de escalares

(I, /k, /p y /k/p), pueden combinarse en 12 componentes independientes. En 1980, Ball y Chiu

[31] tomaron en cuenta estas contribuciones y las combinaron para crear una base tensorial con-

veniente, en donde solo 4 tensores contribuyen a la IWT. Estoconstituye el vértice longitudinal

y lo definimos de la siguiente forma:

Γµ
L (p,k) =

4

∑
i=1

λi(p
2,k2)Lµ

i (p,k) (3.7)

donde

Lµ
1 (p,k) = γµ

Lµ
2 (p,k) = (k+ p)µ(/k+ /p)

Lµ
3 (p,k) =−(k+ p)µ

Lµ
4 (p,k) =−σ µν(k+ p)ν

(3.8)
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y σ µν = 1
2[γ

µ ,γν ]. Los elementosλi(p2,k2) son funciones escalares que deben determinarse

por la teoría. Además, Ball y Chiu proponen una estructura sencilla para la parte longitudinal.

Eligen que las funcionesλi solo dependan de la forma del propagador del fermión. Esto es

λ1(p
2,k2) =

1
2

[
1

F(k2)
+

1
F(p2)

]

λ2(p
2,k2) =

1
2

1
k2− p2

[
1

F(k2)
− 1

F(p2)

]

λ3(p
2,k2) =− 1

k2− p2

[
M(k2)

F(k2)
− M(p2)

F(p2)

]

λ4(p
2,k2) = 0

(3.9)

Esta elección para el vértice longitudinal se conoce como elvértice de Ball y Chiu. Notemos

queλ4 = 0, esto se debe a que el escalar/k/p no aparece en el propagador del fermión. Así, el

vértice de Ball y Chiu es

Γµ
BC(p,k) =

1
2

[
1

F(k2)
+

1
F(p2)

]
γµ +

1
2

[
1

F(k2)
− 1

F(p2)

]
(k+ p)µ(/k+ /p)

k2− p2

−
[

M(k2)

F(k2)
+

M(p2)

F(p2)

]
(k+ p)µ

k2− p2

(3.10)

Por otro lado, la estructura tensorial restante no tiene contribución a la IWT, en la ec. (3.2),

y es transversa al momento del fotón. Esto es:

qµTµ
i = 0, coni = 1,2, ...,8 (3.11)

Esta estructura, compuesta por 8 tensores, constituye lo que se conoce como la base del

vértice transverso y la definimos como sigue:
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3.2. INVARIANCIA DE NORMA

Tµ
1 (p,k) = pµ(k ·q)−kµ(p ·q)

Tµ
2 (p,k) = [pµ(k ·q)−kµ(p ·q)]( 6k+ 6 p)

Tµ
3 (p,k) = q2γµ −qµ 6q

Tµ
4 (p,k) = [pµ(k ·q)−kµ(p ·q)]σνλ pνkλ

Tµ
5 (p,k) =−σ νµqν

Tµ
6 (p,k) = γµ(p2−k2)+(p+k)µ 6q

Tµ
7 (p,k) =

1
2
(p2−k2) [γµ( 6 p+ 6k)− pµ −kµ ]− (k+ p)µ σνλ pνkλ

Tµ
8 (p,k) = γµσνλ pνkλ +kµ 6 p− pµ 6k

(3.12)

Usando esta base, definimos al vértice transverso como:

Γµ
T(p,k) =

8

∑
i=1

τi(p
2,k2,q2)Tµ

i (p,k) (3.13)

donde los coeficientesτi(p2,k2) son escalares de Lorentz a determinar por la teoría y son fun-

ciones dek2 y p2. Así, es fácil ver que el vértice transverso no contirbuye a la IWT. Esto

es:

qµΓµ
T(p,k) = 0 (3.14)

3.2.2 Invariancia de norma en QCD

Ahora, en el contexto de QCD, la contribución a un lazo cambiadado que los gluones interac-

túan entre ellos, a diferencia de los fotones.

Para el vértice completo de quark-gluón, las IWST relacionan al vértice con una función

que, a diferencia de las IWT, no es tan simple. Se trata de una combinación del inverso

del propagador del fermión con el vértice completo de cuatropuntos quark-quark-fantasma-

fantasma, pesado por una función asociada al propagador delfantasma. Explícitamente esto

es:

qµΓµ(p,k,q) = G(q2)[H(k, p,q)S−1(k)−S−1(p)H(p,k,q)] (3.15)
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3.2. INVARIANCIA DE NORMA

Fig. 3.2: Contribuciones abeliana y no abeliana de la corrección a un lazo del vértice de quark-gluón.

dondeq= k− p es el momento del gluón yG(q2) es la función escalar asociada al propagador

del fantasma. La funciónH y su conjugada están relacionadas con el vértice completo decuatro

puntos quark-quark-fantasma-fantasma.

La ec. (3.15) nos permite separar al vértice en dos identidades [32], correspondientes a las

contribuciones de la figura 3.2. La contribución abeliana resulta en la ec. (3.2), pesada por un

factor de color, mientras que la contribución no-abeliana contiene la parte correspondiente a los

fantasmas. Esto es:

qµΓ(a)
µ (p,k,q) =

(
CF − 1

2
CA

)
C−1

F [S−1(p)−S−1(k)](1)

qµΓ(b)
µ (p,k,q) = [S−1(p)](0)H(1)(p,k,q)−H

(1)
(k, p,q)[S−1(k)](0)

+
1
2
CAC−1

F [S−1(p)−S−1(k)](1)H(0)+2G(1)(q2)[S−1(p)−S−1(k)](0)H(0)

(3.16)

En estas expresiones, los superíndices(0) y (1) indican las contribuciones a orden cero y a

un lazo, respectivamente. Además,CA = N y CF = (N2−1)/2N son los eigenvalores de los

operadores cuadráticos de Casimir de la representación adjunta y fundamental deSU(N), re-

spectivamente.
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De manera similar a lo que hicimos para la IWT, con la IWST podemos separar el vértice

completo en una parte longitudinal y en otra transversa, respecto al momento del gluón. De esta

forma siguen siendo ciertas las ecuaciones sobre las dos partes en las que se divide el vértice:

ecs. (3.6), (3.7) y (3.13), así como sus bases tensoriales definidas en las ecs. (3.8) y (3.12).

De aquí se sique queΓT
µ no contribuye a la IWST. Pero ahora la parte longitudinal no solo es

función del propagador del quark sino también depende del propagador del fantasma. Es decir,

toda la dinámica fantasmal queda metida en la parte longitudinal.

Considerando lo anterior, podemos decir que la invarianciade norma fija la parte longitudi-

nal del vértice de quark-gluón. Por esto necesitamos de más criterios para poder trabajar con la

parte transversa.

3.3 Renormalizabilidad multiplicativa

La interacción fermión-bosón está restringida por la invariancia de norma de la teoría y la

renormalizabilidad multiplicativa. La IWT y la IWST garantizan la invariancia de norma, im-

poniendo constricciónes sobre la parte longitudinal pero dejan libre la construcción de la parte

transversa. Es por ello que, para restringir la forma de la parte transversa, es necesaria la renor-

malizabilidad multiplicativa.

La renormalización nos permite escribir todas las cantidades físicas como independientes

de un corte ultravioletaΛ2 pero dependientes de una escala de masaµ2, que es la escala de

renormalización donde las cantidades son definidas [45, 43,37].

Consideremos la lagrangiana de la QCD (ver sección 1.2):

L =
Nf

∑
k=1

ψk(iγµDµ −mk
0)ψ

k− 1
4

Fa
µνFaµν − 1

2ξ
(∂ µAa

µ)
2+(∂ µ χa∗)Dab

µ χb (3.17)
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3.3. RENORMALIZABILIDAD MULTIPLICATIVA

dondeψ, Aa
µ y χa son los campos correspondientes a los quarks, gluones y de los fantasmas de

Faddeev-Popov, respectivamente.g es la constante de acoplamiento para la interacción fuerte y

el superíndicesk corresponde a todos los sabores de los quarks. Además

Fa
µν = ∂µAa

ν −∂νAa
µ +g fabcAb

µAc
ν

Dµ = ∂µ − igTaAa
µ

(3.18)

cona= 1,2, ...,8, f abc las constantes de estructura deSU(3)y Ta los generadores del grupo.

Sin embargo, esta lagrangiana se considera como desnuda en el sentido de que, en estudios

perturbativos, la expansión del acoplamiento resultan dependientes del momento. En general,

las contribuciones de los lazos de las funciones de Green para los quarks y los gluones generan

divergencias que deben ser subsanadas mediante la renormalización.

Los campos desnudosψ, Aa
µ y χa, así como el vértice de quark-gluónΓµ pueden expresarse

en términos de constantes de renormalización y de sus cantidades renormalizadas:

ψ =
√

Z2FψR, Aa
µ =

√
Z3Aa

µ R
, χa =

√
Z̃3χa

R, Γµ = Z1FΓµ R (3.19)

Los infinitos de estas cantidades son absorbidos en las constantesZ’s: la renormalización de

la función de onda del quarkZ2F , la renormalización de la función de onda del gluónZ3, la

renormalización del campo del fantasmaZ̃3 y la constante de renormalización del vérticeZ1F .

La IWST puede expresarse en términos de estas constantes de la siguiente forma [7]:

Z1

Z3
=

Z̃1

Z̃3
=

Z1F

Z2F
=

Z4

Z1
(3.20)

Aquí, Z1, Z̃1 y Z4 corresponden a las constantes de renormalización para los vértices de triple

gluón, fantasma-gluón y de cuatro gluones, respectivamente.1

El propagador del quark renormalizado tiene la forma general de

S−1
R (p) = /p−mR(µ2)−ΣR(p) (3.21)

1Para QED, la IWT establece queZ1F=Z2F .
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3.3. RENORMALIZABILIDAD MULTIPLICATIVA

similar a la ecuación de gap. AquíΣR(p) es la autoenergía. Este resultado está sujeto a las

condiciones de renormalización:

S−1
R (p)

∣∣∣∣
p2=−µ2

= /p−mR(µ2)

Γµ
R(p, p)

∣∣∣∣
p2=−µ2

= γµ

(3.22)

Estas expresiones son condiciones de renormalizaciónon-shelly aseguran que el propa-

gadorSR(p) tenga un polo en la masa física del quarkmR(µ2):

ΣR(p
2 =−µ2) = 0 (3.23)

Además, las condiciones (3.22) tienen las siguientes implicaciones sobre la ec. (3.3)

F(p2 =−µ2) = 1

M(p2 =−µ2) = mR(µ2)

(3.24)

La masa renormalizadamR(µ2) corre con la escala de renormalización. En una teoría sin con-

finamiento, como lo es la QED, esta masa corresponde a la masa física cuandom2
R(µ2) =−µ2,

como en el caso on-shell. Para el caso de la QCD, estas condiciones son válidas para para un

momento suficientemente grande.

Cuando hablamos de renormalizabilidad multiplicativa en el contexto no perturbativo se

busca intercambiarΛ2 por µ2 mediante funciones de vestimiento renormalizadas, usandola

siguiente prescripción.

Los propagadores del fermión y del gluón, definidos como en las ecs. (3.3) y (1.16), tienen

una dependencia implícita del corte UV, por lo que debería escribirse como:

S(p,Λ) =
F(p2,Λ2)

/p−M(p2,Λ2)

Dab
µν =−iδ ab 1

q2

[
G (q2)

(
gµν −

qµqν

q2

)
+ξ

qµqν

q2

]

(3.25)

41
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De esta forma se hacen evidentes la dependencia del corte UV ylas divergencias que pueden

salir cuandoΛ2 tiende al infinito. AquíG (q2) es la función de vestimiento del propagador del

gluón y es igual a

G (q2) =
1

1+Π(q2)
(3.26)

En la aproximación quenched,Π(q2) = 0, que corresponde al término de menor orden del

propagador del gluón.

Así, la renormalización de estos propagadores se logra escribiendo:

F(p2,Λ2) = Z2F(µ2,Λ2)FR(p
2,µ2)

G (q2,Λ2) = Z3(µ2,Λ2)GR(q
2,µ2)

(3.27)

donde las funciones de vestimiento renormalizadas para el quark y para el gluón están normal-

izada de acuerdo a:

FR(µ2,µ2) = GR(µ2,µ2) = 1 (3.28)

La función de masaM(p2) en la ec. (3.25) es invariante del punto de renormalización,por

lo que no depende deµ2.

Finalmente, la constante de acoplamiento renormalizadagR(µ2) es

gR(µ2) = Z−1
g g=

Z2F(µ2,Λ2)
√

Z3(µ2,Λ2)

Z1F(µ2,Λ2)
g (3.29)

Podemos obtener el acoplamiento fuerte renormalizadoαS(µ) = Z−1
α (µ2)αS considerando que

αS= g2/4π , peroZα(µ2) = 1+O(α). Entonces, a un lazo tenemos que

αS(µ) =
g2

4π
(3.30)

En la fase de Wigner, la renormalizabilidad multiplicativadel propagador del fermión re-

quiere que

F(p2) ∝ (p2)ν (3.31)
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dondeν es una dimensión anómala [33, 34]. Una dimensión anómala queda definida por su

correspondiente constante de renormalización y la escala de renormalización [60]. En QED,

ν = αξ
4π , mientras que en QCD,ν = αSξCF

4π +O(α2).

La renormalizabilidad multiplicativa asegura la ausenciade divergencias en la torre de

ESDs,[35]. Así, para cualquiera de los regimenes de energía, el vértice de quark-gluón debe

ser multiplicativamente renormalizable. Como mencionamos al principio de esta sección, la

parte transversa es la que se verá afectada por esta condición, restringiendo la forma que debe

tener, específicamente, losτi. Esto puede asegurarse observando el comportamiento que tiene

la parte transversa en el límite asintótico, es decir, cuando el cuadrado del momento de uno de

los fermiones es mucho mayor al otro,k2 ≫ p2.

Además, el vértice de quark-gluón debe asegurar la covarianza local de norma de las fun-

ciones de Green, es decir, tanto el propagador del fermión como el vértice deben de cambiar

según las leyes de transformación de Landau, Khalatnikov y Fradkin (LKFT) para cualquier

variación de la norma [44].

De esta forma, la parte transversa queda constreñida por el requerimiento de la renormaliz-

abilidad multiplicativa y las LKFTs.

3.4 Singularidades cinemáticas

El vértice de quark-gluón debe tener un límite único y finito cuandok2 → p2. Esto implica que

no hay singularidades cinemáticas. Una propuesta para una forma no perturbativa del vértice

debe cumplir con esta característica dado a que las únicas singularidades que aparecen en la

teoría son aquellas que vienen de la dinámica, como los polosde las masas para las partículas

físicas.

Aquí es importante notar que la base escrita en las ecs. (3.12) no garantiza que el vértice

transverso sea libre de singularidades cinemáticas. Ball yChiu [31] introdujeron esta base para

el cálculo del vértice electrón-fotón en QED a un lazo, en la norma de Feynman. Sin embargo,

43



3.4. SINGULARIDADES CINEMÁTICAS

el mismo cálculo en norma arbitraria covariante [36] mostróque es necesario modificar la base

y algunos de los factores de forma para asegurar la ausencia de singularidades cinemáticas para

el caso general. Entonces es necesario modificar el tensorTµ
4 de la ec. (3.12) como sigue:

T̃µ
4 (p,k) = q2[γµ(/k+ /p)− (k+ p)µ ]+2(k− p)µσνλ pνkλ (3.32)

Mientras que la definición de la ec. (3.13) debe ser de la siguiente forma:

Γµ
T(p,k) =

8

∑
i=1

τ̃i(p
2,k2)Tµ

i (p,k) (3.33)

conTµ
4 = T̃µ

4 y

τ̃i = τi , parai = 1,2,3,5,6,8

τ̃4 =
1
4
(k2− p2)τ4

τ̃7 = τ7+
1
2

q2τ4

(3.34)

Conectando esta idea con lo dicho en la sección 3.1, al hacer el intercambiok ↔ p y ha-

ciendo uso de la ec. (3.1) encontramos que todos losLµ
i y los Tµ

i deben ser impares, excepto

por Lµ
4 y Tµ

6 , que deben ser pares. Asimismo, todos losλi y los τi deben ser simétricos ante el

intercambio dek2 ↔ p2, excepto porλ4 y τ6, que deben ser antisimétricos.

En un caso especial de esto último, para el límite simétricok2 = p2 se debe cumplir que

λ4(p
2, p2) = τ6(p

2, p2) = 0 (3.35)

44



Capítulo 4
Estructura del vértice

C omo mencionamos en la sección anterior, la interacción quark-gluón puede ser descrita

matemáticamente mediante un vértice que debe cumplir con ciertos requerimientos

para ser compatible con la teoría cuántica de campos. Davydychev, Osland y Saks [32] hicieron

el cálculo del vértice de quark-gluón a un lazo, en norma y dimensión arbitrarias. Con esto

podemos derivar resultados en diferentes límites cinemáticos los cuales pueden ser una guía

para una posible construcción no perturbativa.

En esta sección presentamos resultados perturbativos paralos vértices longitudinal y transverso,

definidos en la sección anterior, para algunos puntos cinemáticos de interes: el límite comple-

tamente simétricok2 = p2 = q2 y el asintóticok2 ≫ k · p≫ p2 ≫ m2, así como otras configu-

raciones simétricas con fines comparativos con lattice.

Los resultados de esta parte del trabajo se fueron reportando como poster en laSchool on

QCD and LHC Physicsy en laXXX Reunión Anual de la División de Partículas y Campos[3],

y como charlas en en el mini-tallerMS Morelia 2014y en laReunión General de la Red-FAE

2016. Los resultados finales de este trabajo se publicaron en la revista Physical ReviewD95,

página 034041, 2017 [4] y se presentaron como charla en elVI International Workshop on Non-

Perturbative Aspects of Field Theory.

4.1 Límite totalmente simétricok2 = p2 = q2

Un punto de interés en la comunidad es el del límite simétricok2 = p2 = q2 dado a que es un

punto cinemático al cual lattice puede acceder [47]. Más aun, los resultados que aquí se pre-

sentan deben ser compatibles para los obtenidos con cualquier construcción no perturbativa del

vértice para el caso de acoplamiento pequeño.
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Los diagramas a un lazo del desarrollo perturbativo del vértice son los que se presentan en la

figura 4.1. Aquí podemos identificar al diagrama de la izquierda como la contribución abeliana

y al diagrama de la derecha como la contribución no abeliana.

Fig. 4.1: Contribuciones abeliana y no abeliana de la corrección a un lazo del vértice de quark-gluón.

Cada factor de forma calculado tiene la etiqueta correspondiente que lo identifica con alguna

de estas contribuciones:(a) para la contribución abeliana y(b) para la contribución no abeliana.

De esta forma, el factor de forma completo es la suma de ambas contribuciones:

λi = λ (a)
i +λ (b)

i

τi = τ(a)i + τ(b)i

(4.1)

4.1.1 Vértice longitudinal

Los factores de forma para esta parte están dadas por la ec. (3.7), con la base de las ecs.

(3.8). El único factor de forma del vértice quark-gluón que diverge a un lazo en el UV es

λ1(p2,k2,q2,1/ε), donde la dimensión del espacio tiempo esn= 4−2ε; n→ 4 cuandoε → 0.

Aquí, ε funciona como un regulador para el polo divervente 1/ε, en el regimen UV.

Bajo el esquema de renormalización MOM (momentum substraction), la renormalización

del vértice permite que el término a nivel árbol en teoría de perturbaciones sea válido para
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momentos suficientemente largos. Así, a un lazo se cumple

Z1F(µ2,ε) = 1+λ1(−µ2,ε) (4.2)

dondeλ1 es el factor de forma longitudinal sin renormalizar. Por otro lado, la ec. (3.22) nos

dice que:

Γµ
R(p

2,−µ2)|p2=−µ2 = γµ (4.3)

Comparando con la ec. (3.19), esta condición de renormalización implica

λ1R(p
2,−µ2)|p2=−µ2 = 0 (4.4)

Explícitamente, tenemos que

Z1F = 1+
1
ε

[
ξCa+

3
4
(1+ξ )Cb

]
+FinZ (4.5)

donde las constantes de colorCa y Cb están definidas como

Ca =
α(µ)
4π

(
CF − 1

2
CA

)

Cb =
α(µ)
4π

CA

(4.6)

Podemos ver que el término proporcionalCa corresponde al diagrama abeliano y el término

que involucra aCb es la contribución no abeliana. [46]. FinZ es la parte finita de la constante de

renormalizaciónZ1F y está dada por

FinZ = Caξ
{

m4−µ4

µ4 L(−µ2)− m2

µ2 +Cm

}

−1
4
Cb(1+ξ )

{
− m4−m2µ2−2µ4

µ4 L(−µ2)+
m2

µ2

− ln

(
m2

µ2

)
− (m2+µ2)ϕ1(−µ2)−2−3Cm

}
. (4.7)

donde definimos una variable constante de masa comoCm = 1− ln(m2)+ ln(4π)− γE, conγE

la constante de Euler, y la funciónL(p2) es

L(p2) = ln

(
1− p2

m2

)
(4.8)
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La evaluación de los factores de forma longitudinales, a partir de la prescripción dada en

[32] es:

λ a
1R(p

2,−µ2) =− Caξ
p4µ4

{
p4(m4−µ4)L(−µ2)+µ4(p4−m4)L(p2)−m2p2µ2(p2+µ2)

}

λ a
2(p

2) =−Caξ
2p6

{
p2(2m2+ p2)+2m4L(p2)

}

λ a
3(p

2) =−Ca(ξ +3) m
p4

{
p2+m2L(p2)

}

λ a
4(p

2) = 0

(4.9)

λ b
1R(p

2,−µ2) =−Cb(ξ +1)
4p4µ4

{
p4(m4−m2µ2−2µ4)L(−µ2)

−µ4(m4+m2p2−2p4)L(p2)+ p4µ4 ln

(
− p2

µ2

)

−µ2p2[(µ2+ p2)m2−µ2p2(m2+µ2)ϕ1(−µ2)+µ2p2(m2− p2)ϕ1(p
2)
]}

λ b
2 (p

2) =
Cb

24p6

{
(3−ξ )p2

[
p2(2m2− p2)ϕ1(p

2)+3p2−2p2 ln

(
− p2

m2

)
+(m2+2p2)L(p2)

]

−3(1+ξ )
[
p2(p2+2m2)+2m4L(p2)

]}

λ b
3 (p

2) =− Cb m
8p4[p4+m4−m2p2]

{[
2(ξ +5)m6+3(ξ +3)m2p2(p2−m2)+(ξ −1)p6

]
L(p2)

− p2
[
−2(ξ +5)(p4+m4−m2p2)+(ξ −1)p4 ln

(
− p2

m2

)]}

λ b
4 (p

2) = 0

(4.10)

La simetría en la conjugación de la carga del vértice de quark-gluón implica queλ4(p2,k2,q2)=

−λ4(k2, p2,q2). Es por ello que en el límite simétrico este factor de forma seanule.

Las integrales usadas se definen como:

iπn/2ϕ1(p
2,k2) =

∫
d4w

(w2−m2)(k−w)2(p−w)2

iπn/2ϕ2(p
2,k2) =

∫
d4w

w2[(k−w)2−m2][(p−w)2−m2]

(4.11)
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En el caso simétrico,ϕ1,2(p2) ≡ ϕ1,2(p2, p2, p2). Aunque las expresiones analíticas de estas

integrales pueden encontrarse en el apéndice A, en realidadfueron resueltas de forma numérica

para el artículo [4].

Por otro lado, los resultados perturbativos son válidos solo para momentos grandes dep2.

Aun así hemos extrapolado nuestras expresiones a la región del infrarrojo para hacer un análisis

comparativo y probar la estructura general del vértice. Es por ello que tomamosαS = 0.118,

conµ = 2GeV.

En la figura 4.2 se grafica el comportamiento del factores de forma λ a,b
1R a un lazo, en la

norma de Feynman. La contribución no abeliana es positiva enel infrarrojo y su magnitud

en este regimen es mucho mayor a la de la contribución abeliana. Estas contribuciones juntas,

graficadas en la figura 4.3 en la norma de Landau, muestran un acrecentamiento en el infrarrojo.

Sin embargo, esta magnitud es pequeña comparada con el efecto no perturbativo reportado en

lattice y en otros trabajos de ESD, [47, 49], como se puede veren la figura 4.7.

La contribución totalλ1R(p2,−µ2) en el infrarrojo profundo se presenta en la Fig. (4.4),

junto con los factores de formaλ2 y λ3. Podemos ver que en esta región tenemos valores de

saturación en∼ 0.119, 0.177GeV2 y 0.063GeV, respectivamente. El valor finito deλ2 en el

infrarrojo ha sido reportado en otros límites cinemáticos simétricos en [50, 51], en contraste

con el comportamiento divergente reportado por lattice, [47].
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Fig. 4.2: Factores de formaλ a,b
1R a un lazo, en la norma de Feynman ym= 0.115GeV.
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Fig. 4.3: Factor de forma 1+λ1R a un lazo, en la norma de Landau ym= 0.115GeV.
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Fig. 4.4: Saturación de los factores de formaλ1R, λ2 y λ3 a un lazo en el infrarrojo, en la norma de

Landau ym= 0.115GeV.
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4.1.2 Vértice transverso

De forma análoga a la sección anterior, obtuvimos las contribuciones abeliana y no abeliana de

los factores de forma transversos en el límite simétrico. A diferencia del caso longitudinal, en

esta parte analizamos la estructura singular de estos factores de forma en el infrarrojo, donde

p2 → 0.

Similar al caso del factor de formaλ4, en este límite

τ6(p
2,k2,q2) =−τ6(k

2, p2,q2)

τ̃4(p
2,k2,q2) =−τ̃4(k

2, p2,q2)

dondeτ̃4 está definido en las expresiones (3.34). Así, estos factoresde forma son nulos en el

límite simétrico yτ̃7 = τ7.

Los resultados analíticos para los factores de forma dados en las ecs. (3.34) son:

τa
1(p

2) = −2Cam

3p6 (ξ +3)
{

p2[3− (2m2+ p2)ϕ2(p
2)−4 f (p2)]+(m2+2p2)L(p2)

}

τa
2(p

2) =
Ca

3p6

{
4m2ξ + p2(ξ +4)−

[
4m4ξ +2p4]ϕ2(p

2)−4ξ
(
2m2+ p2) f (p2)

+2
[
2m2+ξ p2]L

(
p2)

}

τa
3(p

2) = − Ca

3p6

{
3p2[(2−ξ )p2+ξm2]+ p2[−2ξm4+4m2p2+(2ξ −1)p4]ϕ2(p

2)

−2p2[(2−ξ )p2+2ξm2] f (p2)− (m2− p2)
[
(2−ξ )p2−ξm2]L(p2)

}

τa
4(p

2) =
2Cam(1−ξ )
3p6(m2− p2)

{
−4m2+ p2+4m2(m2− p2)ϕ2(p

2)

+4(2m2− p2) f (p2)−2(m2− p2)L(p2)

}
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τa
5(p

2) = −Cam(1−ξ )
3p4

{
p2[3+2(m2− p2)ϕ2(p

2)+4 f (p2)]+(5m2−2p2)L(p2)
}

τa
6(p

2) = τ̃a
4(p

2) = 0

τa
7(p

2) = − Cam(1−ξ )
3p6(m2− p2)

{
3p4−6m2p2+

(
2m2p4−2p6

)
ϕ2(p

2)

+4p4 f (p2)−2
(
3m4−4m2p2+ p4)L

(
p2)

}

τa
8(p

2) = −2Ca

3p4

{
p2(2m2+ p2)ϕ2(p

2)+4p2 f (p2)+2(m2− p2)L(p2)

}

(4.12)

Para el caso de los factores no abelianos, tenemos las siguientes expresiones1

τb
1(p

2) =
Cb m

24p6(m4−m2p2+ p4)2

{
p2
[
8m8(ξ −6)+4m6p2(24−3ξ −ξ 2)

−6m4p4(24−3ξ −2ξ 2)+2m2p6(48−5ξ −3ξ 2)−2p8(24−3ξ −4ξ 2)
]

ln

(
− p2

m2

)

+2p2(m4−m2p2+ p4)
[
12m2(m2− p2)(ξ −3)−3p4(12−4ξ +ξ 2)

+2(m4−m2p2+ p4)[2m2(ξ −6)+ p2(6−2ξ +ξ 2)]ϕ1(p
2)
]

+2
[
4m10(2ξ −3)−m8p2ξ (13+2ξ )+2m6p4(6+7ξ +4ξ 2)−m4p6(48+ξ +6ξ 2)

+2m2p8(18−2ξ −ξ 2)− p10(24−5ξ −2ξ 2)
]
L(p2)

}

τb
2(p

2) = − Cb

12p6(m4−m2p2+ p4)

{
−
[
4(ξ −2)m6+8m4p2+

(
ξ 2−8

)
m2p4+4ξ p6

]
ln

(
− p2

m2

)

4p2(m4−m2p2+ p4)−2(ξ −2)(ξ p2−2m2)
(
m4−m2p2+ p4)

+
[
4(ξ −2)m4+2(ξ +2)m2p2+(ξ −2)(ξ +1)p4

](
m4−m2p2+ p4)ϕ1(p

2)

+
[
(−2ξ 2+5ξ −6)m6+m4p2(2ξ 2−ξ +6)+(ξ −6)m2p4+4ξ p6

]
L
(
p2)

}

τb
3(p

2) =
Cb

24p6(m4−m2p2+ p4)

{
6p2(m4−m2p2+ p4)

[
(2+3ξ −ξ 2)p2+(ξ −2)m2

]

−p2
[
4(ξ −2)m6−2(ξ 2−3ξ −6)m4p2+(5ξ 2−18ξ −12)m2p4−2(ξ 2−5ξ −2)p6

]
ln

(
− p2

m2

)

+p2(m4−m2p2+ p4)
[
ξ 2p2(p2−2m2)+4ξ (m2+ p2)2−8(m4−m2p2+ p4)

]
ϕ1(p

2)

+2(m2− p2)
[
(ξ −2)m6−2ξ (ξ −3)m4p2−ξ (ξ −6)m2p4+(ξ 2−5ξ −2)p6

]
L(p2)

}

1Para estas expresiones deτb
i , ξ → 1− ξ .
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τb
4(p

2) =
Cbmξ

6p6(m4−m2p2+ p4)2

{
−ξ p2(m4−m2p2+ p4)(p2−2m2)

+
[
(m4−m2p2+ p4)(4m4−4m2p2+3p4)+ξ p6(2p2−m2)

]
ln

(
− p2

m2

)

−2(m4−m2p2+ p4)2
[
(2m2− p2)ϕ1(p

2)+2
]

+
[
m6(5−2ξ )(2p2−m2)+m4p4(6ξ −13)−2m2p6(ξ −4)− p8(3+2ξ )

]
L(p2)

}

τb
5(p

2) = − Cb m
12p4(m4−m2p2+ p4)

{
p2ξ

[
2m4−m2p2(ξ −4)+2p4(ξ −2)

]
ln

(
− p2

m2

)

+p2(m4−m2p2+ p4)
[
6ξ +[p2(18−8ξ +ξ 2)−2m2ξ ]ϕ1(p

2)
]

+2ξ (m2− p2)
[
4m4+m2p2(ξ −4)+ p4(ξ −2)

]
L(p2)

}

τb
6(p

2) = τ̃b
4(p

2) = 0

τb
7(p

2) =
Cbmξ

12p6(m4−m2p2+ p4)

{
− p4(p2−2m2) ln

(
− p2

m2

)

+2p2(m4−m2p2+ p4) [3− p2ϕ1(p
2)]+

(
6m6−7m4p2+3m2p4+ p6

)
L
(
p2)

}

τb
8(p

2) =
Cb

12p4(m4−m2p2+ p4)

{
p2
[
2m4(ξ −6)− (ξ 2−2ξ −12)m2p2+2p4(ξ 2−3ξ −6)

]

× ln

(
− p2

m2

)
+ p2(m4−m2p2+ p4)

[
(ξ 2−6ξ +12)p2−2(ξ −6)m2

]
ϕ1(p

2)

+2(m2− p2)
[
(ξ −6)m4+(ξ 2−5ξ +6)m2p2+(ξ 2−3ξ −6)p4

]
L(p2)

}

(4.13)

Las expresiones de las ecs. (4.6), (4.8) y (4.11) siguen siendo válidas para este cálculo, y la

función f (p2) se define como

f (p2) =





√
p2−4m2

4p2 ln
√

p2−4m2+
√

p2√
p2−4m2−

√
p2

, p2 > 4m2 ,

√
4m2−p2

p2 arctan
√

p2

4m2−p2 , p2 < 4m2 .

(4.14)

También checamos el comportamiento en la región del infrarrojo para estos factores de

forma abelianos en la norma de Landau, ver figura 4.5. Podemosver que todos los factores de

forma tienen un comportamiento finito en esta región. Es por ello que esperamos que cualquier

construcción del vértice en QED sea finito en el límite simétrico.
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Fig. 4.5: Factores de forma abelianosτa
i (p

2) a un lazo en el infrarrojo, en la norma de Landau ym=

0.115GeV.

Por otro lado, no todos los factores de forma no abelianos sonfinitos en el infrarrojo, cuando

p2 → 0. De hecho losτb
i divergen de forma logarítmica parai = 1,2,3,5,8, ver Ref. [4]. Sin

embargo, estos factores de forma son bien portados cuando los pesamos con el factorp2, que

aparece en los tensores de la base transversa de la ec. (3.12). Este factor suprime la divergencia,

como se puede ver en la figura 4.6.

4.1.3 Comparación con lattice

Los factores de formaλ1R y τ5, que son relevantes debido a que el primero es el factor que

acompaña aγµ y el segundo al término relacionado con el momento magnéticoanómalo, en

esta base, han sido calculados en lattice para límites cinemáticos simétricos pero en distintas

configuraciones a la nuestra.
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Fig. 4.6: Factores de forma no abelianosτa
i , pesados porp2, a un lazo en el infrarrojo, en la norma de

Landau ym= 0.115GeV.

En el caso deλ1R, los valores reportados por lattice [47, 48], así como los calculados para

QED usando ESD [49] se encuentran en la figura 4.7 para el límite soft photono de momento

cero, dondep2 = k2 y q2 = 0. Nuestra curva, QCD 1-Loopα = 0.118, está graficada como

1+λ1R(p2, p2,0), donde usamos los valores dem= 0.06GeV como en lattice y las integrales

expresadas para este caso específico están dadas en [32].

En esta gráfica podemos observar que el crecimiento que se da para valores perturbativos

es pequeño comparado con el crecimiento no perturbativo en la misma región. Además, el re-

sultado a un lazo es responsable de aproximadamente el 10% del crecimiento infrarrojo, com-

parado con el valor a orden árbol.
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Fig. 4.7: Factor de forma 1+λ1R a un lazo, en la norma de Landau ym= 0.06GeV.

Por otro lado, los resultados paraτ5 se encuentra en la figura 4.8 donde la evaluación es en

el límite quark reflectiono de quark-antiquark con igual momento, dondep2 = k2 y q2 = 4p2.

Nuestra curva se compara con los datos reportados por lattice [47] y utilizando el modelo de

Curci-Ferrari [50]. Además, para fines comparativos,g= 4.2 y m= 0.44GeV.

Podemos observar que el comportamiento de nuestra curva coincide con el comportamiento

reportado por lattice pero diverge en el infrarrojo. Esta divergencia se debe a la dependencia de

1/p4 de nuestras expresiones, las cuales son las siguientes:
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Fig. 4.8: Factor de formaτ5 reportados por lattice (puntos negros), utilizando el modelo de Curci-Ferrari

(curva azul) y nuestros resultados a un lazo, en la norma de Landau ym= 0.44GeV (curva roja).

τa
5(p

2, p2,4p2) =− 1
4p4η

3Cam(1−ξ )

×
(

m2+2(m2− p2)p2ηϕ2− (m2−2p2) ln

(
−4p2

m2

)
+2(m2− p2)L(p2)

)

τb
5(p

2, p2,4p2) =
1

8p4(m2+ p2)η
3Cbm(1−ξ )[m2− p2(ξ −2)]

×
(

p2((m2+ p2)ηϕ1− ln

(
−4p2

m2

)
− (m2− p2)L(p2)

)

(4.15)

Cabe mencionar que este último es un resultado obtenido después de la publicación del

artículo derivado de esta tesis [4]. Además, se agradece a Marcela Pelaez por proporcionar los

datos de graficación usando el modelo de Curci-Ferrari y los que le proporcionó J.I. Skullerud

para comparación.

4.2 Límite asintóticok2 ≫ p2 ≫ m2

La interacción quark-gluón está restringida por la invariancia de norma y por la renormal-

ización multiplicativa. Como ya mencionamos, la invariancia de norma se asegura con la im-
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plementación de la WSTI (ver sección 3.3), lo que nos permiteseparar al vértice completo en

sus contribuciones longitudinal y transversa. Por esto, lainvariancia de norma fija la parte lon-

gitudinal.

En cambio, la parte transversa es relevante para la renormalización multiplicativa, poniendo

restricciones en los factores de forma transversosτi. Para poder obtener más información sobre

estos factores de forma es necesario observar el comportamiento del vértice transverso en el

límite asintótico, cuandok2 ≫ k · p≫ p2 ≫ m2 [33]. En esta sección presentamos los resulta-

dos para estos factores de forma en este límite.

De forma similar a la sección pasada, las expresiones para cadaτi perturbativo se encuen-

tran definidas en [32]. Podemos separar estos 8 factores de forma en masivos (τ1, τ4, τ5 y τ7) y

no masivos (τ2, τ3, τ6 y τ8), según si su contribución es cero o no en el límite quiral, esdecir,

cuandom→ 0. Los factores de forma masivos los redefinimos comoτ/m para que no sean

triviales en el límite quiral.

Los factores de forma transversos se pueden expresar en términos de factores y estructuras

cinemáticas, dadas en [32], de la forma siguiente

τa
i (p

2,k2,q2) =
η Ca

(4π)n/2−2

{
ta
i,0ϕ2+ ta

i,1S(1)1

+ ta
i,2S(1)2 + ta

i,3S(1)3 + ta
i,4S(1)4 + ta

i,5S(1)5

}

(4.16)

τb
i (p

2,k2,q2) =
η Cb

(4π)n/2−2

{
tb
i,0ϕ1+ tb

i,1S(1)1 + tb
i,2S(1)2

+ tb
i,3S(1)3 + tb

i,4S(1)4 + tb
i,5S(1)5

}

(4.17)

conCa y Cb definidos en las ecs. (4.6).
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Las estructuras escalaresS(1)i en este límite se pueden expresar como:

ηS(1)1 = −p ·qln

(
− p2

µ2

)
+k ·qln

(
− k2

µ2

)
−q2 ln

(
− q2

µ2

)

ηS(1)2 = − ln

(
− p2

µ2

)
− ln

(
− k2

µ2

)
+2ln

(
− q2

µ2

)

ηS(1)3 = 2− ln

(
− p2

µ2

)
− ln

(
− k2

µ2

)

ηS(1)4 = 4−2γ +
2
ε
− ln

(
− p2

µ2

)
− ln

(
− k2

µ2

)

ηS(1)5 = − 1
p2−k2

[
ln

(
− p2

µ2

)
− ln

(
− k2

µ2

)]
(4.18)

La única estructura que contiene polos enε es S(1)4 . Sin embargo,ta,b
i,4 es proporcional aε

(ver [32]), por lo que no hay divergencias de este tipo.

La forma analítica de los factores de forma transversos abelianosτa en el límite asintótico

son

k4τa
1

m
= Ca (3+ξ ) ln

(
p2

k2

)

k4τa
2 = Ca

1−2ξ
3

ln

(
p2

k2

)

k2τa
3 = Ca

1+ξ
3

ln

(
p2

k2

)

k6τa
4

m
= −Ca

1−ξ
3

ln

(
p2

k2

)

k2τa
5

m
= −Ca

1−ξ
6

ln

(
p2

k2

)

k2τa
6 = Ca

2−ξ
6

ln

(
p2

k2

)

k4τa
7

m
= Ca

1−ξ
3

ln

(
p2

k2

)

k2τa
8 = Ca ln

(
p2

k2

)
(4.19)
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Mientras que los no abelianosτb son

k4τb
1

m
= Cb

12+7ξ −ξ 2

12
ln

(
p2

k2

)

k4τb
2 = Cb

6−9ξ +ξ 2

24
ln

(
p2

k2

)

k2τb
3 = Cb

ξ (3+ξ )
24

ln

(
p2

k2

)

k6τb
4

m
= Cb

2−ξ −ξ 2

12
ln

(
p2

k2

)

k2τb
5

m
= Cb

22+11ξ +3ξ 2

24
ln

(
p2

k2

)

k2τb
6 = Cb

3−3ξ +2ξ 2

48
ln

(
p2

k2

)

k4τb
7

m
= −Cb

1−ξ
6

ln

(
p2

k2

)

k2τb
8 = Cb

−2−3ξ −ξ 2

8
ln

(
p2

k2

)
(4.20)

Además,̃τ4 =
k2

4 τ4 y τ̃7 = τ7+
k2

2 τ4.

En este límite, los tensores definidos en la ec. 3.12 se comportan como potencias del inverso

del momento. Solo dos factores de forma son dominantes y proporcionales entre sí:

T3asy
µ =−T6asy

µ = k2γµ− 6kkµ ≡ Tµ (4.21)

Así, el comportamiento del vértice transverso en este límite es

Γµ
T(p,k,q)

k2≫p2

= (τ3− τ6)T
µ

=−α
CA(1+ξ )−8CF ξ

64k2π
ln

p2

k2 Tµ (4.22)

Este resultado se encuentra graficado en la figura 4.9.

La ecuación (4.22) es una generalización en QCD del resultado derivado en [33]:

Γµ
T(p,k,q)

k2≫p2

= (τ3− τ6)T
µ

=
αξ

8k2π
ln

p2

k2 Tµ (4.23)

Podemos hacer un análisis similar solo para los factores de forma masivos, que no con-

tribuyen al comportamiento asintótico del vértice completo pero puede darnos una información
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Fig. 4.9: Factores de forma que contribuyen al comportamiento asintótico del vértice. La línea sólida

(azul) es la evaluación numérica del resultado a un lazo, mientras que la línea punteada (roja) corresponde

al resultado de las ecs. (4.19) y (4.20), válido parax→ 0. Podemos observar que estas curvas convergen

parax→ 0.

para una posible cinstrucción no perturbativa del vértice de quark-gluón. En este caso las únicas

contribuciones vienen deτ4,5,7. Además en este límite los tensores son proporcionales entre sí

de la siguiente forma:

T̃4asy
µ = −k2T5asy

µ =−2T7asy
µ

= (k2γµ −kµ 6k) 6k= Tµ 6k. (4.24)

Así, el comportamiento de la vértice transverso en este límite es

Γµ
mT(p,k,q)

k2≫p2

=

(
τ̃4−

1
k2τ5−

1
2

τ̃7

)
Tµ 6k

=−α
CA(20+13ξ +3ξ 2)

96k4π
ln

p2

k2 Tµ 6k (4.25)
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4.3 Condiciones para una construcción no perturbativa

Si bien el vértice de quark-gluón a un lazo ha sido calculado de forma perturbativa por Davy-

dychev, Osland y Saks en [32], este resultado tiene dos grandes desventajas: la insuficiencia del

cálculo para generar masa de forma dinámica y su poca practicidad matemática.

Es por ello que existen propuestas o ansätze para abordar el primer problema. Estas prop-

uestas consisten en expresar los factores de formaλi y τi en términos de las funciones de ves-

timiento de los propagadores. Algunos de estos ejemplos para el vértice en QED se pueden

encontrar en [31, 33, 36, 35, 50]. Sin embargo, estas propuestas no logran cumplir los requer-

imientos expresados en el capítulo III o conllevan a una dificultad matemática para calcular

objetos más complicados que los factores de forma.

Para poder manipular la estructura matemática del vértice se hacen aproximaciones o prop-

uestas específicas para el proceso a estudiar. En la Física Hadrónica se utiliza la aproximación

del vértice desnudo o RL, dado que es sencillo de manipular deforma numérica. Además, como

la estructura del vértice de quark-gluón es muy similar a la del quark-fotón, estas propuestas se

adaptan para calcular PDAs y factores de forma electromagnéticos [20, 52, 53].

Aun así, se sigue buscando mejorar estas propuestas de vértices, buscando comparar con

las observables e incorporando los términos transversos que son relevantes para el momento

cromomagnético anómalo [54, 55, 35].

Podemos aprovechar los resultados aquí presentados para establecer constricciones para una

posible construcción no perturbativa para el vértice de quark-gluón que sea fácil de manipular.

En el caso del límite simétrico, el comportamiento del vértice implica que

λ4(p
2, p2, p2) = τ̃4(p

2, p2, p2) = τ6(p
2, p2, p2) = 0

Esto debe mantenerse sin importar el regimen de energía. Además, el factor de formaλ1R debe

cumplir con

λ1R(p
2,−µ2)|p2=−µ2 = 0 (4.26)
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en concordancia con la expresión (3.22).

Para la parte longitudinal es comun utilizar el vértice de Ball y Chiu [31] indistintamente

para QED y QCD. Hay propuestas para esta parte [56, 57], que consisten en utilizar este vértice

pesado por una función escalar que depende de la función de vestimientoG(q2) del propagador

del fantasma y las funciones escalaresχi . Estas funciones son tales que

H(p,k,q) = χ0(p
2,k2,q2)I+χ1(p

2,k2,q2)/p+χ2(p
2,k2,q2)/k+χ3(p

2,k2,q2)σµν pµkν (4.27)

donde la funciónH está relacionada con el vértice completo de cuatro puntos quark-quark-

fantasma-fantasma (ver ec. (3.15)). A nivel árbol,χ0 = 1 y χi = 0, parai = 1,2,3. Dado a que

χ0 es el término dominante, la propuesta en [56] consiste en:

Γµ
L (p,k) = G(q2)χ0(p

2,k2,q2)Γµ
BC(p,k) (4.28)

dondeΓµ
BC(p,k) está dado en la ec. (3.10), mientras que las funcionesG(q2) y χ0(p2,k2,q2)

están definidas de forma perturbativa en [32]. Sin embargo, aun se necesita un modelo no per-

turbativo para estas funciones.

El vértice de Ball y Chiu no puede usarse como el vértice completo dado a que no es mul-

tiplicativamente renormalizable. Por ello es necesario agregar la parte transversa del vértice.

Para esta parte existen una gran cantidad de ansätze que incorporan uno o varios tensores de la

parte transversa.

No podemos elegir una forma definitiva para el vértice transverso usando solo nuestros re-

sultados en el límite asintótico. Sin embargo, podemos establecer criterios sobre los factores de

forma no perturbativos que se deseen utilizar:

• Si se desea incorporar los factores de formaτ3 y τ6, del resultado obtenido en la ec. (4.22),

en el límite dondek2 ≫ p2 estos deben cumplir lo siguiente:

τ3− τ6 =−α
CA(1+ξ )−8CF ξ

64k2π
ln

p2

k2 (4.29)
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En el caso de QED, dondeCA= 0 yCF = 1, se elige [33, 38, 35] las siguientes expresiones

para estos factores de forma

τ3(p
2,k2) = a3

1
k2− p2

[
1

F(k2)
− 1

F(p2)

]

τ6(p
2,k2) = a6

k2+ p2

(k2− p2)2

[
1

F(k2)
− 1

F(p2)

]

(4.30)

En el límite asintótico la condición (4.29) se lee como

τ3− τ6 =
ν

2k2 ln
p2

k2 (4.31)

de donde se obtiene la constriccióna3−a6 = 1/2 y ν = αξ
4π es la dimensión anómala para

el propagador del fermión a un lazo, como en la ec. (3.31).

Esta condición no se puede extender al caso de QCD dado a que aquí la dimensión anó-

mala establece queν = αξCF
4π +O(α2), ver la Ref. [60]. Es decir, los factores de color

CA que son puramente QCD aparecen a partir de correcciones a doslazos.

• Se sabe el impacto que tienen los factores de forma que contribuyen al momento cromo-

magnético anómalo sobre el DCSB, en particularτ5 [54, 35]. Del resultado obtenido en

la ec. (4.25) podemos decir que la incorporación de alguno delos factores de formaτ4,

τ5 y τ7 requiere que se cumpla:

τ4−
1
k2τ5−

1
2

τ7 =−α
CA(20+13ξ +3ξ 2)

96k4π
ln

p2

k2 (4.32)

Este resultado nos dice que la contribución abeliana es nulapara estos tres factores de

forma, similar a la constricción encontrada en [35].

En resumen, el análisis aquí presentado pueden utilizarse como guía hacia la construcción

de un ansatz no perturbativo y para cálculos de lattice, de forma que sea fácil de manipular y

que cumpla con los requisitos establecidos en el capítulo III.
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Conclusiones

En este trabajo analizamos diversos aspectos de la interaccion entre quarks y gluones, es-

tudiando la estructura fundamental perturbativa con el fin de establecer una guía sobre

los elementos y las condiciones necesarias para tener herramientas no perturbativas.

Después de haber hecho una revisión de QCD en el capítulo I, enel segundo capítulo explo-

ramos la dinámica de los mesones ligeros a través de del formalismo de Bethe-Salpeter. Aquí

trabajamos con la amplitud de distribución de partones que se refiere a la probabilidad de que

un mesón esté compuesto por una combinación particular de quarks. Utilizando esta función

calculamos las constantes de decaimiento para los mensonespseudoescalares piones y kaones,

y para los mesones vectorialesρ , φ y K∗, utilizando el modelo de la interacción de contacto.

Este modelo representa una interacción sin intercambio de momento. De hecho, este modelo

reemplaza la dinámica por un factor efectivo constante. Esta propuesta simple para el propa-

gador del gluón es útil para ver comportamientos gracias a lasencillez matemática y reproduce

propiedades estáticas del mesón. Dada la falta de intercambio de momento, la interacción de

contacto se debe combinar con un vértice de quark-gluón que no dependa de los momentos de

las partículas participantes. Es por ello que se utiliza la aproximación rainbow-ladder como

propuesta para el vértice. Esta aproximación corresponde al vértice desnudo, que es la prop-

uesta más sencilla que se puede tener.

Tanto el propagador del gluón como el vértice de quark-gluónson sumamente importantes

en el rompimiento dinámico de la simetría quiral y la generación dinámica de masa, procesos

que ocurren en el contexto de la QCD no perturbativa. Así, la mejora de los cálculos implica

una mejora en las propuestas para estos elementos.

Para el caso del vértice quark-gluón, algunos intentos paramejorar esta aproximación re-

quiere de la implementación de otro tipo de tensores. Es por ello que en el capítulo III expo-

ramos la estructura tensorial del vértice de quark-gluón, similar a la del vértice de fermión-fotón
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dada en [31].

Aquí estudiamos las condiciones para la invariancia de norma, dadas por las identidades de

Ward-Slavnov-Taylor. Esta identidad permite separar al vértice completo en dos componentes:

longitudinal y transversa. Para la parte longitudinal es usual tomar el vértice de Ball y Chiu, ec.

(3.10), o la modificada por funciones de vestimiento del propagador del fantasma, ec. (4.28),

cuya primera componente es como la aproximación RL.

Además analizamos la renormalización multiplicativa del propagador del quark, que se tra-

duce en que este propagador tenga una ley de potencias. Esta condición tiene implicaciones

sobre la forma en la que se elige la parte transversa del vértice.

En el último capítulo hicimos un análisis cinemático del comportamiento del vértice per-

turbativo completo de donde obtuvimos condiciones sobre los factores de forma en distintas

configuraciones simétricas de los momentos, ec. (4.26) y (3.22), así como de puntos asintóticos.

Calculamos los factores de forma longitudinales y transversos en la configuración simétrica

p2 = k2 = q2, a un lazo y en norma arbitraria. Para el caso de los factores longitudinales ob-

servamos que estos son finitos en el infrarrojo, al igual que la contribución abeliana de los

transversos. La contribución no abeliana diverge en el infrarrojo de forma logarítmica.

Lattice tiene resultados para los factores de formaλ1 y τ5 en configuraciones simétricas

para los momentos de los quarks, pero que difieren en el momento del gluón. Hemos calculado

estos factores de forma en estas configuraciones:λ1R(p2, p2,0) y τ5(p2, p2,4p2) con el fin de

comparar nuestros resultados con lattice y otros estudios del vértice.

Para el caso de la configuración asintótica, donde el momentode uno de los quarks es mucho

más grande que el otro, encontramos constricciones sobre laelección de los factores de forma

transversosτ3 y τ6, ec. (4.29), y paraτ4, τ5 y τ7, ec. (4.32).

La finalidad de este trabajo era de proporcionar una guía paralos grupos de lattice y ESD que
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requieren de propuestas no perturbativas y simples para suscálculos, dado a que las expresiones

perturbativas completas no son suficiente para describir a los fenómenos no perturbativos y

complican el cómputo. Esperamos que el análisis realizado en esta tesis sirva su propósito.
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Apéndice A
Integrales

Las integrales que resultan útiles tener a la mano son las siguientes:

A.1 Integrales de uno, dos y tres puntos

Si los quarks son masivos, es claro que los diagramasa y b en la figura anterior contienen

integrales de la forma:

J2(ν1,ν2,ν3)≡
∫

dnq

[(p2−q)2−m2]
ν1 [(p1+q)2−m2]

ν2 (q2)ν3
(A.1)

J1(ν1,ν2,ν3)≡
∫

dnq

[(p2−q)2]
ν1 [(p1+q)2]

ν2 [q2−m2]
ν3

(A.2)

A.1.1 Integrales de un punto

Estas quedan definidas para cuando solo uno de los exponentesν1, ν2 y ν3 de A.2 o A.1 es igual

a 1, mientras el resto debe ser cero.

Para nuestros cálculos serán necesarias las siguientes integrales de un punto, identificadas

en [32] como:

J1(0,0,1) = J2(1,0,0) = J2(0,1,0) = iπn/2 Γ(1+ ε)
ε(1− ε)

(µ2)1−ε = iπn/2 ηµ2κ̃ (A.3)

donden= 4−2ε y µ es una constante de renormalización. La variableη depende del espacio

y es factorizada en esta integral para el manejo de??. Se define como:

η ≡ Γ2(1− ε)
Γ(1−2ε)

Γ(1+ ε) (A.4)

De esta forma,̃κ representa una integral detadpole. Además, cuando se usa regularización

dimensional,̃κ debe ser cero.

Para nosotros, la funcióñκ tiene la siguiente forma:

κ̃ = (µ2)n/2−2 Γ(3− n
2)

(2− n
2)(

n
2 −1)

(A.5)
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A.1. INTEGRALES DE UNO, DOS Y TRES PUNTOS

A.1.2 Integrales de dos puntos

Para las integrales de dos puntos usamos la notaciónκi(p2
l ;m)≡ κi,l , dondepl (l = 1,2,3) es el

momento externo. Entonces tenemos que:

J1(1,1,0) = J0(1,1,0) = i πn/2 η κ0,3

J1(0,1,1) = J2(0,1,1) = i πn/2 η κ1,1

J1(1,0,1) = J2(1,0,1) = i πn/2 η κ1,2

J2(1,1,0) = J3(1,1,0) = i πn/2 η κ2,3 (A.6)

en la definición de Davydychev.

Estas integrales se pueden expresar en términos de funciones hipergeométricas y, cuando

consideramosε muy chico, podemos expanderlas como sigue:

κ1,1 = µn/2−2Γ
[
3− n

2

]{ 1
2− n

2
+2+

m2

p2
1

+

[
1− m2

p2
1

]
ln

(
−m2

p2
1

)
+O(ε)

}

κ1,2 = µn/2−2Γ
[
3− n

2

]{ 1
2− n

2
+2+

m2

p2
2
+

[
1− m2

p2
2

]
ln

(
−m2

p2
2

)
+O(ε)

}

κ2,3 = µn/2−2Γ
[
3− n

2

]{ 1
2− n

2
+2−2 f

(
p2

3

p2
3−4m2

)
+O(ε)

}
(A.7)

en nuestra definición. Paran= 4 y p2
3 >> m2, la función f se define como:

f

(
p2

3

p2
3−4m2

)
=−1

2

[
1−2

m2

p2
3

]
ln

(
−m2

p2
3

)
+

m2

p2
3

(A.8)

Por otro lado, para el caso sin masa, las integrales A.7 se definen como:

κ1,i = κ2,i = (µ2)n/2−2Γ
[
3− n

2

]( 1
2− n

2
+2− ln[−(p2

i )]+O(ε)
)

(A.9)

A.1.3 Integrales de tres puntos

Podemos introducir la notaciónϕi (i = 1,2) para las integrales de tres puntos. De esta forma

tendremos:

Ji(1,1,1) = i πn/2 η ϕi(p
2
1, p

2
2, p

2
3;m) (A.10)

en la forma de Davydychev.
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Para el caso simétrico,φi(p2) = φi(p2, p2, p2). Explícitamente esto es

ϕ1(p
2) =

1

p2
√

3

{
2Cl2

(π
3

)
+2Cl2

(π
3
+2θ

)
+Cl2

(π
3
−2θ

)
+Cl2(π −2θ)

}
,

ϕ2(p
2) =

2

p2
√

3

{
2Cl2

(
2π
3

)
+Cl2

(π
3
+2θ̃

)
+Cl2

(π
3
−2θ̃

)}
,

donde Cl2 es la función de Clausen , conθ y θ̃ definidas como en [32])

tanθ =
p2−2m2

p2
√

3
, tanθ̃ =

√
p2−4m2

3p2 .

A.2 Integrales de la formaIαβ

Las integrales que usaremos son de la forma

Iαβ (M
2) =

∫
d4q
(2π)4

(q2)α

(q2+M 2)β (A.11)

Si β >α por dos potencias, por lo menos, entonces la integral es convergente, de otra forma

no lo es. Por eso será necesario regularizar y la forma de hacerlo será con cortes usando que

1
Xn =

1
Γ(n)

∫ ∞→τ2
IR

0→τ2
UV

dt tn−1e−Xt (A.12)

A.2.1 I02

I02(M
2) =

∫
d4q
(2π)4

1
(q2+M 2)2

=
∫

dΩ4

(2π)4

∫ ∞

0
dq q3 1

(q2+M 2)2

=
1
2

1
(2π)4

∫
dΩ4

︸ ︷︷ ︸
2π2

∫ ∞

0
dq2 q2

(q2+M 2)2

=
1

16π2

∫ ∞

0
dq2 q2

(q2+M 2)2
︸ ︷︷ ︸

Ĩ02
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Usando A.12 paran= 2 tenemos que

Ĩ02=

∫ ∞

0
dq2 q2

∫ τ2
IR

τ2
UV

dt t e−(q2+M 2)t

=
∫ τ2

IR

τ2
UV

dt t e−M 2t
∫ ∞

0
dq2 q2e−q2t

s=q2t
=

∫ τ2
IR

τ2
UV

dt t e−M 2t
∫ ∞

0

ds
t

(s
t

)
e−s

︸ ︷︷ ︸
1
t2

∫ ∞

0
ds se−s =

1
t2Γ(2) =

1
t2

=

∫ τ2
IR

τ2
UV

dt t−1e−M 2t

s=M 2t
=

∫
M 2τ2

IR

M 2τ2
UV

ds s−1e−s

=

∫ ∞

M 2τ2
UV

ds s−1e−s−
∫ ∞

M 2τ2
IR

ds s−1e−s

= Γ(0,M 2τ2
UV)−Γ(0,M 2τ2

IR)

= Γ(0,M 2τ2
UV ,M

2τ2
IR)

= C1(M
2;τ2

UV ,τ2
IR)

donde usamos la función Gamma incompletaΓ(a,α) =
∫ ∞

αdt ta−1e−t . Por lo que

I02 =
1

16π2C1(M
2;τ2

UV ,τ
2
IR) (A.13)

A.2.2 I12

I12(M
2) =

∫
d4q
(2π)4

q2

(q2+M 2)2

=
∫

d4q
(2π)4

q2+M 2−M 2

(q2+M 2)2

=
∫

d4q
(2π)4

1
q2+M 2 −M

2I02(M
2)

= I01(M
2)−M

2I02(M
2) (A.14)
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Entonces solo debemos resolverI01. Esto es

I01(M
2) =

∫
d4q
(2π)4

q2

q2+M 2

=
1

16π2

∫ ∞

0
dq2 q2

q2+M 2
︸ ︷︷ ︸

Ĩ01

Usando A.12 paran= 1 tenemos que

Ĩ01=

∫ ∞

0
dq2 q2

∫ τ2
IR

τ2
UV

dt e−(q2+M 2)t

=

∫ τ2
IR

τ2
UV

dt e−M 2t
∫ ∞

0
dq2 q2e−q2t

s=q2t
=

∫ τ2
IR

τ2
UV

dt t−2e−M 2t

s=M 2t
=

∫
M 2τ2

IR

M 2τ2
UV

ds s−2e−s

= M
2Γ(−1,M 2τ2

UV ,M
2τ2

IR)

= C (M 2;τ2
UV ,τ2

IR)

Sustituyendo en A.14 tenemos

I12=
1

16π2 [C (M 2;τ2
UV ,τ

2
IR)−M

2
C1(M

2;τ2
UV ,τ

2
IR)] (A.15)
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Apéndice B
τ ’s y t’s de Davydychev

B.1 Parte abeliana

La ecuación para la definición de los coeficientesτ(a)i la escribimos como:

τ(a)i (p2
1, p

2
2, p

2
3) =

g2
(
CF − 1

2CA
)

(4π)n/2

{
t(a)i,0 ϕ2+ t(a)i,1

[
(p1p3)κ1,1+(p2p3)κ1,2+ p2

3κ2,3
]

+ t(a)i,2 (κ1,1+κ1,2−2κ2,3)+ t(a)i,3 (κ1,1+κ1,2−2κ̃)

+ t(a)i,4 (n−4)(κ1,1+κ1,2)+ t(a)i,5
κ1,1−κ1,2

p2
1− p2

2

}

(B.1)

Los t’s necesarios para los cálculos están dados en [32]. Porejemplo,τ(a)3 (p2
1, p

2
2, p

2
3) son

los siguientes

t(a)3,0 = 1
8K

−1{(p2
1+ p2

2−2m2)((1+ξ )(p2
1+ p2

2)−2(1−ξ )m2)−4(n−2)K

+(n−1)K −1(p2
1− p2

2)
2((p1p2)−m2)((1−ξ )(p1p2)− (1−ξ )m2)

−2(n−4)ξm2
M

−1
2 (p2

1− p2
2)

2((p1p2)−m2)(p2
1+ p2

2−2m2)}

t(a)3,1 = 0

t(a)3,2 = 1
16K

−2{2(n−3)ξm2
K M

−1
2 (p2

1− p2
2)

2(p2
1+ p2

2−2m2)

− [(n−1)(p2
1− p2

2)
2+4K ][(1+ξ )(p1p2)− (1−ξ )m2]}

t(a)3,3 = 1
16(n−2)m2

K
−1{(1−ξ )(p2

1p2
2)

−1[(p1− p2)
2(p1p2)−2K ]+2ξM

−1
2 (p2

1− p2
2)

2[(p1p2)−m2]}

t(a)3,4 = 1
16K

−1{(1+ξ )(p1− p2)
2+2ξm2

M
−1
2 (p2

1− p2
2)

2[(p1p2)−m2]}

t(a)3,5 = 1
16K

−2(p2
1− p2

2)
2{(n−1+2ξ )[2K − (p1p2)(p1− p2)

2]− (n−nξ +6ξ )K

− (1−ξ )m2[(n−2)K (p2
1p2

2)
−1(p1p2)− (n−1)(p1− p2)

2]

+(n−3)ξM
−1
2 (p1− p2)

2[2m2p2
1p2

2p2
3− p2

3(p1p2)(p
2
1p2

2+m4)−4m4
K ]}

(B.2)
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B.2. PARTE NO-ABELIANA

Mientras que, paraτ(a)6 (p2
1, p

2
2, p

2
3) necesitamos

t(a)6,0 =−1
8K

−1
M

−1
2 (p2

1− p2
2){M2[(1+ξ )p2

3−4m2]+6ξm2p2
3[(p1p2)−m2](p2

1+ p2
2−2m2)

+(n−1)K −1p2
3[(p1p2)−m2]2[M2+ξ p2

3(p
2
1p2

2−m4)]}

t(a)6,1 = 1
8K

−1(p2
1− p2

2){2(n−3)ξm2
M

−1
2 (p2

1+ p2
2−2m2)− (n−1)K −1[(1+ξ )(p1p2)− (1−ξ )m2]}

t(a)6,2 = 0

t(a)6,3 =− 1
16(n−2)m2

K
−1(p2

1− p2
2){(1−ξ )(p2

1p2
2)

−1(p1p2)+2ξM
−1
2 p2

3[(p1p2)−m2]}

t(a)6,4 =− 1
16K

−1
M

−1
2 (p2

1− p2
2){(1−ξ )M2+2ξ p2

1p2
2p2

3−2ξm2[4K + p2
3(p1p2)]}

t(a)6,5 = 1
16K

−1(p2
1− p2

2){(n−2)(1−ξ )m2[(p2
1p2

2)
−1(p1p2)(p

2
1+ p2

2)−2]− (n−2)(1+ξ )(p1− p2)
2

−8(n−3)ξm2
K M

−1
2 (p2

1+ p2
2−2m2)}

(B.3)

En estas expresiones definimos

K = p2
1p2

2− (p1p2)
2 (B.4)

M2 = (p2
1−m2)(p2

2−m2)p2
3+m2(p2

1− p2
2)

2 (B.5)

Además, es necesario hacer el cambioξ → 1−ξ para poder comparar con los vértices de

la literatura. Este cambio es debido a que en [32] se define el propagador del gluón con un

parámetro para la norma, de tal forma queξ = 0 es la norma de Feynman.

B.2 Parte no-abeliana

La ecuación para la definición de los coeficientesτ(b)i la escribimos como:

τ(b)i (p2
1, p

2
2, p

2
3) =

g2CA

(4π)n/2

{
t(b)i,0 ϕ1+ t(b)i,1 [(p1p3)κ1,1+(p2p3)κ1,2+ p2

3κ0,3]

+ t(b)i,2 (κ1,1+κ1,2−2κ0,3)+ t(b)i,3 (κ1,1+κ1,2−2κ̃)

+ t(b)i,4 (n−4)(κ1,1+κ1,2)+ t(b)i,5
κ1,1−κ1,2

p2
1− p2

2

}
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Los t’s necesarios para el cálculo deτ(b)3 (p2
1, p

2
2, p

2
3) son los siguientes

t(b)3,0 =
1
32

K
−1{(n−4)ξm2

M
−1
1 [(p1p2)+m2][(n−3)ξ (p2

1− p2
2)

2−4(4−ξ )K ]

+ξ [4+(n−4)ξ ][(p1p2)+m2][(n−3)(p1− p2)
2−4(n−4)K (p2

3)
−1]

+(2−ξ )[(n−2)(p2
1− p2

2)
2(1−K

−1
M1)−K

−1
M1p2

3(p1− p2)
2]+8(n−3)ξK

+(n−3)ξ 2(p2
1−p2

2)
2+(n−3)ξ 2(p1p2)[(p1p2)+m2][4+(n−1)K −1(p2

1−p2
2)

2]}

t(b)3,1 =
1
32

K
−1(p2

3)
−1{(n−3)ξm2

M
−1
1 [(n−3)ξ (p2

1− p2
2)

2−4(4−ξ )K ]

+ [(n−1)K −1(p2
1− p2

2)
2+4][(n−3)ξ 2(p1p2)− (2−ξ )(p1p2)− (2−ξ )m2]}

t(b)3,2 =− 1
64

xiK −1(p2
3)

−1[4+(n−4)ξ ][4K +(n−3)(p2
1− p2

2)
2]

t(b)3,3 =
1
64

(n−2)m2
K

−1(p2
3)

−1{ξM
−1
1 [(p1p2)+m2][4(4−ξ )K − (n−3)ξ (p2

1− p2
2)

2]

+(2−ξ )(p2
1p2

2)
−1p2

3[(p1p2)(p1− p2)
2−2K ]}

t(b)3,4 =
1
64

K
−1(p2

3)
−1{(n−3)ξ 2

M
−1
1 (p2

1− p2
2)

2[p2
1p2

2+m2(p1p2)]

− (2−ξ )p2
3(p1− p2)

2−4ξ (4−ξ )K M
−1
1 [p2

1p2
2+m2(p1p2)]

t(b)3,5 =
1
64

K
−1(p2

3)
−1(2−ξ )(p2

1− p2
2)

2{4(n−2)m2
K (p2

1p2
2)

−1−2(n−3)ξ (p1− p2)
2

− (n−2)(p1− p2)
2[m2(p2

1p2
2)

−1(p1p2)+1]}

(B.6)
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Mientras que, paraτ(a)6 (p2
1, p

2
2, p

2
3) necesitamos

t(b)6,0 =− 1
32

K
−1(p2

1− p2
2){(n−3)(n−4)ξ 2(m2

M
−1
1 p2

3+1)[(p1p2)+m2]

+(n−1)(n−3)ξ 2
K

−1p2
3(p1p2)[(p1p2)+m2]+ [(n−2)(2−ξ )+(n−3)ξ 2]p2

3

−2[2− (n−3)ξ ][(p1p2)+m2]− (n−1)(2−ξ )K −1
M1p2

3}

t(b)6,1 =
1
32

K
−2(p2

1−p2
2){(n−1)(2−ξ )[(p1p2)+m2]−(n−1)(n−3)ξ 2(p1p2)−(n−3)2ξ 2m2

K M
−1
1 }

t(b)6,2 =− 1
64

K
−1(p2

1− p2
2)[4−2(n−3)ξ − (n−3)(n−4)ξ 2]

t(b)6,3 =
1
64

(n−2)K −1(p2
1− p2

2){(n−3)ξ 2m2
M

−1
1 [(p1p2)+m2]− (2−ξ )m2(p2

1p2
2)

−1(p1p2)}

t(b)6,4 =
1
64

K
−1

M
−1
1 (p2

1− p2
2){(2−ξ )M1− (n−3)ξ 2[p2

1p2
2+m2(p1p2)]

t(b)6,5 =
1
64

K
−1(p2

1− p2
2){(n−2)(2−ξ )m2[(p2

1p2
2)

−1(p1p2)(p
2
1+ p2

2)−2]

+(p1− p2)
2[(n−4)(2+ξ )−2(n−3)ξ 2]}

(B.7)

Aquí solo hay que definir

M1 = (p2
1−m2)(p2

2−m2)+m2p2
3 (B.8)

mientras que todas las variables restantes continuan con lamisma definición antes dada.
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