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Introduccion

En 1925 Stefan Banach publicé el articulo Sur les lignes rectifiables et les surfaces
dont laire est finie [2] en el que introduce la funcién de multiplicidad de Banach
o indicatriz de Banach y también demuestra que la condicion necesaria y suficiente
para que una funcién continua y de variacion acotada f definida en un intervalo
[a,b] y de valores reales sea absolutamente continua es que todo conjunto de medida
de Lebesgue cero en [a,b] sea transformado en un conjunto de medida de Lebesgue
cero, respondiendo asi a una pregunta formulada por H. Hahn en su libro Théorie

der reellen Funktionen (1921).

Las funciones que transforman un conjunto de medida de Lebesgue cero en [a,b]
en un conjunto de medida de Lebesgue cero se dice que gozan de la propiedad (N)
o propiedad de Luzin, la cual fue introducida por Luzin en su notable memoria de
1915 sobre integracion y series trigonométricas. De este modo, el teorema de Banach
nos dice que en la clase de funciones continuas y de variacién acotada, la propiedad
de Luzin equivale a la continuidad absoluta. Esto es también una consecuencia del

teorema de Radon-Nikodym.

El teorema de Banach también fue probado, de manera independiente, por Moisej
A. Zaretsky en 1925. La traduccién del texto en ruso de I.P. Natanson al idioma
inglés utiliza la ortografia “Zarecki”, por lo que se le conoce como el teorema de
Banach-Zarecki; dicho teorema es la fuente del estudio principal de este trabajo: una
generalizacién del teorema para funciones definidas en un subconjunto de R y con

valores en un espacio métrico X. Este caso general del teorema de Banach-Zarecki
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ha sido demostrado en [6] por J. Duda y L. Zajicek en el ano 2005 y es la versién

que desarrollamos al final de este trabajo.

Con la finalidad de probar el caso general del teorema de Banach-Zarecki, se presen-
tan resultados importantes sobre las funciones de variaciéon acotada. La tesis consta
de tres capitulos, donde el primero expone resultados ampliamente conocidos so-
bre las funciones de variacién acotada definidas en un intervalo [a,b] y de valores
reales, por ejemplo, que el espacio de este tipo de funciones es de Banach y el crite-
rio de Jordan sobre convergencia de series de Fourier, finalizando con el teorema de
Banach-Zarecki que se demuestra utilizando la ya mencionada funcién indicatriz de

Banach.

La descomposicién de Jordan es un resultado ampliamente conocido que caracteriza
a las funciones de variacién acotada definidas en un intervalo [a, b] y de valores reales.
Como nuestro interés radica en las funciones con valores en un espacio métrico, en
el segundo capitulo se exponen algunos resultados para las funciones de variacion
acotada de este tipo, resultados necesarios e importantes, tales como el teorema de
estructura que es una generalizacion de la descomposicion de Jordan, con el cual
establecemos un teorema de existencia de caminos geodésicos Lipschitz y mostramos

un analogo para espacios métricos del famoso principio de seleccion de Helly.

La importancia del teorema de estructura y la funcién indicatriz de Banach radica en
el hecho de que son herramientas esenciales para probar el caso general del teorema
de Banach-Zarecki, como se puede ver en el tercer y ultimo capitulo. Dicho capitulo
inicia con un acercamiento a la medida de Hausdorff en R", con la intencién de
presentar la medida de Hausdorff r—dimensional en un espacio métrico X en un
contexto natural, ya que es necesaria la nocién de medida en un espacio métrico
al hablar de la propiedad de Luzin o propiedad (N). Finalmente probamos el caso
general del teorema de Banach-Zarecki sobre la continuidad absoluta y la propiedad

de Luzin.
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Capitulo 1

Funciones escalares de variacion
acotada y el Teorema de
Banach-Zarecki

Los resultados que presentamos en este capitulo son ampliamente conocidos y han
sido tomados de [13], [1], [7] v [3]. Nuestro interés principal es probar una caracteri-
zacion (debida a S. Banach y M. A. Zarecki) de la clase de funciones absolutamente
continuas definidas en un intervalo [a,b] y con valores reales. Uno de los elementos
mas interesantes de la prueba que presentamos es el uso de la funcién indicatriz de

Banach.

1.1. Funciones de variacion acotada

Las funciones de variacion acotada fueron introducidas en 1881 por Camille Jor-
dan, quien investigaba condiciones suficientes que permitieran expresar a una funcién
f como su serie de Fourier. Todas las funciones que consideraremos aqui seran fun-
ciones f : [a,b] - R. Daremos inicio recordando algunas definiciones y resultados

elementales.
Definicién 1.1.1. Si [a,b] es un intervalo compacto, un conjunto de puntos

P=A{xo,x1,...,2,},
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donde

a=x9<T1<...<T,=0b,

se llama una particion de [a,b], y a veces escribiremos
P={a=xy<x1<...<x, =0}

Elintervalo [xg_1, 2] se llama el k—ésimo subintervalo de P y su longitud es Axy, =
T — Tg-1, por lo que Y4 Axy =b—a. La coleccion de todas las particiones posibles

de [a,b] se denota por P[a,b].

Definicién 1.1.2. Sea f:[a,b] = R. Si existe un nimero positivo M tal que

1) - f ()l <

para toda particion P = {a = xq <21 < ... <z, = b} de [a,b], diremos que f es de

variacion acotada en [a,b].

El siguiente teorema proporciona ejemplos de funciones de variacion acotada en

[a,b]. La demostracién puede encontrarse en [1], pp. 154 — 159.

Teorema 1.1.3. Sea f:[a,b] > R entonces

1. La suma, la diferencia y el producto de funciones de variacién acotada en [a,b]

es de variacion acotada en [a,b].
2. Si f es mondtona en [a,b] entonces [ es de variacion acotada en [a,b].

3. Si f es continua en [a,b] y si f' existe y estd acotada en el interior, es decir,

|f'(x)| < A para todo x € (a,b), entonces f es de variacion acotada en [a,b].
4. Si f es de variacion acotada en [a,b], entonces [ estd acotada en [a,b].

5. (Descomposicion de Jordan). Una funcidn es de variacion acotada en [a,b] si

y solo si, es la diferencia de dos funciones crecientes.
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Enseguida definimos el concepto de variacién total.

Definicién 1.1.4. Sea f una funcion de variacion acotada en [a,b] y sea Vp la suma
Y 1f(@k) = f(x-1)| correspondiente a la particion P ={a=xo<x1<...<z, =b} de
=1

[a,b]. El nimero

Vi(a,b) =sup{Vp | P € ZP[a,b]},

se llama la variacion total de f en el intervalo [a,b].

Si no hay peligro de confusién, escribiremos Vy en vez de Vy(a,b). Claramente
Vi >0y ademas Vy(a,b) =0 si, y sélo si, f es constante en [a,b]. Ademds se tiene el

siguiente resultado cuya prueba puede consultarse en [1] p. 157.

Teorema 1.1.5. Sea f de variacion acotada en [a,b], y supongamos que c € (a,b).

Entonces f es de variacion acotada en [a,c] y en [c,b] y se tiene que
Vf((l, b) = Vf(a, C) + Vf(C, b)

Denotamos por BV[a,b] = {f : [a,b] = R| f es de variacién acotada en [a,b]} y
para f € BV [a,b] definimos | f| :=|f(a)|+V}. Es facil ver que |.| es una norma. Més

ain podemos probar lo siguiente:
Teorema 1.1.6. El espacio (BV[a,b],|.|) es de Banach.

Demostracién. Sea {f,}>, una sucesion de Cauchy en BV [a,b]. Asi, dado € > 0

existe un N € N tal que para todo n,m > N, | f, = fm| <€, es decir

Vietm + | fn(a) = fm(a)| < € para n,m > N (1.1)

[e o]
n=1

Esto implica que {f,(a)}2>; es de Cauchy en R y por lo tanto existe f(a) € R tal

que

I f,(a) = f(a).

Consideremos ahora a <z < by sea P ={a,z,b} € #([a,b]). De (1.1) tenemos que

|fn(a) - fm(a)| + |(fn - fm)(x) - (fn - fm)(a)| + |(fn - fm)(b) - (fn - fm)(x)| <€
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Sin,m > N entonces

|fn(a) _fm(a)| + |(fn _fm)(x) - (fn _fm)(a)| <€

y asi

|(fn - fm)(a)| + |(fn - fm(w)” - |(fn - fm)(a)| <€

Luego
|(fn = fm)(x)| < € para todo n,m > N y x € [a,b].

Asi {fn(z)}22, es de Cauchy en R y por lo tanto existe
i fule) = £(2).

Veamos que f € BV[a,b]. Sea P € #([a,b]), digamos P ={a=xp<x1 <23<...<

x, = b} y fijemos n > N. Se tiene que

S (= D) = (Fa = F)imr)]

k=1

Z Tt [(f = ) (@) = (= fo) (i)
- lim z = Fa) (@) = (fo = fo) ()

IN

ll,m an_fm

m—>00o

IN

€,

por (1.1). Entonces f,, — f € BV[a,b] para todo n > N y como f, € BV[a,b] se sigue
que f € BV]a,b].

Falta ver que f, - f en BV[a,b]. En efecto, por (1.1)

;:1 (o= F) (@x) = (F = f) ()| + | (@) = (@) <€ sin,m2N.

Fijamos n > N y tomamos el limite cuando m — oo y obtenemos

kilufn @) = (o= D))+ [fala) = F(@)] <.
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lo cual implica que

Vies+1fula) = fla)|<e sin>N

por lo tanto,

[ fo=fl =Vi—y+1fu(a) = f(a)|<e sin>N.

El teorema que presentamos a continuacion es un resultado clasico de la teoria

de series de Fourier que muestra la importancia del concepto de variaciéon acotada.

Recordemos que Sy f(x) representa la N—ésima suma parcial de la serie de Fou-

rier de f en x, esto es

N
Snf(x)= ). fln)e™,
n=—N
donde f(n) es el coeficiente de Fourier de f en n, esto es
~ 1 [ s
oy = o [ st
21 J-x

Escribiremos f(z*) y f(2~) para denotar los limites por la derecha y por la izquierda

de f en x, respectivamente.

Teorema 1.1.7. (Criterio de Jordan). Si f es una funcion 2m—periddica y de va-

riacion acotada en una vecindad del punto x, entonces

I Sy f(e) = S[FG) + FG)]

En particular, si f es continua en x, la serie de Fourier de f en x converge a f(x).

Demostracion. Puesto que toda funcion de variacion acotada es la diferencia de dos
funciones crecientes, sin pérdida de generalidad podemos suponer que f es creciente

en una vecindad de z.
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Recordemos que Sy f = Dy * f, donde Dy es el nicleo de Dirichlet, esto es

N sen(N + 3)t

DN(t) = Z émt =

; , teT
n=—N Sen§

donde T aqui representa la frontera del disco unitario. Por consiguiente, como

Dn(t) = Dy(-t) tendremos
Swf@) =5~ [ 1o 0Dx ()
:% Aﬂ[f(x )+ f(z +1)] Dy (t)dt.

Tampoco hay pérdida de generalidad en suponer que x = 0, ya que si demostra-

mos que para funciones g crecientes en una vecindad de 0, se tienen las siguientes

igualdades
1 [ 1
If —f ) D (£)dt = ~g(0* 1.2
dim o= g(t) D (t)dt = 59(07) (1.2)
lim if” (=) Dy (£)dt = ~g(07) (1.3)
N-oo 2 Jo g N —29 '

tenemos con esto lo requerido para x = 0 y asi, en el caso general podemos considerar
la funcién f,(t) = f(z +1t) la cual es creciente en una vecindad de 0, por lo que

aplicando lo previamente demostrado obtenemos

lim ifoﬂf(“t)DN(t)dt:g%o%foﬂfx(t)DN(t)dt

N—oo 21
= £(0)
-2 )
y
&@O%fowfz(—t)m(t)dt = %fx(o‘) = %f(w‘),
es decir,

Jm Swf (@) = 517+ 6]

Probaremos (1.2) (la prueba de (1.3) es similar). Notemos que también podemos
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suponer sin pérdida de generalidad que g(0*) = 0, pues si probamos (1.2) para este
tipo de funciones, en el caso general para g podemos considerar la funcién G(t) =

g(t) — g(0*) la cual es creciente en una vecindad de 0 y G(0*) = 0, por lo que

| B
0=5G(07) = lim — fo G(t) D (t)dt

= tim o [T [g(0) - 90D (1)t

N—oo 2T

1 i 1 rr
- lim — Di(tydt - 9(0%) Jim o [ "D
Jm = [ g()Dy ()t~ g(0) im —— [ Dy(t)at
IV 9(0%)
=i g7 J, 90PN

va que = [[" Dy (t)dt = 5= [T Dy (t)dt = 1; asi

N 9(0%)
lfm — t) Dy (t)dt = .
dim o= g(t) D (t) 5

Ahora, pasemos a la prueba de (1.2) suponiendo que g es creciente en una vecindad
de 0 y que g(0*) = 0. Por consiguiente, dado € > 0 podemos elegir 0 > 0 tal que si

0 <t<d entonces g(t) < e. Asi, escribamos
1 ™ 1 0 1 ™
— [T oDyt = ["g@Dn(t)dt+ - [T g()Dy ()t = 1y + I
2m Jo 2m Jo 2m Js

Ahora notemos que

=5 f Sen(N+2)tdt:%[:G(t)sen[(]\f+%)t]dt

donde G(t) = Sigz Xiscreny (t) € LY(T), ast

%f G(t)sen[(N+%)t]dt:2i[ G(t)sen[(2N+1) ]

=5 [f (2s)sen[(2N +1)s]2ds
3

1

%—/ F(s)sen[(2N +1)s]ds

donde F'(s) = 2G(25)Xjy<xy € L'(T'); ademds por el lema de Riemann-Lebesgue se

7
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tiene que

%f F(s)sen[(2N + 1)s]ds = ~Tm(F(2N + 1)) — 0

cuando N — oco.

Para analizar la integral I; usaremos el segundo teorema del valor medio para inte-

grales de Riemann!, asi podemos encontrar 0 < v < § tal que

[ oDy it=90°) [ Doy

ya que ¢g(0*) =0, ademés

[ 6DN(t)dz| -

<

en— 2sen—

g 1
2/ sen(N+—)t —t—— dt| + |2
v 2 QSeni t
5 5 sen(N + 1)t
= Ji M‘“‘

v
:[171 + [172.

5 sen(N + 1) s sen(N + 1)t
|/ Sk A 2 [

fé sen(N + 3)t
t

v

i

1
—=|dt+12
2seny i

La integral I, esta acotada, digamos por M; ya que para v <t < ¢ se tiene que

t]+2[senf]  5+2
< <

2vsen g T 2u sen g

1 1 ~ t—ZSen%
2sens ¢ - 2tsen &

con respecto a I 5 tenemos que

1172 =2

v

5 sen(N + 3)t
e CAE VL
) ==

5 f(NJf%)‘S sentdt
(N+1yw t

L t
/ ﬂdt‘ M2 < oo
0 t

<2sup
L>0

1Si ¢ es una funcién continua en [a,b] y h es una funcién monétona en [a, b], entonces existe c,
a < c<b, tal que

fabh($)¢($)d$=h(b_) fcb¢(x)dx+h(a+)Lc¢(x)dx.



Funciones escalares de variacion acotada y el Teorema de Banach-Zarecki

ya que f0°° =Edzx = 5. Por lo tanto, se obtiene que

1 0 1

1= |5 [ 9(ODx(2)d] =31 )T + 1)
1

<5-lg(a7){ My + Mz}
™

—(My + Ma)g(5)

S(Ml + M2)€
27

y asf concluimos la prueba del teorema, ya que (1.2) es tan pequena como se quiera. W

1.2. Funcion indicatriz de Banach

Continuaremos nuestra exposicién presentando algunos resultados de la teoria
de funciones de variacién acotada que nos seran de gran utilidad para probar el

resultado principal de este capitulo.

Definicién 1.2.1. Sea f: [a,b] = R una funcion acotada, entonces para cada parti-
cion P={a=xq<mx <...<x,=b} de[a,b] denotamos por |P|| = max(xy - x1_1), y

ademds definimos
n
Qp =D wy
k=1

donde wy, es la oscilacion de la funcion f en en el intervalo [xy_1,xx], es decir

wp= sup f(t)- inf ]f(t).

te[Tr_1,%k ] te[zg_1,2k

Teorema 1.2.2. Sea f:[a,b] — R una funcion continua, entonces se tiene que

lim Vp=Vi(a,b) y  lim Qp=Vi(a,b).

P[0 | P|—0

Comentarios previos a la demostracion.
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1. En el teorema, la variaciéon total no necesariamente es finita.

2. En el teorema es esencial la continuidad de la funcién f : [a,b] - R. Por

ejemplo, sea f:[-1,1] - R la funcién tal que

1 sizx=0
f(x) =
0 en otro caso,
entonces Vy(-1,1) = 2, pero, para una particién arbitraria P de [-1, 1], tal que
r=0¢P
Vp =0 y QP =1.

Demostracion. Observemos que la suma Vp es creciente cuando se agregan puntos

a la particién P e #([a,b]). Ademds, notemos que si ¢ € [zy_1,x)] entonces

£ (e) = f(ae-n) [+ |f (zi) = fe)] < 2.

Tomemos cualquier nimero A < V¢(a,b), asi existe una particién P* € #([a,b]) tal
que

VP* > A,

digamos que
P ={a=zj<x]<...<z; =b}.

m

Por la continuidad uniforme de la funcién f, existe 6 > 0 tal que

Vps — A

4dm

|[f(s) = f(D)] <

si |s —t| < 8. Mostraremos que Vg > A para cada @ € Z([a,b]) siempre que |Q] < 6.

Sea Py cualquier particién de [a,b] tal que |Pi| <d y sea P, = Py u P*. Es claro que

10
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Cada vez que se agrega un punto a la particiéon P, la suma Vp, se incrementa por

una cantidad menor que

Vps — A

2m

y como resultado

Vps — A
Ve~ Vg < 24,

Se sigue de esta observacién y de (1.4) que

Ve A A+Vee

VQ>VP2— 5 5

Por lo tanto, Vi > A para cada @ € Z([a,b]) tal que |@Q| <, y como también

Vo < Vi(a,b)

se sigue que
lim Vg =V¢(a,b).
s, Ve = Vita:b)

Ahora pasaremos a la prueba para la suma p. Por un lado es claro que

Qp>Vp (1.5)

para cada particion P e .

Ahora bien, si P es cualquier particién de [a,b] y P* es una nueva particién formada

por los puntos de P y los puntos en los que la funcién f toma los valores

my = min f(fL’), Mk = mix f(l’),
ze[zg_1,7%] ze[zg_1,71]

entonces la suma Vp+ correspondiente a dicha particién sera mayor o igual a p.

Como consecuencia se tiene que

Qp < Vi(a,b). (1.6)

11
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De (1.5) y (1.6) tenemos que

lim Qp =Vy(a,b).

| P[-0

El teorema anterior es la base de un enfoque muy interesante introducido por S.

Banach para el estudio de las funciones continuas de variacién acotada.

Sea f:[a,b] > R una funcién continua y sea

= i M = 3 .
m = min f (z) , méx f (z)

Se define la funcién

N:[m,M]->Ru{+oc0}

del modo siguiente: N(y) es el niimero de raices de la ecuacién
flx)=y.
Si el nimero de raices es infinito, entonces
N(y) = +o0.

La funcién N se llama indicatriz de Banach de f o funcién de multiplicidad de

Banach de f.
Teorema 1.2.3. (S. Banach) La indicatriz de Banach es (Lebesgue) medible y

[ Ny =Viab)

donde [ :[a,b] >R es continua.

12
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Demostracién. Dividimos el intervalo [a,b] en 2" subintervalos de igual longitud,

digamos

D, = [a,a+l’2‘—,§1]

Dy = (a+(k-1)%2a+k%2]

27‘& Y 27L

con k=2,3,...,2". Sea Ly:[m,M] >R, para k=1,2,...,2" la funcién definida de

la siguiente manera

1 siexiste x € Dy tal que f(x) =y
Li(y) =
0 en otro caso.

Si denotamos por

myg = Inf f(z), M= sup f(z)

.’L'€Dk
entonces Li(y) = 1 para y € (my, M) y ademéas Li(y) = 0 para y ¢ [my, My], asi
la funciéon L; no puede tener mas de dos puntos de discontinuidad y claramente es

medible. Notemos ademas que

M
f Lk(y)dy = My, — my, = wg,

donde wy, es la oscilacion de la funcién f en el intervalo Dy. Finalmente, definimos

la funcién

No(y) = Li(y) + La(y) + ... + Lan(y),

que es igual al nimero de intervalos Dj, que contienen al menos una raiz de la ecuacién

f(z)=y.

Claramente la funcién N,, es medible. Asi

M 2"
f Na(y)dy = > wy,
m k=1

13
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y por el teorema 1.2.2 se tiene que

M
lim Nu(y)dy = Vi(a,b).

n—oo

Es facil ver que

Ni(y) < Na(y) < Ns(y) < ...
y por lo tanto el limite
N*(y) = lim N, (y)

existe y es una funciéon medible. Por el teorema de la convergencia mondtona se tiene

que

M i M
fm N*(y)dy = lim fm Nu(y)dy = Vi(a,b).

Ahora sélo falta mostrar que

N*(y) = N(y).

Primeramente, es claro que

Na(y) < N(y)

y por consiguiente

N*(y) < N(y).

Ahora, sea g € N tal que ¢ < N(y) para y € [m, M], entonces podemos encontrar ¢
raices distintas

T <Ty<...< Ty

de la ecuacién f(x) =y. Si n es suficientemente grande de modo que

b-a
< min(xg — Tp_1
AL Osk’gq( k K )7

todas las raices xy con k=1,...,q se encontraran en distintos intervalos Dy, asi que

Na(y) 2 ¢q

14
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y por lo tanto
N*(y) 2 q. (1.7)

Si N(y) = +o0, podemos tomar ¢ arbitrariamente grande, asi que también N*(y) =

+00. Si N(y) es finito, podemos tomar ¢ = N(y), y por (1.7) se tiene que

N*(y) > N(y).

Asi N*(y) = N(y). |

Corolario 1.2.4. Una funcion continua f tiene variacion acotada si, y solo si, la

indicatriz de Banach es Lebesque integrable.

Corolario 1.2.5. Si f es una funcion continua de variacion acotada, entonces el

congunto de valores tomados por f una infinidad de veces tiene medida cero.

1.3. Funciones absolutamente continuas y el teo-

rema de Banach-Zarecki

Enseguida, examinaremos si la propiedad de medibilidad es invariante bajo fun-
ciones continuas. Para responder a esto, necesitamos introducir la siguiente defini-

cion, debida a N. Luzin.

Definicién 1.3.1. Sea f : [a,b] = R una funcion continua. Se dice que f posee la
propiedad (N) o la propiedad de Luzin si transforma conjuntos de medida cero en
conjuntos de medida cero, es decir, si para cada conjunto E de medida cero, f(E)

también es un conjunto de medida cero.

Denotaremos por m y m* a la medida de Lebesgue en R y la medida exterior de

Lebesgue en R, respectivamente.

15
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Teorema 1.3.2. Sea f:[a,b] > R una funcion continua. Una condicion necesaria
y suficiente para que [ transforme conjuntos medibles en conjuntos medibles es que

f tenga la propiedad (N).

Demostracién. Sea f : [a,b] > R una funcién continua que tiene la propiedad (N)

y sea B un conjunto medible en [a, b], entonces

B=AuFE

donde A es un conjunto del tipo F, (es decir A es una unién numerable de cerrados)

y E es un conjunto de medida cero. Por lo tanto

f(B) = f(A)u f(E)

y como consecuencia, el conjunto f(B) es medible, por ser la unién de un conjunto

F, y un conjunto de medida cero.

Supongamos ahora que la funcién f :[a,b] = R no tiene la propiedad (N). Entonces

podemos encontrar un conjunto £y de medida cero en el intervalo [a,b] tal que

m*(f(Ep)) > 0.

Bajo estas condiciones, el conjunto f(Ey) contiene un subconjunto B no medible (si

f(Ep) es no medible elijase B = f(Ey), si f(Ep) es medible consultar [13], p. 78).

Para cada y € B, elijamos un elemento z, € Ey tal que f(z,) =y. Sea

A={$y€E0|y€B}CEO,

asi f(A) = B. Es claro que A es medible, de hecho A es un subconjunto de Ey con

medida de Lebesgue cero, por lo tanto

f(A)=B

16
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es no medible, de modo que f transforma un conjunto medible en un conjunto no

medible. -

Recordemos que una funcién f : [a,b] > R es absolutamente continua si dado € > 0
existe un 0 > 0 tal que para cada coleccién finita de subintervalos abiertos y disjuntos

{(ax,br)}7_, de [a,b] se tiene que

Y 11(b) - Fa)] <
cuando
Z(bk - (lk) <.
k=1

Podemos generalizar la definicién en los siguientes términos: dado € > 0 existe un
0 > 0 tal que para cada coleccién a lo mas numerable de subintervalos abiertos y

disjuntos {(ax,br)}s2, de [a,b] se tiene que

gv(bk) ~fla)| <

siempre que

(bk - ak) < 0.

M

k=1

Observacién 1.3.3. Sea f :[a,b] - R continua:

1. f es absolutamente continua en [a,b] si, y s6lo si, dado € > 0 existe ¢ > 0 tal

que
Zwk <€
k

para cada coleccion a lo mas numerable de subintervalos abiertos y disjuntos

{(ar, br)}72, de [a,b] tal que

Z(bk - (Ik) < 0.
k

En efecto, si f es una funcién absolutamente continua se tiene que dado € > 0

17
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18

existe un ¢ > 0 tal que

Zk: |f(br) = flap)| <€

para cada coleccién de subintervalos abiertos y disjuntos a lo mas numerable
{(ag,by)}2, de [a,b] con

Z(bk — ak) < 0.

k

Sabemos que existen puntos oy, y [ en [ag, bg] tales que

flag)=my vy f(Br) =My,
por lo tanto
D18k = ai| < (b - ax) <6,
% %

asi
Zwk < €.
k

Claramente, el reciproco de la afirmacién se verifica.

. Toda funcién absolutamente continua en [a,b] es de variacién acotada.

En efecto, sea f :[a,b] — R una funcién absolutamente continua, asi, para € = 1
existe un 0 > 0 tal que para cada coleccién finita de subintervalos abiertos y

disjuntos {(ax,bx)}7., de [a,b] tal que

Z(bk — (lk) <0
k=1
se cumple que

;If(bk) — f(ap)| < 1.

Tomamos una particién P de [a,b] con P={a=cy<c¢; <cy<...<cy =0b} tal
que

Cp — Cg-—1 < )

con k=1,2,..., N, entonces, para cada subdivisién del segmento [¢_1,c], la
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suma de los incrementos absolutos de f en ese segmento es menor que 1, asi se
sigue que

Vf(Ck,l,Ck) <1
y por lo tanto

Vf(a,b) < N.

Teorema 1.3.4. Todas las funciones que son absolutamente continuas poseen la

propiedad (N).

Demostracién. Sea f :[a,b] — R una funcién absolutamente continua y sea E un

subconjunto de [a,b] de medida cero. Mostraremos que
m(f(E)) =0.
Primero suponemos que a y b no se encuentran en F, es decir
E c (a,b).

Sea € > 0 arbitrario, existe 0 > 0 con la propiedad de que para cualquier coleccion

infinita de subintervalos disjuntos y abiertos {(ax,by)}5>, de [a,b] se verifica

Z(Mk — mk) <€
k

siempre que
Z(bk — ak.) < 5,
k

donde

myg = min r), M= max x).
g Ze[akﬁk]f( ) g M[ambk]f( )

Sabemos que m(E) = 0, entonces existe un conjunto GG acotado y abierto tal que

EcG., m(G)<é
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y sin pérdida de generalidad podemos suponer que G c (a,b). Ahora, G puede ex-
presarse como una unién a lo mas numerable de subintervalos disjuntos (ay,bx),

donde
Z(bk - CLk) <.
k

Esto implica que

f(E) e f(G) = Lka((ak,bk)) c Lka([ak,bk])-

Por lo tanto

m*(f(E)) < Zk:m*(f([%bk]))

Es claro que

f([ax, bk]) = [my, My]

y como consecuencia

m*(f(E)) <Y (M —my) <e.

k

Como € > 0 fue elegido arbitrariamente, se sigue que m(f(FE)) = 0.

Para establecer el caso general, es suficiente notar que cuando se omiten los puntos
a y b del conjunto F implica no considerar del conjunto f(FE) a lo sumo dos puntos,

los puntos f(a) y f(b), lo cual no afecta a la medida del conjunto f(F). n

Como consecuencia de los dos teoremas anteriores obtenemos el siguiente corola-

rio.

Corolario 1.3.5. Una funcion absolutamente continua transforma conjuntos medi-

bles en conjunto medibles.

Hemos probado que cada funcién absolutamente continua tiene variacién acotada
y posee la propiedad (N). Resulta que la propiedad (N) y el ser de variacién acotada
son propiedades que caracterizan a las funciones absolutamente continuas, como lo

mostraremos a continuacion.

20



Funciones escalares de variacion acotada y el Teorema de Banach-Zarecki

Teorema 1.3.6. (S.Banach y M.A. Zarecki) Si f : [a,b] - R es una funcion conti-
nua de variacion acotada que posee la propiedad (N), entonces f es absolutamente

continua.

Demostraciéon. Supongamos que f no es absolutamente continua. Entonces existe
un €y > 0 tal que para cada § > 0 hay una coleccién finita de subintervalos ajenos

{(ax,br)}}_; de [a,b] para los cuales

Z(bk - ak) <d
k=1
con la propiedad adicional
Z(Mk - mk) 2 €.
k=1

Sea

0

™M

S
1]
=

cualquier serie convergente de términos positivos y para cada ¢;, sea {(a,(f), b,(f)) iy

la coleccién de subintervalos abiertos y ajenos de [a, b] para los cuales
> (0 - ) <6,
k=1

y ademas
k=1

Sean

E; = H(@;Ef),b;(:)), A= QUEz

=N

Es fécil ver que m(A) = 0; como f posee la propiedad (N) se sigue que m(f(A)) = 0.

Ahora definamos las funciones L,(:) :[m,M] - R con k=1,2,...,n; eieNdela

siguiente manera

; 1 siexiste z € (a”,0") tal que f(z) =1y
L (y) = Lo
0 en otro caso.
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Claramente L,(f)(y) = 1 para todo y ¢ (m,gi),M,gi)) y L,(j)(y) = 0 para todo
y¢ [m](:), M,E,i)], por lo tanto

fm L (y)dy = My - my”. (1.8)

Sea N;(y) = i: L,?)(y), es claro que N;(y) es el nimero de intervalos de la forma
k=1

(a,(;), b,(;)) que contienen por lo menos un punto = que satisface la ecuacién f(x) = y.

Asi se tiene que

Ni(y) < N(y), (1.9)

donde N(y) es la indicatriz de Banach de la funcién f. Ademas, por (1.8) se obtiene

que

[mM Ni(y)dy > <. (1.10)

Para completar la demostracién, probaremos que para casi toda y € [m, M] se tiene
que

lim N;(y) = 0. (1.11)
Como la indicatriz de Banach N (y) es integrable, se sigue de (1.9), (1.11) y el teorema
de la convergencia dominada que

M
lim Nz‘(y)d?/ =0

lo cual contradice la desigualdad (1.10). Sea B el conjunto de las y € [m, M] tales
que

Ifm N;(y) = 0

no se verifica, y sea C' el conjunto de las y € [m, M] tales que N(y) = oco. Como
N(y) es una funcién integrable entonces m(C') = 0, y para probar el teorema sera

suficiente mostrar que

B-Cc f(A).
Sea yp € B — C. Puesto que N;(y) toma sélo valores enteros no negativos, podemos
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encontrar una sucesion {i, }°2, de nimeros naturales tal que

Ni (y0) 21

con r €{1,2,3,...}. Consecuentemente para cada r € N existe un punto z;_ tal que

f('rzr) = y07 "'Ei'r' € EZT

Como N(yp) < +o0, existe s6lo un nimero finito de puntos distintos en la sucesién
{z;,}2,. Entonces un elemento de la sucesién, digamos xy, aparece un nimero infinito

de veces; asi el punto x( pertenece a una infinidad de conjuntos F; y es claro que

f(x0) = yo.

De este modo obtenemos que xg € Ay que f(x¢) =yo € f(A), por lo que

B-Cc f(A)

y esto completa la demostracion. [ |

Como comentamos al inicio de este capitulo, la demostracién anterior hace uso
de la funciéon de multiplicidad de Banach. Regularmente, los textos de Analisis Real
caracterizan la continuidad absoluta de una funcién f en términos de la diferenciabi-
lidad c.t.p. de f y de la integrabilidad de f’. Para revisar este ultimo enfoque, puede
consultarse [3] pp. 465 — 468.
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Capitulo 2

Funciones de variacion acotada con
valores en un espacio métrico

En este capitulo desarrollamos algunos resultados de los articulos [4] y [5] en
relacién a la teoria de funciones de variacion acotada definidas en un subconjunto
de R y con valores en un espacio métrico o normado X. De manera particular,
probaremos un teorema de estructura que generaliza el clasico criterio de Jordan
para funciones de este tipo; igualmente, estableceremos un teorema de existencia
de caminos geodésicos Lipschitz y también mostraremos un andlogo para espacios

métricos del famoso principio de seleccion de Helly.

2.1. Definicion y propiedades

Sean (X, d) un espacio métrico, EcRy f: E - X. Cuando X =R y F = [a,b]
la teoria de funciones de variaciéon acotada estd perfectamente establecida, sin
embargo, cuando X es un espacio métrico, dicha teoria es mucho menos conocida.

Por este motivo, damos inicio con algunas definiciones y propiedades.

De aqui en adelante usaremos la siguiente notacion: para @ # F c Ry t € E definimos
E; =FEn(-oo,t] y Ef = En([t,00). Ademads si a,b € E definimos FE% = F'n[a,b] con
a < b. Denotamos por X¥ al conjunto de todas las funciones f: £ — X. Si fe XF

denotamos por

w(f, E) =sup{d(f(t), f(s)): t,s € E}

25
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a la oscilacion de f en E (o el didmetro del conjunto f(F£)). Diremos que P € Z(F)
si P={ty,ta,...,tm} c Eyti<ty<...<t,. También definimos

V(/,P) = ic«f(ti), F(tn),

V(. E) =sup{V(f,P)| P e Z(E)}.

Al igual que en el capitulo anterior, el nimero V (f, ) € [0, oo] se llama la variacién
total de f en E. Si V(f,E) < oo, diremos que la funcién f es de variacién acotada

en E. El conjunto de todas las funciones de variacién acotada de E en X se denota
por ¥V (E, X).
A continuacién se presentan algunas propiedades generales de la variacion.

Proposicién 2.1.1. Sea f : E - X una funcion arbitraria, entonces tenemos las

siguientes propiedades:
1. Minimalidad. Sit,s € E, entonces d(f(t), f(s)) <w(f,E)<V(f, E).
2. Monotonia. Si Ac B c E, entonces P(A) c Z(B) y V(f,A) <V (f,B).
3. Aditividad. Sit e E entonces V(f, E)=V(f,E;)+V(f,E}).

4. Cambio de Variable. St E1 c R y ¢ : By - E es una funcion mondtona, entonces

V([ o(Er)) =V (foyp, En).
5. Regularidad. V(f,E) =sup{V(f,E%): a,be E, a <b}.

6. Propiedad del limite. Sea s = supE € Ru {oo}, y sea i = inf £ € Ru {-oc0},

entonces

6.1 Sis¢E, entonces V(f,E) = %imV(f, E;) conteFE.

6.2 Sii¢E, entonces V(f,F) = ltl'mV(f, Ef) conteFE.
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7. Semicontinuidad inferior. Si la sucesion de funciones {f,}32, ¢ XE converge
puntualmente a f cuando n — oo (i.e. lim d(f,(t), f(t)) =0 para todo t € E)
entonces V(f, E) <lminf V(f,, E).

Demostracion. Las propiedades de 1 y 2 son consecuencia inmediata de la defini-

cion.

3. Sea Z;(F) el conjunto de particiones en Z(E) que contienen el punto t. Cada
particion P € Z2,(F) puede ser representada de manera unica como la unién
P =P-uP+t donde P~ e Z(E;)y P*e Z,(E}), y reciprocamente. Mds atin,

por la propiedad 1 obtenemos que
V(f,P)=V(f,PT)+V(f,P"),

lo que nos da la siguiente igualdad

{V(f.P)| Pe Z(E)} ={V(f,P")| P~ e Z(E)}+{V(f,P*)| P* e Z(E})}.

Asi, basta tomar el supremo sobre todas las particiones en ambos lados para

obtener lo requerido.

4. Suponemos sin pérdida de generalidad que ¢ es no decreciente. Es suficiente
observar que si P = {7;}7, € Z(E), entonces P = {t; := (1)} € Z(¢(E1))
ya que ¢ es mondtona; ademés si P = {t;}7, € Z(¢(E1)), donde t;_4 < t; para
i=1,...,m, entonces t; = ¢(7;) para algin 7; € Ey, por lo que usando de nuevo
que ¢ es mondtona, el conjunto P; = {r;}", define una particién para E; y por

consiguiente

V(/,P) = gd(f(ti),ﬂti_l)) _ gdww(n)), Fo(ma)) = V(f o Pr).

De esto se concluye la propiedad buscada.
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5. Es claro por la propiedad 2 que

V(f,E)>sup{V(f,E®): a,be E, a<b}.

Por otro lado, para cada o < V(f, E') existe una particién P = {t;}!", € Z(F)
tal que V(f, P) > «, pero P ¢ @(Ettg'), entonces

V(f,E)2V(f,P)2a

y puesto que a < V(f, E) fue arbitrario, concluimos lo deseado.

. Probaremos la propiedad 6.1 ya que 6.2 es similar. Debido a que s ¢ F, éste es

un punto limite de E. La funcién

t—V(f E;)e[0,00]

con t € I/ es no decreciente por la propiedad 2, por lo tanto el limite indicado
estd en [0,00] y, claramente, es a lo mas V(f, E). Por otra parte, para cada
a < V(f,E) existen (por la propiedad 5) puntos a,b € E, a < b < s tal que

V(f,E?) > o, entonces para cada t € En[b,s) #+ @ obtenemos que

V(LE)2V(f,E) 2

con lo cual obtenemos la igualdad en 6.1.

. Asumimos que a < V(f, E). Por la definicién de variacién total, para a < § <

V(f, E) existe una particién P = {t;}", € Z(FE) tal que V(f,P) > 5. Por la

convergencia puntual de f,, a f existe un natural Ny € N tal que

(B-a)

d(fu(t), f(t)) <0 := 5 bara todon> Ny yteP,
m
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lo que muestra que para cada n > Ny tenemos que

BV P) = Y d(f (1), £ (1))
sid(f(t) fu(t) + Zd(fn(t)fn ti1)) Zd(fn(tu (i)

<mdé+V(fn, E)+md=V(fn, E)+ (8 -a).

Como consecuencia, inj\ff V(fu, E) > a, y por lo tanto, iminf V(f,, E) > «a.
n=>Ng n—>00

Haciendo oo - V' (f, E') obtenemos lo requerido.

Observacién 2.1.2. De la proposicién anterior podemos hacer las siguientes

observaciones:
a) No suponemos que V(f, E') estd acotado.

b) La propiedad 3 no es valida si ¢ ¢ E; por ejemplo sean E = [-1,1] {0}, X =R,
t=0y f:FE - X tal que

0 size[-1,0)
1 size(0,1],

fx) =

entonces se tiene que V(f,E) = V(f,E;) + V(f,E/), yva que V(f,E) =
V(| ED)=V(],E)=0.

c) SiseE, entonces V(f, F) =V(f, E;), asi que la propiedad 6.1 no es verdadera

en general: consideremos f:[0,1] - R con

fa) - 0 size[0,1)

1 siz=1,

asi se tiene que V(f, F) # %imV(f,Et‘) con t € F, ya que V(f,E) =1y
%im V(f,E;) =0. Un ejemplo similar puede hallarse para 6.2.
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o0

>, es reemplazada

d) La propiedad 7 se cumple si la convergencia puntual de {f,
por una condicién mas débil: H,If_l)glf d(fn(t), f(t)) =0 para todo t € E.
Sin embargo la desigualdad en la propiedad 7 no puede ser reemplazada por
igualdad y el limite inferior no puede ser reemplazado por el limite cuando n - oo

. . . : 2t
incluso si la convergencia de f, a f es uniforme. En efecto, sea f,(t) = w

con t € [0, 1], claramente { f,,}°°; converge uniformemente a la funcién f = 0, pero

V(fn,[0,1]) = 4.

e) La propiedad 1 implica que una funcién de variacién acotada es una funcién

acotada en el sentido de que f(FE) tiene didmetro finito.

Proposicién 2.1.3. Si f € ¥ (E,X), entonces el conjunto f(E) es totalmente aco-

tado en X y es separable. Si ademds X es completo, entonces f(FE) es precompacto.

Demostracién. Primero probaremos que f(FE) es totalmente acotado para lo cual
debemos mostrar que dado € > 0 existe una coleccion finita de bolas con centro en
algun punto de f(F) de radio € > 0 que cubren a f(F). De lo contrario, supongamos
que para algin € > 0 no existe cubierta finita para f(E). Consideremos una sucesién
{zn}22, ¢ f(E) construida inductivamente de la siguiente manera: Si ty € E es fijo,

tomamos xg = f(tg), y habiendo elegido los puntos xg, z1, ..., T, 1 € f(F) tomamos
n—-1
Ty, € f(E)N | Be(z;) neN,
§=0

donde B(z;) = {y € X : d(y,z;) < €}. Sea z,, = f(t,) para algin ¢, € E, n € N.
Ya que d(x,, ) > € para n # k, tenemos que t, # tx. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que t,_; < t, para todo n € N. Entonces para P = {t;}, ¢ Z(F)

tenemos

V(f,E)>V(f.P)= id(f(m,f(ti_l)) - id(xi,xi_n > me.

Puesto que m € N es arbitrario, podemos inferir que V(f,F) = oo, lo cual es

una contradiccién ya que f € ¥ (FE,X). Para concluir sabemos que un conjunto
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totalmente acotado en un espacio métrico es separable, y precompacto si el espacio

métrico es completo. [ |

2.2. Un teorema de estructura

Cuando X es un espacio métrico arbitrario y f : E - X es una funcién de
variacién acotada en FE, claramente resulta imposible obtener una descomposicion
de Jordan para f como diferencia de dos funciones crecientes, como ocurre en el caso
X =R. En vez de esto, obtenemos una descomposicién alternativa para f que en la

préactica resultara un criterio de gran utilidad.
Definicién 2.2.1. Sea (X,d) un espacio métrico y @ # E c R.

a) Diremos que la funcion f: E - X es Lipschitz si existe una constante ¢ > 0 tal
que d(f(t), f(s)) < c|t - s| para todo s,t € E. Llamaremos constante de Lipschitz

a la ¢ mds pequena que satisface esta condicion y la denotaremos por Lip(f).

b) Diremos que la funcién g: E - X es natural si V (g, E®) = b—a para todo a,b € E,

a<hb.

Notemos que una funcion natural g : E - X es Lipschitz con constante Lip(g) < 1,

ya que por la propiedad 1, Proposicion 2.1.1, obtenemos que

d(g(t),g(s))<V(g,E})=s-t t,seE t<s.

c¢) Diremos que una funcion f:[a,b] — X es absolutamente continua si dado € >0
existe un § > 0 que depende de € tal que para cada coleccion finita {(an,bn)}Y,

de subintervalos abiertos y disjuntos de [a,b] se tiene

N

d(f(bn), fan)) <€

n=1
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cuando

M=

(b, —ay,) <0.

n=1

Claramente, una funcion Lipschitz f : [a,b] = X es absolutamente continua (para
€ > 0 basta tomar § = €/Lip(f)). Ademds una funcion absolutamente continua tie-
ne variacion acotada en [a,b] (esto puede probarse de manera totalmente similar

que en la Observacion 1.3.3).
El resultado central de esta seccion es el siguiente.

Teorema 2.2.2. Una funcion f: E — X tiene variacion acotada si, y solo si, existe
una funcion acotada y no decreciente p : E — R y una funcion natural g : o(E) - X

tal que f=goyp en E.

Adicionalmente, si f es Lipschitz (respectivamente, si E = [a,b] y [ es absoluta-
mente continua), entonces ¢ es también Lipschitz (respectivamente, absolutamente

continua,).

La prueba de este teorema estd contenida en los dos lemas siguientes. El primer

lema (suficiencia) proporciona muchos ejemplos de funciones de variacién acotada.

Lema 2.2.3. Sea ¢ : E - R una funcion, sea g: p(E) - X una funcién Lipschitz y

sea [ =gow. Entonces tenemos los siguientes resultados:

1) Si ¢ es acotada y mondtona, entonces f tiene variacion acotada en E y

V(f,E) < Lip(g) -w(p, E).

2) Si p es Lipschitz, entonces [ es una funcion Lipschitz y

Lip(f) < Lip(g) Lip().

3) Si E =[a,b] y ¢ es absolutamente continua, entonces f es absolutamente continua

en [a,b].

32



Funciones de variacion acotada con valores en un espacio métrico

Demostracion.

1) Supongamos que ¢ es no decreciente. Asi

e(Enla,b]) =¢e(E)n[p(a),p(d)] abeE a<b, (2.1)

y por la propiedad 4, Proposicion 2.1.1, se sigue que

V(f,ED) =V(gow E) = V(g,0(EL) =V (g, 0(E)2%)).

Si P = {t;}I", es una particién del conjunto descrito en (2.1) entonces

m

V(g, P) < Lip(g) Y (t; — ti-1) < Lip(9) (¢(b) - p(a)),

i=1

y por lo tanto

V(f, Eb) < Lip(g)((b) - ¢(a))

para todo a,b e E con a < b. Por la propiedad 5, Proposicién 2.1.1; y ya que ¢ es

acotada y mondtona obtenemos que
V(£ E) <Lip(g)(supp(t) - inf (1))
~Lip(g)(ip, E) < oo.

Cuando ¢ es una funcién no creciente la prueba es analoga.

2) Para t,s € E tenemos que

d(f(t), f(s)) =d(g(e(t)),9(v(s)))
<Lip(g)|p(t) — ¢(s)]

<Lip(g) Lip(p)t - s|.

3) Sia<a; <by <...<ay<by<b, entonces
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i ACF (). Fan) = éd@wwn)),g(s@(an)))

<Lip(g) 21 o (bn) = o(an).

Como ¢ es una funcién absolutamente continua entonces dado € > 0 existe un

0 >0 tal que
N €
bn - (7% < B
n;ho( ) = @(an)| O

N
cuando Z(bn - a,) <0,y por lo tanto
n=1

;d(f(bn),f(an)) <€

es decir, f es absolutamente continua.

Observemos que si la funcién g en el lema anterior es natural entonces V' (f, E%) =
lo(b) — ¢(a)| para a,b € E, a <b, por lo tanto V(f, F) = w(y, F). En particular, si
f: E - R es una funcién acotada y mondtona, tomando X =R, ¢ = f y g(s) = s

para s € f(E), en 1) del lema anterior obtenemos que
V(f,E)=w(f,E) < oo.
Ademas, si f: E - X es una funcién Lipschitz y E c R es acotado, entonces
V(f,E) < Lip(f)(sup FE - inf E).

Para ver esto es suficiente tomar ¢(t) =t parate E'y g= f en 1) del lema anterior.
El siguiente lema (necesidad) proporciona una descomposiciéon candnica de las fun-

ciones de variacién acotada.
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Lema 2.2.4. Sea f : E - X una funcion de variacion acotada. FEntonces existe
una funcion acotada, no decreciente y no negativa ¢ : E - R y una funcion natural

9: By =o(E) > X tal que
) f=gop en E.

b) g(Ey) = f(E) en X.
¢) V(g. Ev) =V (f,E).

Si ademdas f es una funcion Lipschitz, entonces @ es Lipschitz con constante Lip(p) <
Lip(f), y si E = [a,b] y [ es una funcién absolutamente continua, entonces ¢ es

absolutamente continua.

Demostracién. Sea ¢(t) = V(f,E;) para t € E, entonces ¢ : E — R estd bien
definida, es acotada (¢(t) < V(f,E)), es no negativa y es no decreciente en E por

la propiedad 2, Proposicion 2.1.1.

Para 7€ By sea o1 ({7}) = {t € E| p(t) = 7} la imagen inversa de {7} bajo la funcién

. Entonces definimos la funcion g : Fy - X de la forma siguiente: si 7 € £, sea

g(7) = f(t) paracadate (7). (2.2)

Esta definicién es consistente, es decir, f(t) es el mismo elemento de X para todo

t € p~1(7) porque, por las propiedades 1 y 3, Proposicién 2.1.1, tenemos

d(f(s), f(t)) <V(f, E})=¢(s)—¢(t) parat,seFE t<s, (2.3)

por lo que, sit,s € (1) yt<s, entonces o(t) =7 = ¢(s) y por lo tanto f(t) = f(s).
Asi la representacion de f descrita en a) es consecuencia de (2.2), ya que si t € F
entonces t pertenece a p~1(7), donde 7 := p(t) € Ey, por lo tanto por (2.2) obtenemos

que
f(t) =9(7) = g(e(t)) = (g0 9) (D).

35



Capitulo 2

Las afirmaciones b) y ¢) se obtienen como consecuencia de a) y por la propiedad 4,

Proposicién 2.1.1. Resta probar que g es una funciéon natural. Tenemos que
(E1); =¢(E;) paratodoTeE ytep!(r).
Por lo tanto por la propiedad 4, Proposicién 2.1.1, vemos que

V(g,(E1);) =V(g,0(E;))=V(gop, E) =V (f, E;)=w(t)=T.

Como consecuencia, si o, € E; y a < 3, podemos concluir por la propiedad 3,

Proposicién 2.1.1, que

V(g,(B1)a) =V(g,(E1)3) - V(g,(E1)z) = B-a.

Veamos ahora que si la funcion f: EF - X es Lipschitz entonces nuestra ¢ definida
previamente es también Lipschitz. Para t,s € F, s <t por la propiedad 3, Proposiciéon

2.1.1, obtenemos

o(t) = ()| =V (f, Er) = V(f, E;) =V(f, ES) < Lip(f)(t - s).

La tltima desigualdad se tiene por lo siguiente: para cada P = {t;}I", € Z(E!)

V(f,P)= id(f(ti)af(ti—l)) < Lip(f)(tm —to) < Lip(f)(t = 5).

Finalmente, supongamos que f : [a,b] - X es una funcién absolutamente continua

y sea o(t) = V(f,[a,t]), t € [a,b]. Veremos que ¢ es también una funcién absolu-

tamente continua. Para € > 0 existe § > 0 tal que para cada coleccién arbitraria de
N

puntos a <t1; <tip<... <ty <tng < b, si Z(tng —tn1) < 6(€) tenemos que

n=1

]zj:ld(f(th)v f(tnl)) <e.
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Fijemos una coleccion de puntos a < a; <b; <...<ay <by <b tal que Z(bn —a,) <
n=1

d(e). Paracadan=1,...,N y ke Nsea P, = {t,;},-0 una particién del intervalo

[an,b,] tal que

V(f, [an,bn]) <V (f,P,) + (¢/NE).

Puesto que

3

n

Z (tn; —tni-1) = ;(bn—an)gé(e)

n=11

i
—_

se sigue que

Z!so(b) p(an)| = V(f, U, b )<ZV(f,P) (¢/k)

n

d(f(tni), f(tni-1)) + (e/k) S €+ (k).

3

P”ﬂz i MZ

3
il
—_
~
I
—

N
va que k € N fue arbitrario, tenemos que Z(bn - a,) < ¢ implica que

n=1

gllso(bn) — o(ay)| <e. _

Notemos que la funcién g del lema anterior tiene la siguiente propiedad: si «, 3 €

Ei, tep(a)y sep () entonces

d(g(a),9(B)) = d(f(t), f(s))

Si la funcién ¢ : ' - E) es estrictamente creciente entonces es una biyeccion,
por lo tanto la igualdad f = go ¢ en E es equivalente a g = f o p~! en E;, donde

¢t E1 > FE es la funcién inversa de .

Para f: E - R una funcién real tenemos también la descomposiciéon de Jordan:
Una funcion f es de variacion acotada si, y sélo si, puede ser representada como la
diferencia de dos funciones acotadas no decrecientes en F. La suficiencia es conse-
cuencia de que las funciones monoétonas y acotadas son de variaciéon acotada y la

diferencia de tales funciones también es una funcién de variacién acotada. La nece-
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sidad es consecuencia de la igualdad f=¢ - (¢ - f) donde ¢(t) =V (f,E;), teEy
la desigualdad (2.3), es decir, para t,s € E'y t < s, entonces f(s)— f(t) < p(s)—¢(t),
o bien, (¢ - f)(t) < (¢ - f)(s). Asi, la descomposicién de Jordan es una propiedad

muy especial para las funciones reales.

2.3. Caminos geodésicos

El teorema de estructura que hemos probado en la seccién anterior nos permitira
demostrar para espacios métricos compactos X la existencia de caminos geodésicos
Lipschitz entre dos puntos cualesquiera de X, siempre que exista al menos un

camino de longitud finita que conecta a estos puntos.
A continuacién, introducimos alguna notacion y definiciones.

Denotaremos por C'([a,b], X)) al conjunto de todas las funciones continuas definidas
en [a,b] y con valores en el espacio métrico X. Un camino en X es una funcién
continua f : [a,b] - X; su trayectoria es la imagen f([a,b]) que, como es bien
sabido, es un subespacio compacto de X. El dominio [a,b] de f se llama un conjunto
de parametros del camino; en este caso diremos que el camino es parametrizado por
el intervalo cerrado [a,b]. La longitud del camino f: [a,b] - X es la variacién total
V(f,[a,b]). Decimos que dos puntos x,y € X estdn conectados por un camino en X
si existe un camino f : [a,b] - X tal que f(a) =z y f(b) = y; en este caso diremos

que f es un camino entre x e .

Teorema 2.3.1. Sea K ¢ X un subconjunto compacto. Si los puntos x,y € K pueden
ser conectados por un camino en K de longitud finita, entonces existe un camino
Lipschitz en K entre x e y de minima longitud. Dicho camino se llama camino

geodésico entre x e y.

Demostraciéon. El teorema es trivial si x = y, por lo tanto suponemos que x # y.

Ya que cualquier camino f : [a,b] - X puede ser reemplazado por un camino de
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la misma longitud (y misma trayectoria) y el conjunto de parametros [0,1] (ver la
propiedad 4, Proposicién 2.1.1), basta con restringir el anélisis a los caminos definidos
en [0,1]. Asi consideremos el conjunto de caminos en K definidos en [0,1], y que

conecten los puntos x e y:

W(z,y) ={f € C([0,1], K) = f(0) ==, f(1) = y}.

Sea

[=mf{V(f [0,1]): feW(x,y)}.

Por hipétesis, W (z,y) contiene un camino fy de longitud finita, por lo tanto [ <
V(fo,[0,1]) es finita. Por otro lado, para cada f € W (x,y) tenemos, por la propiedad

1, Proposicion 2.1.1, que

V(f,[0,1]) 2 d(f(0), f(1)) = d(z,y) > 0 (2.4)

por lo que [ > d(z,y). Como [ < oo, entonces existe una sucesion { f,}>>, ¢ W(x,y)
tal que
lim [,, =1 donde 1, =V (f,,[0,1]) >0

n—>oo

por (2.4). La existencia de este limite implica que si L = supl,, entonces L es finito
neN

y mayor que cero, por lo tanto la sucesion {f,,}°°; es de variacién acotada uniforme-

mente. Por el Lema 2.2.4, para cada n € N existe un camino natural g, : [0,1,] > X

con la propiedad de que

d(gn(a), gn(B)) <l =B o, B €[0,1.],

fo=gnown en [0,1], donde @n(t) =V (fn, [0,t]), te[0,1],

y, en particular, g,(0) = £.(0) = z, gn(ln) = fu(1) =y, 9u([0,1.]) = fu([0,1]) € K
y V(gn,[0,0,]) = V(fn,[0,1]) = l,. Ahora definimos h,(7) = g.(7l,), 7 € [0,1],
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entonces tenemos que

hn € W(l’,y),
V(hn,[0,1]) =1, = I cuando n — oo, por la propiedad 4, Proposicién 2.1.1,
d(ha(@), hn(B8)) <l = B < Lla = |, a, B €[0,1].

Se sigue de lo anterior que la sucesién {h, }22, ¢ C([0,1], K') es equicontinua y usando

el Teorema de Arzela-Ascoli! [10], pp. 137 — 138, esta sucesién tiene una subsucesién

{hn, }52, tal que

lim sup d(hy,, (7),h(7)) =0 para algin h e C([0,1], K).

k=00 7¢[0,1]

Claramente, h € W (x,y) y h es Lipschitz con constante Lip(h) < L por la continuidad

de la métrica d. Por la propiedad 7, Proposicién 2.1.1, se sigue que
V(h,[0,1]) < lilgnian(hnk, [0,1]) = gim Ly, =1

Finalmente, de la definiciéon de [ tenemos que [ < V(h,[0,1]), por lo tanto

1=V (h,[0,1]), lo que completa la demostracion. [ |

2.4. Principio de seleccién de Helly

El resultado central de esta seccion es el teorema de compacidad para funciones
de variacion acotada, que es una generalizacion del clasico principio de seleccion de

Helly para funciones con valores en un espacio métrico y en un espacio de Banach.

1Si (X1,d1), (X2,ds) son dos espacios métricos compactos y { fn}n ¢ C(X1, X2) es una sucesién
puntualmente acotada y equicontinua, entonces existe una funcién f € C'(Xy, X5) y una subsucesién
{fn. }x que converge a f uniformemente en X;.
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Teorema 2.4.1. Sea K un subconjunto compacto de un espacio métrico X vy

sea F c C([a,b],K) una familia infinita de funciones continuas con variacion

acotada uniformemente, es decir, sup V' (f,[a,b]) < oo. Entonces eziste una sucesion
eF

de funciones {f,}>2, < F que gom)erge puntualmente en [a,b] a una funcion

f:[a,b] = K de variacion acotada de tal manera que V (f,[a,b]) < sup V(f1,[a,b]).

fl eF

Ademds, si X es un espacio de Banach entonces la hipdtesis de continuidad de las

funciones de la familia F puede ser omitida.
Demostracion.

» Paso 1. Observaciones generales. Por el Teorema 2.2.2 cada funcién f € F
puede representarse en [a,b] como la composicién f = gy o ¢f, donde
or(t) = V(f,[a,t]), t € [a,b], vy g7 : Erif = ¢¢([a,b]) - K es Lipschitz con
constante Lip(gr) < 1. Notemos que ¢; es no decreciente, no negativa y

wyr(a) =0.

La familia de funciones {¢y| f € F} es infinita y es uniformemente aco-
tada en [a,b] (pues w(yy,[a,b])] = ¢r(b) = V(f,[a,b])), por lo tanto, por
un resultado ampliamente conocido? (Ver [13], Lema 2, p. 221), esta familia
contiene una subsucesion {y,}°, que corresponde a alguna descomposicién
fn=gnow, paran €N (es decir, ¢, = ¢y, V gn = gy,) que converge puntual-
mente en [a,b] a una funcién ¢ : [a,b] - R no negativa y no decreciente (por
lo tanto acotada). Si definimos I = V' (¢, [a,b]) = ¢(b) entonces 0 <[ < oo, mas
aun, si l,, = V(fn,[a,b]) entonces 1, = V(pn,[a,b]) = pn(b) y I, = | cuando

n — o0,

2Sea F una familia infinita de funciones no decrecientes definidas en [a, b]. Si todas las funciones
de la familia son acotadas, es decir,

[f(@)| <K, feF xzelab]

entonces existe una sucesién de funciones {f,,}2>; en F que converge puntualmente en [a,b] a una
funcién no decreciente f.
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» Paso 2. Suponemos que estamos bajo las hipétesis de la primera parte del

teorema. Ya que f, € F es continua, entonces ¢, también es continua en [a, b],
para lo cual bastard probar que ¢, (t) = ¢, (t7) y ©n(t) = p,(t7) para t € [a,b].
Veamos por ejemplo que ¢, (t) = ¢,(t*). Como ¢, es no decreciente en [a,b]
se tiene que ¢, (t) < p,(t*); para obtener la otra desigualdad probaremos que

dado € > 0 es posible encontrar ¢y tal que ¢ <ty y que si t < s <ty entonces

() = @n(t) <d(fuls), fu(t)) + € (2.5)

Tomando limite en (2.5) cuando s - t, s > t obtenemos que ¢, (t*) — p(t) <€
para todo € > 0, entonces @, (t*) < ¢, (t) que es lo que se busca. Asi, probaremos
(2.5). Sea € >0, como V(f,,[t,b]) <V (fa,[a,b]) < co entonces por la propiedad
2, Proposicién 2.1.1, existe tg >t y P € P([to,b]), P ={to <...<t, =b} tal
que

V(fn, [£,0]) d(fu(to), fu(£)) +V (fn, P) + €.

Asi, para t < s < ty obtenemos que

V(s [£,0]) <d(fn(to), fu(8)) + d(fu(s), fu(t)) + V (fn, [to, b]) + €
<V (fus [5,t0]) + d(fu(), (1)) + V (fn, [to, b]) + €
=V (fn:[5,0]) + d(fn(s), fu(t)) + €,

y por la propiedad 3, Proposicion 2.1.1, se tiene que

V(fna [aa 5]) - V(fm [avt]) :V(fnv [ta b]) - V(fn[sv b])
<d(fu(s), (1)) +e,

que es lo mismo que

n(5) = on(t) <d(fu(s), fu(t)) +¢,

lo que prueba (2.5). De modo andlogo se prueba que ¢,(t) = ¢,(t7). Por lo
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tanto ,, es continua, y como consecuencia la funcién Lipschitz g, esta definida
en el intervalo Ey, = ¢,([a,b]) = [0,0,]. Si [, > [ entonces restringimos g,
a [0,(], mientras que si [, < [ entonces tomamos g,, definida solamente en el
intervalo (l,,1] de la siguiente manera: g,(7) = g,(l,) para 7 € (I,,,1]. Por el
Teorema de Arzela-Ascoli la sucesiéon de funciones Lipschitz g, : [0,]] - K
con constantes Lip(gn) < 1 contiene una subsucesion {gy, }z>, uniformemente
convergente. Si g : [0,{] - K es el limite uniforme de {g,, } entonces g es
Lipschitz con constante Lip(g) <1 por la continuidad de la métrica, asi por el
Lema 2.2.3, la funcién f = goy:[a,b] > X es de variacién acotada. Ahora, si

t € [a,b] entonces

A(f, (£), f(£)) =d((Gny, © P, ) (), (g0 ) (1))
<A(Gny (P (1)) (G (0(2))) + d(gn, (2(1)), g(0(2)))
<o, (1) = 2 (t)] + d(gn, (¢(1)), g(2(1))).

Los términos de la derecha tienden a cero cuando k — oo, por lo tanto la
sucesion { f,,, }2, ¢ F converge a f puntualmente en [a,b]. La desigualdad del

teorema se sigue de la propiedad 7, Proposicién 2.1.1, ya que

V(f? [CL, b]) < Hglglfv(fn; [CL, b]) < ?ugv(fh [CL, b])

Paso 3. Sea X un espacio de Banach, mostraremos que la hipétesis de conti-
nuidad de la familia F puede ser omitida. Primero veamos que si g : £ - X
una funcién Lipschitz entonces puede ser extendida a todo R como una fun-
cién Lipschitz § : R - X tal que Lip(q) < Lip(g). En efecto, ya que g es
uniformemente continua en E entonces tiene una extensién ¢; : £ - X a la ce-
rradura E de E definida de la siguiente manera: para z € E existe una sucesién

{x,}22, c E tal que x, - = cuando n — oo, asi definimos

g1(x) = lim g(zy,).
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Primero veamos que el limite existe y que la funcién ¢; no depende de la
eleccién de la sucesion que converge a x; es claro que para {z,}°2, c E tal que

r, = x obtenemos que
”g(xn) - g(:cm)H < Lip(g)|xn - $m| -0 cuando m,n — oo,

asi {g(zn)}22, es de Cauchy en X y por lo tanto lim g(x,,) existe en X. Supo-
nemos ahora que {x,}>°, ¢ E'y {y,}2, c E son dos sucesiones que convergen

a T entonces

Hg(yn) - g(xn)H < Lip(g)|fl?n - yn| -0 cuando n — oo,

por lo tanto lim g(y,) = lim g(x,). Ademéds, g, es Lipschitz pues si 2,y € E
entonces existen sucesiones {z,}°, ¢ E'y {y,}>>, c E tales que z,, > x cuando

n — oo y yr = y cuando k — oo, asi

lg1(2) = g1 ()] = lim [g(zn) = 92 ()|
-l |1 lg(a) - o)1
< lim lim Lip(g)lwn = il
=Lip(g)|z -yl
y ademds Lip(g1) < Lip(g). Definimos § = g; en E. Como R\ E es abierto
entonces es la unién de una cantidad a lo mas numerable de intervalos abiertos

y disjuntos (ag,by); sobre los intervalos acotados (ag,bx) definimos 7 de la

siguiente manera:

g(t) = gi(ar) + pa(t —ar), pu = gl(b’z) :gl(ak)
ke — Ok

con t € (ay,by).

Si ay = —oo entonces definimos §(t) = g1 (bx) para todo t € (—oo,b;], mientras

que si by, = oo entonces definimos §(t) = g1(ax) para todo t € [a, ).
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Claramente |u| < Lip(g1) < Lip(g), por lo tanto cuando by, — ax < oo se tiene

para t, s € [a, by]

19() =G(s)[ = Il = ar) = (s — ax)| < Lip(g)|t - 5.

Notemos que si ar = —oco (0 by = o0), entonces ¢ es la funcién constante en
(=00, br] (o bien en [ag,0)). Resta mostrar que § es una funcién Lipschitz.
Hay tres casos posibles: 1) t,s € E,2)te E.s¢ Ey 3)t,s¢ E. El caso 1) es
claro por lo anterior. En el caso 2) suponemos que s € (ax, by) v by < t. Entonces

por la desigualdad del tridngulo obtenemos que

15() =G(s) | <lgr () = g1 (bi) | + | g2 (be) = G(s) |
<Lip(g)((t=bx) + (b = 5))

=Lip(g)|t - s|.

En el caso 3) suponemos t € (am,bn), s € (ax,br) v bg < a,. De nuevo, por la

desigualdad del triangulo obtenemos que

19() = g(s)| <[F(t) = g1(am)] + [ g1(am) = g1 (bi) [ + [ g1(br) - G(s)|
<Lip(g)((t = am) + (am = bi) + (b = 5))

=Lip(g)[t - s|.

Paso 4. Sea X un espacio de Banach y sea F una familia de funciones de [a, 0]
a K de variacion acotada uniformemente. Argumentaremos primero como en
el paso 1). Notemos que Ey, = ¢,([a,b]) c [0,1,] en nuestro caso; ademés si

L =supl, entonces 0 < L<ooyl=1liml,<L.

neN n—oo

Sea @, la restriccién a [0, L] de la funcién g, del paso 3). Por el Teorema
de Arzela-Ascoli la sucesiéon de funciones Lipschitz g, : [0,L] — K con

constantes Lipschitz Lip(g,) < 1 tiene una subsucesién {g,, }7>, que converge
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uniformemente a una funcién que denotamos por g. Claramente g: [0, L] - K

es una funcién Lipschitz con constante Lip(g) < 1.

Sea Ey = p([a,b]) y sea g la restriccién de g a Ej. Por el Lema 2.2.3 la funcién
f=gop:[ab] > K tiene variacién acotada. Ahora, si t € [a,b] entonces

procediendo de manera similar que en el paso 2) tenemos que

d(fn (1), f (1)) =d( G (00, (£)), G (0(2)))

<lipn, (1) = e(B)] + d(Gn, (()), 5(£(1))),

lo cual completa la demostracion.

Notemos que en el teorema anterior nuestra suposiciéon de que la familia F estéd
formada por funciones continuas no implica que la funcién limite f también es con-

tinua. Por ejemplo, sea f,, : [0,2] - R (n € N) definida de la siguiente manera

tr si tef0,1]
(2-t)" site[l,2].

fn(t) =

Claramente, {f,} converge puntualmente cuando n — oo a la funcién f cuyo valor

es cero para t+ 1y 1 parat =1, la cual evidentemente es discontinua.

El interés matematico en el principio de seleccion de Helly radica fundamentalmente
en el hecho de que proporciona una herramienta muy efectiva para demostrar
teoremas de existencia en analisis. Por ejemplo, uno puede demostrar la existencia
de funciones en LP(T) que representan bajo la integral de Poisson a cierto tipo de

funciones holomorfas en el disco unitario.

Existen también diferentes nociones que generalizan el concepto clasico de variacion

acotada, de manera particular, la nocién de p-variacién para p > 1 (introducida
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originalmente por N. Wiener en [16] para p =2 y L.C. Young en [18] para p > 1) en

la cual las sumas V' (f, P) para una funcién f: F' - X se substituyen por sumas

V,(/,P) = id(f(m, ().

Las funciones de p-variaciéon acotada han sido utilizadas para resolver problemas en
ecuaciones diferenciales estocdsticas y ecuaciones integrales (ver [17], [11]). Ademas,
como se muestra en [14], es posible también demostrar un principio de seleccién de

Helly para funciones de este tipo.
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Capitulo 3

Teorema de Banach-Zarecki para
funciones con valores en un
espacio métrico

El objetivo central de este capitulo es demostrar el caso general del teorema de
Banach-Zarecki para funciones con valores en un espacio métrico, el cual muestra la
equivalencia entre continuidad absoluta y variacién acotada junto con la propiedad
(N). Esta generalizaciéon ha sido demostrada en [6] y como veremos, necesitamos

introducir la nocién de medida de Hausdorff en un espacio métrico.

3.1. Medida de Hausdorff

Con el fin de demostrar el teorema de Banach-Zarecki para funciones definidas en
un subconjunto de R y con valores en un espacio métrico X, es necesario introducir
la medida de Hausdorff s—dimensional y resultados importantes de la misma, los

cuales pueden consultarse en [8], [9] y [15].

Definicién 3.1.1. Sea X un conjunto. Una funcion p: 2% — [0, c0] se llama medida

exterior en X si
1) u(2)=0.
1) u(A) <> u(Ay) cuando Ac | Ax.
k=1 k=1
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Si p es una medida exterior en X y A c B c X, entonces

Definicién 3.1.2. Un conjunto A c X es pu-medible si para cada subconjunto B c X,
n(B) = (B A) +u(B - A).
Observacion 3.1.3. Sea A ¢ X. Entonces A es p-medible si, y solo si, X — A es

p-medible.

Sea {Ay};2, una sucesién de conjuntos py-medibles. Entonces tenemos las siguien-

tes propiedades, a saber:

1. Los conjuntos | J A y () Ak son p-medibles.
k=1 k=1

2. Si los conjuntos {A}72, son disjuntos, entonces

1% (U Ak) = Z M(Ak)-
k=1 k=1

3. SiAjc...A,cAgq..., entonces
lim pu(Ag) = p (U Ak) :
k=0 k=1

4. Si A;o.. Ao Agyr... vy 1(Ar) < oo, entonces
lim p1(Ay) = p (ﬂ Ak) :
k—oo k=1

Por lo anterior tenemos que la coleccién de todos los subconjuntos p-medibles de X

forman una o-algebra.

Definicién 3.1.4. La o-dlgebra de Borel de un espacio métrico X es la o-dlgebra de

subconjuntos de X mds pequena que contiene a los abiertos de X.
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Definicién 3.1.5. Sea X un espacio métrico.

1. Una medida exterior ;v en X es reqular si para cada conjunto A c X existe un

conjunto B u-medible tal que Ac B y u(A) = u(B).

2. Una medida exterior u en X se llama de Borel si cada conjunto de Borel es

w-medible.

3. Una medida exterior p en X es de Borel reqular si p es de Borel y para cada

A c X existe un conjunto de Borel B tal que Ac B y u(A) = u(B).

4. 81 X es un espacio métrico localmente compacto, una medida exterior i en X
es de Radon si ju es de Borel reqular y u(K) < oo para cada conjunto compacto

KcX.

Teorema 3.1.6 (Aproximacién por conjuntos abiertos y compactos). Sea p una

medida exterior de Radon en R™. Entonces

1. Para cada conjunto A c R™,

pu(A) =inf{uw(U)| AcU, U abierto}.

2. Para cada conjunto A c R® pu-medible

pu(A) =sup{u(K)| K c A, K compacto}.

Observemos que en 1 no es necesario que A c R” sea un conjunto p-medible. Para
finalizar con esta serie de resultados conocidos de teoria de la medida, enunciaremos

el siguiente teorema.

Teorema 3.1.7 (Criterio de Carathéodory). Sea u una medida exterior en un es-
pacio métrico X. Si u(Au B) = u(A) + u(B) para todos los conjuntos A, B c X con

dist(A, B) >0, entonces i es una medida exterior de Borel.
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3.1.1. Definicién y propiedades elementales de la medida de

Hausdorff en R”

Con el objetivo de lograr una exposiciéon mas clara de la medida de Hausdorff
s—dimensional, daremos inicio con el analisis del caso particular X = R”. Esto nos

permitird abordar mas facilmente el caso general.

Definicién 3.1.8.

1. Sea AcR", 0<s<oo0,0<d<oo. Se define

Hi(A) = inf{z a(s) (dmm i ) |Ac U Cj, diam C; < 5}
donde
/2
Q{(S) = m

AquiT(s) = [;" e*asldx, (0< s<00), es decir, es la funcidn gamma usual.

2. Para A y s como antes, se define
H(A) =lim H3(A) =supHi(A).
6-0 6>0
H? se llama la medida de Hausdorff s—dimensional en R™.

Observacién 3.1.9.

= El requisito 6 — 0 fuerza a las cubiertas a “seguir la geometria local” del

conjunto A.

» La idea intuitiva que subyace en la definicion de H® es que si se Ny A es un
subconjunto s—dimensional de R™ (por supuesto 1 < s <n), como por ejemplo,
un abierto relativo en un subespacio lineal s—dimensional de R”, la “cantidad”
de A que esta contenida en una regién de didmetro r, deberia ser de algin

modo proporcional a 5.
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= Es importante en la definicion de medida de Hausdorff considerar cubiertas
de didmetro pequeno para poder obtener una medida aproximada de conjun-
tos con muchas “irregularidades”, ya que de no hacerse estas elecciones con
los didmetros uno podria simplemente cubrir un conjunto con él mismo, dan-
do como resultado que su medida seria a lo sumo la s—ésima potencia de su

diametro.
Para dejar lo anterior mas claro, consideremos por ejemplo la curva
A ={(z,sen(mz)) e R? | |z| <1}, meN.

Vemos que
diam A,, = sup |p-q|=V22+22sen?2m
P,q€Am
=\/4(1 +sen?m)

<2.212,

esto es, diam A,, < 23/2 para todo m € N. Sin embargo, la longitud de la curva

A, tiende a infinito cuando m — oo.

Esto muestra que se necesita tomar § mucho mas pequeno que 1/m para que

H;(A,,) proporcione una estimacién aproximada de las longitudes de las curvas

Ap.

» Para justificar el nimero a(s) en la definicién de medida de Hausdorff ob-
servemos que si denotamos por L£" a la medida de Lebesgue n—dimensional

entonces

L(B,(x)) = a(n)r"

para toda bola B,.(x) c R", ya que para el caso x = 0 y usando coordenadas

polares, tenemos que
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L:nBrO: d:fr[f d]n—ld
(BrOD = f 0y = Jy [ Sgur B[P dp
:En—l(sn—l) [Tpn—ldp: T_En—l(sn—l)
n

Gor ylzn 1@9n]) ) Ln—zgjrl)

[diam B,.(0)]™;
ademsés

1 (5,(0)) =a(n) (L2 EOD)

- i (B, (0)]"
Asi, para que H"(B,(0)) = L*(B,(0)) debemos tomar a(n) = w

Teorema 3.1.10. H?® es una medida exterior de Borel regular (0 < s < o).

Demostracién.

= Paso 1. H5 es una medida exterior. Para la demostracion sea € > 0; para cada

k € N existe una coleccién de subconjuntos de R?, {CF}2, tal que Ay c Ul CF,
=
diam Cf <dy

diam C¥ €
Za(s)( ) <HZ(Ag) + =

7=1

Asi, si A = Ay, tendremos que
k=1

cJuces
k=1j=1

con diam C¥ < ¢ para todos los k,j e Ny

0 o0 diam C¥\® =
5 $a) (M52) < Sutan -2

k._

8

=) Hs(Ap) +e,

k=1
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esto es,

o0 0o dlam(]k oo
Hi(4) < S o ( ) S #4540+

y como € fue elegido arbitrariamente obtenemos
Hs(A) < Z’Hg(Ak),

lo que prueba que Hj es una medida exterior.

Paso 2. H* es una medida exterior. En efecto, sea {4}, ¢ R", entonces
H (U Ak) <Y HI(A) < DS H(Ap),
k=1 =1 k=1
asi, sélo basta hacer que ¢ tienda a cero para obtener que
H? (U Ak) < Z H(Ayg).
k=1 k=1

Paso 3. H® es una medida exterior de Borel. Escogemos A, B c R" con
dist(A, B) >0 y tomamos 0 < § < 1dist(A, B). Suponemos que AuB c | JCi y

k=1
que diam C}, < 0.

Sean A = {C}|C;n A+ o}y B={Cj|C;nB + 3}. Entonces Ac |J C;y

CjG.A
Bc |J Cj, ademds C;nC; =3 si C; € A, C; € B, por lo tanto
C]'GB
diam C; diam C} diam C;
o020 s 5 oo (25 5 (B2
7=1 CjeA CjeB
>H3(A) + H3(B).

Tomando el infimo sobre todos los conjuntos {C;}52,, vemos que Hj(Au B) >

Jj=b

Hi(A) + H3(B), con 0 < 46 <dist(A, B). Haciendo § tender a cero obtenemos
que H*(Au B) > H*(A) + H*(B). Por consiguiente

(AU B) = H*(A) + H*(B)
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para todo A, B c¢ R™ con dist(A, B) > 0. Por el criterio de Carathéodory se

obtiene que H* es una medida exterior de Borel.

» Paso 4. H* es una medida exterior de Borel regular. Primero notemos que diam

C =diam C para todo C' c R, por lo tanto

(dlam C; )

Hi(A) = fnf{z a(s) |Ac UC], diam C; <0 y C; cerrado }

7=1

Elfjase A ¢ R™ tal que H*(A) < oo, entonces H3(A) < oo para cada § > 0.
Para cada k > 1, escogemos conjuntos cerrados {C’j’C }5";1 tales que diam C]’? < %,

AclUCly

J=1

diam C*\*
Za(s)( ]) s’Hi(A)+%.

7=1

Sean Ay, = U C’]’C y B = ﬂ Ay, claramente B es Borel, ademas A c A, para todo
k,y entonces AcB. A51

H3(B) SZa(s)(#) s?ﬁ(A)+%.

=1

Haciendo k — oo obtenemos que H*(B) < H*(A), pero como A c B finalmente
llegamos a que H*(A) = H*(B), es decir, H* es una medida exterior de Borel

regular.

En el siguiente teorema aparece la medida exterior de Lebesgue unidimensional.

Recordemos que ésta se define de la siguiente manera (ver [8], p.26):
L'(A) = inf{z diam C;| Ac | JC;, C)c R},
=1 j=1

donde A es cualquier subconjunto de R.
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Teorema 3.1.11. La medida de Hausdorff satisface las siguientes propiedades:
a) HO es la medida exterior de contar.

b) H' = L' en RL.

c) H5(ANA) = MH3(A) para todo A >0, Ac R,

d) H3(L(A)) = H?(A) para toda transformacion isométrica afin L : R* - R*, A c
R™.

e) H* =0 en R™ para todo s >n.
Demostracioén.

a) Primero observamos que «(0) = 1. Entonces es facil ver que H°({a}) = 1 para

todo a € R" y por lo tanto obtenemos a).

b) Sea AcR!y §>0. Entonces

LM(A) —mf{Zdlam Cj|Ac UC}

7=1

<1nf{2d1am Cj|Ac UC'], diam C} <(5}

7=1

=H;(A).
Por otra parte, sea Ij, = [ko, (k +1)0], (k € Z). Entonces diam (C;nly) <dy
i diam (C; n ;) < diam Cj.
[—
Por lo tanto
LM(A) —mf{dem Cj|Ac UC’ }

Y diam (C; m[k)|AcUC}

) j=1
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Por consiguiente tenemos que £ = H} para todo 0 > 0, y entonces £! = ! en R

c) Para AcR™ y A >0 fijo se tiene que

Hi(\A) =fnf{za(s) (%) I\ c U(JJ, diam O} < 5}
j=1

diam }C;
_mf{Z)\Sa(s)( o ) |Ac U C],dlam )\C’j<5}
=ATH(A),
y haciendo § tender a cero obtenemos que H¥(AA) = A*Hs(A).

d) Sea AcR"y L:R" — R” una transformacién isométrica afin, entonces para ¢ > 0

se tiene que

HE(L(A)) :fnf{Za(s) (dlam G )

7=1

|L(A) c UC], diam C; <(5}
=1'nf{;a(s) (w) |Ac szlL—l(Cj), diam L—l(Cj) < 6}

=H3(A),
y haciendo 4 tender a cero obtenemos que H5(L(A)) = H*(A).

e) Fijamos un niimero entero m > 1. El cubo unitario @ en R” puede ser descom-

puesto en m™ cubos con lado de longitud 1/m y didmetro n'/2/m. Por lo tanto

mn

H n(Q) < D) (012 m)” = a(s)nFm=,

~.
—_

y el ultimo término tiende a cero cuando m — oo si s > n. Por lo tanto H*(Q) = 0.
Podemos cubrir a todo R” con traslaciones del cubo unitario Q, y como la trasla-
cién es una transformacién isométrica afin, usando d) obtenemos que H*(R") =0

para todo s > n.
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Proposicién 3.1.12. Supongamos que A c R™ y que H3(A) =0 para algin 0 < § < oo,
Entonces H*(A) = 0.

Demostracion. La prueba es clara para s = 0, por lo tanto suponemos que s > 0.
Sea € > 0 fijo, entonces existen conjuntos {C;}32, tales que Ac (JCj, y

=1

i a(s) (%)s <e.

J=1

En particular, para cada i € N

1/s
diam C; <2 (a(‘;)) = 5(e).

Por lo tanto

Hio(A) <€,

y como d(€) - 0 cuando € — 0, obtenemos

H#5(A) =0,

Finalizamos esta subseccién con el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.13. Sea AcR" y 0<s<t<oo. Si H3(A) < o0, entonces
HI(A) = 0.

Demostracién. Sea H*(A) < oo y § > 0. Entonces existen conjuntos {C;}%2, tales

que diam C; <60, Ac|JC;y

j=1

> a(s)

j=1

( diam Cj

. ) CHI(A) + 1 <HI(A) + 1.
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Entonces
Hy(4) < 3o (B )
2
- S a(e) (F52) (i €
sﬂzﬂaﬂ(ﬂsm) A1)
a(s)
Haciendo § tender a cero concluimos que H!(A) = 0. u

3.1.2. Medida de Hausdorff r-dimensional en un espacio

métrico

El trabajo realizado en la subseccién anterior, ahora nos permite presentar la
nocion de medida de Hausdorff r—dimensional en un espacio métrico X dentro de
un contexto natural. Por conveniencia en la escritura, de aqui en adelante omi-

tiremos el nimero a(r) en la definicién de medida de Hausdorff r—dimensional en R™.

Asi, sea (X,d) un espacio métrico y sea r > 0. Para cada S ¢ X y cada ¢ > 0 fijo
definase

H5(S) = inf{Z(diam B;)'|S c | J Bj, diam B, < 5},

7=1 7>1
en donde hemos convenido que inf @ = +00. De modo totalmente andlogo a como lo
hicimos en el caso X = R" podemos ver que Hj es una medida exterior.

Notemos que si 0 < d < o entonces H > H!, por lo que
H'(S) :=lmH(S) = sup H5(S), ScX
60 >0

y nuevamente, igual que en el caso X = R™ podemos mostrar que H" es una medida
exterior (todo esto puede ser consultado en [15]). También, tenemos el siguiente

resultado.

60



Teorema de Banach-Zarecki en espacios métricos

Proposicién 3.1.14. La funcion H" es una medida exterior métrica en X, esto es,

dados S1,S3 ¢ X tales que inf{d(x,y) |z € S, y € Sa} >0 entonces

'HT(Sl U SQ) = HT(Sl) + HT(SQ)

Demostracion. Sean 57,5, ¢ X tal que

e = inf{d(x,y)|z € Si, ye Sy} >0.

Notemos ahora que cualquier conjunto de didmetro 0 < ¢ < € que intersecte a Sy U Sy

debe de hecho intersectar sélo uno de estos conjuntos. Asi, si d < € entonces

H5(S1USy) = H5(S1) +Hg(S2)

y tomando el limite cuando d - 0 obtenemos que

H"(S1US2) =H"(S1) +H"(S2)

como deseabamos mostrar. [ ]

Como consecuencia del Criterio de Carathéodory obtenemos que H" es una
medida exterior de Borel. La medida exterior H" se llama medida de Hausdorfl

r—dimensional.

3.2. Teorema de Banach-Zarecki

En esta seccién probaremos una version mas general del teorema de Banach-
Zarecki sobre la continuidad absoluta y la propiedad (N). La versién original para
funciones de una variable real con valores en los reales fue probada por Banach y de

manera independiente por Zarecki.
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Como veremos, el caso general para una funcién de una variable real con valores en

un espacio métrico X se obtendra utilizando un viejo resultado de Luzin.

Denotamos por £ a la medida exterior de Lebesgue en R y por H! a la medida de

Hausdorff 1-dimensional en el espacio métrico (X, d).

Sea f:[0,1] - X. Diremos que f posee la propiedad (N) o la propiedad de Luzin si

HY(f(B)) =0 cuando B c [0,1] con £'(B) = 0. (3.1)

Luzin demostré (ver [12]) que si X = R y f es continua, entonces obtenemos la

misma nocién si sélo nos restringimos a los conjuntos cerrados B en (3.1).

Para la demostracién del teorema de Banach-Zarecki serd necesario demostrar antes

los siguientes lemas, que ademas son valiosos por si mismos.

Lema 3.2.1. Todo espacio métrico (X,d) puede incluirse isométricamente en un

espacio de Banach.

Demostracion. Consideremos el espacio de Banach

B(X,R)={f:X ->R]| f es acotada}

con la norma | f|e = sup,ey |f(x)|. Sea x5 € X un elemento fijo. Definamos

$:X - B(X,R)

donde ¢(z)(y) = d(x,y) — d(zo,y) para cada y € X.

Notemos primero que ¢(z) € B(X,R) pues por la desigualdad del triangulo para d

podemos mostrar facilmente que
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ld(z,y) - d(zo,y)| < d(x,x0)  para todo y € X,

por lo que

sup [o(2)(y)] < d(, o),

que es una cota que no depende de y, es decir ||¢() |0 < d(x,x¢) para cada x € X.

Veamos ahora que ¢ es una isometria (por tanto ¢ serd inyectiva). Sean z,z’ € X

entonces

|p(z) = (")) oo = sup [o(2)(y) = o(2") ()]
=sup d(,9) = d(zo,) - (') + d(zo,)|
=sup |d(z,y) - d(z',y)|

<sup|d(z,2")| = d(z,z").
yeX

Puesto que también tenemos que

[¢(z) = p(2") oo = sup jd(z,y) - d(z', )]

>|d(x,x") —d(a', 2")]
=d(x,x"),

vemos que |¢(z) = ¢(2")]le = d(z, "), probando que ¢ es una isometria y asi siempre

podemos considerar a un espacio métrico incluido dentro de un espacio de Banach. W

A continuacion establecemos la version vectorial del teorema de la indicatriz de
Banach, la versién que aparece en [9], p. 177. Sélo esbozamos las ideas principales de
su demostracion ya que requiere de un buen nimero de resultados bastante técnicos
que hemos enlistado en el Apéndice, junto con la construccién de Carathéodory para

producir medidas exteriores, todos ellos pueden ser consultados en [9].
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Capitulo 3

Lema 3.2.2. Sea f :[a,b] =Y wuna funcidn continua con valores en un espacio de

Banach Y. Entonces

V(.lab) = [ N(fy)ar ).
donde N(f.y) = #{x € [a,0]] f(x) = y}.

Demostracion. Por el Corolario 4 del Apéndice para cada conjunto conexo C'c Y

se tiene que

H'(C) > diam C

y por consiguiente si a =ty <ty <...<t,,1 =b entonces

1) ~I )l < A t)), (32

lo cual se obtiene a partir del hecho de que

3

Z\If(t) I ]+1)Hyﬁzdlamf([ tjnl)

7=1

dlam m

MS II

J

Z_: diam f((¢;,tj+1))

j=1

Z_:H (f(tj7tj+1))

S

3

pues f(t;,t;+1) es conexo. Tomando supremo sobre todas las particiones P = {t;} de
[a,b] en ambos lados de (3.2) y usando el Teorema 1 y el Teorema 2 del Apéndice

obtenemos que

sup S 7 () = () ly <sup S H (F(t ty0)
P =1 P =1

<sup S H(F(1))

<H'(f([a,D]))
=f N(f,y)dH' (y)
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Teorema de Banach-Zarecki en espacios métricos

donde I; = [tj,tj41) ¥ In = [tn,b] con 1 < j < n. Para mostrar la desigualdad opuesta,
supongamos que V(f,[a,b]) < oo (si V(f,[a,b]) = oo el resultado se obtiene de
manera inmediata). Por el Teorema 2.2.2 podemos escribir a f = g o ¢, donde ¢ :
[a,b] = R es una funcién no negativa, creciente y acotada, g : ¢p([a,b]) =Y es una

funcién natural y también

V(. [a,b]) = (b) - ¢(a).

Usando que ¢ es no decreciente y continua obtenemos que L (¢([a,b])) = ¢(b)-p(a),

y como L' =H! en R se tiene que

M (¢([a,b]) = o(b) - ¢(a).

Ademés, como g es Lipschitz con Lip(g) < 1 podemos usar el Corolario 3 del Apéndice

para obtener

HA (1) > [ N(glotgann 9 ()
- [ NG ).

ya que N(gloap)):¥) = N(f,y) excepto posiblemente por una coleccién a lo més
numerable de puntos de y y cada punto y € Y tiene medida de Hausdorff H! igual a

cero. Esto completa nuestra demostracion. [ |

Lema 3.2.3. Sea (X,d) un espacio métrico, sea {0,1} ¢ B c [0,1] un conjunto
cerrado, y sea f:[0,1] = X una funcion continua. Si H'(f(B)) =0, entonces

V(£.[0.1]) = 2, V(f, e, di),

iel

donde I; = (¢;,d;), (i € I ¢ N), son todas las componentes conexas (disjuntas) de

[0,1]\ B.
Demostracion. Por el Lema 3.2.1 sabemos que podemos incluir isométricamente el
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Capitulo 3

espacio métrico X en un espacio de Banach. Para cada conjunto A c [0,1] y y € X,

definimos

N(flay) = #{x e Al f(z) =y}

Usando el Lema 3.2.2 y la igualdad N(f,y) = Z N(f

iel

Ii?y) para y € f([oa 1]) N f(B):
obtenemos que
Vil = [ NG ()

_ 1

B [fqo,l])\f(B) N )i ()

_ 1

- ; \/f([O,l])\f(B) N(f Imy)drH (y)

=Y V([ [, di)).

iel

Ahora ya podemos probar la version general del teorema de Banach-Zarecki.

Teorema 3.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico y sea f:[0,1] - X. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

= f es absolutamente continua.

» [ es conlinua, es de variacion acotada y posee la propiedad (N).

Demostracién. Si f:[0,1] » X es una funcién absolutamente continua, entonces
ya vimos que f es continua y de variacién acotada. Mostraremos que si H es un
subconjunto Lebesgue medible de [0,1] tal que L'(H) = 0 entonces H!(f(H)) =0,
es decir, f posee la propiedad (N). Dado € > 0, podemos encontrar n > 0 tal que

para cada coleccién a lo més numerable de subintervalos disjuntos de [0, 1], digamos

{Tm}m, Jm = (Qm, Bm) que satisfacen Z(Bm - ) <7 entonces

m

Zd(f(ﬂm)u f(am)) <E.

Puesto que H tiene medida de Lebesgue cero, para el n > 0 encontrado previamente,

podemos encontrar una coleccién a lo mas numerable de intervalos cerrados {/}
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Teorema de Banach-Zarecki en espacios métricos

con extremos ay < by respectivamente, los cuales no se traslapan y tales que

HcJIyy Z(bm—am)<77.
% %

Se sigue de lo anterior que para cualquier eleccién de puntos z() y(*) € I, N[0, 1] tal

que z*) < y®) tendremos que Y (y™ - 2®) <y y por consiguiente
k

zk:d(f(y(k)% f@®)) <e. (3.3)

Ahora, para cada k consideremos la funcién ¢y, : I, n [0,1] x Iy n[0,1] - R definida
como Y(z,y) = d(f(x), f(y)). Claramente 1) es una funcién continua y su domi-
nio es un subconjunto compacto del plano. Como 1 toma valores reales, podemos

encontrar (x®) y*)) e I, n[0,1] x [, n [0,1] tal que

SUP{wk(l’ayH T,y € [k n [07 1]} = wk(x(k)ay(k))a

esto es

diam f(Iy n[0,1]) = d(f (=), f(y™)) (3.4)

Sustituyendo (3.4) en (3.3) obtenemos que
Y diam f(I;n[0,1]) <e.
k
Por lo tanto, f(H) c Lka(Hm I), diam f(HnI)<ey
Y diam f(H n 1) <) diam f(I;n[0,1]) <k,
k k

lo que implica que H!(f(H)) < e. Tomando el limite cuando € tiende a cero obtenemos
que

HI(f(H))=0

como deseabamos mostrar.
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Capitulo 3

Reciprocamente, supongamos que f es continua, de variacién acotada y que
posee la propiedad (N). Para = € [0,1] definimos la funcién ve(z) = V(f,[0,z]).
Claramente d(f(z), f(vy)) < |vg(x) —vs(y)|, por lo que serd suficiente probar que vy

es absolutamente continua.

Para demostrar que vy es absolutamente continua, bastara mostrar que vy posee la
propiedad (N) y aplicar la versién escalar del teorema de Banach-Zarecki, ya que vy
es no decreciente y continua (esto ultimo se puede probar de manera andloga que

en el caso de la funcién ¢, (t) en el Teorema 2.4.1, paso 2).

Por lo tanto es suficiente demostrar que L!'(vs(B)) = 0 para cualquier conjunto
cerrado B c [0,1] con £(B) = 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que {0,1} c B; ya que f posee la propiedad (N) tenemos que H'(f(B)) = 0. Sean
I; = (¢;,d;) (1 € I ¢ N) subintervalos abiertos y disjuntos de [0,1] N\ B. Por el lema
3.2.3 tenemos que

El(vf(g 1;)) zﬁl(g(vf(]i)))

=2 (vy(di) — vy (i)

:V(f7 [07 1])
=L (v ([0,1])),

ya que vy es continua, no decreciente y vy(d;) —vs(c;) = V(f,(¢i,d;)) para i € I.
Observemos que vs(B) nvg(Ues I;) es a lo mas numerable, por lo tanto obtenemos

que

LY (vp(B)) = L' (vs([0,1]) N vp(U i) = 0,

iel

lo que completa la demostracion. [ |
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Conclusiones

Esta tesis es una compilacién de algunos resultados notables sobre funciones de
variable real con valores en un espacio métrico X. De manera especifica, se estudia
la relacién entre las nociones de continuidad absoluta, variaciéon finita y propiedad

de Luzin de una funcién.

El objetivo principal del trabajo fue demostrar el caso general del teorema de
Banach-Zarecki, para lo cual fue necesario presentar un acercamiento a la medida
de Hausdorff en R™ con la intencion de que el lector obtenga una idea general de

esta medida en un espacio métrico.

Como puede verse en la demostracion del Teorema de Banach-Zarecki para funciones
con valores en un espacio métrico, la prueba de la necesidad se remite sélo a mostrar
la propiedad (N) o propiedad de Luzin para f, mientras que la prueba de la
suficiencia se remite sélo a su version escalar gracias a los resultados demostrados
en el capitulo 1 y el capitulo 2 y a la versiéon vectorial del teorema de la indicatriz

de Banach.

De igual manera, los resultados que presentamos en el capitulo 2 son de interés por
sl mismos ya que representan una generalizacion al contexto de espacios métricos
de algunos resultados clasicos de la teoria de funciones de variacién acotada. Por
ejemplo, el teorema de la estructura que se demuestra en dicho capitulo es una
generalizacién de la descomposicién de Jordan y es un resultado de gran importancia

en el desarrollo de este trabajo, ya que se utiliza como herramienta en la demostracién

69



del teorema de existencia de caminos geodésicos, en el principio de selecciéon de
Helly y principalmente en el caso general del teorema de Banach-Zarecki, ademas de

proporcionar muchos ejemplos de funciones de variacion acotada.
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Apéndice

Construccion de Carathéodory.

Sea X un espacio métrico, F'c 2X y (: F' - [0, 00]. Usando ¢ podemos construir
una medida exterior preliminar ¢s en 2%, 0 < § < co y posteriormente una medida

exterior final ¥ en 2% del modo siguiente: si A c X

ds(A) =1’nf{z (9| AcUG},

SeG

donde el infimo se toma sobre todas las familias a lo mas numerables G tales que

GcFn{S: diam S<dé} y AcUQG.

Ademas, tenemos que ¢s5 > ¢, para 0 < d < o < oo, lo que implica la existencia de
P(A) = %fr% ¢s(A) =supps(A) cuando Ac X.
- 6>0
Las funciones ¢s y ¥ son medidas exteriores en X.

La medida exterior ¢ se conoce como la medida exterior resultante del proce-
so de construccion de Carathéodory a partir de ¢ en F', y ¢5 como la medida exterior

de aproximaciéon de tamano 9.

La construccion de Carathéodory convierte un método arbitrario de estima-
ciéon en F' con una funcion ¢ en una medida exterior ¢ de buen comportamiento en

el espacio métrico X.
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Por lo general, 1) no es una extension de (, pero refleja propiedades de ( y F' de mane-
ra sutil. Para elecciones apropiadas de ( y F' se producen medidas 1) de importancia

geométrica.

Teorema 1. Supongamos que v es la medida exterior resultante del proceso de cons-
truccion de Carathéodory a partir de ¢ en la familia de todos los subconjuntos de Borel

de un espacio métrico separable X, con

¢(A) < ), ¢(B)

BeG

donde G es una familia numerable de conjuntos de Borel y A c UG. Si A es un

subconjunto de Borel de X, entonces

Y(A) = Sup{ Z C((B)| H es una particion de Borel de A};

BeH

ademas, st Hy, Hy, Hs, ... es una particion de Borel de A, entonces

lim sup{diam B| B € H;} =0 implica que lim Y ((B) =1 (A).
oo joo

BEHj

Teorema 2. Supongamos que X es un espacio métrico separable, p una medida
exterior en Y, f una funcion de X enY, y f(A) es u—medible siempre que A sea

un subconjunto de Borel de X. Si

¢(5) = pulf(S)] para S c X,

y Y es la medida en X resultante de la construccion de Carathéodory a partir de

en la familia de todos los subconjuntos de Borel de X, entonces

() = [ N(flay)dn(y)

para cada conjunto de Borel Ac X.
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Corolario 3. Si f es una funcion Lipschitz de un espacio métrico separable y com-
pleto X en un espacio métrico Y, 0 <m < oo, y A un subconjunto de Borel de X,

entonces

(Lip Y"H"(A)> [ N(flay)aH" (y).

Corolario 4. 5i X es un espacio métrico, entonces

H(C) > diam C para cada conjunto conexo C c X.

73



74



Bibliografia

[1] T. M. Apostol. Mathematical Analysis. Addison-Wesley, 1976.

2] S. Banach. Sur les lignes rectifiables et les surfaces dont l'aire est finie. Fund.

Math., 7:225-236, 1925.
[3] J. Bruckner, A. Bruckner, y B. Thomson. Real Analysis. Prentice Hall, 1997.

[4] V. V. Chistyakov. On mappings of bounded variation. J. Dyn. Control Syst.,
3:261-269, 1997.

[5] V. V. Chistyakov. On the theory of set-valued maps of bounded variation of
one real variable. Sb. Math., 189:797-819, 1998.

(6] J. Duda y L. Zajicek. The Banach-Zarecki theorem for functions with values in
metric spaces. Proc. Amer. Math. Soc., 133:3631-3633, 2005.

[7] J. Duoandikoetxea. Fourier Analysis, volumen 29. American Mathematical

Society, 2001.

[8] L. C. Evans y R. F. Gariepy. Measure Theory and Fine Properties of Functions,

volumen 5. Studies in advanced mathematics, 1991.
9] H. Federer. Geometric Measure Theory. Springer, 1969.

[10] G. B. Folland. Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications. Wiley,
274 edicién, 1999.

[11] K. Kubilius. An approximation of a non-linear integral equation driven by a

function of bounded p-variation. Let. Mat. Rink., 39:317-330, 1999.

75



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

76

N. Luzin. The integral and trigonometric series. Mat. Sborn., 30:1-242, 1916.

[. P. Natanson. Theory of Functions of a Real Variable, volumen 1. Frederick

Ungar, 1961.

J. Porter. Helly “s selection principle for functions of bounded p-variation. Rocky

Mountain J. Math., 35:675-679, 2005.

M. E. Taylor. Measure Theory and Integration, volumen 76. American Mathe-
matical Society, 2006.

N. Wiener. The quadratic variation of a function and its Fourier coefficients.

Massachusetts J. Math. Phys., 3:72-94, 1924.

D. Williams. Path-wise solution of stochastic differential equations driven by

Lévy processes. Rev. Mat. Iberoamericana, 17:295-329, 2001.

L. Young. Sur une généralisation de la notion de variation de puissance p-iéme
bornée au sens de N. Wiener, et sur la convergence des séries de Fourier. C. R.

Acad. Sci. Paris, 204:470-472, 1937.



	Introducción
	Funciones escalares de variación acotada y el Teorema de Banach-Zarecki
	Funciones de variación acotada
	Función indicatriz de Banach
	Funciones absolutamente continuas y el teorema de Banach-Zarecki

	Funciones de variación acotada con valores en un espacio métrico
	Definición y propiedades
	Un teorema de estructura
	Caminos geodésicos
	Principio de selección de Helly

	Teorema de Banach-Zarecki para funciones con valores en un espacio métrico
	Medida de Hausdorff
	Teorema de Banach-Zarecki

	Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía

