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Capitulo 1

Funciones Arménicas en el Disco
Unitario y Otros Dominios en R"
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Funcisnes nrminlcas en =l disco unitario &

1.2. Funciones armdnicas en el disco unitario

A b e Jos G fiboos #ubisg s T et TREIE DR =0 orhge e Ji estrecli selacks
quie-grarduen entee & los propiedocdas et e fancwnes wnmdnless o his analitios 2o ol
dieoa irnitarlo 17 del plann comnplejo ¥ el Andlisis ile Fotrer iz s waloves fromorn el
tors T = S0 S0 duin, los problinas goe surgen e st cantesto Fisstiars Gk lansiiiitsd
ataeidos cop s eyl de los podeooms rnbteielan i A ndlials Compler, v e eubape
el o =egalrenyies, en pirioigio, @5 et enpiitule. Aungue tiles mitodos uo pesubion
gy iltiles e sltunciones mis geoetabis i BT, SPETIAL0E. AR cith perHpEctive
pieen napestre trabe o futuro chiseiitionals primern Y prolilemas i s frormaulme i iniids
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fancicnes realis. Entenees s sutisloeon |as ooanclones de Cauchy-Tiemann
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o i
(L [ERL}
R D e ——
i T
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I:_.;% I-1'L:||.—'LJ Fo=,
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i i i i
= | = o — ]
(&%) & %)
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Pt Ko tiendas, £ 08 armidnies =
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Tiwndils conjogados comphipos. uliteise
] i 4 if
(E rH—H‘] {E_‘Ejl:ﬁ “

AT =1
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SO0 ATLIRG s, |
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Oemastrncedn. Por la Propiskeling 19, o snbenes que st F ;0 — € s in Guaciis
holamoefii tal qise Rix(F) = w., ool o o prmdric.
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_LFE+H"H_ I
ﬂ—m -II-?.F_I'

Tearemms £, 1 08— £ dedizidan por
b - L

¥ e —

it iy
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o St )

e dly
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Funciones arménices en o disco umitache b

Por ¢ tearemmn do csding s e smbirierivados e v regidn simplenpmbe T
{ver par ehemple, 171 P 10} s sigue que st uru faneldn & - (8 —+ T hiskapurfa
o 41 v bol e ' = g om T B devirs la dorrvndn (on ol semticle pomplejo} de 0 e 51
ez Justamente g Digamces qud

= T

i T 0 fuincionrs poales. Entonaes.

ﬂ - 'E — t-” - e, ﬁ |E
e T T
an L Lsoga
& ifu ar -

T T iy iy
an U1 He wlzon gue

T=u+¢

pri slgurin constamie o € ©
Tutnenss [ = o+ 1. Aal, F= (T — e+ 3 = — s hislamorn e 11 %
Re | fl=u L]

Proposicion 1.5 Ses uowna funods arndesen i salores renles definida @n i ifisoo
i KL |z Tl < &L duiide 8 0 Enbopces, i Bl wie PeETELETIECAGU
apane de du firma

-
U ['!"‘I] = E ru_*'.l"rl"'l'l 1.1
=0
e & oy -1 € FEm, resle ariee Conergy o rmemesde gn swbelunios

carmmicias d JHIL#].

Desaatracidi, Poral Teorema L4 exate F o 010, /& —  halamefa tal gue R Fl=

o 11
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F|7|=Eﬂ:'
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amilsrs Ry -r<des,
L,

RE0 |

L K2 LN LSS NP
mfat""J-— i II:! —t Ea-,.,f'-'"'+ E-‘-‘;‘,r"p P Em..r'*'rp""
s =0 J kam—sg

themic | -
'—5L Al Bl
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2.1. El micleo de Poisson para B!
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Drivichlet en B impomdrencs ma fuerte cobicidn o S a sabee, que [ oestioon b
elase CFF (R ).
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i
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ot =1k, b=, ¢ o= <4z i.5‘|H L rodves aoid oo = Fr 8] v g = =3 100 do i
quie La-soliclin geoeral do [2.4] es
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Dibausatisis
T it
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1 -
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Puor 1o tando, o geroral, para s 2 0 Ta soliscido propoesia e

wlad) o= [ Fe |'||-':-=J|'; Ly = Fog)ay
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Defindclon 2.3 Pom =0, Mo fencadn By B™ — B il que
Il".: |J-':| I."__'I_;l_
|:I:= - IJ.:I] g

I
— [w] dyy,
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Deflibeitn 2.4 s F e O 3%, diremos g b iy meidn

e 1) = Pl £ (wd

Rl >0yre® ", s e e Pasvan de ool mrtsenlacedn de Hiigsin e
5ol demadireras 20
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JiLli=
r| ' 2
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Loms 2.8 El miedey de Potasan B (x], como funeidn de (2,8). 82 armdmos o Eit
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dlar o e
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putis, a1 el (), sabrmos que u(-t) = Fleg — o on LU (") Fon i,

I
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s deriadas s soolsn capidaments op ifinito, ylas procisameate.

Dafinicidn 3.2 Elesporin (o clese) de Sohwnrts es
oo {f 0 B A < oo pams toda N EM po mrn-m!w}

dande
Pl = sip {1+ g™ @ (=l
TR

A Jivy Furicisiees en & o0 few o firnnones niridonente deerersentis of mlinaka o

farhiein ae les cowove soulmente comia fenciones e proaebn

[t pos spicio de Tnelopes inportante scof o5 ol espann de s funcisqes sanes gie.
T eoliE s derivedas tlemen sy crecimietn A ki ivifs |;|;|1|:|-|:-|:ulul el jufiat
Fari docicls eom formnlidad:

Datinigicn 4.4

iy = {_'., BT (R} e adiicdndice o 3 wn polinomen F 0] }

bl gue [Eolx]| € [P0 | Yo B

Ay sl lame el espacar de fenriones susess endamanile freoeaiss on i,

Deciwos gue s distribacidis T et coro dooun cenjoato 1=

(P =0 ¥oe OF ()

Dofinicién 3.4 Dads wnn destrbyrain T = PAALY, Nampmas soperle de T oul eomple-
mgratn el conpuntn wbrerto 1Y mds geoadi dundn T ea e,

Dclnicidn 3.5 S 0 ue subiorfati abierhs de BY, Dng destribucidn de soaporte
comnparto en 0 e unn distribiecedn en T cugd saporte ia un seboompnn nompaci dy
£, Tombede definings o pspieo

ENL) = {T € T[] : T n4 de soparte epimpactn o Uk,

Dolnicidn 3.8 Lae daatrbueatn fempernds @ un fuosonl s cortmn m o olare
dr Sehwartz &, £ eepacio de fons fny devdvibucimnes fengemdns ey denotide g &
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Equipamis & & con e topologly déhil.«, esto e 1o rapodagin de T comarmiein
pustusl eo 8. Asi, doclmos gue ws el L F by o & vomverge a F € 8 o i ool
de &' &t

Faer—iFa wae s

lgual qua antes. toda £ & &8 TR define man distriluckin fempieradn por wedin
del finaeianul _

Ayial J||If,.". friifi & & 5,

Esto valo #m partkeular pamm £ L8Ry e ] € p € oo, pues LY (BY) o L) (R
Hueckende In idengificaclon
) Y O W

i pued v o i
LER™) = . (3.1

il v guae s [_.f_,-J‘__I e v red en LF (B entcaces
b= o LP(E") Aj —dy o8

Vabviumos, alinfa, a nusstro senloxto de funciones ariiidees e BT b parn hcws
mlgitning olsrrvarionies inbareanries:

Stgkemgoancs qoe w i, £ es e fuocidn sodaien i B e oo esih wndforiies
bedihe enn LR |, s elecie, 348 5 0 vl ague

ol (-2, < M o<
el

parn ulghn 1 = p € ac. Pare coda ) > 8 denorcnion e () = alet), v e B
Comblnmibo s Toorming 30, 900, 220 ¢ 121, podenos vesamnir I sbguiete:

() 511 < p o 2o, mnfoqces Sfe P imey tal quis ug = B = Ty ey = Foen LV (E")

(i) S p = oo, entoncee 37 € L% (B ) ool quo e = 8o f v g E_f v ln doplogda
dibifie e L™ (B = LYE"Y", emin s,

Jlrl.l.-l,J'h:[:JA.r—nf Flayeixda LR AR ]
Jg =0 s

{iii} Si p=1, entouces dp € AR 1l que w = e BYw—p m i Dispiiabogin
dhil-e cli M IRY) = Co(BY )7, wtioos,

I{rn.lxl;h-ﬁ-hmjlf srlip )l Y e S (RY)
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Estan afiniaciones son pasticulamsents vatidas v € &, pues S © LY A ¥ wnane
Bien & o O 1Y L Aal, ol bogho de que o heneida arponici & eslé ki e e
LRCRS, enn 1€ p o€ oo, bmpliea b panvergendia de L fonbbe u condo & — Ooen el
gomiticda o disCribociciet o) radng.

S peid v dlectr algo slmilar pam 0 < p < 17 Veremos que L respucsts o erfieril v,
Rt lese giie ol Teapema 210 nos weepgura que sl ou it e wna Tunditin acpabnles oo
Rt ynifermetmente v FYTR™), pora algim 04 p e o meoaces

(i) & EME Wiat) & BRI

datile € b una comtante que dependo sdlo de oy doon Batn dmplich e, s
cadda | o= 0, lag foncioness w son scotadas: por tanto estan en L™ 0E" ] Luego, s
alstribaietonee temmperudag, e acuerdo con (3.1 Sl lalta ver que 3f = 5 tal que
Wi —s {oen & Fanoes precimaniente ke goe allioe ol slgalonon teatemm:

Teorema 3.7 Seww (%,4] wee funccn srmdera oo BT e cunl entd uniformanenty
et LA™Y, ea elever, 3N 2 A ful apun

W .= & < =™
-E llueli,,

e |||'_1;||-|'-r:| I = P domde wy (3] = uw | £ Frihivnews, ke £ 2 8 Tl G v AT f

v &y f deterinaaa no e s dael

Prespoatroedie, B onso 1 € p < oo ekt tesalto. segin Lo e seabanos de diseatis
Hesto compining ol comes 1l < p2 |

Para eadd & = 0, defivmmas uy (o, 0] = w i, D4 03 Sdrese que enila uyg eg arniiles
(v, par tstog conting) par teds (21 eon © > =4 En parilciler, s continia en
BTy armtadios e BT Adents, e scotaibi, En efeeto, por el Teoren 2,10,

g |2 Y] = | L 2 4 81 S OM 2 0) 8 < OME Ww e BT

Bl comsseteneia, 06 meuerchn con sl bedeeia do repressitncidn 218wy dabe s La
[t i Poisson de s foncksn fratitern @ —— ag f2 00 Al pora epda § = 1

g 14 .1|-_JIr Bl — i Ly, 07 afy,
&

a hien,
uglz =P mag) el (3.2}

demde wy (2] = u e @ Mastraremos que g, € £ (R pain cads § =0,
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Fiiemns 0 = 0y plemrvemes que

‘||r wiE i)y = JII':Ill;r.I'I." -|I_.|'.Jjj""'r.l:4I
Fl il

C JIl{|1||.|-,1'|I"{E‘.'n’l'El:||_j'.-1'.r
i.
= (A e ""Jll" i dse )7 iln
-
= [t1.‘llf||-F*_‘:“ .I'|IL:|l'|l
= &Y patmcuda ¢ > 0. Ty

Liwgn,

Ilr jugfzfiaer = JI i g, | ada

=y =

o iy ' o 0,
For lo tatito, wy & L' (R, Ao, tomeccs. s = 8 5 (), oo,
g | =wergl = e, p— 0+ &) = wite g — 0
Lammda (3.2}, ento s expross como sigue
My L) = (=t )

Jamando trasafocmncdss de Faurier en ambos lados de esta souactin v usande [
feirnnila B (£) = e~8R fip Lo L7), ohtenvams

iy () = B (17 (£ = pmIMv-SEG 1oy
—+ PRI ) = P (2,

Mo quer esta, pelaeiin vale g toda g s 8 % 0 v por ke tatto, oo despesie |
de w ni de 4. Esto nos permite definr s sguieme Rcido:

oLl

g =1 Wa ). pomnE E BT,

Nétese que woestd biley defisids comu Faneion de e BY, poes wo depends e 8,
Adumas, © ¢s continua, ya gt 85 (5] € ColB" ) por sor bn toooslocmada de Forer
de una funeido en L) [RY] {Lemn de Aiemonn-Lelbesiie, T, b, SFHES (o 240 v
s, clarnmente, e e continua, Mostrapons ot 50 e Tentwuwerite cooclnte
efiukte ¥, en comspeumcis, @ £ 5
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WeRrmes,
g e Rl ) - | J" J”“”|
Vo Y

< J"-Ir|l;.l'!'|ll!.|q:-" J|r|un::-.:||---'.u:. 441
ar Lk

The (31 ¥ () obleneanes

|‘-"|!£Ir‘“"'"”’| e I -8 T

dande ¥ = # “ 1:| = U, Luwgn,
g < Kl ¢ M=l e o R (4.5
Far ertva parte, a0 dedinimos
Fley=t"Me", ion a ona censtante =0 y 1 =0,

LN RIS R T R
St = e N = N

.flr”:” P L B e LR
'
= Fe
L&

s pruigadsn var gise [-'l'] w00 de avaddo gue P ocleae gn minins £ "} ¥ milenids
rig) = (e = ()" a¥,

Apllonndn esto a (3.55 o o= 57 ] e sigue e

WiEN €K (ﬁ]u (B (B = o (6 € KL+ ) wg e

Esto nrieston gus U e wia fascidn lentomento orecente. En enmsseeuenean, st
disribucidn cempermadn.

Al Dk, g0 sk que bn trsisfortasdn de Fouter oo el semido de TR HTRTH L
i it isnmfisis topoltgon de 8 S (0 el Por ke tanto, exste ais (e
fes al q_:ue_l'_'= i

DepestPTEmas qie i) cotyerse o eta disibicion [ £ 8 s 87 Deliotios prahi

G vy, 40 = (fogl e & 8 Usando el Teorein do Inversitn da Fourer [[11]. teo.
5206, pp. 251-263 1, renemon

(mayy = ‘l’ruil_zlf"{flll.t':-rl;
e

g ‘||r ﬂl.r:l.i""l,-,-.'ln:a]-'i.v-"lr gty eV F ) (1) e
ﬂl- ull
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Lutegue,
g (e 2] =r“-'.'f|_1{- e ) Y )
dlemele
e T 2 T e )] S (e P e | 15)
Alarn bian, #¢ sabe que In transformada: do Fowrier inversa o e il
conisb i ila & (1] S [Iﬁh I‘:Il]] 151 ]-III. sl Ejtin _F'I |1.:| E N Piesta fquE s e |.|‘."I:I|.|.n:||-:||ln.'
creciEnmy, tiwies que F s e &0 L jEey
Lieego, por of Tearema de Convergeniia Dominala |11 PP DR A nlgue gue

e (e = e e B P ) () e
1=l =i} g

- L .I_-I_L'li:].r_."-' My la F I (=) ok

_.Ilr. l.'l:.r:'.F_I L h e jata
‘f]r" IFIJ'|.F- ! L) Law ) il
(F-F ety = (FH(F) o) = 4hh.

Exto prasba gue i, — [ e L Ademas s f = U eatonres forgeanmente o = [
par comsigubonte,  determing o o de b nka .

LJuersimnng ver nhora =1 20 goecde havr ie aBrmacidn, de algiin v, feciprmos o
I& s estalileci ol tssremn qiie acalismes do deqpostr Cancivtaments, nos pvgin-
tamnis o syuiente: Dody win destridueadn demgperady T oen 8% dkestin mnn feandn
armndnicn . definite en B cupo wilor frontere sea Aresknsnenite T ¥

Esta no es otys cosn que %l probleos de Dicielder o version detrbncioass e

peradas™ o ol motiva ol abjecivg final de ot tosks

3.2. El problema de Dirichlet en B version distribu-
ciones temperadas
Dresvnmien resalver ol probloni

Lty unn distribucidn fempemd T en B eiooniie unn Fume e
armilaien & defivide on B2 coyo onder froden sem Jualainende T

En otran polaliras, queremns mcaitiar une funekd aridain fil#, ¢ delindda en
B cal que, en algin sentidn apropisdo, s Tengn

Iﬂ:'.” :i']-
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Exinthnmmda las rsnltados dbtenidos v los éapitules apteriores. pesulta untocal
awperar cue b soludiin weste problions sen de algin mado, " gemend gl akl jaikidiag
dis Pabsson 7 eon o distribucidn & © 877 e docic. alge de b T

wla, by = (P« i)

piurn i definigion sdecusda de carveluciin oatre o aibelss de Poisaon B v s dis
tnbieidn T

Lo primero eie Jitwimnos pbaernr o guee, en el sbiumeitn prcibien, o podees
renitiros o 1o dofinicién v de convalucin memducida pae L, Schwarte e (24
Wenmes poT qud

G enbie g, b st definicion, o espacks O formadeo por aguelias dissibociones
T tles s prsrs cudda polivaciln P se verifica qae PT e una s finiva de dorivisd ns
ton o wentid de distrlbuviones) de funckanes en L% e ol jeyer espucio de distobo-
cintes tempricdis que actds e 8 e srmmlneidn (B ten. 6.7 p. 156, oo forma
gue, ol § £ O v T € &, entonices §e T oxidh Fbon il ¥ 5% T 257 Adeiis, 56
verifion In =sigspenme formaule de oercamibio pars o v imsformeda e Fowariur (0], te,
G.Lkh, p. 188}

Fi§«T) = FISLET)

Mo el i espalo mds granide que @ con et propiedad, O o5 de Tiechio, ui
syt proplo de S [[6] pp 1811820 Tapbion s anle gite F o L — O o i
isomurllame topoligion |6, tea, .8, p. 1801 Ahoea lbin, olsérnse que Py € c¥. vl
yjiie s transbormado do Foarier s

FIBHE) = 8

Pt Lot 271, Jn conl s pertencen o C(RY) (pueso que oo es difeenctable o
£ 01] v por o vanio, FLAT iy

o podemas, entonces, aplienr | coavmlucadn de L, Schwarte al tibil o Prissan
P ocon s distibueitn temperada T, Asl, poes. ol primer problom gue doleaips
alpdar a6 ol de ensontre wis definicitn agmoepiade di comvolecido para. ol wielo de
P By uno distribetion 7 &'

Diversas definacioses han sido obseducides v estudbailas por diferesties autores o
ol i i absir saoratidee m b encrilii i dis dos distribaccicises. ResiTingioanis aoul diesero
et el o o Unoada &-convoluniiy defiida por Y Hizeta ¢ Ho Cgatae on (16, La 5%
corprolucion s uos operscitn oonmutatbe que extiende sprapladareate o emveluelin
de das: distribsciones temperadig definida por Lo Sclsnitz, o la vez gque presee la
walithes o s sentile apioplado die Ji Brmole FL5 T = FERFIT
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Para wotivar T definlcin de ln §'commlurion recordomes gue, dadas s fge =
podema cxpresor la aecicn do I aoarolucitn cliskin e g b li hoaclin de prnnlin
= CEIETR

Wegigh= Jl{j-.:l:,-'l,l’l r— g b ek
o biem, espnndo ol cambic de w.;nalhlr Y= T,
RN R -f JIIIIF[-".II“JE'[I— sjebzitr = {F (Feel W g pa
deaule f{i= 21 debe laterpretieres som ol products de fov (s @),

Ohservacian 3'# din H'.F""I'EWW '“i :fl'l-“' i “’ll_l_‘ o drantn i aeewhs de da Feacidn -
et FLE e 20 wolm T funeidn aeofede idéafioamimte 1. e nfogine i, gl yar
pvele e wberpretnds oo une danlidad et £ p L,

Cuande f €8 v 2.4 € 8 F{ls o) vin o 8 nevesa it won Nistld vn £ Sin
embarga, podrimmes pedle que, bafoome detiocion apropiedn do coplucitn, Flis =)
fuerm v disteibacion temparalds o g ol g geierallos dsoraating aitomal o
especio L

Parn darnas sma joed de cdmo deborin ser vsa clics, nlssr s i

(Firectomga =100 2005

b enad pugderst que ln distribocion cempeeadn Ji7 = o todivia pesdrin aotunr oo tia
elase de huncionyme mis grande que §: fonclones &m0 pun detvadas 8% woot adas
won pn gue exte seguirfa. esgurdndo que (F e 2w & 8

Fsto motha o definr bes: espacios que vetod intenies 0 continuseidn:

Dietinicidn 3.9 Definimos
=g " =Tl el™ y e o aroteds 7 mulb-fndice o}
O, eguienderiteneate,
B=[v: R = Tiae 0™ pi"e £ ¥ mulietiudies o }.-

Dotumis a £ van la topologis de o convergoncla uniforme oy B va enida derivadi
' Esta topologin s |a tepologin miducida por I fanilio de sominormas

Ii;"lll_ﬁ_ = HIL[E t'ﬁﬂ FEI’L e M,
Wi
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Exi ofpeto, ima sueslin (7, I‘J"f,'_.l covETge o oF ik B ai Y sl

e, — ' unkfonnensuts o 2" % mmalti-ladice o

& Ehp ||'.:|"'..:.'|L.J.] =i A — 0 v nnle-fediee o
gk

v || - 8|, — 0 ¥ muiltNadice o

w o ||~ el —0 WRE !
|izym

. "ﬂﬂ'F] . EF'F'. "|||_u; -l

El eapedo 8 con esta tipeakegia en, snfaiices, u sspoecio Toenbmente comvesss | L
i ot I ]i. tecs 5,14, g 1OGT. Mss A, s i espsnin v Freche |:1]|. . LT ) Wil
AcirITLis L

ECHL 508

#in emnbmien, s puslo demmserar gue e T AL s R Liapeslogia, Waiiis
w definkr. entunaes, i sibespaeis do B oy el cinl G neultatil sor e

Deefipicidn .10 [hefnemis
A= {ae C% @ sz} — U cumide (0] — 2 pori cadn neklti-fmbiee o |

Olwhaminte B © B Oerp otseronckda ymediota s gue S © B [, pues el ospanio
6 Sehivnrts & consisrn de todas squelins hinciones de clase © gue, jadti s Erilis
aus derivadse. s aulan cipldaments e infinii.

Proposicidn 3,11 E¥ pspacie I e iim subpspirene cermde de S

lempstmedn. Supongaimnes gue 2, 175 oo aacenlin o 7 que copverge o 2 on B,
Fostoes, jiin ciela I LS L

B, e " aifsremente e E" T
Fiistiws o v 4em £ 5 0 Do acverde oon (371 3p s N al que
lrwyln) ~iPel| < 3 R HTHER

Ein partiruing.

| &l —ffain]| = vr £ BY

B

E'mnﬂa:,-Eﬁ"'a'jE N, mabemos que

gyl —0 cnando |x] — a0, porn cadn &N,
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P tanto, para cada § & Ny parn ol £ dado antes, 3, = 0 vl que

|E"",:_r|:.1'|! = lnf =M,

L TH

En purtidular.

F s [ < — e > Af

I

|

Eu vorsecusncin, 8l o] = Ay, etz jEns
[zl = [B%a(x) — 8% d2)] 4+ 0%, L2)| < +
Esin muestra ue
i) — Duwnnde |of — o, para vads, mubi-mdios o,
For consguiente, ¢ £ 8. Y, por I tanta, B es corvardo e 8. |

Dado que 8 es wn espacio dn Frochet, uni consecusicin modists de e Fivitrinms
ea e 0 tambita es oo ewpacho de Frédiet

Proposiclon 3.1 Ef aepacin £ ax dunne e [,

Demostricedn Sei 2 = 5. Mosttaradi faes et i sunslen e £ gque caperge
i el topologn do 8 (que e o die B, Coaes 2 0 B, sabemis oL

&' 2z| = 0 e | = w0, parn eoda mult-mdice o
Fijensinm o o amm = = ], Entunes, 308, =i inl fiie
IlE"'::,:'[ﬂ-:ll e Y3 < & || =M, iihtnj

Por oteaw parte, por el Léma O do Urysalin L pe B3], e o £ €7 tal que
UEw €1 conwfy)=Lai lpl <1y wiyp = 0al |yl >2,
Purn enda § £ N, definamis
fi
vl =o (%)

Vo octtsiclerenes L funcidn prodacio W NS gue, pank cadn 7 E N, KL ks b
E T TV TTIEE T RV TTTE BN OO

Auteannmis g Te siteesin [ ',III jCunverpg s 2 et s bepelozia e B Ea vy
Flyrpe — @ uniformeimte va 8 ¥ multeindes o

Tomrmes ¢ & B arhicmarse.
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Claso ¢l = AL Oleteyese que

P b — Pl = [ twalimi+ @)
g E P“-’ I-&""Il't:'l. o '11-"‘!,1'_|| -+ !lfi".l..'l::r|

LLA)

For | ik.81, = alaiie que

|t?'“lw_,.,:]1.t'l—tf',:'l'zl| bt EFH_1|EIL-'JI;II|=+='
B
i ah |
= =§E‘n".|”‘lml::;}l-r:
< -Emﬂlﬁ—,|&‘ml|-u :
< sE:"...r—i';ua“u-nm-H
1'_:" F
-

doiudet C = Fecn C‘“’T‘-"_' P ] + 1 es umia citistante gui ko depeide de o,
Caso |1 < M,z Esdste gy & N tal g 0] < My < . Tuego, ¥ 20

E|

wley=w [J—-} = L'wi qure | | = — < L
/] [ B |

ha
i
Al
[ bt — P )| = Wt} = P g2l = U< Blgr WF 2000
Estor piestris agiie, para cusbpuaer © = BT s et
W T e — Pt | < Cur W3 2 00,
Fur lu g,

Fu g — @ uniformuEmnia 1 B e o molil-ndise o,

Es tlecie, (1,72 sonverges o 3 en I vipologin de H. Y. por b wnbo, ek
e £ e dlenis ol B. =

Defindeidn 3.13 Denotnremos ron 7wl eqerm il faerte i B Ko e,

'F:-_. - {g‘l s ﬂ A s Tty |'||J|J1JL|H-']|-.

i, o escie de funcieundes boeles § ety definidis on A1 datodn el
fiepodingin frierhe. A low elementon dr I, s les diaran dutrencisnes ndEeadies
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Recuerdess que da fopologin ferte s la ssoeinida a la sgnienbe wehin de corvieg-
gitticia

i red LA b pocatverye Toerieeeie i & o ) 8l y ablo w

Ay == & uniformements o encds sabooanfinto sootads de £
[0 s beaijuntes 4 s .'E-l‘ s weatado g puen codo o © W exdate A = [0 tal i

a2 Fi Jif' o £ Ma Ve ed)

| e oo

S punds vai gue Dy o8 un subespacio del espacks de distribuctones 7. Un resals
o impartwete ok al sigilente,

Teoremu 314 T e T, o Im = m(Th e N tul gor

T= 3, wonf, & LB ¥ia| £ m,

|l

[Lod dertondar " f, son derivadion en o sentila de dstriduciones: ver (11, w284 ),
Ex debido 4 eate cometerisacion que a Ws dienentos de B, we dos Meena distsalimeannaes
eretprelilen,

Lieiivmmbamade,
[&=iSupatigames yue 70 T se expresa an s Gt

= Z d°F on f, 6 L'-;R"I Wl <,

Bitm

parn algan me & M Probavimos quoe T e un faneions] Doesl comtiou e £

Podemies asmir, sin pordida die geavinlidad, aue T =3 P pwra aleitin ol
i ¥ gidgunn 2 f)

Clurmmenge, T o figeal, Soli vesia prubiat gque T oz centioue. Parn ello, bsiord
probig ve I e conmie en 0, Tt win <o ! B tal i

F W &,

Esto significn goe (e, —— 0 anifarmenete so B Y mioli- ke 5
Fijenes & y @ 2 = 0. Enitodees, 3 € ¥ 10 i

fodl 2 = ) ¢ Wiy a= Tl
|Ei"1-_.||-ﬁ:'| —|.+]_|'!|| W= vy ViR
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Livaeppe, %) = oy s L=

[Tl

||i1'.|",".,:'l.:l| - III—II : -'if.4r‘;|.;l|
U fn;rjr_.H_. ; _.;Jif i{z|||l|3"l.,'.‘||:.1'||-u!.|‘
E

_-|--|r_||f |_I';:I"||ELI.- - f ||I_|-|| = E

Fardn ileniuesatin s
shig —= Don H, antonres £ 1 o — D

Por Lo taneo, T es un fassionn] el centines: =i H. Es decly, T T,
i = | Huocl procamentsl, sqmm“.pmuu. g T = I?'L. Es declr. T 1 B — T dofine an fip-
il Ineil mntinue. Comn & & o ELE cuva wpelngin estd inducida. por 1o fmilia
il sl mirnies

'Il'_l'lrl.'lc- = sup [Pl vl E ™.
§il 5ian

s sigmo D existe e eatstante O S 40 almeo fiiti ulr seminorihna. dignaies
[

(T S €3 Iellais ¥¥

il%

fl
(vor |11, prope 30, e 1] Tenmatitdn 8 = s 4, mg, ., g}, cbuenies
T s O 8l e Y9 E LN
Lo, .
HT = M sup (WPl Yeel (BR
R ]

Sy IV 6] pilirmeen e teeudas o oo (o, g ) que satisfaoen (o] € ™ Dienit e

[I':'n[&":ll:' =L Iil';-l,i't“] [F R Dul“":"

W imiass

v cogsidersmes In funciin
ol .H - Ir-'|| i#") T il 1jie

L l:u"f-]lll =i

({0 2] w5 uma N-ndn ordenmdn e (O (R |]"' | mnTumzute Jom 11 por dogque
poicleness pdentifisnr JIY son wn subespacia de (0 TR 1
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Eu JiB), provistecon In tapologis inducida por (€ TR )Y, definames o Grncioual
finenl F : J{B) — € tal que

Fi{e™ P hea) = LR g = (L) Yo B Al
[he 18.8) v {010, tenmmos il

HETEE™ Dyt )| £ M map el Yae i
il s
v oasd F ooe an Fonchionad lioesd oo s v 0507
Por el Teareitin de Habo-Banach (111}, p. 18] F pucde exteniderse & in o)
Yirwonl et on |G (B )Y v, pussto que o duad de E (R™) e 8 (R (L)L o 223,
peslemnas encontrc medidas de Borol oy, par eada ol < m, Gales £ gt

= (F @ iim) = Z JJ;_-. Halepdu, () ¥ee 5

st
A5k,
vl = E i ™ 0 = < E: & [i- {4 phl ,:) = { E ﬁ’"‘.l,,..;}
lij= i [miai . jmintios
dunde Ay, = |- 1)"' 1, san, clamumense, mecidis de Barel finitas:

Con esto tenemas qie T s expriss 20 L fria

F= E B sun A, & MR Ve < m,

Insm

En segnicls, fjemns wna de estas A, v denctéeresla siompaleniate o A, s aligerar
In vt aeivin, Cotskleremes nia sofumon ferdamental 5 dol ieperncor | F—ST% e & un
eEET O it (ver A pogdioe € e b pssils sobme sol o Tamdammmatales |
A,

ff = &WE=3

Der ocucrdn com ¢l Lema O30 del Apimatlen € F £ LR sletpro. gue eseo e
k wufivientemente grande, Asi

A A fmhedf —ANE = (T — A4 E
Abara, absrvess gue, pars & soficientonusts e,

AvE e LURM
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By whescta, par L desdigunldad de Slinlemwski parn nregriles.

) ) il
fAsEl = |I|| IE-= :I-.J;|-:u1"
me I
= Jf WE G =il of (50 Te) < T AL <2
B

poar E qulicimtemdmnie gramls, Asi

o= 5 fu-arn e
jEm a
= 3 & (AE pom A, & MR ¥ial < wm'.
[if=m’
Pot copsigeients, T g axpress come s finito de derivadas #n ol seuticla e
diseribsriomis da Muiclones integraliles, .

Obsarvacios 3,15 Defido u la tepresivtacidn obfenide om ol betrimn antimae g
fos elementos de TV | podrmed s que

Focd

En o fecto, s wr-sabe que fode detribucain T £ F prede ser regraEiiti @i
Tt

T - E o ot Ty €GB Vinl £ m

jriem
frwr B, tro. 22§, T4 ) o rieste gae £ O L', ae heng lo comtmmcidn 8 C T - Por
ptru purte, por ef Teorvma 8,14 que acadiamaon di prabar, s T e, eatoncs

T= E Ll mﬂanL'IE"':- o i o

[t
y, pieesio gue LVIR™) e 7, pe Hitne It contenoidn o8

Proposicisn 3.8 Lo maltglionridn jitanl eatl been dufinida y es conbimie dv B
iyt e 3o [ e I-If

Fremastmeton. Broboremos gue |s multiplicecin pustisl sstd bien definlds v es con
Litiais e 1w Foen 8 ELobss coan e sipilar. Supoiignis qae 5 € 0.4 £ B etibniie

e dleboicicn,

s 5 O™ @ afe] = 0 coanda i) — o purs cado mlti-indice o,
poE % ¢ o muttl-mdice o T8 =0k que [0 <K,
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Luego, por a regls de Lelbokz, para todo wlti-medice .

0 (el = ,|E Crr (7] ()|

| i

< 2. Gualets| [t
3=

- E sl ;II'J"*-,.'-'| — A etk |x| — o
AL '

For I tanta, #u & &2, Esto prucla que b wltiplicacton pumtual de £ ﬂ —f
netd ten definida. Para grobar b continoldsd, somems s susesion (. 3 ol
8w 8 nl que {fy ) — 08 5 en B % 8, silomees

5 i fn 8
¥ @ — g d

1,

-I'J'"_.r_, —= &' uniformemento on B 9 iouabti-tndiee 1
¥l — @ uniformismoute on B Y miki-indice o

Zan ¢ > Entonecs,

[ L ) () = 8% [ ) |2 |
S 007 (] [ = 8" U L)) 4 10 (G0 L) — % (g el
10 |y — g b+ 18 (o = (2]
5 Zﬂnrlﬂfgh-ﬁﬂﬂ“ "tg.u--_l,lltrl| ZE‘,,.lﬂytuHﬁ"‘ fi .'";.;ul!

(LT

£ E'ﬂ?u_awr.ﬁ f:l|r-r EC‘,{,”H’

den

=i g e suflcientenseate grande:

Abiora Bn, oo [u!.l’"j';]::l = 8 © By In sacksts comverge untfarmenent,
FitaLc ["-"-ﬂ-];, st wdfaroemmnte scotuda ¥ malludice 1 < o, Al 240, = 0
TP e F AR

Por emn parte, como 3 e ssgacin de Frelwt. g £ 7, pies el Sinite dio i
Alcesidh en &, Aul ¥ 3 < a S0 > 00 tal e |-t.l""n;,-_|| = ML L,

o ‘lal-;li'::":""'l “!F":.irﬁ'“-:ri'l El:ﬂ-" |.I|r..|r ! E'E'l 3"”' F = Fl:. iE

Hon
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Eata (lemrssra gque [ = fyow 8y, por Lo tao, Te muktiplisicion poutial de
B o 4 e conthinis, L]

Cromo comseevenca de I Propesicion 3.0k tnens el sigubinte realbido,
Proposicién 31T I & cervpdn g mulbindiencide por fumnones o I

Dremmatriendn. Senn T & ¥ . ¥ v £ B Proburenes o wT & T . v abotin, que T
et Butciemial Bineal esmtipog eu i
Siapongames qie- @ — [Fem B Engmees, por i Proposicacn 4. 10,

=1l i

= (T} =0 enC

LB,

{arl’ ,.'J"- v oen T

pires, por dobnican, (1,000 = (T 2,0, PO oty wT € - (]

Tambidn pongideriremes an B uns nockin altermtivi de conorgencin: i sossiin
li‘;ﬁ‘.. eanverge & o on B para cade mplt-iodice o s toe

[ mup [J80, ] € =

i _ﬁ_ﬁ f 1'r".;.c o

(1) B TEETTTA T AT I:-;?"...‘I.l-:_l cofivergs i 4% 2 anbforaeiente e cadls sobeoijuita coi-
piiin e B°

Demotaremos oon 5, al espacio § coo In topologis asociade s esta pockil de i

VErgEnCi.
Proposicion .18 El expecio C7F e denso on 8,

Pemostenti, Sen o = B, Nemrraremoe gue aesle i sovesica e O qiie ook
i 5 on Lo wopulogie da B Fijamos iy sed 2 > b Come 2 & 8. salemos qui
o B O p AL =0 tal que |87 £ AL,

Por utrs parte, por el Lemn €= de Urysaln {{11] p; 345}, exlste v & O tal g
ige <), mowlpl=18lp €1y =04 |y =2

= (3

v comsideremos Iy funckon producte g, Notise que, pata wuln f B N, w5 65 unn
flikciin en £FF, pus @ £ O y g OF
st raremes que la suersidn (U213 convenge o - e b topologis e I

Para vaidlu 3 © W, dobranes
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(4 Cbebrvese que, para cada § £ M

|lﬁ"|'1r-'_l|-p‘||-F:I| = g|".',.,,'||n'.-|'1|.'rl:r.||||'.i""1,.'|.1.';|iI

< ¥ G [ [:i]l!n..
ey 4

€ Y CusMac [Putt| < 3 Cught, i, = €
Aaiy <n

Por lu tantn,
aup 0% € G € 2
s

(I} Supangaenes, alwrn, que & e iy conparts de 3 Eoronees, 3 an s W otal gue
| £ ap W e K. Loegea Yy = K

U lel =w (:-JI} =1 al § 2 Fi. ¥ i |.'£| - l::_ =1,
Asl. Wy &
[@% (v bz} — 0 al) | = |8z — i ()i = 0 =2 &5 3 i
Pt Jo b,

HIH'.l'r- =T H-lu-' Lmii"r-lrnwuwm i I.III‘IH l'l.l.ll"f"i.!.ll_"J:IIl.l.l CEHRT A iy |h. b L

Obsarvacidn 319 (ama consersoncin e fn Proposicidn X8, 8 o5 denia on I
Lucge, dadi T & DYy tenewmas goe T eati Sen definida e C7F 'y wdemda, s confanng
0 Pespest o e fupelopi de 3, (25 p 200]) Por comsdgusente, T punds aer eteeilil
Ade seem dnien a un el et oo i . Ea este sendide, podewos dovir
pue 1Y | esal dual de B

¥. Hirata y 1. Ogata definleron en [16] la it de Sonvolicitn ron ol al ki
de petender In valide de Jo femde de intereanibio e Borsr

Fi¥« 8 =FiTiFi&.

H. Shivsaabe wtvodugo despois uin delinicicn erjul valente on F25] g e b e agud
PR T RRTR AT
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Diefinbeitn 3200 Saded T, § € &5 direpos goo sy B cconvalucidn eoste s I:5 4 F] T
T, pare cafa = £ 8,

Agui, |:.5' . ;:j T denota el producte de b disnboedn T con La regabicieasion Se s,
ol ciinl estd bien definlds porgue §=5 ™ y bntomeite crethmta o oo fowilii=
s clarbvndngs [ (24], po 248}, (Recufrdese que £ denuta u Lo distnbuclon @ = (8, 750
Shirntshi probd que enando S -convolocidn existe, ol mape

5 = L4

3 {I:F-.;.'H',I"l

v

e Tl v continuo ¥ defioe umn clistrllnekin vean peeadi guo drnutanems por T o 8
En orras pudslbizes,
i PRTY o, P
('8 elas = ".{'5" JEk [.}p;,.ﬁ

Shiraisll probd tambicm goe T« 5 oxiste 5 v wle @ Sl enisba, v ambas di=ribo-
ciomes enipeiden. Ex declr, In §-oommbickin s commutatiya, Slds atln, est dhefinicici
eaineide coi la do L. Sehwarts sy fodvs o caso on o dunles Ia definiidn de Schanris.
i aplicahle

Finnlineie seiobamos yue et definbolin esd mosivide por el hech di qae, « wakplin
b ilsiribuviones tenperadis & T dga [unclopes integrakles . antons

{([Fap)Tt}, ., = fLII.I'JU‘-ﬁla—rJ-r'lu]dn e

= [V i il
JI'; U:-TI'HSW I -f],!l:u:ndu
= I:T'E.;:';.'.J

dosiele T o 8 donota ln conpmluinn e ] smiidu el die dos funcimes egnidsles
A comtimmeitn. abordneenis o proldema de encontrnr sspacios optimes de e
Frilsinciates lempiradas que admitan Seomvoluciin con ol obeleo di Besson
[

g =0yr——p1

{:‘ - IJ.-l"'] o

3 _ L

domcle

En oteas palabras, queremos curoitron ol muvor espacio de distribucius Teijs-
rlog T tales que [;5; . ;]- T & Ty pare cailin & £ 5, Para atavnr sste prodidema o2
convenlente ohservse el siguiente renltade, que o ona generalizeidn ol contexto ile

distribuckones de un resltade clisicn paen fubcoties:
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Prﬂpmdﬂiljﬂ 321 Mda T & T":._.. In ihatribuadn T admike & pariiducadn con =
nscion de Podson, Dy feelo, e 8 ol esfn doda por fo formubs

(T flint =T (x—ak 401

&

e e 3 £ BT, F = 0,

Dewsstimcidii. Sean 1= ) v e & Por demostrap e {ﬁl i '1-"J T eI

Como T e cerrado: bajo nnltipicacicn. por Ainelooes in &, hastaes domsstoo
g Bsg=Raged,

S flz] = (P =) o) Entomces [ es gnn funcion e £ dida T

) T fitini
“rlij}{..(JrH”I -H}

Debemses: wostrar que & F o weotada en B 5 gt -inedioe 0. Tenemes e

T

P Eai T ”'2 =i i
Ffml=w L=+ [ ) oly.
Usandn la desigunddar de Pestre (vor Lomo D01 del Apdodice 1)
|:I: -2 4 IJ’ < " [..r'" + J]F{;J.Iif i ]}m

Ciy r= ;I%-_-u. abteiies e caila £ o= 1,

(E__:F—HJ, I)MEE”F [—ﬂ: | J)_I_:I#(Mj l:]‘T‘

]

Luipga,

L T it g
""III”J-'"-E:rTT(:JT:*IJ JIII,.. (%—+ I:J s L oy I

Esta esiimseion yi nos misin qun = 5 parn voda £ 300 S ombarg, jniiditiicm
obiteaer una dependencia explivita en § st estimanos ln ntegral sn (312 Fijuios
£

j ﬂ.|] u!l'ﬂn_[ | |y L L
e LT e ] iy - JII:._,|+JII.FFE.,| !—=,+] O L) il

= I'|!.|r_:
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dnmide

jl = IE.IJ I’&uhﬁlﬁ'] "J!I' ‘_:Cllrl?l-;lh-
[T

| =
L £ Gy I{rr(%l-l-jl [0 2 Ly by = ko ”:n,;:"""'-'.:l"'.:”I

Pl

Puii: coaisbguilonis

i< (24 [l + e fll" €]
= fn It =il -rh-rl | i

he,
i o144l i IIi! . I il ot oy
@ (B el € o | 5 e A= [T R

Pur Jo tauto, B = ¢ € F ¥ £ 8. Y. en consecuimes, J_-‘.-h.:] T & ), Esw
demuesten gon L $eonvalucitn T« I oxiste, Falta deniosrrar b firmala {111

Clomg H
. f1ik
)
(-!E' + l) — [ vumnds o) =

oL €)1
LR e m) — Al cpindn || — =
Par lo tante, £+ @ £ 5 v £ 08, Adeends, come T £ T, par ol Teutesd 514
sbomns que T s expres oo un st fmits

T -E P PP LT s EVE") o

Laivsgus, para cnda & = 8.

iTs= Fl:"":-:'.g".-i = {lF; t.‘.i'jT.].IﬂJ“ W= '.T-Pi L l-"'l'-pll:l_ﬂ:
1

<£ ! fo B "'1-‘)

T o B R

i

1]

Zt-n"'f fulah (P = ) (2}

L] ,1

- E'.-I-l'"'J|Ir ‘Ilr o (071 8 Py LT — )y elgnls
0 A

1"’}|[{.. AP B - . dig.
E{ P At iR e - iy )
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Be.decir, 9 £.8.
Gl EJ'::.; {4 S ) B ~ Wiy ey
. ,{1 TPy (3= il 4w el iy
proe Lo enal conclwiios gue

T B =T Ple - il .

3.3. Espacios dptimoes para la 5'-convolueldn con el niicleo
de Poisson £
El hecho do gque In huncidn 13 < = noosilo sdtd eg B sing tambidnen 5 parn caili
¥ B =ugiere g I?I'L. o & el expario A grande die disti boclooes tenperadas gue
aclmite: S-ootrvoducion con el lole de Paison 7,
Lo ssthoneidn [$.13) sugiere que By pudes adamitic §'-convolucidn oon disteili

FIeNES M) vermiones con eeo” del espacio T Por esta rowdn demss: e sigofente
dedinbelin.

Drefimicidn 3,22 Soow|r) — [Il - |rI’J'| :. AE B Pom g s B e defivomes
oL - -:Tl: - e IJ';-.]-
ool by Bppedeiinin inducidn pop & fenerin

e | F'J'

T o i -J‘T'

Es clure qoe w0 puede tinbida definirse oo el espacio de lae dstribacjopes
T T eoles goe =T & T, e bl 4l ¥ ¢ Wi, antomoss forcsamants T € &

En In sigulente propesickin. obtendoenis ung reje=engtacion pora b ddstribucicne=
on =T que esnltard de ocha utilidad gasiesorsi

Proposleltn 323 Dades T € 8 g & B, los siquimvites enancindos s e et
{8) T EaD,

|:|.'|]- T T| + |J:!|'| Tu, diomle Ty = £F, T r|:|| i Ty = 1 e e ovcemdnd de o,
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Dipmasdiaeiiii
(}=Th} Seu i & CF tal que <0< 1, con B =1 pam j2 % § v =10 para |1 =1
E=art s
T = fM+il—-mT
-
T .
= A+ |L-4] ,_",] .Ii"|:l+'r.2'} 1?'-
I8
{1 hsdrvese quit

1+ |£'J}|r

il -ﬁ"l—l::ﬂ,— e (414}

v e e ) inm vecindid de cern, Adeinae, o Wipdtests, & 0T £ D L
|::|_ - Lef¥) ey,

For ls Proposicion 317, seosigue gis

“
||-¢J|M|:1 -u-i‘]_ET-;l'r:...

El '
Sl vseribimos T = 81 v T4 » %I'#I shtopemus T = T ¢ (2" Ty, domidi
The& Tye Dy wih=[prnun voednlacl dee eroy;
{b}={n) 5i T puede representars: comn s descrilie, coronces dibslcls a gpie
L T AT
i tiene div msners Wntadioln que T & o400,

La firmda e representackin provista por s Froposicida 435 ow tlo una de s
vitlas posibiles peprosentaciones, Por sjenplo, dida T & 0T, tenemos qie

(4 F) TT = 3, £ L) (BT} Ve

T= E {1+ :l"}q @, om ;€L (R Ya. (3.15)
liniia

En seguidn corocteripames o las disteilbifones remperackas que srdmiten S eopeolucido
ean el wichss de Polsson P,
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Teoremm 3,84 Doda T 6 8, los sopreEntes snweindes son mgaieniidve

Eﬂ] T = it rlr|!”

(b} ¥ wdmite Sepopeoiucaon con of nupde de Poss Fi, por caddn & = i,
Lhemanabmride

(=) Sean b= Dy e €8 Por demostear que (P« 2T & T 1% aruendo con
(L) teminas que
|:J +IJ'.“JT Frepie
¥ puar hipiitesis

{I. J |x;"'J i o ™.
Par s Propascidn 317, se sigue e

(Rl TP,

(bl=(a) Suporpumos que T £ 8 o jal qui Ly & o) T € Ty poen oo 7 2.5
i vadda L= 0 Paca probar gue T2 o8 | demostiaremins que T puaede s
reprermitade o e In Propeslcion 321

soic 8 & O tal que D€ F <1, cun 0 = 1 para lv| < FTYE=1) porm o) = L.
Esvrititiics
=4 |L-8T

¥ notemos que Ty = 87 £ £ Parn analzar o saginde symando, eosnos
o - i ﬂjU:I'HHFEIHtI:I.I”IJE

L et —
labes I:I I .|-i!' ']

Abora Dion_ & x| { iR

E—@ . lEl4E A
| ""':_' -

1 o I
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.ol Lok g,

T R e pag
=l 4|l Fn s i E
(”"—r) 5(" E ) 2 gl

Par ke tuntiy, pira x| = ]r = Ll

F i |

(P w2t}

Connlinando ne csrinsncione (5060 v LE1d] pedemacs copcluldl que, [arm

R =i
|:.| 3 I,.u‘l_ ]
- E il
Fpagn
Aodimts, poane en (B4,
i, —
(14 af)"%

1l lr:lTll-l-ll_-FH

v oom oato en e vecidid de cepme Ao, el i e

[1—8)
=

(L4 .n‘j:‘u (14 ..|’:|;E"_L

.I_Illra' ||J; "

= [l —H)

Fee) T
Wiese que 7o = O en una vevindnd deocem ¥ Tz © T v que T, es
cerrade bajo mubiiplicacstm por funcicaess o B Ademids
(1-MT =" 1y

¥ mal.
TogT < M T =T+ 2 T

Pt b Proposieitn 338, conelone gee T £ ™ L
|

Proposicion 3,25 Dedu T & &4 In §onmoluctin T o By cald dudn o s
Jetrririla

(T =Pyl = {[l 1 i;F]J""u Tis [1 | :F]TLF. |- ,.,|> (317
o
g eiler 6 B 0
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Demmatucida, Como o~ "HUT 2 T, .. pordomng sscribie

e L 8T e f = LR Vo v st e it
[a]

Asd, paca s 2 € 8,

(Tafidles = (BT g a

I:-i-..l" vl (P ol = ’|:'T11,}1-|; L

= LA By o
it

W DM (B g e
A

= E"':'I'"‘ffl

o] F AP Y R - ) e ol

5 T
- gn—ll“'_,‘:_ ,F; e m%::,, P B o ) gy ity
- gl-ll""j;‘ J£ fud2) &0 [T ey Pl — ] o el

El—l:‘lll' f;" '::_F" [E1] i I_-C-"-I ["-':'-‘I::[J' ”II:II' .!.-.'; Il'n'l "!u

JC.-- <E‘H"J"r.-:zl.u.“‘-:r|mr --m> &) it

0
A

)
ke

J{_ {...--"'*“[;-:lT,,.-_-""‘-:rJ.F'.cr - i) o [ o,

ot b tn] scmo el e gue

(T %)y = <|:J+ rl“::l;t'._“ T..{J + u”}l_"-lf'.-:r J.|I>
™ A

El Tearems 424 nos nmestra gue el espacio dptimo g diseriboclanes somge s
nue adtniten Scorvnlueltn von ol nicles de Polsson o ol mpacio “pesaido” dee dissil
cices s TN Eate enpario o n extenslin uaturd wl contosts de distribacicnes il

wapniio pesadn L' w™™1), donde wie) = |[I + I:I":Ié (o o8 anal. la oolacadn
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M {ay = Aty MM 0r) = a4+ WM ().

Fde mijul s signe: apus

fzeR" Ml s Tl jee R i S i,
Eur rdgrdiios do b Funeddn e distribebg

Mgy (2a)= Hre B": Mfix) =@ < lre B WS+ a)

Perc. [* vive en un eonjuito de medids finlia, va gue

HeeER": 50} = {eeR": f >al| < '—Sﬁ

Ademig. [ = a4 | Fode mode gque ¢ LP (B Canbisnws o por 2o v
wplgnemos of Lems B
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Apéndice C

Soluciones Fundamentales para
el Laplaciano

Difinifcidn ©.1 Se P = Fii E", e Bl cemaloy difereaenol el con

racRvpees eotslanted mi B (Mg distvibiaerin £ 0 D' e Do seducids fumalipraradil
de 7 st POVE =4, donde 4 ew ta mpedida de. Divee onies bl e oer,

Las soliciones hundamsntales sen herrmnicotas gy dtlles en Ja teor de s
chones diferenriales porciales, por djempla, wn lnsoluciin de seoacknes. bBomosenias,
propotclonnn informackiu w cera de la regiilaridiol © o) eneimiento b Liim molus g e
Tumbsitn, csortis opermdores difrencinlie ke (st et cnracterizodos por Jies
propicalncles de s solyclones Dumedarens ks

Prezde biwoe wmchar thitnpo, se sonoeet solucisinis Tudaiont iles paEn olgunas o-
peradores difmosiales eldsinog s vl apesdor i Lupluce, of eperanor de cafor, v el
apermnilon: de Cliitiehy- Riemann. Por ejemplo, ol cperikr de Laplac fiegie Lns sigien s

=ilnciowes fundametles o dos v s elisk st

Egn = :I—|J:I i
. 1
£ <

10T .I|'|'=_T

La conjeture de e toedo apersilor difireie pnrectnd van coofeimtes coneinires
b ups solucidn Tpdainestal foe probada eo 1854 do Gmises IR CHTRERITY FTE T e T
Mlikgrange ¥ Elrespreis. Dhessole entonoes. mnclus o ns pructas hon apsrecichs v s
ftsraiurn, aldoniendn nfrmacion s precisa b |las slucinpes. fundinei sl
Hébrmaniler, por ajeopho, probs en 1958 o juedio de an prrisllemmi e divtside que ridia
opetidor diforeneial parcial con weficisates copstutes Hene uns solacin (T STRTRTRTA

te e rncla.
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Canisidirpmos, aliopa, of operades ' =T AL Nouwnsis i ' iiens o soluciio
Fxtsilanerital; qustenms eicomtear wia distibidn tenperada E vl e

i —BLE =4
Toataiedos trapsformindas do Fourler ohtenmie
|:| L4z¥ '{l'*;] E=1.

s glae

IS
1 - A i

La trapsforonids de Fourier e de eta sgpresion nos da L saluckin FETEAT

L O3 Eriste un eibern padibiva k suficiontenents gronde, tal o o e
i .-_‘Lj"' o il sslcidi fundamentinf E < AR 1

Desnmstracidn. Son E una soluckdn fudamontal del apersidor W= 0", eon oy € N
pHIOLILEE

[ — &) E=i
Tormunds riapsformocdes ché Fombes e
{I. ) J.:r”:ﬁi’}'" E=1.

The irmde oiie .

.
{I + 4n n.'."i]

= LI I:all]

e i iE e -! Al
£=[F) =@
pit et I transkornisds de Fourier lvietss de ae fuocian e FARE: A
Ligegei: W= 13,1, 2, ., Lenénics

I’:LI. ' -1r|“:-1-|"‘:|* E':] . [E=AYE
- (I =& :
]-_.l;,-:ci_E-'-':l
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(ETY Iy Lanali,
£ LV R,

|(|:1 . .:=‘|.a-|“:|I .LJ

En consecuencia,

{[I i L.—'Ju-“JJ E) £ LViR")
i
= |:r i Jrr‘u-IJ} E e (ol
Pur consignlente, £ & L' (B 8l elewiog, piop ejemplo, & > §, -

Ciiamli uoo tens una selucidn Tadamental £ do un operacksr difofoncil 2 -
Fill] et f € T enbanees podetios ver gae v soloctén de 1o sonaciin Sy - i
dadi ot o= K f, owambe liceammalucion sl defindda. B whecti,

ik

PIEs ) =P[E)s f=fsf={



Apéndice D
Estimaciones Utiles

Lama D1 § Destpualdard de Peetea) P ool .y = BT fr 2 R a0 e

Ay gy 1l
[:]_".J_'g] Ez:-'l[| L ..:‘}J. (.10

L+ i

Demnpatiniibe Sein v, i & B v |iaEsiink = = g = o Eiioyees,

De iwuf ubtenerss

Sl 18] = it = (0.2
Por aira parte, Is designalilad die Catchy-Bokwars uee dice gun
it~ & = |yl |=- (RN
Uisrniele |TR27 v 330 lotornas
1 lr=2F = L4 o= Y2405
< 14 w2l s+

o |-|-1I_|.|"-|- 2 ¢

a1 %) 14157

14

Ex dey )
l J"':I"_-'EI[|1- I;'21||Il|+-||| .-'2::|

Pag piliesmimte
L [

— o] =) ([l
1+ [yl
41 1 2 ik elevamos smbioe ks de e designaldud (DAY 8 la poseticks 0 = 00 s

bt ol resultade [D.1). 51 v < O, oterenmbianes los popalesde oop e (D)
Jueo elevames o bn patencin —v = ||, oo o eoal de oievo Gbtemics (D01 L

Lal
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Lemn D.2 Le miegml gl = [ 004 0710 0 0= £ 48 e finate; pars ouda g &
Bt o p b 00 Mda adi s Axtp s il eriwen; Prrenriis

. Cnea L+ wivdux»0 g pdn=l
Ty = [
A { ﬂ..p..¢1+i|f|;."4'[l-.n| CTI G SR T T - N TR IR & TR R 1 I

Pemostrnetin, For la desiguakiand de Pestoe oo
(o y—= €0 < L4+ Il 11 )"

B et dlogigunldad resulta cbarg gue £ i) es Risden custicls 7 4 54 0o L Asi s,
e 0 i g, assirnmos ue = 4 o8+ on < 0,
Fara 5 £ B fljo, cousideromios b o junt oe

bl
W= {::.a":!u---flf%l-
™ iy
Hy = {{FR 1'E":~-:-"}

flg = B - 0y utls),
v lis bkbegrades
M-'J:"-Jlr L4 712+ =1 E, i=1.2.8
1l

Pt sstininr estes integrali, ssannnnws promers que v+ m s 09 6 40 5 0,
Sid € I venetn gue l'}i =E % 1';1'” Eufures,.

hin = uf',.mrj.fi 0 = £ e

1A,

. -
E;r.n.':‘}'r R L
fLat]

P fn il

£ LCyeadl +inll

b R TR T |
% £y timerlos goe t?‘ <& -n = B Al e, por sitietris, tenemos Gathian

Fa Iyl =By g 1 b 7=

Pot otra prie, s £ € Oy, eotonees O 8 < n— £ < &4 {E. D hecho, s
n—& =4yl = B, tenemes
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I o E=mibin oy

E=q~ K-® -

Pust banto.

ni = I:L'I|Ir (14 g0 e
o W= R LA

=

&= |:Z',.J||r It B ' |
=

o s S | T Mt

Esi praetm [[kG) en eleaso rgm > Ul g osen 50,
Pasemo, ahort, ol fuso ¢+ n < 0 4 4 fr < (. Sin pédida de mineralldadd |
i lpEnem navne g v 2> 888 a2 (0, Mikese o

{'-"—'.J” 4 ||"|I FI1—:I‘_" Il:n
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Clara 11+ 10) '

fiinl

1]

i}

e capisigilents,
filyl= £ ) .||-'|r i

Fora wstiar Tz 071 obsecvenas quo s £ & D, dnfmees (i ~E| > J‘E" > g En
seguilds, consideremmn primers ol caso v = s Eb il dis eininos

Tein) = C‘.Jlr (14 & e
Sl

ﬂ'u_.j_l_[] Ll |
i

et ol e et 4 "

1

A

Shor o= x, sscrilibnes

Biw) < -:;mmn"j; VT lel e

S v | (e 1 Jl.r_ [f g Tttt
L]
Lisepgr, =4 ¢ = — 1w, copeluimos gue
fplm) 2 Cor LU+ 3= L 114 Tyl"
Bir = —i, lensmos en chiuki

By ln) £ Cora (U0l I L & [mi)

A 4. Diesnl, oL Dbl dr, Vector Maesures, sinileinationd Survovs [0, Aoer, Mo
Ync, { 19TTL

101 T, AL Flete, O the wote of groush of meen olaes af Dofererphie wood Do
fusictians, Proc, London Mat. Bac. (31730 [1070]

[11] 4, B, Folland, Recl Annlyaes, Maodees Techiigues o thapr Applionbions (Jud
ael b, Wil Lt crsctones | 1B,

4] 1, Garels-Ciserva, J. Lo Batin De Frioela, Weaghted Mories ird Reluled Tigles
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B la rrecente TEols yrotonesos rl vso i medics
Sviicon pon fradiente ge Indiege de refraccidn eon pine=
tris g1lindyics inra el anblicic egpeclirogebpicd con nlto
vgperT e rorolucidn.

Iugrtre pringinal inteneidn crp discutir 1ep sonibi-~
lidag &2 un mejor Aandli-im ospeetyel de puleon de. l&Ecer
de duraciln del orden de piposertados sue ol oue of poede
obioner con medios corvenciongles come gon 8l interierdimo—

tro Fabry=ierot ¥ leo rejiliag de difracoifn.

Bl contenido ha eslde agrupade en cuastro caplitulos ¥
un apbndice.

Bri @1 primer ecapitule estudiamcs ol Tenfmenc de die-
Pereidn desde el punte de vista cllieico y pe introducen loe
conceptos bAzlecs on téroinoe de log cuales ge conpideran
posteriormente lae propiedades de onflieslis espectral del
prioma dispersor ¥ de los medios inlomogénecs.

En el capitulo doa hacemos un reclimen de los mecanismos
analizedores del espectro mis usados como son los ya clbei-
c0gy, prisma, rejilla de difraccifn ¢ interferfactro Fabry-
Ferct, poniendo ecpecisml é&nfesis en sus capacidades de reso-
lugidn espectrosclpica asl como su respuesta a pulece de lus
extremadamente cortos.

Log dog Gltimos capitules que son la parte mhe inpor-
tante de ecte trabejo, contienen algunce aspectos de las
propiedaden dispergoras de los medios inhomoglnecs carmcte-
rigadog por una distribucidn axialmente eimftrica del indi-

iv
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TOF Ga note Intitute I rureid 5 opaia e las Gliicultg-
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to: do lup Por nedie d¢ oy nltodo s cenveneionaler cnume-
FOCOE: en g] cepritulo dopn,

n el subndise herors jruine, o L eriteric de reco-
Juecid elpectroscdylpn rers hapep baverianos an el do.if-
nlo eomaginy, Con elle oy, hecht rotar pue iara hsgag
ke alarue, el eriterioc (e liaylelh Teoulte inadecusgy €n
W aplicapifdn,
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INThRu LOCCIUH

Derde el cuuto Je viotd e 1l uptics, los nate-
rinles de payor interfs son los que permiten el paso de la
luz ein ser substencialmente absorbida ni reflejada difusa-
pente. Estas son las llauvadas substancias traneparcotes gue
exceluyen g loe metales ¥y log cuerpoe OpaEcOB.

Lee propiededes Spticas de une pubstancis tronsparen-
te pon determinedas por la funcifm escelar de indioce de
refraccifn, N, que en generel ep una funeifn des lee goor-
denasdes eppacislesns

N= Nlx¥,28)-

En le Uptica convencicmal, esta funcidn precenta dis=
continuidades secoicnalmente.

El Indice de refraccidén estdA relocicnads con la per-
mitiyidad por:

B Eh"z

B la pran mayoria de los casos, log medion dpticos
tienen un Indice gue nmo varia de punte a punto, es decir
tienen un gradiente cero ¥ en este sentido se les considera
homogbneoe (no consideramoe en este trabajo los wedios ani-
sotrbpicom).

Ior ofro lede se encucthtran los medics inhomopbnecs
carmeterizados por un gradiente de indice distinto de cero
¥ qgue recibirdn muestra stencibn, sobre tode en la segunda
parte de eote trabajo.

Log medics con pradiente de Indice aparecen espbnth-
neacente en la naturalega y son ejoemplos tipicos la atede~



e

faray Larki ire ¢ohie oourre Bl ciojiod Fy ol conddp de
wodeibn a arerte de lon wbres, 8l cristeling del bje
hungne ¥ ioc Gealrunc: amipale), .1 é¢mberpo, haste aiora
olo e side urdvdiades pin wylicacicnes gl anflipis es -
restiil.

Loxwell en 1i5S4, dewo.trd gue un wedic cun
vpricoifn rodial e indice era cupar e forunr ol eues de
low juntés e pu interior, mo-ctTirde &E0f Aue erg poelible;
al ioros tefiricamente conslderar un sistens Sptioo poriecto
en ol sentido we forpar imAgenes Lien definidne de objrtos
mitvinles [Caarbon o L E0E ) «

Yood en 1905 [32), sugiere &l uwo de cilindious indowo=
rineoye como proudo-lentes ecojuges de lormanr tuensas imfiyenes
de objotos extendidec. In estor medioe lng pupurficies de -
i1l Ingice on cilindros conxiales con el velor mAxine -
doil Inciee & lo largo del eje de siwetria y disniiuyends -
euadrfticacente con lin divtencia al eje.

po vo hasta los Gltimoe afios (10864 ) oue debido a
low avanees de laa téenicRe de produccifn, los wedicos inho-
wbgEnece hon despertade un interds marcsdoe y ee ha hecho -
un congiderable niiners de ectudion tebricos ¥y exparinments -
les zobre la propmgeeidn de la luz ctravie de eston medics.
Iodenos decir gue el prineipet incentive que ha promovido la
realizacidn de sistewns son variseiones continuas ¥y contro—
ladas de fndice de refraceifn, es la idea de enviar infor--
mogidn a8 pran escala atravée de Tilrus fpticas de gren lon-
gitud lo cual, ademfs, reqguiere del uso de muteriales con un
iy bajo nivel de pérdidaa.

Cabe tambifn mencionsr el e:tudio realiszade por Sands

en 1471 (31),(33), sobre la fabricacibn gs los 1lamedos =

lentes inhowordneos. B ezte pontexto 1o idea central em -
perultly weyor prado de correccifn para los léntea que tie-

Al Teopaoto.
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nen variacidn de indiee de vefreceidn Hor redio de la in-
troducoién del sradiente de fndice coms Ul parfpetro sdi-
cionel rara oontrolar los aberracioner de Seidel ¥ crorf-
lienr, ndenfe da loa conccidos que epon el radio de CL TV~
tura, ceparagifr vy forue de lon superficies y tine de vi=
Lrie, rrovies de los lentes convercioneles,

Terdo en lue fibrar Spticas coms e log lemtes inhow
erbteo:, ve pretends divwinuir hacts dondge sea ropible
¢l efecto de dispersifn frecuencinl o erophtics, ea decir,
in dependeneis con la frecuencia del Indice de refraceién,
1o curl produce en eubop pasos efectos infdecoebles ya nue
la irformacidn se envin o travée de lar fibres coms un tren
o wuleos de luz loe eualer Fan Lintoreiokadoe por efecto
ce la dicrernidn v allo re irafice en ung dicminucifn de la
capacided de tranemisifin ca inforuacifn y por otro lado, en
Loy lormtee inhororérieos, ce guicre formar mejores infisones
con uhn nhorrpeibh eroiftion sini L redn,

Haeta ahora los wedice sep cradiente de Indice han si-
g0 actudiados Iriteinnlaente eon e#ata orientacifn y nuesstro
mnto de viegta ep vroducir los myorer efectos cromfticos
encarinados & servir al cnéliple de la lue.

Con le idea en wente de pue loe medics imhomo sbreos
Mieden ner cenviderndos, por lo premteo rolencialnente, co-
mo une herraslenta @til en sl mnElisis eppactral, hemss
pberdeds el prodlems v rresentaios resultador alentadores
el recspecto.
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POULIA CLaL1Cs DE ILSIERGICH

1.1 Introcucoidn.-

fa llaga dicversifn al fenfseno asociado con la depen-
deneia en 1a longitud de onda del indice de reiracelbn de
ung substpncin. Bete fenfnene ee cbperwd primerznente en
1a regifin vigible del ¢upectro en donde jare la wayoria de
las cubstancias trancparentes, & 1o larpo de esta regibn,
presents el comportamicnte ilustrado em la fijure l.l. Al
erecer la longdtud de onde disminuye el indice d¢ rTefrac—
clln de podo relativamonte loolo.

Empfricanente Cauchy en 183 propuce la piguiente
eitprenifn para describir el fendmeno

8 &

NR)= At =37 (1.1)
donds A, 8, G, etc. con constantes gue cordcterisan a la
subclancia y A es 1a longitud de onda. NMeohas conetentes
mueden per calculsdas concclende N pars tantos valoTres de
A, distintom, como térrince de (1.1) se toien y recol =
viendo luego el sistemz de ecuaciones que reaulta.

Lo pencdiente de lo curva &9
dX - - 28
o A
{ tomende -polo log dos primeros thmiinos <e obtiens una

pregisifn nceptable on la noyorla do log easgop). Como A Yy
B won positivos, eoto miestra que N crece al ﬁiﬂ:u:i.nuir}l.
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Eoto 4 conoge conw dinpes ifn norusl,

Bl cowpwrtamlente de la ¢uiva e dloperailn en la re-
gibn del lejone Infrsrojo, e raviecalpente distinto ya que
88 encleoits quo e. Inclce desrees . rEiidaments de 1o <
aue 1.-::'&:11::'5 da eouneldn de Cuueoly. Iy sute purte e difieil
hrneer mediciomen debigu o gue In iz ey auscrbida FOr gl -
materinl. hu esta vepinced se locclisa Ute Landa de Bbeor-
eidn, deojuds de 1a cuil, el Indige de refraceifn tomg —-—
HugvaLente volores vy goomoee ¥ verla de mancra mondtona
vecrocicnte.

rara obtener une Tirmils de dispersifn wfie {iel & los
resultzéos, 2 necesaric consifdnrer Bl HEORL1LG0 LoF el -
ctal la dug interuotle con la iuteria,

Sellmeier en 1071 supumo nue ol  euld en cueEbibn core
tenla particuinc cargadas Llgachn clépticanente y que te -
nfen une freoveneism natural de vibracidn ¥ que 81 ee ilu =
minaba con lug de exta {recuencia ceracteristies, lae par -
ticulas entraban en reconancia ¥ la enercia ers absorbids,
Para lur de etras frecuencia: la partieuls ejecuteba capi-
laciones forsadas cuya anplitud crecis al scercaree la fre
cuencia a le frecuencia reponoqte,

El pedic puede evloar formascoe For oolo un tipo de par-
ticulee en ocuyo cago 1s fHrmuls de Rellmeier dfe

2 _ £X°
N = f# PO
elende f una constante que vepende de la dengidad de paes
¥ As lm longitud de onds de resonancig.

Cuandse hay més de un fipo de lartipulos, ¢ sea variss

bandas de abzoreifn, tenemoss
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dtpgue 1y fAprole e Rellmelicr rdproveuda un consgidero-
ule sdelinto roepecto a 1le 88 Ceuphy. Aguells jrosenbs oie =
eontineidodes on lon valoroe A= Ams pare loc cuales N cre—
ce itdefinddamwrte. Lo cual eéctd mlejndo de la reslidad. Sin
soborge e regiones del espectro slejadac de una benda de =
absoreidn, la firmila de Bellmeier ge sproxinm uestanto a =
loz duton cbeervedos.

e verf sepuildamente come ec poosible deducir la ccumcifin
de Bellueier en bhce & la teoria electromapnétice de la lug.

La ecumeidn de Cauchy puece obtonerse a partir (e 1z de
Rellmeler, =i hacemos la guposicifn de que 1'& & h yen-
tonces

Nz s a4 (1# j;f )-r

3 e
:f%ﬁﬂ-’fjﬁi‘-}.;-qj_;ﬁ)

gue tiene lo wisma forma que ls expresifn de Caschy.
1.2.~ Teoris Cldsica de digperszifm.

Uerivaremoe ahora la ecusoifn de disperpidn a partir
de la teorla electromasmética y el modelo de Lorentz de

los oseclladores armbnipog simples para 1o cual suponemos
un medio gue prepenta lag siguientes carscterfisticas:

Es un material homogéneo ¢ isgotrfpico, no conductor
(0 =0) y no magnetizable; constituido por moléculas no
polares cuyo momento dipolar es cero en susencis de campos
oclectricon externoeg. Te acuerde con lo anterier podemoe

egcribir:

Ei‘(ﬂ-lﬁ



Ahora guponpames la precencia de un campo electrowagndtico
deserito por los vectores K y W oue varian armdnicamente
con ung frecucncla snpular & y oue incide en el uedio con=
slderado. De acuerdo com la teoria clfiaica, el campo po-
larizar los Atomon desplasando las ecargee positives en
1z direceidn del campo ¥ les negativas en direccidm opuep-

ta. Figura 1.7. la corge nesative lo conoiderundc coma la

1

T
——
- + &
e
E
™ ™
Tirurn 1.7

de un electrdn ¥y la jocitive cone Io eoryu de un vrotsn
cuyus nesne difioren grandemente, e= decir se trate de o

ftoue con un electirdn ve velencia en ¢onde

uiﬂ]’.l. B mg

El wegtor ¢ wlorimicidn dellules ecoumt el tuwnto dipolar
totul jor unidad d¢ volfuen ectd dade por

T’:-HE'I' ‘liEj

dondes n es ¢l nbaero de ftoucs por unidad de volfinen; - cm
1: carga clectrdnica v T e el Genplasaviento medids desde
¢l centro de masa e lun carges positlvae. Bl povimlento -
elietice de lor eleoctrones lirmdos a1l recto del ftoso ecta

degcrito por la ectacidn diferenciml
dey 1.~ .
Fig -E,E-E = —kr =B}



en ecta exXprecidn eoha decprecinds el ofocto del cappe mes

nético, es Jdecir
-oB P -oiV«E) (v & ¢}

lo pugl pe puocde pueribirs

2= =
dr g = ok
T UL T - bhed)
fniendo B
m = m—
o mﬂ

81n embaryo ec nogesoric elulr on cota exprooidn unn fuer-
go de amuriipueomisnto perturbedora debdide prinecipalmente a -
coligione: enive los Atosouy ¥ a4 ls intersccidn de lom eleg -
trono: con 8U propio orugo ¥ aue eo proporolionael & la velooi-

Gad de los elestrones
dr
e

ahora lae oscilecionen cusei=elfsticor de loe elostrones son

GeEssritos [OF ls acuacidn

=

Yﬂfr-.l"ﬂa".r":._f._.
df’ ' e

O il

J ﬁr : ef
— 4 S+l |F - _
ﬂlfi )J"" == _..’.I;il._f;

hoeiendo uso de (1.2) podesvs esoribir en funeidn de la po =

lariracifin

? Z
StV vwi)po My
ot o't : M



ahora, pucsto que F =¢ I;i siendo I,la gusgeptibilided
glectrica del medio

2 - -
udr_f'i"L =+ )Elc = E

y en vigta de la variacidn arminice de E, la anterior ox

presifn ss puede eperibinm

, 2
£ Xe (—ai? =1 Yo +wi) = %‘i
2

z
Yo = ??E/m,g.‘, . paro ﬂ’:f:fﬁl’z
ﬁ;uz_m-z“;'}'lm =

ned/me s
Al -wi_ ¢y

Ne= T+

Enta filtima expresifn representa un indice complejo gua =e
puede esfudiar comn sifuet pars los gases, eg decliy, B Ha=-

ficlentemente peguello

el Ez/?-’l'ﬂ! £s
e = wi ¢ )Yw

& F

rara todse lasg [recuencles. DoGomos AproxXimEaT
III|I|.r - .fl o+ ?ir-lﬂzfmf Ei‘
& — ot — Yo

B L ¥ HfTXﬂl-‘fa
iy f I:I.-‘:— wi-—f.},w

BY¥presando I o= Ng + iky tenemos



Mo = 2 4 (ner/mees ) (we - w)
2 (wE - i)t g Y242

y Ny = L (met/imée )Y
* (e? - et .Ji F fj{:ﬁ'g

para frecuenciss & lo suficientenente alejeuan ce la fre =
cuchoia de resonancia, I-iI:l & I:J]1 ¥ 1:1 gb U gpara ioda @ .
Para frecuenciams cercanas B (e o el comportanienic e com-

pletanente distinto come Versuds, Fuos al pulstitulr o = &
excepto donde aparece la diferencia Wl-w? y en ecta Glei-
ma por

ald —wt = (s s ) s - J

7-"'. -2 wﬂ- Ifw,p.—"wj

phienemos

1 (M /e &: )2 o (e —ew)

Neg = 1+
. £ 20 (o0 4 T8

a

_@Eiﬁméﬂm,,l (e - &)
4 (Wy—w)?® + 72

i

[ I"??EI/JMEE'#.J ?;ﬂl'a
2 Yw (w,- w ) + Y2 wi

Ny =

(nel/vieés th )Y /2
Yyl -w)r + Y2

—

el copportamiento de amvos Indices se muestra en la figura =
1.3 -a), pars un gus de dengidad alta en la figura 1.3 =b)



flirure 1ad

en ol intervelo donde ;I—{"_' O o oo clee rue oourre uippersibn
norAl § cwando % £0 , pe dice oLe ocurrye dic)ercvidn anbos
l-H'.q-

by este deriveeidn nepoe pu uectyu que so0la exicte ung -
plase de electroner cmolluntos carneierizsdos jor ung irecucn
cis (¢ roporarcls Ll . Urande eXisien o ircousnolss reconen -
tee e Luoctre pistezm, er decir g bander do sucoreldn, la =

piproslon ponoral jora ol Indice de redrRocidn, ea
nel Fe
.I"'dII - ir:'.r_ 7 Es M:_ wz -JJJ' m
2y, . = fk

dunde & oz le frepuencin ssociods cur lo t~Esiue uandémy =

fkt g un Inctor 60 peod (HOClEGHE 6 CEUl ougliunoTr ¥ ?‘m le =
curresponclonie constw te de arortipuaciento { 6 viescoeidad )

EBn lu fizura 1.t 0 auwectra el cotrerbasdonto de l.H b ')
J.i pETrn: 20y Lnidan do elecsroldn purootoripaduc (pOT W Fﬂm-
Bo inog olLoervar que on Irecticucinr rlojonsn de Ios bopdas,
el Indige fueginnrio esn pubataiieioduente cero ¥ eu uiii oue
pwtlgodin colipd DETEYD IJE purnuelbe. roul oy deeribir
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&x fu
= f4 A% _1E __ (1.5
N We €0 £ wk - w?* :

enta oo la expresifn e Selimeier njlicads & regiones franss

parentes del wedic, gue para un vidrio & f%ice conln se extion

de dende ol corcane infraroje Lasta el eercuud ultravivleta.

e allf fe e:toe liuitos se encuetitiran lup bondan de-abaor-

olfn de los rages x ¥y luaw radiofrecucnoiac.

Ma

Nz

F

wWerl W Wy gy

figura 1.4

Fara medice liguidoo o stlidos donde h és lﬂ'] vecas -

mAs denst oue un gee en condiciones normales, la firmula -

arterior (1.5), no debe ver yo oplicadu debldo a da fuerte

interaceifin que exlete entre los electrones oscilanten ¥ -

log Atoroe vecinos los cumples perturban mds fuortcienis a -

los electroncu. 5in ewbarso el conpeortasiomrie del Indice es

sualitativaente igunl y la teorls clicica se vole de la -

introduceifn de parfmetros emplricon ajustablec gue permi -

ten usar las expresionec efcohitrsdas =in topAar on cusnta -

efcotos cufiriticos log cuales por otre lade sirven purs ob -

tenor uns Vieldbn mAs profunda vel mecuniemo por el cual ae

nroduce gL etecte de dispersifn anbmala jerv o int roducen

w



P55

auevos conccimiertus sobre ol comwTtaniento pualitetive =
sol ingice de rTeiraceibn gon ln freeuesncim (1). Asl por ejen~

jar 1lm foruula ve Bellimier so Wed en i iGrme

ﬁi L .. W M =‘£" "Lu; E}.’;}l + bi. H:L conotentes
B -

vy peffn nea el nlpere oo bondan do -ab creidn que carmcteri -
can Al wrlerial, se tuan tanteo teTuines 80 lu ouns. Sangue
lo weyoria de los moterialee 87ticos, tienon una banda de

abuoreidn en el infrarcjo y otra en ei ultraviclela. la for-

muls de Sailueisr df Laotante precisién con sclo dos Térmd -
nos=.
1.3 Undag lulordag.~

A4 contimuaeifn eptudiomos el efecto produclde al e

uar dos ondas luminopas de frecusneims ligerauente diferen —
tes v de igual amplitud
- —xzl
Er = Es !f{fwt
_ rewr Sw)t - tk#SkIZ]
Fa= £a 'lf

la superposicidn de estas ondas esc obra ondae

¥ - : -l I
E=FEs+Exa=EalE hiats gz}#‘- f’_?ﬂffwf#} ik }fl'

o L L R

+€:‘;‘ﬁ£ﬁf—£ﬁz} 4° riat-R)

T o
= 25, tas L(bwt-skz) €71 FTE

dgonde = 2% |, gp=Za¥ s #= W“jﬁ;m; &= Ktz dk

L

euta expresidn repre.entu una ondn con frecuenciaz &« ¥y ni =

mero de onda K sue visjn en el sentide +z ¥y cuys amplitud vae
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ria de acuerde con el fugtor:
2Eo Coa § (St gk 2)

¥ oue se representa en la fijura 1.5,
la onda gque reprecenta le envolvente de ls amplitud viee

ja con una velocidad

= 4@

1lameda velocidad de prupo. Mientras gue la onda @odulads -
viaje con una velocidad
% = o
_ R
llamada velogidad de fone.
la separacifn entre doo idsmos valorss do ls amplitud,

doe iximog consecutivos por ejemplo, ep en T1Cupo,

St=ar/saw
¥ cgpacialuentet 53 . ,E?r’_'{(.:-ﬁé
mientras que pars la fungibn de face
& = Ax ¥ SZT= oS
T &
Vg
—
»tal
] . 2 o 27
Sw Sk

figura 1.5
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Bs posiiile aplicar loe anteriores congeltor al eand wha gene-
o un grupo de ondae cuyas frecuencias anpulares varisn gon
tf{niamente en un intervelo Aycentrado en una frecuencis me-
dla & dentro del cual la amplitud Ee difiers aprecisble=
wente 4o cerv.

la onda resultante en este capo @e representord por
Vig, %) tal que

~ilt-KZ) 8 =t ) = i -
Vit it je & gl i

A}

de
2l se cupple la eondicidn:
28 & ¢
donde a
£ = New) @ New)
podemos expresar lo anterior comot

£t -£Z)

Vez, ¢)= Atz t) €

con
pertr= [ Eue @ E-(EEY

(e
ee decir para M) suficiéntemente pequefio, Vis,t) oe pueds
interpretar como una onda de frecuencia &0 y nfimerc de one
da k propaghndose sn la direceifn +g con una velooidad ds
fase =

i = =
¥ modulads en amplitud por la funcifn envolvente dada por
Alz,t) la cual pe prepage con una veloeidad

S/ Sk

¥ que resulta de la superpoeiecifn de ondas cuyas frecuen-
clas son @/-d! .Puesto gue AW s miy pequédio, la varisclfn
de A ez my lente siendo su veloeidad de propagacitn, 1lanada
de smips, dade por la condicién
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- ()7 -

()

podenn encontrer la relacifn entre le velocliced de facse
¥ la welocidad de grupo como cigue

g g0

z@F,. k)
o' Uy

3 st
TR

= %~} 9%
oA

plends. todne lae pantidepdes referides a la frecuencis e =
dia & .

o gseribir en funeidn de la disperpifin

/.@)=_L,_-=ai o
F U da

E'ji'
&) o
4 &uooa

e
t

I
sle

RS

5
%

En el capitule 4 paArrefo 4.2 hacowos uso oo esta re-
lacibn en la forma
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L= L XM

i
Al A (1.6

en conexiédn pon la propafacifn de pulsos en fivros Optices.
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CAYITULO 2

EL IRTERFEROLETAL PABRY-FEROT, LA REJILLA IE DIFHACCICN
¥ BL /I GGA DIGEERLUHR.

2.1 Imtrodugoibn,-

Con gl fin de hager unh gomparscidén con las Tibras Opti-
cas, eR €l prezente capitule nuestras intencién es hacer un
breve repinen sobre las propledsdes analigadoras de loe =i =
guientes mecanliamos espectroscdpicost el interferfmeto Fa =
bry-Ferot, la rejills de difraccifn y el pricns digpersor.
iog eualed hon gido, por miche, extensivemente usados en el
anfiiieis eepectral en comparacifn con otros métodos de and-
lisis, come log eppectrdmetros de tranaformads do Fourier o
de pulsaciones. (beat spectrozpory).

@eremos seflalar gue cuande la radiacidn gue
VA 4 sar arallwada =e yre;:lan‘ta en forma de pulsos de lus de
duraeibn extremadamsnte corta, la respuesta de espectrime =
tros como el Pabry-Perot o la rejilla difractors, puede per
distinta a le respuesta en condiclones normales, ea decir,
cuandc ce truta de un haz contlnuo.
2«2 El Interferimetro Fabry-Ferot .-

Un interferdmetro Pabry-Ferot produce frunjus de inter-
ferencia al combinarse los haces multiples producidos jor -
divisldn de amplitud en una placas de carmg planes y parale =
laa recublertas con algfin material jorcialmente reflector,
(figurn 2.l1), dencminando gon T ¥y R la trenemitancia y -
reflegtancia de flujo, respectiviments, de las ciras de la
jlpea, {etaldbn), las franjas de interferencia —por transmi -
gifin- sonm obtonldoz nl combinar los hocen trenemitidos de
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los cusles el n-fsimo tiene uns amplidud Ay, dada por
i'n
A= TR EM?
durte denbc seumide vne sunlited ineidente unitaria.
aqui ¢b, es la diferencia de fame entre dos haces Veoinos

cualesguiers, la cusl em, despreciands cualguier cambic de
fase en la reflexidm, dada por (2),(3):

‘i’:%lﬂﬂrfmﬂ'

siendo A 1s longitud de onda 3y loc demfs pardretron fluas-
trados en la fipgura 2.1. ILa explitud resultante ezt

A = n g — 3
f e = e

figura 2.1
Lo distribueibn de irradiancias en el plane foeal de una
lente ueada para combinar los hpoes, eptd dada por el cua—
drade de ls amplitud resultante:

Is—2

(2.1)
7 +,?F'm‘*§
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-Lu'q

—a¢ —

figura 2.2
En ecta situacidn en gue el hasz iniecinl incide oon clerto An-
gule 0 £ @ < f;;l]ﬂ, g¢ producen las franjae caracteristicas
( figura 2.7 } del B-F.

. v
la transmitancia ofxima est =
Lo (1-R)

2
y lg minima es: fmm - FITF

La condipifn para gue le {ranemigidn sea unitaria es que

@ = 4TINS Gos 8

= i
3 2m

con m ecuslguisr enterc.
e agul obtenemos oue lae frecuoncias para las gue oocu =
rre transmitancia mhximm, son
Vm 2Nl Cos 8

lag gualep estAn ceparadas entre si por el llameds ranFo es. -
vectral libre.



En términos de frecuencisus

=il 2 :
Yonan =Moo 8

en otrae palabras:
Agp =
For otro leoo;el anche do la Tranja 4 medisn irradiencig

1
ge obtiene cde suntitiay 1 = - = 1p ecumoidn (2.1)

i /aﬁﬂ szr} 2T-7_ (s;ﬁ)‘

donda #!ﬂt eo el valor de <"r,!'$ eorregrondiente n log puntose

de media 2rrodiancif.

i me hace la auroeicibn de aue #}-’1 _ g cbtene -

P — 2T § R
Z T 2R

de donde
L 13 (I-R)
¢ R

La rapin g-,en depir ls rapbn del ranpgo egpectral libre
gl phiche del gnille g media irradisncgis ge llama Finezal

_ ¢ _ xR
FJ*‘# I—R

la pual egtd directamente relaclonada con el poder de re-

solueifn del Fabry-Ferot. La exprecifin para el poder
de resolucidn =n derivada en Borm y Wolf (2):

Foder de resplucidn =& = lf,{,{ =m97) 5 (2.2)
donde )= 2 Nol a4 8 &g el orden de interferencis.

A
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2.1 Disgucibn.-

ElL anterior resultade et husta clerto junto ideali-
sado pube exicten otroe feckores gue limitan el poder de
resoiucifn come es lm presencia de pérdides por ebsoreidm,

de tal mmnors ghe en lupar de

R+ 1Twl
debeun tener
R+7+a=1
giemdo A la fraccidn de pérdidos.
Mingue, A meds ser ung Ifraccibn cullcientemente pegqueln
cone pars depprecisTes.

Uiro factor que no =e ha tomade on guenta, oun las
irrefularidades en la superiicie del etalén, [n 1s nrictica
ce han logrado superficies de gran fersurs que hacen dos-
preciable scte sfecto (4).

2.4 RHespuesta del Fabry-Ferot a puloos extremidaiente
earto.

Moyehoudhuri (5] ha demostrade gue para obtener fran-
jag de interferencis com un Fabry-lerot iluminado con pul-
oseg de durmeidn 'E'i,. delle pumpliree que

Tj} } Tn
donde 'I._’,._en el tiempo de respuor-tg acocindo al Fabry-lerot

que para und diferoncia de cacdno Sptico, DOO,

Dco=2NdCes &

eatd dada por
v, = 2NJCesb
c

Para clarificar este punto, asumamos por cluplicidad gque

urn pulego cuadrade de durscibn temporal ’E',. incifde normal-

21

mente en un etalén de indice N y separgeifn d.(fipra 2.3)
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mante o un etalén de indice I y soparacibn d.(fifira 2.1)

—~ = T

—— tqh} = tp - rq_
N
— ; l.—-d
. N
Tﬁ
{m) .
— -l-—d
| T,
figura 2.3 e

Epte pules ds origen 8 un tren ge pulucs de intencidad de =
crécionte peparados temporalmente por

a7, = ¢
rebido al retraso que sufre en un visje redondo cade pulpo
reflejado.,

Aparentevente la situacifn mostrada en la fijurm 2.%a)
produce franjas de interferencia, pero no ocurre asi en las
gituspiones mostradas en (b) y (c), para incidencia no nor =
mal,

2 Nd Caa B

c

A, =



Fibad

2.5 la rejilla de Difraccidn.-

Gonoidérese una rejilla conctituida sor W rindijas
separadas entre gl por una distanein d. fipurs 2.4, tan-
blen supSngase oue inecide un frente de onda planc mono-
erondtico de lomgitud de onda A , con un &uulo 1 fes—
PeEetO & la norymel g ln rejilla.

fimra 2.4
Al difractarse la lugz, Eptam ez envieda en toden gi-
Tecciones ¥ la luz de cade rendijas interfiere con la del
resto de las rendijeas. Extn interferencils es totalments
conetructiva cuando la DOU entre dos eyoe paralelos, 1
¥ 2, mea ijual e un nfnerc entero de longitudes de ends,

asto oa puendot
digenyd +een § J =2 mA ne= o S SR - P

loe nguloe & y # e tomen positives hacla arriba de 1=
normal, correspondiends con el wigno + de m ¥ nepativos
2N caap gontTaris.

e ecumeldn (2.3) determina la popgieifin de los mAxi-
s de intensidad sorregpondientes a esta longitu de onda.
Ie dispergifn amularﬁ a8 cbilene directmwente de (2.3).
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dA o Cea B (2ed)

una caracteristicc imjortente gue podomes aprociar su oue
ﬂ"ﬂ;‘éﬂ varie dircotasecute yyolorcional con el orden oo LLE
ue oboerve y adenfis de quo os ung relacién linmesl recpecto
& A , adiferencia del prisue, la refilla prodice una me-
yor desviaeibn a lao longitudes de cnda meyoroa.

Fara Gngulos @ no oy prondes, o¥/old veria inversa -
mente jrosorcicnal com d por lo eunl wesulte sonveniesnte
hicer d tan jequeno eowo sea popible. Para que los saximue
de intencidad gean Lien cefinidos y angostos, so requiere un
ninere M, de rendijas,muy grouds, por lo tanio oon deses =
bleo rejillas con uns gran densidad de liness,

2.b roder de Repolucifin.

ke frentes de onds provenientes de 1 rejilla, ssocia-
das & lav longitudes de onda A y A4+ 3A e considerarén
resolubles, cuando formen un Gngylo entre i 480, tal que

dd = A/ MdCess

dobido a que se treta de cifraccifn de Praunhofer pars una

abertura rectangular y pars el cucl el eriteric de Hayleigh

determing gue A
b=

slendo b la proyecciln de la aberturs sobre un planc per -
pendicular a la direcciln de los rayos difractmdos, la eupl
para el ecave presente, ¢ igunl a la mnchurs total fde 1l ree
dilla por coo § es deoir

K éd eaoaf

Bhora, substituyendc en 2.4, oltenemus

A SN =(Md los 8 o/ cas 8 ) m = m M
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88%0 es, el poder de reocolucidn tofrice de 1la reijilla de @i -
fracelbn, depende solo doel oréem m ¥ el nfmerc total de
rendijas, ¥ es indepencdiente del trmmio de la rejilla.

247 Buperposicién de Urdokieg.-

De 2.3 tenesoe que

BeEn § = % - gen 1
agui i ¥ d son gonstantes, ain embzrge es peaible que esté
relacifn =e cumpla para ¢tro valor de m y A diganus
mn' ¥ 4' tal gue

L]
gan § = E%—snni

w = 3m ,
N = %1: gtc. Bato significu oue los mAximos de orden m'
¥ longitud de onda ', coinsidiréy en el wicno punto, es

decir, fendremos una =U erposicién de ordemee lo cual Bl

1o cual ee cumple para M' = Z2m ¥ OA' = -%-l

vale a un traslape de occpectros; por ejemplot in linea
A= 6000 A del primer orden, se traslapa con la linea
A= 3000 k de orden 2. aforturadamerts el traslape ocurre
con frecuenciss extremse del gspectro o mie ain del cercanc
infrarojo y cercano ultraviolets.

Eg pouible salvar ecte problema, abeorbiends una de las
frecuenciae indeseables con algin filtro adecuado o bisn con
¢l uso de alglin wedic como Mleca per un prismsd.

En el caso de una rejilla de gifraccifn, tonuién tepe -
mos la sitvacidn estuciada en €1 pérrafo 2.4,

Ea decir: cuando se intentm annlizar espeetrulmente ful=
808 ultreeortos cuys durmoiln Ty es uener que el tiempo de
respuesta de la rejilla, no ¢s popible producir efectos de
difraceifn, en este caso, oue den infornmcibn sobre al conte—
nido ecpectrel cel pulso. (34) (35).
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la situmcidn se muestra en la fipura 2.5.

b i
._____I

figura 2.5
Asumiendo incidencia nermal, un puleo gue incide sobre
la rejilla difractors, da origen & une serie de puleos di-
fraptados separados temporalmente por

At= 2d genﬂ

la condicidn para superposicitn resl de los pulsos Aifrac—
tados es que Tp2AT,,0 sea T,» Z2danby
haturalmente que ecte determine un &ngulo 8. tal que
para @ monor que fBe, sé tiene superposieifn de los puleng
difrsctados y para §>f, no existe tal superpoeieifn.
2,8 Frisma Dispersor.- ’
Supbngace gue pe tiene un ;risma de B em. de baee y he-
choe con un meterial caracterizado por una funcifn de disper-
aifn, M =N A )}, conocida por 1o menos en ura clerta re -

gitn sopectral de interds. figurn 2.6 .
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Tipurn 2.b

Abora considerense lao. gigwilentes nituscionept
(a) Be hace jmenr un haz colinede do tul moco nue se atra-
vitsa el prisma con un #ngulo de derviacidén winime. El diss
netro del haz esta determinedo por la aberturs circulsr de
una lente colimadora L de difmetyro b . ls digpersidn

BT LA T, ',,'I:‘:" ¢ egtd dada (6) jor:
oo _ ta-t oN
k- T & dA
con tl M tE definidas en la mioma fipurn 2.6.
El poder revolutor del prisss, definide per la razdn
o
oA

eiendoc A ¥ L+81 las longitudes de onds de dog pefinles
incidentes, se encuentra gue (&)

I ST N
o (t: FJ?'.EE il

A estn exprecidn se llegs substituyendo ,_-;E s Bl angulo

limite de regulucifn, por

6 =122 075
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gl oual se obtlena on Dase gl oritoris de Beyleigh. figura 2.0.
{b) Bi mhora, la lente colimadora ea sufieientemente grande
para iluviner la epra cumpleta del jrismm, entonges las ante-

rigren eXprecioneg ge vuelvens
of _ B oW
= F{dﬁ )a

_ pfan
3‘1‘1 = E/H A (2.5)

debido & que en (&) el patTin de difraccifn de Fraunhofer
de la abertura circular (pupila de entrads de la lente), tie=

ne el primer minimo de intensidad a una distancia engular

l.23 -—%"—-
de la imfpen geombéirica de la rendija mientras que en (b), el
patrdn de difraccibfn de una abertura rectangular, tiens dicho
primer minimo a una distancis anguler

6 =Ar/6

fiEMI'E E-lT
Ptrin de Tifreccifn

de Freunhoier.

= . —
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el eusl se ocliiene en buse sl eritoric de Rayleiph. figura 2.0,
(b) Bi ahora, la lente coliusdors es sufieientemernte grande
yara iluuinar la cara completa del prisma, entoncesz las ante-

riores efpresichnes oa vuelwvans
olf _ )
a"

¥
/u" ) {2.5)

debido & que en (a) el patrén de difraccién de Praunho fer
de la sbertura cireular (pupila de entrada de lg lente), tie-
ne 8l primer minime de intencidad a una distancia angular

1132 '-"%f""
de la imfgen geombirice de la rendija mientrae que en (b), el
patrdn de difraccidn de una aberturs rectanglar, tiene dicho
rrimer minimo a una distencis angulsr

So = A/ ¥

figura 2.7
Fatrén de TMfraceidn
de Praunhofer,

i
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f-0

0-81

fipura 2.8

Criteric de Resolucifnm de Hayieigh.
Es posible inerementar el poder de resolucifn de sistemas con
prismas, colocandsles en tdndem ¥y en eoe caeo, el poder de
resolucidn totel, es ipusl & 1a suma algebrfilea de loe poderes
de resoluciln de cada prismg tomindolo individualmente, es
decir n pripmag idénticos colocmdoe pars desviscldn miniis
en perie, producen n  vecea el poder de resolucidn de cada
une de ellos

- oV
;I-HBJI

2.9 Reslimern .-
& contimiaciln comparnume lou poderes resclutores de loe

tres necanisgon éspectromcbiicos antericores en thruinocs de ve-
lores tipicos de sus pardoetros.

terferencia m dados, pare incidencis anroximadaments normal,

rar:

R

T=- 8




(m) Frigms.-

fomo vimdbe, el poder de re.olucidn de un prizsm eeta
dado ror la ecupcifn (2.5).

I material coulnente usado es el widrio YFlint denso
rue tiene un valor de diydA = 0.5 x 11."'5:1'1, en A= 5uld A.
In prisma de base B cm: tiene un poder de resolucidn tedri=

co dat ﬂ:ﬁﬂﬂﬁ

FParg B =5 cha

£ = 2.5 x 107

(b) Rejilla de difragcibn.—

En ecte cmec tenesos auet

K=nn
dorde n er ol orden de difraccién v ¥ es el nl@inero total
de rendijas de lp reiilla.

Tomandos una rejilla alege tipica de LO00 linesgom ¥
urt total de 310 000 lineas, esto da:

&£ =30 000 n
¥ &l poder de resolucldn varia entre  x lﬂq'. poara el 2do.
oriden, hasta 1.8 x 1|:|5 para el epexto. Leto se ilucira en la
fipura 7.5,
{e¢) Mabry=Forot .-

Comp se vif anteriormente, para un ¥F, el poder de
reselucidn ece proporcional a la finega F y al orden de ip-
terferencia m dedos, para incidencin aproximedanente nermal,
ror:

h

m

sii

23
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R
Ta.i =
fﬂi [ /
10°
1 2 3 - 5 e A
orden de difraceiim
firars 2.t
toder de rosolucidn de une rejilla
de O x 1U3 1inen s’ of.
Bt s e
H = l:'lq.'_',-.uﬁ
Nd = 3 gm.
Kow 5.5 % 1072 o
obtonarcs
F= 6l
¥ o= 1.1 x 1g

subptituyendo en la ecutciln 2.2 , obitencuost

R= 6.5 =x lEIL

Bri la figura 2.10 se muestra ls variagaifn de H para distin-
tos valorece de loa pourametros de un =P,



ﬂ i

1001 R=a77
ags
&75

107 }

fﬂ" A

05 B ' _

af ! 19 Me!

fipurg 2.10
Variaoién del poder de recolucifn tebrico de un =%
con distintos valores de Ry Fd y A= 5500 4 y 8 = 0.

. De loo anteriores resultadoz podemos deduclr, gque en ter-
minog generules, una rejilla de difrmcoibn tipiea, es dos or-
denas de masnitud mhs potente gue un priema iguslmente tipico
pero gue aguella resulta ser un orden de magnitud menos poLen-
te pue un FF.

No obstante, este (Gltimo es cupazr de neyor potencis hae-
ta en tres ordenes de momitud con regpecto B la rejilla, co-
me se miestra en la fijura 2,10 , Fara un PP de reflectan -
cia de 0.99 ¥y d4 una separacifin relativamente grande dd loso
espojos. Reflectancias de este valor no esom dificilmente ad -

guiribles, sobre tode con meteriales reflectantes dielbotri -

CO8.
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EARPITEBLO 3

IRur AGACIVI, Lis #agly L LUZ A THAVEER LE FlHRAL 0O
GHALIERTE DI ThIXCE,

3.1 lntroduccidn.-

g fibra Spiica solth constituide por un medico die-
lfictrico generalmente de forma eilindrica ecireular por
donde ge trancmite inforsacldn en forna de ondar eleptro-
magriétioas usuRinente de lo regifén visible y del cercanc
infrarcjo.

Leg materiales aue comur ente ge ugan son vidrios
gue llenan los requerimientos de bajo nivel de pérdidas
de energia luminosa como som vidrios de Fosfosilicato (7)
¥ DBorosilicato UJ:I:!' e renuiere una pequeiia fraceidn de
pérdidas debido a la relativamente grande longitud de la
fibra gue &g del Srden de killipetros.

Las fuentes que se uoeEn para easte propbsito son los
dicdos luminiscentes (L:ll) ¥ salruncs lAceres gue emiten
entre 8000 y 10 000 &. Loz prioeros producen ilumineEeifn
mecherente ¥y coherente los segundon.

En la practien la infoermacifn se envia codificeds mei
tue las pefiples Vviajan como un tren de pulpos haota oue
mon regicirados per un detector de iotenpidad.

Fundamentalmente exinten don tipoe de fibras stendien—
do r la distribueidn del indice de refraccidn pudiends ser

T 1 Tambikn mé han revortads ertudios de propegacién de
rulooe en fibras con nficleo llpuidel(€).
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onts epealonsds o producdaldiseoptivue o eontinual.
(a) Tibras Eschlonius.—

tn la figura 1.1 {a) se muoptra esquewlticsrente dos
tirvos co Tibrue crealoncdns ewuamaendo usadas.

len Fiby: altiwedel percits el j4H0 B UG [En nlimero
de modos {mayes) debide a su micled relstivaLente grande ¥
a ru mayor abertura numérzunli egto 1o hoce anrdplada puTe
fuenter logbertianae ecowo eg el dicde luminiscente y olras
juentesn digtintes a lor lAperuve, en esta nodslidad, la lug
winja pigulendo trayecctoria 6o sig - sag sufriendo allti -
yles reflexione: totales au la interfage nficleo = cubiertas.

11 Anpule § oue fowrooan los royos cou el cle Grtico
do 1o fibra, eotl acotade por el fmpule g p

NEX
I
o -1 1
EIr:nf.'.:llt N R S ?;_'

Une desventajs de esta forma es que porumite vVelOres
de B muy prances, lo cusl se tradice sn mayoer deforuacibn
v atenuacidn de log julsus como Vercion mas sdelante. Una
manera de saiver oste problema es por wedio de la fibra
uninoéal lo cunl volo —e propgan omodoe que foran un funpalo
muy rpeaqueio gon el eje Sptiecc. Este =& juede losrar de dos
mAmernst hasiendo el oficles culielentemecte jequefio o bien,
haciends gue los Indices Hl r HE gifisran poco,; con lo
cual ge logra confinar =0lo los uodos parsyigles .

Lg fitra gratuadn (fipurn 3.1 (o)), ents caracterisada
per una dictritueifn redial del indice de rofraceidn cael -
parabbligz. En deoir variam cusdrfticasente eon la di<tencia
gl eje de 1z fibra decrecisndd nondtonasente .

1 ja onherturs cunfrien (A.0.) ¢ Gefine conod
1/2

s =- LN - T
o ¢ o keo ||:1.1Lr:|.1:|r!;aJ
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En coordenadss cilindricas cireularass:

2 2
WP =H (1~ B2 P, (3.1)

dende Hn es el Indice en ol eje &ptico, y o ea lg
conatante de veriseifn o de gradienta.

La propagaeifn de ur frente de onda gue penetra en see
te medio oz tal que la peuncifin de la trayectoria de loe
rayos ecorrespondientes g gzte frente es

P)= f oz + L punwz (3.2

donde £ ag Pz = 0), ( esta expresifn se derivard en el
pirrafo 3.3).

Ba decir, shors 1la rropagacidn en lugnr de ser g lo
dergo de una trayectoria en 2lg - zag zerd sernoidal,

En la figura 3+2, B8 muectra uni trasoe de rayos para el
blano meridional,

il
£
figura 3.2
El efecto ds autoenfoque perifdige, es decir el que exip-
tan jurtcs acbre el eje & s POr el que pasan todos log

rayus en determinsde tiemo, es cousgade For la eompenezeifin
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de la mayor frayectorim gue Gipuen los rayoil 0r una mayor
volocidad de propagacidn | mency volor del indice de reirmos
cifn para ese myo de A constante ).

Iap Tibras Suticas son cbjeto de edpoeial estudic tan-
to telrige pcouwe experimental, devide a su jotencial exten -
aive use on el pcompe de las comunieaciones (10).

Nuestiro cbjoetive en e:te trabajo ee poder obtener in -
formaeidn cumntitativinenrte del pontenide espoctral des tul=
poe de lur de dureciln ultra corta (del orden de 1ﬂ-uu.}.

Eotos pulsoe ge producen con una variedac de wltodos
(11}, (12)y ontre loz nfis eficienter esth el llamado amarve-
de-modos (uode locking) y el Ilampdo §-pwitching y utilizdn-
iope pnra ello la potencin de saliide de alghn cistena lfser
oiropindos Nd-Glass lLécer, Bubi, Nd-Yag.

El pniligis espectrul de cuvtop puluos de lus ultracor-
tos no ee juede llevar o cabe con los sepectrdmetros comven—
clonales c¢omé el priema digpersor, la rejilla do difrspoifn
¥ el interferimetro de Fabry-rerot; debido & la angoota ban-
de de Trocuencime dentro de lag evales so emiten loe pulsor.
Larn este propbsito, un prinms convenciopnal rosulta un ing-
tTumerto 4 gy baje jounr regolutor -ver plrrafo?.9-, v 1a
rejilla y el Fabyy-Ferot tienen tisupe de rTuspaesta deussie-
do prandos gomperados con la durspidn de los julsos (5).

En 1o que gifue VEQeLOR que eg pogible obtener esa
infoermegifn que buseamos, eon le gyudn de los fivrac dpti -
cas de indice [Tedusdo,

4l propegarse un Julse de ects naturalesn o trovés de
una fibra bptiea, =l juloo de salida yrecents leo sigmicn -
tes carnoteristicas:

(a) La energie del :;uloo de salida es menor gua la de entra=
da.

() la durseifin iel pRdad @0 meildn eB mayer que le del pul-
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ao ge entroda.

lo nrimers =& webe u disijacifn ve enerjla jor absor-
gibn, por fugss do suz en lo fivra y phrdides wor esparci-
miento de lag lusx, Gouido o 1o crecencio de izporezas y a
inhé¢moreneidndar en 1o intortone nfielec—cublerta (13).

Bin enborgo, el nivel «Jde drdidss totalen pe ha logrado
digndnulr wustancialeente (14), (15), (16), al grado de
hocer meritoerio ol woo oo ectua Tibrop come pOrtadoras de
informacidn en pran oecela en la prfetion.

inf jues, lan plbrdidas avenfisn la energia pico de loe
Tulpos.

ElL efecto dcl ensanehsciento de les pulide, no obebare
te, &3 independionte de las pérdidav gue oe tengan ¥y el me-
ganigne gue 1o produce se explica a continuacidn.

Gon ¢l wombre (e envmmchamiento de pulso denctarewmos
la difezenupip

aiendo t, el ancho del pulse entrante y 1;E el ancho del
tulse saliente ( medide entre les puntos de intengidad igaal
a 1ag mitad de la intensidad del vico ).

El ensanchemiento se debe primordialmente as

i) Tigpersifin de Retraso Eepucial.

ii) Mspersidn Frepuencisl.

Misperailin de Retrase Bspacial.-

Este e debe a gue la energis del julso no se propaga
toda ella recorricndo la misma trayectoria &i1tica, esto es,
jarte de ecta onergis regorre la fibry en seyor o menor tism-
Po nud el rectoj este efecto en partiecularwente notable en
ias fibras eccalonsdas wultimogzles donde la energla que se
Propaga & travéa de rayos paraxiales recorre la fibrs en me-

nes tiempo gke la gue 1o Lsce en rayus oo parnxiales {17)



debido A aues son aenog dispereivas ngue los fibras esca-
lonpdas eoxparablcee ¥y nuemfie se han lopgrado fabricur con
el bajo nivel de pérdicars nocecario pera hacerlac dignas
de tomaree en consideracifin (&), (20).

Hn el mrocente trabajo centrareme:s nuentra atomeidn
on las fibras de Indice gredusde wor loy ragoncu antericor-
mente expuestan.

El anélisie que hogemoo 26 lasa en ¢l modele de la
Optiea Gecunbtrica el cual ha rewultade suficiente para -
naligar compleotamente la propapacidn en fibras Spticas
con gualguier distribucibn de Indiee (21),(22),(23).

1.2 Fibras con Distribucifn Contivum.-
In esta parte estudiepremoc la pro araeibn do la lug

¥ la dispersifn cue oulre on un Aedic inuomegepes, el cual
tlene mipetria ecilindrice eiivcular p donde lu: propiedades
Gpticen estan determinadas por vna disiribucibn ce fndice

refruetive dndo pors

B £ 1= li, sech ot f (3.3)

donde F représenta la élovencis el oje Optico o 1o large del
cual el indlee vaice :-1"] ¥ of e8 una congtante que repre-
senta la diferancia relativa de indice con resiecto al eje.

Acendie se trets de un gedic idealmente trongparente
(#in péraidaa) e isotrfpice ouuerpidu en un medic con Indi-
ce refractivo unitario.

Come veremes, la propiedad .&e 1u ortante gue tiene ee-
te dietribucifn, es cue yresenta el ofeeto de auto enfogue

periddice ¥ por ertn rawdtl ee le encuentrs orociads aon la

Tongitud de poco més e un kilfuetTo.
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trananisidn de iuagonen a4 dicrbaneis en el gone de las comes
nlcaocionce Spticas.

Farece der aue Ia 8 wibideipnds referenecia nue se hace
aobre osta projuiedad do enfocidente Tue heche en 1932 en
relacifn econ la intorpretacifn de curvas de tiempo de Teoo-
rrido de condas sisudcas (24).

Bn un artioulec pocoe eonoeids, Fletcher et. al. (85) de-
magtran oue para Yayos meridionaieg, la finigs distrioucidn
con simetria axipl sue haese converger todoe loe rayos parae-
lé¢los en un ndsmo punto, e de la forma 3.3. Beto signifi-
ca gque esta distriiucitén eo cupag de formar infpgenes perif-
dicas de objetos y trananitirlae con omplificaeidn unitearia.
Al menos rara rayos m-eritliuru;.lesl, e travbs de clerta die =
tancia. Esta propiedad ha side tasbibn utilizsdas para for -
mar imfigenes por medic de delpadns gecoiones de este medio
g la munera de lentes. Kaprun, en 1870, (21) hace un anfli-
sis al respecto con bose en la aproximacifn Geussiana.

Un medioc como el gue nos ccupe puede cer aproximado en
la préectica por les llamadas lentee de gas en donde me in -
trodguce la variacidn de Indice deceada por wedio de un gre=
dients tfxudee, em un cierto gas confinade en un recipiente
gilindrica. En este caso, la variacifn de Iindice es muy pe=
quetin, lo cual permiie hacer anflisis restringido g 1lp &p -
tica peraxial (26 - 30).

8in esbargs log medios gasecgos son de poca wtilidad
prictica.

lesde este junte de viuta, lup fibres eflidag dielfe =

tricas son més atractivas por eu flexivilided y mayor fasi-

"1 para rayos oblicuos, la distribucifn optiun de Indi-
ce eg diferente (24),
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lided de menejo. Atrectives ta:hifn pare quienes Ven en & -
llas el medio de conducir seflales luninosac con una enorme
capacidad de transportacifn de informecidn, Esta gran capa-
cldad potencigl ha sromovido en log Gitlmos anmds el desarro—
1llo de nuovoes téonigos de produccifn ¥y ha intensifiegdo no=
tablemento el interés jor cotudios tedricoo ¥ experimenta =
loe sobre ol teca. 5in duda que en un future nov lejanc la
introduccibn de las fibrae Opticons ha de cuusar la gran in-
novacifn en ol camnpe de las comunicsciones (véese la biblio-
groflia euplcmentarial.

Fero nuestro interfs por el monento ectf enfoemde en
&l ectudio de lee propiedandes digpercoras de lea fibras de
Indice graduado. Digporeifn en el sentido de lp dependencia
eon la lengitud de onda del Indice de refrmocifin.

Egte mepecto de log medics inhomopbnecs ha sido rela =
tivamente poco ectudiado, oi se considera que lo sncontrado
en la aotuaiidad eon 1la literatiura en sobre el pcontrol de la
aberracifn oromAtica en lentes inhomogdrnecs (311) y ecbre la
dicpersibn frecuencizl de pulsos ultracortos la cual pro-
duce sngapgicmicnte de milsos.

De cualouier forwa en ambos cmsos, la tendencis general
ag la de dieminuir lo mfis posible loe efectos cromfiticos:
producir la distribuciln de Indice que apule la aberracifn
eromBtica y rue se winiuice la dispersifn de pulsos.

Aqui, nuesiro cbjetive ¢p Io contraric, eoio es, produ=
eir lo mfs posible la descomposicifn de la luz con ayuda de
un medlo inhomogéneo, en eote caiwu, uns fibra de indice gra-
duado .

Hoceson la exploracidn con bose & 1o Sptica geométirics,
luege introducimos el efecto de dispersifin y sacamos lase core

elusiones.
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A eontinuacidn ezludiames la promegecidn en eclte medio.
Iriverocmente €l case parcxial 7 laepo el caso no restringidos
33 Froppeneidn Faraxial .-

Congiderande la exmresidn 3.1 ¥ usande la expaneidn en

cerie de Tarlor de Ils secante hiperbllica, tenenogs

L w2 ; & 44
= bt a8 S o Tl e
Ed ntF es suficlentemcnte peguefio, podemos obtrner una bue-
na aproximgeldn tomendo polo los dos primerces tErminoes Y 8X=
Presar

Wip)= rolt=2F)

{3.4)
donde of e una ponrtante gue depende dGel valor doe N en
# = 0y el velor en ls orilla de la fibra.

Bajo esti supoeicidn da que 1o variacién del indice de
is fibre no es maYoT Que unes cuantes miléoimac, podemcs a=
sumir ung a'roxioocidn jarnxial, la cual noe permitird he -
CET ung pimplificacidn del problemm en el momento de resol=
ver la ecuacifn de trayectoria seguida por loe rayoe en al
interior de la fibra.

(n rayo de lug gue ontra en oste sedie ge comportam de
acuerds oon la eguscifn diferencial (2)

.a.'-—( N )= pw (3.5)
oJs | oS

donde g 8= el elemento defervnsisl de longitud de arce,
r es el vector de yosiciln eobre 1 raye y ¥ el opersdor
Eradienta.
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Bata ecunciln diferoneial veetorinl ec eguivelonte a
tres couanlones difersncisles egcalares acolladre, Une pe=
ra chdas coordenads P #, P A

Antes de resolver oneta ecuscifn hay gue mencionar gue
el Indige de refraceidn depende tambifn de la longitud de
ondr A , asl gue e HL Py A'le

En yriners aproximecifn bacemos uso de la féruils de

dispersidn de Cauchy, gue se juede eueribir:
MA) = A+ 8732
substituyendo &sta en la ecuacifn (3.4) obtenemogt
NP A) =(A+8/32) (1 - x2p2/2)

lz eual pe puede escrilir degpude de hucoer glpunos arreglos
apis

NP L) = A (L-L22F7)

dirnd

ahora substituyendo en (3.5) ¥ rocordando que se trata de

una propogacidn paraxial, 1o cuel nor permite esoribim

d _ d
d5 T Jz
¥ adémfis que
1% 2Pz :

con estas sondiclienes

d e
EACUASE SES 7110y

o Er_f: - —A f_ﬂsz
E."Nrfjljdz} huecto nue
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tocaondo sole la componente P
= s S - L o
Jdit T Lol w*fi/

aghora desarrollandos en seric ¥y tounatide solo térndlnos linea-

leas
- 2
(L-ta2piiz )’ L+ £X2F
F 308
EfE‘:r‘ —-.".c:fﬂﬁfi"——-""ﬁzﬂj

segpreciondy {Ermince gue contiemen d# obtenencs

22 p
dz% ;

na solucifn a esta ecuacibn diferencisl es de la formar
— , ! i
pez,A)=~F o LXZ b L f den Locz |
{3.6
PAZAI= —Lot f, den LoZ + £ fga LAZ 3
donde g _ piz=0) ¥ Bl = pltz=0)
efins son lay ecuaciones de la trayectoris sue pipgie un TayO
meridional.

14 Propagecidn Ho Faruxial .-

Consldoramos ahora la propoagacidn de rayos meridiongsles
eén un medio con simetris cilindrica elreular en donde el in-
dice de refraccidn ee distribuye de scuerdo con (3.3).

En el slene 3 = O ineide un rayo, a una distancis ﬁ
del eje. La funcibn gue describe la trayectoris guo Bigue ep=
te rayo, satieface lo scuascidn { 3.5).

Fuesto gue estanos ceneiderando sole rayos meridionales

lou dog egunciones compenentes de { 1.9) que no: interesan son

g (ndf ) _ oN (37
ai(ﬂdﬂ T df o



¥
J( dZ
B! U Rrcatrtil 1 )
s\ 5 e
de (3.8) obteneros
ol _ = o Eg - £
HJE. = CONSTANTE G Ee =
haciendo ueo de 7 o o7
ds ~ dZ d5
subatituyends en (3.7) ocbktenswos
c2 4% _
N dZE T g
pero de (3.3)
N
— :rﬂaﬂm&aﬁMn{ﬂ

olf

asi gue

al2f Wo 4 e
—_— = - M of of
ahéra con ayuda de 1l sipuiente subotituecidn podemos rosclver

eeta aouscidn

dP _
JE
asl que
E'ff—- o i
ozt X g5

¥ por lo tanto

- ri“’,.:m%f Lnd xf aP

integrande y haciendo usc de las oondiclones inicisles
Plt=oj=F 3 Pliz) = & (esta Gltica condicitn no resta ge-
neralidad al anflielp finel que haroncs)



obhtenemos

“’ﬂ .*‘f."-l/,am;%ﬁ AR oA

e Jonde

desjués de evaluar egia integral, 1logaacs &

,ﬁrE):fMﬂﬁ'ffﬂsz-w oW,
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{3.9)

erte 28 la tcuacibn de la trayectoris de un rayo que inclide
paralelauenie gl eje z con unag dictancia ‘.f" al miemd eje.

PFiguras 3.3 a




En el pirrafo 3.3 heaor derivedo la ecumelésn de la
trayectorie de u rayo prraxisl em un pedio donde la va-
rircifn del indige de roiraccidn ez cusdritica. Ll Boup—
gionea 3.L 2o resulbnde conocidohlt), oussira contribi-
eifn hn ride la intyocduceidn del perénetro L gue pone de
wapifiesto 1s depondencie del perfodo de los rayos ocon la
lornpitud de onda assclindn ml rayo.

un el pArrafo 3.4 heroo derivado la ecuselfn de la
troyectorin en un medio gon una fuerte varipeifn de indis
ce. Tampoco este eg ur relultedd nuevo pues yn Anterior =
serite la ecuacidén 3.9 hebla eide =efialada {37)(24).

Lo veTremnos en el clfusente cEoitulo; mUesiTRE Apor=
tacilin eonziste en introdupir 1 dependencsia con le longi-
tud ¢e ondn del perAnetro of ¥ conzecuenienente del perlodo
de lop TRYOI.

47
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GCAFILITULD 4
DISLEHSION PRACUKNCIAL Bl IULLUE CUHTOUS.

4.1 Digpersifn de Pulsop Cussi-MoncoromEticos.-
Al ser introducidp energia luminoss en el nlicles de uns

fibra Gptica con fndice varieble, aguells sa propaga de &=
cuerdo con 1l eguncifn de rayoe (31.2). Es deelr, sutosnfo =
chndoge un nfinerc de veces hagtz emerger en la cara de sali=
da donde se rogistrardg la forma del puleo por medio de un
datecter.

Suponamos nue oo inyectioa un puloco luminoss de longitud
de onds A , Bi denotmms por J 1a lonsgitud de la fibra,

el tienpo f;., &n gueo recorre lg fibrp es

£y = afi;v,m

donde M o el fndice mfximo del nficleo de la fibre, va =
lar que toma B 1o larpo de su ejes

For simplicidasd, surongamos por &l momente gque la pro=
pagncidn oz an lines rectn.

Ern primera aproximscifn MNefd) este dado por la ecuacibn
de diopersifn de Cauchy (l.l) con los dos prineros términos

MilA)= A F 'fi

Ertr scuscifn es vilido lejos de una banda de aebsereidn.
sibptituyendo obtenemo=:

th=L(ar L)

(4.1)
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ecto es, las moyores longitudes de ondn recorren lg fivra en
mencs tiempo .

ha wez nue la dictribucifn de energis denbtro do un
gierto rango de frecuencias eg pongcids, poderns gelgnar Un
tiempo de yronagpeifn & la energia Juwdnoss de cads longitud
de onda y el perfil del pulse de =%lidz se obliene integrate

do [sumando) =obre todes los longitudes de ondas.

fipura 4.1

La distribtucidn de energla ruade exnreseroe en términos
de lo funecifnm de energia radiante E/A) on Joules. Fara de —
terminer el pules de mnlidn, es necesario evalunr lg distri-
bucidn de energias

SE=EM)SK | EM=3T

pontanida en el intervialo determinzde por lag longituden
de onde A ¥y 1+5k . (Estamos muroniendo nue E(A ) ec conp-
tonte en ol %Tilempo).

shorn, 1a eneria JE recorre la fibra ern un tiempo
entre €74) ¥ #/A#SA )= $a80 felinande 1 factor de trane
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misién TYA), el cusl ee uno cuande las pbrdidas son caro,
la potencia P¢A) que llegn al detector durante el interva-
lo de tiempo

FiA+ 540 =2E¢(A)

2o
dA=o  E£(ArE0)-1(A)

. ENTN
Kﬁ
oA /s

alors de la ecuaeifn (4.1) ﬁz _.-?.iéj ¥ coneecudntemente

4
Ptt) =~ E'AY TIA)] L2 (4.2)
218
dornda
A€l = Bl
ct-AL

el resultado (4.2) or suy penaral Pere podemos obtener infor-
macifn sobre situaciones corfinmente encontradae et gue
tiene alpuns forma bien concoida eomo puede assr un nerfil
Gaussiano, Lorentzimno, ete .

¥odemos tambifn proceder al revls, es degir, conogiendo
Ptt) s perfil del puleo de phlide, obtener la digtribycibn

eepeotral de energla rediante:

Plt)  ada

ECA) =
TLatt)] ¢ Pew




gE = LA : 248 ol A eow Pray= PEAGRD]
AL e A

Dintribucién Espectral Cangsipns .-

Bn este capo teneboo

S o
E(A) = Eoexpl=3——3

Comt pe mueptra en la fipure 4.2

E{A)

Ao

figura 4.2
¥ el puleo tieme un perfil descrito por

_{A=A.
!Ff‘ﬂf s _.E_.;_:E TEA) % Eo }..3{3-:—?!-} g dcz
o

aue B8 dientra &n s Fimrs 4.3.

=1



P(t)

T{he)

figure 4.3

442 nfilisis en tlrmircs de grupo de ondeg.-
Ahora congideramos un mls=c én forma de un Tfrente de one-

da plano gue se proyaps s tertir de F=¢ en una fibra de in-
dipe variable como el parrafo 4.1 . El puleo tieme un con-
tenido espectral del anehe AA  decerito por E7A)

El tiempo de grupoe as el tienpo que tardom las distintas

frecuencigs 8 recorrer unms dieteneiz f ¥y estd dedo por:

£
S =R .0
7 (4.8}
donde 5 e=3 la velogldsd de prupo dads sor (1.8)
Lot _ 2N
5 LA c dA



En primera aproximecifn la relacifn de Cauchy puede

da y obtener asis

v= L1 f-2(-55)

_ {4 +E8
i A?

va)= L[a+%5

Huevaments, considerancs una distribucibn ecpectral de
energie £/A) y una funcifn de tranmiisifn 7(A) y entonces

le potencim de salida A2(7) estard dada por:

prr)= b EVAITEA) SA
Saso TEALSA)-TIA)

f 1
! A
- EVYA)YTVA)

)

oA

rerc de (4.9)

P E EL8

AT £x3
aal quet

_}lji T
= ML pract)] TLALTH]
1eer FUT

dondo

*’ 5\
Nev)= 38 (z=77)

EET UEBR=

53
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4.3 Separaciln Espacisl .-
la trayectoria de uh reyo meridional que inclde parale-

lamente al eje 2 5 ¥ con una altura E esta dada por la
ecuncidn { 3.9)1

.ﬂr’a‘szf ‘?ﬁiﬂfz',&wﬁaﬂju.ﬂ}

donde ¢ entra en la relmcifn

NP)= Ne gtch «F

Ahora, ai tompmog en puenty el fendpeno de diepergidn
(diepereifn frecuemeiml o material ) produeido vor la fibre,
ep decir N egs una funciln de doe verisbles, 2 ¥y A .

N=NCE XD
N = No CA) dlch oecA)

donde hemog dado margen para que la diferencis relative de
indice & dependa tambifn de la longitud de onda X, gcone

secuentemente, el perfode de los rayos gue s 2T/ ol , tambibn
gerf fungifn de la longitud de onda (figurs 4.4).

Ahora derivamoe ( 3.9) con respecto a ® § obtenamos
off _  Aem&Z dewbxts
oz (17 endiecf, donieiz) "

esto es la tangentes del f&npgulo gue forma el rayo con el aja
2 en funcidn de e.
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fipura 4.4
Efecto de Depersifn en una ¥ibra Cilindrica con

variacidn de Indice cagi-cuadréticsa.

Ahora caloularemos la variacibn de este &npulo con ree
pecto & A , especificamente.

xE)-2 (%))

llm?‘i¥1

o b ot
oA ade ofA

primeramente calculamcs o/ Jabe
por brevedsd hacemos

M= genh &F dima 2
£ =y M%Fﬁﬂi‘xtjﬁ

asl gue

olf .r“n%;% S fg—'g (4.10)
oe Eﬂ.
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dondes

df _ _Lodtnb ol bosh/ Soa’xz—2 dirhats Coau? demaZ
o W) 1 # ekl Lea? o2

- §

j'-ii’_f__—_ rind o f Gag 2 XA A &L Loe X F.

ahora para caloulsr nﬂfﬂﬂ_ rrocedencs de la siguiente manersi
kara J constante digamoe A .

WA A) = Mo (A) 2ech ot (XA

de grul decrejamos of .

ik v (-7 A A

2 Na (2D
aal oues
e a'n o Ve
E’f = (- -"J f""r’ =3 L ?t-)

b _ME-EH ) (mgr-w) )
O":'? ;-E F:Mflw_ £II oA oA
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A.4 Estimacifn pumbrica.

A continuseifn hepemos ung extimecidn del walor da
ot ' .
i eon ml/unos valorep de g* 2y N, ligy ¥ =, considera-

dog relativamente asceribles:

A= .05 om
=1 km
F o= 1480
Tig = L.L00
o = .9 mi T
(oWfeld ), = -0.35 x .'LEI_“Ef A‘llﬂuarm vitreo ).
(alNefdA)s = =0.50 x 107 K Y {Flint de Baric).

tubotituyends estos valores en (4.11) lle/anos a gue:

EIE = .l radisnesg’ AnFstromn

4.5 Dspersifn anpular.

Hemos obtenido un valor para ﬁ puyo orden de mogni-
tud ea de aproximadamente cecho radianes por AESETOM.
Ahore, como P= ten 8 ;, siendo ® la inclinmcifn del
rayoc con regpecto gl eje 3, tenegos gue:
v por lo tanto

o8

I C R l.’:nazﬂ radianes /Angetrom

La disperaitn anpular aleansa un valor miximo cuando
ia pendiente del rayo en la cara de palida es5 ceEro.

ars una longitud de la fibra fije, esta jpendiente se
rmiede ajustar cambisndo lo pendiente del rayo incidente en
ia cara de entrade, en 2= = U. Iin otrag paleuras, ajustando

el radio de ourvatura del frente de onds inicisl.



4 .G Aplicaciones a8 egpootroesgonia.

Una {fibra como ls eptudimda anteriormente puede en-
contrar aplicaciones en el campo del anAlislis espectral
En Dase 4 gue es posible separar egpacislmente dor gefig-
les lunlno=asa de longitud de onda muy cercanas entre nl,
siempre gue, en conformidad con la expresifn (4.11) el
poder ulepersor de la fibra, asi como su longitud, sean
gufigientenente grandes y en este ceso podamos obtener
a la salida de la fibra doe haces de rayos, uno por cada
gsefial con distintes convergencims y mediante una lente

{por ejemplo) seperar asbas sefisles, fipura 4.5.

Fara finee de anfilisis espectral, es recomendable
que dos reyos com My l:gue viajan en un medic como el es=
tudiade sntsriormente, fengan una separacidin anpular gue
sea lo meyor pogible ¥ esto evidentemente se lojgra cuando
une de los rayos ermerja con le mayor pendiente poaitiva
¥ el otro con la mayor pendiente negetiva. HAs precisemen
tet en virtud de la cependencia del periedo con la longitud

de onda, las irayectoriacs pe irén depfasando Erogresiva=
mente con ls longitud = de 1s Tibrs (para una determinads
distribucifn de indice de refraccifnm) ¥ cuando esta lop-
gitud sea tal gue el desfassmiente sl sebo del recorrido
total, produsea une mfixims separncidn anjular de los ra=
¥os, entonces se cumplird que:

&z =+t )n 4.35)

XaZx=(nsd)n (4.14)

lo zrterior oe 4lustra en 1s Tigura .b.
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Hiendo

of; 5 = 0% (hpz)

Eeto equivale a afirmar gue las trayectorisces ectan des-
fasadas por un semiperiocde (estamoe apumiendo que 14 ¥
Aa estan muy prorximas entre ei, de tal maners que Bus
pericdos difiersn en uns peguefla fraccibn). BRestando

mieghro g miembro (4.14) de (4.13) obtenemos:

o — 4
& lAz2) -]

= b,
dech=t NLA) -t WEAT)
Ma €Az) NedAr)

fifars 4.6
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la mixima separacifm angular que pueden llegar & te-
nar dos rayos correspondientes m dos gomponenten sspec—
trales es £, tel que:

5'.' §M= San {cenh &4 )

o HeEg

0 & $lmax & tax (semha )
gete ﬁ.l'lf:l.lll:l;%‘ﬂs el mAxime walor de la funeibnt
of _ dendr ot/ dewm 6 Z
ST T o1t ek Boa 2

obtenida en el phrrafo 4.3,

4.7 Separacifn de loe modos lonpitudinales de un liser
dp He=He.

e acuerdo con el resultede anteriormente obtenido,
ep poeible g1 nence tebricamente, repolver los modos
lonsitudinales de oscilacifn de un lAmer de He-Ne esthn-
darT con una Tibtre de un kildmetre de longitud. Como en el
pErrafo 4.6, asupimop ung diferencin de longitud de onds
A = 0.006 A y substituyendo en (4.12) y presuranien-

do o 8 = 1 , tenemoe:

38 = E"f Y = gl EXI07 = g & xr0™ rad.
o)

nue &g mayor nue el Anrule de divergencia del has Gau-
prfisng el cupl tipicemente %iens un valor da:

0.5x00° 3 radianes.
v por lo tanto es pooible separarlos.
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Tel anflieis enteriormente expuscte podepmos concluir
gue laeg Tibras Sptican con gradiente de Indices de refrae—
cifn, tueden ser conpideradas come uns herramients Gtil
en ol gnAlisis espectrel, tantc en el dominie temporal
como en el esapeoial.

En el dominie temporsl hemcs demostrado, con bage
en el ppdelo geométrico, nue eg poeible obtener informa-
cifn eobre el contenido espectral de pulscs de lus ultre-
cortos conogiendo el perfil del puleo de ealide, lo cuel
podenos vonsiderar précticamente reallizable sin para pul-
mog cuya durseifn ee de uncs cuantos ploceesundos.

In el deminio esyacial, hemos mostrade come una fi-
bra con un gradiente de indice de refraceciln relativeomente
prande eg cRpeEz de producir ung dispersifn anpgular del
Grden de ragnitud de alpunes radianes por Angetrom gue os
sufioienta para resolver los modos longitudinales de os0l=
laocifn de un liser de lelio-Nefn esténdar.

Orte mbtode es apliceble a sefiales luminesas puleadas
o contilrnuas,

Eete mAtordo eo aplicable a nef:sles luminesac pulee—
daz ¢ continuas ya gue 0o se he hecho saroolicidn aliline
vabre 1l forsa &0 gues & DropnEgRn lepr meoslos, an parii-
cular, estimemss que resulta, al nencs tforica-smte, Otil
para el anglisin eapestrel de pulsor de lux lérfer cuya
durncidn e del Srden de plogsnpundos.
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APRENDICE

Griterio de Resolucibn Bepectroscipicn pars Haces

Gauesienca.

A1l El griterio de Rayleipgh hg pido usade extenslvamente pa=
ra definir el poder de resolucifn de ingtrumentos Opticos eo—
me teleacopios, microscopios ¥ especiroscopios. Esto se debe
en parte & la simplicidsd y precieldn con gque arbitrarianente
ge ectablece el griterio, a saber: la distancia limite de Te =
aolueifn es tal que ol miximo de intensided de la funcifn de
resmuests goinclde con el primer minimo de otra funeibn muy
proxims. Esto es presuponiends que la regpuesta instrumental
es de la forma ainnzx .

comp vimos on 18 aeccifn 2.6 para sberturas circulares

este priterio esteblece una eeparacifn angular de

g = #7232 A
D
¥ para aberturas cupdradas
- A
b = 5

dende D o= en &l primer caso el diametro y en el segundc la
longltud del lado.

4=2 BEn vista del ereciente uso de haces Geuscsianos en el la-
boratorico de Optica creemos pertinente definir un criterio de
resolucifn de haces Gauseiencs en terminos del amcho minime
del har We como slgust la separscifn limite de resolucifn ep-
tre dos hecee Gauegsianop carscterigados por dos longitudes de
ornda que difieven ligerasente, es tal que la separacibn entras



[l

los mhxiros de intensidad ep igusl a b con b =W/yZ , con
Wy l1la cintura del heg Gaussienc.

Leto es equivelente o decir cue el mfximo de un hag coin-
cide con el punte de intensidad éLL del otro hasz.
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