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Introduccion

En el presente trabajo resolveremos numéricamente las ecuaciones de movimiento de una
particula que se mueve en el espaciotiempo de Schwarzschild.

El movimiento de los cuerpos celestes siempre ha causado fascinacién al hombre. Su des-
cripcién es uno de los resultados més importantes que tiene la. Mecanica Clasica, pero se queda
incompleta al tratar de describir el movimiento a velocidades cercanas a la de la luz y en las
regiones mas cercanas a los objetos masivos.

A principios del siglo XX nacié la Relatividad Especial resolviendo el primero de estos pro-
blemas, al tomar como pilares la Relatividad de Galileo y que la velocidad de la luz es la misma
para cualquier observador. Con esto nos dio una nueva concepcion y entendimiento del espacio
y el tiempo al unirlos en un solo ente, el espaciotiempo.

Tiempo después lleg6 la Relatividad General uniendo ahora a la Relatividad Especial y a la
gravedad, para lograr una descripciéon més precisa de esta interaccion. La consecuencia de esto
fue que ahora la gravedad no es una fuerza, sino que se debe a la curvatura del espaciotiempo
provocada por la presencia de masa en una regién determinada. Con esto llegd la descripcion
relativista de como es el espaciotiempo en el exterior de un cuerpo como el Sol y nos ayudé a
resolver problemas que habian quedado pendientes en la Mecanica Clasica como el avance en el
perihelio de la 6rbita de Mercurio.

Presentamos el contenido de este trabajo de la siguiente manera:

En el capitulo uno presentamos un breve repaso de los conceptos de la Mecénica Clasica que
tienen que ver con el movimiento de los objetos alrededor de objetos masivos, desde el punto
de vista de la formulacién lagrangiana. También hablaremos sobre conceptos de la Relatividad
Especial, asi como la descripciéon del contenido energético en un region del espaciotiempo.

En el capitulo dos, encontraremos la relacién entre la curvatura del espaciotiempo y la grave-
dad. Primero estudiaremos conceptos sobre geometria de espacios curvos, después describiremos
como es la Fisica en espaciotiempos curvos con ayuda de la Relatividad General.

En el capitulo tres, después de haber encontrado la relaciéon entre la curvatura del espa-

ciotiempo y el contenido material de una regién, resolveremos las ecuaciones de Einstein para
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encontrar la métrica que describe el espaciotiempo en el exterior de un objeto esférico que no
rota ni tiene carga. También encontraremos las ecuaciones de movimiento para una particula que
se mueve en este espaciotiempo.

Finalmente en el capitulo cuatro resolveremos numéricamente las ecuaciones encontradas en

el capitulo tres y presentaremos las soluciones para distintas condiciones iniciales.



Capitulo 1
Elementos de Mecanica

Cldsica y Relatividad

FEspecial

Uno de los resultados més importantes de la Mecanica Clasica fue la descripcién del movi-
miento de los cuerpos celestes que dio lugar a Ley de Gravitacion Universal. Esta ley establece
que la fuerza con la cual dos cuerpos se atraen es inversamente proporcional al cuadrado de la

distancia entre ellos en la direccién del vector que los une
F=—¢, (1.1)

donde G es la constante gravitacional que mide la intensidad de la interaccién, M y m las masas
de los cuerpos, 7 la distancia entre ellos y é, el vector unitario en la direccién que los une. Para
M y m fijas, esta fuerza solamente depende de la distancia entre las masas por lo que conviene
utilizar coordenadas esféricas r, 0 y ¢.

En este capitulo hablaremos sobre la solucién clasica al problema de dos cuerpos interactuan-
do gravitacionalmente. Pero sabemos que la Mecanica Clasica es el limite a bajas velocidades de
una teoria més general: La Relatividad Especial, por ello, antes de terminar el capitulo, revisa-
remos brevemente esta teoria que nos lleva a reconsiderar nuestras concepciones del espacio y el

tiempo.

1.1. Mecéanica Clasica

Otra manera de formular la Mecénica Clésica es en base al Principio de Hamilton. Este
principio nos dice que un sistema que se mueve, de un tiempo #; a un tiempo ¢y, es tal que la

integral llamada accién
tf
S = Ldt,

t;
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tiene un valor estacionario para el camino que sigue al movimiento. £ es la lagrangiana del
sistema que, en general, depende de las coordenadas, las velocidades y el tiempo. Esto es, de
todos los posibles caminos que puede seguir el sistema entre estos dos tiempos, realmente viajara
a lo largo del camino para el cual el valor de esta integral sea estacionario. Por estacionario nos
referimos a que S tendra el mismo valor para intervalos infinitesimalmente pequenios a primer
orden. Entonces podemos decir que el principio de Hamilton nos dice que el movimiento de un

sistema, serd tal que la variaciéon de la acciéon entre dos tiempos dados es cero
ty
0§ =9 / Ldt = 0.
t;

De esta manera podemos obtener las ecuaciones de movimiento para un sistema. En particular
para una lagrangiana que es funcién solamente de las coordenadas y las velocidades, las ecuaciones
de Euler-Lagrange se obtienen a partir de la variacién de la accion [1]
‘ (%) -E - (12)
donde ¢; y ¢; son las coordenadas y las velocidades que describen al sistema respectivamente.
Debido a que el efecto de la gravedad esta solamente sobre la direccion radial conviene escribir

a la lagrangiana que describe nuestro problema en coordenadas esféricas

1 . . M
L= 3™ (7‘“2 + r20% + T286n29¢2> + ¢ . (1.3)

r

Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos las ecuaciones de movimiento, para r

mit — mr? — mrsen®0¢?® + sz =0. (1.4)
De igual manera para 6
d 25 272 _
pn <mr 9) —mrp“senfcosf = 0. (1.5)

Para ¢ podemos ver que la lagrangiana no depende de esta coordenada, por lo tanto la parcial

respecto a esta variable sera cero, por lo que tendremos que

% (mr2sen29gz.5> =0. (1.6)

Esto nos dice que mr2sen®6¢ es constante, pero no cualquier constante sino que debido a que la
lagrangiana no se modifica ante cambios en ¢ entonces esta constante seréd la componente z del

momento angular L por lo que tendremos que

mr?sen?0¢ = L. (1.7)
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Asf mismo, de la ecuacion (1.5) tenemos otra ecuacion de conservacion
m?r6? + L _ L? (1.8)
sen26 ’ ’

donde L es la magnitud del momento angular. Dado que la magnitud del momento angular se
conserva y que es constante en una direccion, el movimiento estara restringido a un plano por lo
que podemos escoger ¢ = 7.

Ademads del momento angular hay otra constante de movimiento, que podemos encontrar si
multiplicamos a (1.4) por 7, obtenemos

d 1 .9 1 2192 GMm
— — B = . 1.
p <2mr +gmr @ . 0 (1.9)

La cantidad entre paréntesis es otra constante que podemos identificar como T+ V', asi que esta
constante seré la energia mecanica total

1 1 . M
—mi? + —mr2¢2 — —G m

=F. 1.1
2 2 T ( 0)

Con esta técnica hemos reducido el problema de describir el movimiento a la solucién de un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Ya no tenemos que resolver las ecuaciones de
movimiento, es decir, las ecuaciones diferenciales de segundo orden, sino que podemos encontrar la

solucién usando las constantes de movimiento y asi conocer como se mueve el sistema. Resolviendo

el sistema formado por (1.7) y (1.10) llegamos a que

rg) = — 029

1+ ecos(p— o) (111)

donde 7g y ¢ son las condiciones iniciales del sistema, ry representa la distancia radial inicial a la

que se encuentra la particula del centro atractor y ¢q es el angulo inicial en el plano de la 6rbita.

., ., ., L. 2
La ecuacion (1.11) es la ecuacion general para una seccion conica, donde € = /1 + % es

su excentricidad. Dependiendo del valor de la energia del sistema tendremos distintas 6rbitas,

que corresponden a excentricidades diferentes:

e>1 E>0 Hiperbolica
e=1 E=0 Paraboélica
e<1 E <0 Eliptica
e=0 E=-EMm? Circular

212
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1.2. Relatividad Especial

La Mecénica Clésica describe muy bien el movimiento de los cuerpos, pero falla a la hora de
describir sistemas que se mueven a velocidades cercanas a la de la luz, es por ello que necesitamos
una teoria que también describa este tipo de fenémenos. Esta teoria es la Relatividad Especial,

la cual se basa en un postulado y un hecho experimental:

= Principio de Relatividad de Galileo: Todos los experimentos que sean hechos por
un obsevador no dependen de su velocidad relativa a otros observadores que no estén

involucrados en el experimento.

= Constancia de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz es la misma para cualquier

observador inercial y su valor experimental es ¢ = 2.99792458 x 108m/s [7].

En este trabajo usaremos unidades donde ¢ = 1 debido a que, como la velocidad de la luz
tiene siempre el mismo valor, nos conviene usar un namero més sencillo. En estas unidades

el tiempo y la longitud se mediran en las mismas unidades.

El principio de relatividad de Galileo es en el cual descansa la mecénica clasica, lo nuevo que
presenta la Relatividad Especial es este hecho experimental de que la velocidad de la luz es la
misma en cualquier sistema de referencia. FEsto nos dice que el tiempo y el espacio de alguna
manera deben relacionarse para que esto suceda, al contrario de lo que sucede en la Mecanica
Clasica, donde no hay manera de concebir esta relaciéon y tomamos al tiempo solamente como
un pardmetro. Que la velocidad de la luz sea una constante universal implica que el espacio y el

tiempo se combinan en el espaciotiempo.

1.2.1. Espaciotiempo

Clasicamente hacemos Fisica pensando en un espacio de tres dimensiones y al tiempo como
un pardmetro, ahora consideraremos al lugar donde se llevan acabo los sucesos como un espacio
de cuatro dimensiones (tres espaciales y una temporal). Para visualizar el comportamiento de
los objetos transitando en el espaciotiempo hacemos uso de diagramas de espaciotiempo. Consi-
deremos un espacio de dos dimensiones, en el eje horizontal la coordenada x y en el vertical al
tiempo ¢. Basta con solo consideran una coordenada ya que solo buscamos visualizar el espacio
en el cual trabajaremos. En la Figura 1.1 hemos ilustrado los conceptos béasicos que nos seran de

utilidad més adelante.
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A un punto en este espacio, es decir con t y x fijas, se le llama evento, esto consiste en fijar
las coordenadas ;Cuando? y ;Donde? de un suceso. Una linea representa la relacion x = z (t) y
es la posiciéon de una particula en diferentes tiempos medidos por un observador en particular,
llamada la linea mundo de la particula. La pendiente m de la recta estard relacionada con su
velocidad

m =dt/dz =1/v

Un rayo de luz siempre tendra una pendiente de 45° en este diagrama.

Antes de continuar es necesario que hagamos el uso de algunas convenciones para facilitar
el lenguaje que vamos a utilizar en este trabajo. Para localizar un evento en el espaciotiempo
usaremos la coordenadas (¢, z,y, z) o bien (mo,xl,xZ,xg) para no hablar necesariamente de las
coordenadas cartesianas. Tambien podemos usar indices griegos como la notacién x* con p que va

desde cero hasta tres. Si solo queremos considerar las componentes espaciales podemos referirnos

a ellas con indices latinos como x' con i que va de uno a tres. Ahora para conocer como es que

lv] <1 lo| =1

® Evento

lv] > 1

X

Figura 1.1: Diagrama que nos representa la posicién de una particula en el espaciotiempo.

medimos intervalos de espaciotiempo haremos uso de que la velocidad de la luz es constante para
cualquier sistema de referencia. Consideremos un rayo de luz que en un sistema de referencia S

pasa por dos puntos, la velocidad de la luz en nuestras unidades sera

V(82)? + (Ay)* + (Az)?

1:
At ’

(1.12)

donde \/(Ax)2 + (Ay)? + (Az)? es la distancia espacial y At es el intervalo de tiempo entre los
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eventos. De aqui se cumple que
— (A1) + (Az)* + (Ay)® + (A2)* = 0. (1.13)

. . . . . / .
Consideremos el mismo suceso pero ahora visto por un sistema de referencia S, debido a la

constancia de la velocidad de la luz tenemos de igual manera que

V) +(ay) + (a2’

1= / : 1.14
A (1.14)

entonces

— (A2 + (A2) 2+ (Ay) 2+ (A2)2 =0. (1.15)

Motivados por lo anterior, definimos el intervalo de espaciotiempo entre dos eventos como
As? = — (A1) + (Az)? + (Ay)* + (A2)?, (1.16)
con esto podemos identificar las siguientes cualidades para el intervalo de espaciotiempo

> 0 Espacialoide
A= 0 Nulo (1.17)

< 0 Temporaloide

Si el intervalo entre dos eventos es temporaloide significa que para ir de un lugar a otro se
requieren velocidades menores a la de la luz, que sea nulo significa que se puede transitar de
uno a otro a la velocidad de la luz y que sea espacialoide significa que para ir de uno a otro se
requeririan velocidades mayores a la de la luz. Por construccién el intervalo de espaciotiempo
permanece invariante ante el cambio de sistema de referencia, esto es, la distancia entre dos
puntos del espaciotiempo es la misma medida por un observador en un sistema de referencia
que por otro, asi como la distancia en el espacio de tres dimensiones no depende de donde se
calcula. Esto es un punto muy importante que debemos tener en cuenta porque con esto podemos
construir toda la teorfa. Si hacemos que los eventos estén infinitesimalmente cercanos tendremos

que el intervalo de espaciotiempo sera
ds? = —dt* 4 da® + dy? + d2>. (1.18)
La ecuacién 1.18 puede ser escrita también de la siguiente manera

ds? =y, datdz”, (1.19)
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aqui hemos usado el convenio de sumas sobre indices repetidos, lo que quiere decir que cuando
tengamos indices repetidos arriba y abajo en una ecuacion significard que hay una suma implicita
a lo largo del rango posible de los indices.

N es la métrica del espaciotiempo que se puede representar como una matriz de 4 X 4 cuyas

componentes son

-1 0 0 O
0O 1 00
Nuv =
01 0
0O 0 0 1

M3as adelante en este capitulo veremos su importancia.

Veamos ahora una implicaciéon importante. Consideremos dos eventos que ocurren en el origen
desde un tiempo cero hasta un tiempo medido por un observador S /, definiremos el tiempo propio
dt como el tiempo medido por un reloj tal que los eventos ocurren en el mismo lugar, tendremos

entonces que el intervalo de espaciotiempo es
ds? = —dt’? = —dr?, (1.20)

esto nos dice, por una parte, que numéricamente el tiempo propio es la raiz cuadrada del negativo
del intervalo y por otra, que el espaciotiempo se puede medir usando relojes. Si expresamos el

tiempo propio en términos del intervalo tendremos que

dr = [d® —da® —dy? — dz?]"?

=~ ldt, (1.21)

donde v = (1 — vz)_l/ % La relacion anterior es la llamada dilatacion del tiempo. Esto nos dice
que el tiempo medido por un observador en sistema de referencia distinto a S se vera contraido.
Al factor v se le llama factor de contraccién de Lorentz y nos dice que tanto cambiard el tiempo

medido.

1.2.2. Vectores en Relatividad Especial

Al igual que en el espacio euclidiano podemos definir vectores en el espaciotiempo. Dados dos
eventos A y B, podemos considerar que un vector V serd en realidad el ir de un evento a otro.
Si

A— (A" A', A% A% vy B— (B, B',B*B%),



1.2. Relatividad Especial 10

entonces tendremos que
V =(B"-A%B'- A", B* - A*, B® - A?), (1.22)

si A resulta ser el origen esto es més sencillo, entonces tendremos que sus componentes en un
sistema de referencia dado serdn V = (VO, vivz, V3). Si quisiéremos conocer la norma de ese

vector, como sabemos que es una distancia en el espaciotiempo, podemos calcularla como
Asap =| V|, (1.23)

pero sabemos que

|V =V.V, (1.24)

entonces calcular el intervalo es calcular el producto punto. Definimos el producto punto entre

dos vectores en el espaciotiempo como

U-V=-UV'4+UV+UV? 4+ U3V3. (1.25)
Con esto, la magnitud de un vector en el espaciotiempo sera

| V= —(VO)2+ (V)2 4+ (V)2 + (V)2 (1.26)

Al igual que el intervalo de espaciotiempo la norma de un vector puede ser temporaloide, espa-
cialoide o o nula. Es importante distinguir entre un vector nulo y el vector cero, ya que en el
primero, al calcular su norma sus componentes se eliminan. En particular hemos estado hablando
del vector posicion, al cual definiremos como x. También podemos escribir como z = z# ¢, donde
&, son los vectores de la base donde est4 definido «, entonces tendremos que

|2

| z = &, gata”

= nuatz’, (1.27)

donde 7, son las componentes de la métrica del espaciotiempo en el cual est4 definido el vector.
De la definicién de producto punto entre vectores, podemos recuperar la misma. definicién para
la ortogonalidad entre dos vectores en el espaciotiempo que teniamos en el espacio euclidiano, a
saber: dos vectores son ortogonales si U - V = 0.
Con esta definiciéon tenemos que los elementos de la métrica son el producto punto de los
vectores de la base y, como hemos dicho que un vector puede tener magnitud —1, entonces

podemos decir que ¢, forma una base ortonormal. Esto es

éu cey = Nuv (128)
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entonces para dos vectores u y v el producto punto sera
u-v = nuutv’. (1.29)

Podemos trasladar los conceptos de velocidad y aceleracion de la Mecanica Clésica a la Re-
latividad Especial teniendo cuidado con respecto a quien derivamos. Podemos escoger al tiempo
propio como variable independiente pues este es el mismo para todos los observadores. Definimos

la cuatrovelocidad como
B dx

(1.30)

En un sistema de referencia en particular, podemos repetir la Mecanica Clésica. Parametrizando
la posicién usando el tiempo medido en este, tenemos que x' = a’ (t). De la relacion entre el

tiempo propio y el tiempo g—i = v tendremos que la cuadrivelocidad sera

dt dzl dt dr? dt da® dt

v = |[— ——,——, ——

dr’ dt dr’ dt dr’ dt dr
= (1,1}1,1)2,1)3) . (1.31)
De la ecuacion (1.31) podemos ver que las componentes espaciales de la cuatrovelocidad son las
componentes de la velocidad en Mecanica Clésica, en el limite de bajas velocidades. De manera

similar definimos la cuadriaceleracion

du
dr
= 7(0,a',d%d?). (1.32)

También podemos encontrar la dindmica mediante leyes de conservacién. Si no hay campos
externos la energia total serd solo la energia cinética. Dependiendo de la interacciéon también
encontraremos que el momento lineal y la energia son constantes de movimiento. Redefinamos el

concepto de momento, como un vector en el espaciotiempo
p = mu, (1.33)

donde m es la masa de la particula y u su cuadrivelocidad. Asi el cuadrimomento tiene compo-
nentes

p=my(1,v",0* %), (1.34)

donde reconocemos a las componentes espaciales del cuadrimomento como las componentes del

momento lineal clasico en el limite de bajas velocidades. Examinemos ahora la componente
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temporal

p = my

—-1/2

= m(1-1? (1.35)

Si la velocidad tiende a cero podemos hacer un desarrollo en serie a primer orden para tener
0 Lo 9 4
P :m—i—§mv + 0 (vY). (1.36)
El primer término de la ecuacion (1.36) es la masa y el segundo es la energia cinética, definimos
entonces la energia total como
"’ = E =my, (1.37)
entonces tendremos que las componentes del cuatromomento seran

p = (B,P', P? P%). (1.38)

Ahora como ya conocemos la manera de obtener la norma de cualquier vector en el espaciotiempo,

calculemos la norma del cuatromomento
| p|>=—FE%*+ P2, (1.39)
donde P? es la norma al cuadrado del momento lineal. Pero también tenemos que

‘p‘Z — _m272 (1—’[)2)

= —m2 (1.40)

Hemos encontrado que E? — P2 = m?, si la particula esta en reposo tendremos que E = m, esto

es, la energia del reposo es la masa.

1.2.3. Tensores en Relatividad Especial

Ya hemos obtenido la manera de calcular el producto punto entre dos vectores en el espacio-
tiempo y motivados por este hecho pudimos construir un nuevo objeto, el tensor métrico n. El
tensor métrico es una funcién que admite vectores y produce un nimero cuyo valor es el producto
punto entre ellos, esto nos dard informacién sobre como se miden las distancias. Este objeto es
lineal en sus argumentos y no depende del sistema de coordenadas. Generalizando podemos decir
que un tensor es una funciéon multilineal de VY espacios vectoriales y nos da como resultado un

numero real

P: Ve 1w...o VNV —R.
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El namero de vectores que tome un tensor nos dird de que tipo es. Un tensor de tipo ( ]?,) es

una funciéon de N vectores que nos da un nimero real. Por ejemplo un tensor (0) es una funciéon

0
escalar ya que no toma ningin vector.

Un tensor de tipo (?) se le llama covector o 1-forma, V, cuyas componentes se denotan como
Vy. [2], No pretendemos hacer una descripciéon completa de este tipo de tensores ya que nuestro
objetivo principal es hablar del tensor métrico.

Un tensor de tipo (g) toma dos vectores y nos da un escalar. Podemos clasificar a los tensores
de acuerdo a su simetria, un tensor es simétrico si, al intercambiar el orden de los vectores de los
cuales es funcién, no cambia el resultado de manera que T,,3 = Tj3,. Un tensor antisimétrico es
aquel que al intercambiar el orden de sus entradas el resultado sera del signo opuesto al obtenido
normalmente, tal que T, = —Tj,3.

El tensor métrico tiene en particular la propiedad de ser simétrico debido a las propiedades del
espaciotiempo, en este caso la métrica es la del espaciotiempo plano 17,,, sin embargo podemos
tener métricas para espaciotiempos con distintas curvaturas, y en general las denotamos como

9w Una de las propiedades que tiene la métrica es que, al aplicarla a un vector, lo convierte en

una 1-forma y viceversa [2|[3], esto se conoce coloquialmente como subir y bajar indices. Esto es
Vi=9uV", (1.41)

de manera inversa

Vi =gV, (1.42)

donde g"¥ es la inversa a la métrica y debido a las caracteristicas del espaciotiempo plano esta es
igual a g,,,,. Debemos tener mucho cuidado con la manera en la que subimos y bajamos indices,
debido a que nuestra métrica tiene —1 en su primera componente y eso se verd reflejado en el
cambio de signo de la primera componente del vector o la 1-forma, como ejemplo tenemos el

vector de cuadrimomento y la 1-forma correspondiente
gl“,py = p# = (—E, Pi, P2, P3) . (143)

También tendremos tensores de tipo (]\04 ) los cuales toman M 1-formas y nos dan un namero
real. En general tendremos entonces que un tensor del tipo (%) es aquel que toma M 1-formas
y N vectores y nos da como resultado un escalar.

El hecho de que los tensores no dependan del sistema de coordenadas nos serd de mucha

utilidad mas adelante a la hora de revisar una teorfa més general de la Relatividad.
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1.2.4. Tensor de energia-momento

Anteriormente hablabamos del vector de cuadrimomento el cual contiene informacién sobre
la energia y el momento de una particula, pero debido a que el siguiente paso en nuestro trabajo
es hablar sobre una teoria mas general de la Relatividad, en la cual la energia contenida en una
region del espaciotiempo afecta la geometria, necesitamos un objeto més general que describa el
contenido material de una region.

Definiremos el tensor de energia-momento T el cual serd un tensor de tipo (3), en términos
de componentes tendremos T". Asi tendremos que 7% seré la densidad de energia p, T% sera
el flujo de energia a través de una superficie con ! constante, 7% sera el flujo del momento p°

con xo

constante y T seréa el flujo del momento a través de superficies con z/ constante. La
componente 7% del tensor de energia-momento nos sera de mucha importancia mas adelante
cuando hablemos sobre la correspondencia entre la Relatividad General y la Mecénica Clésica. La
discusion del tensor de energia-momento es mas rica que la que hemos presentado, sin embargo, es
suficiente para los fines de este trabajo. Si bien hemos dado una definiciéon general del tensor, su
forma especifica dependera de lo que querramos describir, ya sea el vacio, un fluido o el contenido
de energia electromagnética por citar algunos ejemplos [3].

Para hacer mas concreto lo anterior consideremos el polvo, este se define como una coleccién
de particulas que se encuentran en reposo entre si, dado que todas las particulas tienen la misma,

velocidad en cualquier sistema de referencia podemos definir el vector de flujo de nimero de

particulas

N = nu, (1.44)

donde n es la densidad numérica de particulas y u la cuadrivelocidad. Analizando las componentes
tenemos que N es la densidad numeérica de particulas medida en cualquier sistema de referencia,
mientras que N°* es el flujo por la superficie con la coordenada z* constante. Imaginemos ahora
que todas las particulas tienen masa m, entonces tendremos que la densidad de energia del polvo
es

p=mn (1.45)

Pero notemos que m y n son las componentes temporales del cuadrimomento y del vector de flujo
de niimero de particulas respectivamente. Por lo tanto p debera ser la 4 = 0 v = 0 componente

de un tensor p ® N, que hacemos coincidir con el tensor de energia-momento

T = p'NY = putu”, (1.46)
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con p la densidad de energia del polvo.

Dado que T representa el contenido de energia y momento se puede usar para expresar la
conservacion de estas cantidades. Para ilustrar esta conservacién tomemos por ejemplo el caso
de un fluido. Consideremos un cubo de lado [ por el cual puede fluir la energfa, en la Figura
1.2 tenemos un elemento cibico del fluido visto en una seccién transversal, es decir, hemos
suprimido la direccién z. La energia puede fluir por todos los lados del cubo. El flujo a través
de la cara 4 es [?T%(x = 0) y través de la cara 2 es —I2T%%(z = a), tenemos un signo menos
debido a que T representa la energia fluyendo en la direccién x positiva, el cual esta afuera del
volumen a través de la cara 2. Similarmente tenemos que la energia fluyendo en la direccién y es

2T%(y = 0) — I2T%(y = I). Si nos preguntamos por cambios en la energia total tendremos que

T

l

Figura 1.2: La energia puede fluir a través de todos los lados del cubo. En la figura hemos
representado la cara 1 con el segmento de la recta y = 0 delimitada por z = 0y z = [, la cara
2 con el segmento de la recta x = [ delimitada por y =0 y y = [, la cara 3 con el segmento de
la recta y = [ delimitada por x = 0 y « = [ y por ultimo la cara 4 con el segmento de la recta

x = 0 delimitada por y =0y y =1

T
T = P =0) =T (@ =)+ T%y =0) - T%(y =)

+T%(2=0) = T%(z=1)] (1.47)

Como el tamano del volumen es arbitrario no cambia en el tiempo, entonces

00
3;; _ %[ Ox(x:l)—Togﬁ(x:O)]—%[ Wy =1)—T"(y=0)]

% [T9%(z = 1) — T%(= = 0).] (1.48)
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Considerando elementos arbitrariamente pequefios tendremos que

or"™  91%  9T%  9T"*

1.49
ot Ox oy 0z’ (1.49)
con esto llegamos que
or® ar% 9T% 91"
=0, 1.50
ot x| oy | o (1.50)
que puede ser reescrito como
T, =0. (1.51)

Hemos introducido una nueva notacién para las derivadas parciales, derivada con respecto a z”
se representara como , v.

Se puede repetir el cédlculo para todas las componentes del tensor, de tal manera que la
conservaciéon de la energia es

T, = 0. (1.52)

)

La conservacién del tensor nos dice que el flujo de la energia y el momento a través de un elemento
de volumen serd constante. Esta ley cobrara mayor relevancia en el capitulo dos a la hora de
encontrar una ecuaciéon que nos de informaciéon sobre como la energia afecta a la geometria del

espaciotiempo.



Capitulo 2
Fisica en espaciotiempos

curvos

En el capitulo anterior hablamos de como la Relatividad Especial resuelve algunos de los
problemas que tiene la Mecanica Cléasica. El siguiente paso es describir al espaciotiempo en
presencia de la gravedad, ya que més adelante describiremos como se mueven los objetos bajo
su efecto, para estudiar las 6rbitas alrededor de objetos masivos.

En este capitulo hablaremos sobre la geometria de un espacio curvo y también de las herra-
mientas necesarias para describirlo. Esto lo hacemos para poder utilizarlas mas adelante en el

estudio de la Fisica en espaciotiempos curvos.

2.1. La relaciéon entre la gravedad y la curvatura

Para entender la relaciéon entre la gravedad y la curvatura del espaciotiempo, conviene con-
siderar dos experimentos pensados.

Tomemos primero la siguiente situaciéon: un vagén sin ventanas que cae a una altura consi-
derable sobre la superficie de la Tierra. Dentro del vagén se encuentran dos esferas con masa
colocadas en sus extremos como se muestra en la Figura 2.1. Justo al dejar caer el vagoén las
esferas se encuentran en reposo de tal manera que podemos definir un sistema de referencia de
acuerdo con la Relatividad Especial. Al dejar caer el vagon, las esferas se mueven al centro de
este debido a la accion de la gravedad. Si nos colocamos en el centro del vagén veremos que las
esferas se acercan hacia nosotros. Desde este momento ya no nos encontramos en un sistema de
referencia inercial, por lo que suponemos que existe una fuerza externa que hace que las esferas
se atraigan.

Consideremos ahora dos movimientos sobre la superficie de una esfera: Inicialmente colocamos
a dos viajeros en el ecuador separados por una distancia dada y les pedimos que viajen a la misma
velocidad hacia el norte por el camino mas recto posible. Después de un tiempo determinado los

viajeros se dan cuenta de que se estdn acercando cada vez més y piensan que si ellos siguieron

17
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/Tie:a\

Figura 2.1: Un vagén a una altura considerable se deja caer bajo el campo gravitacional de la

Tierra.

un movimiento rectilineo uniforme no habria por que atraerse por lo que relacionan este efecto a
la existencia de una fuerza, a pesar de que solo se estan moviendo sobre la superficie de la esfera.

En estos dos experimentos vemos como podemos relacionar a la curvatura con la gravedad:
para los viajeros, la curvatura de la superficie caus6 su acercamiento, no es necesario pensar en
la existencia de una fuerza. Para las esferas en el vagén se plantea que su acercamiento es gracias
a la existencia de una fuerza, sin embargo, podemos pensar que aqui también el movimiento es
debido a que se mueven sobre la geometria curva del espaciotiempo.

Veamos ahora como es que el tiempo se ve afectado por la presencia de un campo gravitacio-
nal. Desde una torre de altura h se deja caer una particula de masa m, supongamos que al llegar
al suelo es convertida en un foton con energia total igual a la de la particula. Ahora se emite

hacia arriba como se muestra en la Figura 2.2. Tendremos entonces que las energias seran
E,=m
L 9 4
Ed:m+K:m+§mv +(9(v )

Donde FE, es la energia arriba de la torre y E4 abajo. Al ser regresado a la altura de la torre se

convierte de nuevo en una particula, al terminar el viaje la particula tiene energia
E,=m.

Las masas de la particula inicial y de la final son iguales ya que no podemos generar masa de

la nada. Conocemos la energia del fotén cerca del centro del campo gravitacional de la Tierra y



2.1. La relaciéon entre la gravedad y la curvatura 19

@3

Figura 2.2: Una particula de masa m se deja caer desde una torre de altura h, al llegar al suelo

es convertida en un fotén que se emite hacia arriba.

lejos a una altura h por lo que tendremos que

Euy m
= < 1. 2.1
Eqy,  m+ 3mu?+ 0 (v}) (21

Ahora si reescribimos las energias en términos de las frecuencias obtenemos

!
hv Ey,
v dy
Llegamos entonces a que la frecuencia del foton emitido abajo es mayor a la del recibido arriba
!/ . . . . . .
v < v. Este es el llamado corrimiento al rojo gravitacional. Extrapolando este experimento
vemos que cualquier fenémeno peridédico se ve mas lento cuando se observa desde lejos de un
campo gravitacional. Esta es la manifestacion en el tiempo de la curvatura del espaciotiempo.
A pesar de que el experimento anterior es idealizado, el fenémeno se ha verificado con gran
precision, ver por ejemplo [4].

Dado que hemos hablado de sistemas que se encuentran bajo el efecto de un campo gravitacio-
nal, podriamos pensar que no es posible definir un sistema de referencia inercial. Pero existe una
observacién que debemos tomar en cuenta: el Principio de Equivalencia. En restiimen, este prin-
cipio dice que no podemos distinguir entre experimentos realizados bajo el campo gravitacional
constante y los realizados en un sistema que se mueve con aceleracién constante.

En la Segunda Ley de Newton aparece la masa de una particula que relacionamos con la

inercia, pero también en la Ley de Gravitaciéon Universal aparece la masa de una particula que

se ve afectada por el campo generado por un objeto masivo. Lo que quiere decir el Principio de
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Equivalencia es que el término de masa que aparece en la Segunda Ley (masa inercial) es igual
al término de masa que aparece en la Ley de Gravitacion (masa gravitacional).

Dado que la aceleracion de una particula no depende de su masa, podemos colocarnos en un
sistema, de referencia lo suficientemente cerca como para decir que la particula se encuentra en un
movimiento rectilineo uniforme. Esto es, que para invervalos pequenos de espaciotiempo podemos
aplicar la Relatividad Especial, este hecho serd de mucha relevancia para poder construir una

teoria que incluya a la gravedad.

2.2. El tensor métrico de nuevo

En el capitulo anterior, en la ecuacion (1.29) hablamos de la manera de calcular el producto
punto de dos vectores y también dijimos que para obtener este nimero hariamos uso de las
componentes del tensor métrico 7, = €, - &, lo que obtuvimos en coordenadas cartesianas para

el espaciotiempo plano fue

Mo = ep-ep=—1

mi = e;-e;=1

N2 = ez -eg=1 (2.3)
N33 = eg-eg=1

Nw = €-& =0 p#uv.

Debido a la definicion del tensor métrico no solo podemos escribirlo en términos de coordenadas
cartesianas sino que también, conociendo las ecuaciones de tranformacién de los vectores de la
base, podemos escribirlo en términos de otras coordenadas como las esféricas que nos seran de

utilidad al final de este trabajo. En estas coordenadas

-10 0 0
0 1 0 0

Guv = . (2.4)
0 0 r2 0

0 0 0 7r2sen?d
Notemos que el tensor métrico ha quedado en forma diagonal de nuevo, esto se debe a la ortogo-
nalidad de las coordenadas y a las simetrias del espaciotiempo que describimos, pero puede ser

diferente. Con esta métrica el intervalo de espaciotiempo es

ds® = —dt? + dr® + 12 (d02 + sen20d¢2) . (2.5)
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2.3. Simbolos de Christoffel y la derivada covariante

Si quisiéramos calcular las derivadas de un vector base, de las coordenadas cartesianas obten-
driamos que son cero debido a que estos son constantes. En cambio, si calcularamos las derivadas
de la base de las coordenadas polares, entonces el resultado seria distinto. Consideremos un vector

con componentes V¢, su derivada seré

oV ov* o084
El dltimo término en (2.6) es de gran importancia, dado que % es un vector también, puede

ser escrito como una combinacién lineal de los vectores base. Introducimos el simbolo I‘Zﬁ para
denotar los coeficientes en esta combinacién
0éq
_TH 3
928 I 5u (2.7)

dea

5uh necesitan tres indices: o nos

La interpretacion de este simbolo es que es las componentes de
da el vector base siendo derivado, 8 nos da la coordenada con respecto a la cual esta siendo
derivado y u nos denota la componente resultante del vector que fue obtenido. A estos simbolos
se les llama simbolos de Christoffel.

Usando la definicion de los simbolos de Christoffel (2.7) en la ecuacion (2.6) se convierte en

oV ove -
97 = agF e + VO séu. (2.8)

En el segundo término hay dos sumas, sobre o y p. Renombrando los indices nos ayudara aqui,
si cambiamos p por a y a por p en el segundo término, tenemos

oV _ove

55 = o e+ VI Tiigta. (2.9)

La razon por la cual hicimos esto es que ahora é, puede ser factorizado

oV [ove AW
5 = <W + V“Fw) 2o (2.10)

Cuando hablamos de derivadas de vectores nos referimos a ellas como V¢ g, ahora introduciremos

una nueva notacién

Va;g = Vaﬁ + V“Ffjﬁ, (2.11)

esta es la llamada derivada covariante. Esta derivada nos da el cambio de un vector a lo largo de

una superficie curva donde los vectores de la base ahora pueden variar en magnitud, direccion
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y sentido. Dado que los simbolos de Christoffel son derivadas de los vectores base, podemos

encontrar una expresion para ellos a partir de la métrica [2]

1
ng - 59040 (gau,u + Govp — guu,a) . (212)

Una vez encontrada la métrica que describe al espaciotiempo, solo tenemos que derivar sus
componentes para encontrar los simbolos de Christoffel.

La métrica nos dice como es la geometria de un espacio curvo, es decir, si un espacio tiene
métrica definida, entonces podemos obtener la informaciéon de ella. Como la métrica depende de
las coordenadas se puede encontrar para un sistema de referencia en especial, al cual llamaremos

sistema de referencia local, un desarrollo en serie de Taylor de tal manera que

G (%) = Ny + O [(x"‘)ﬂ : (2.13)

Como habiamos dicho anteriormente localmente un espaciotiempo curvo se asemeja al espacio-

tiempo plano, formalmente esto se sustenta en el teorema de la planicie local [2]

Juvrlp =0
Y yo..wlp # 0, (2.14)

es decir, que alrededor de un punto P las primeras derivadas de la métrica serdn cero para toda
w,v y . Mientras que, en general, las derivadas de orden superior no necesariamente son cero
para al menos algunos valores de los indices si el espacio no es exactamente plano. El hecho que
las primeras derivadas de la métrica sean cero nos dice que las particulas se moverédn en lineas
mundo que son localmente rectas en ese sistema de referencia en particular. Como los coeficientes
de la métrica son los productos punto de los vectores de la base, que sus derivadas sean cero
nos dice que su magnitud y su direccion (a lo largo de la direccion en las que son derivadas)
permaneceran constantes.

Con la definicion de la derivada covariante en la seccion anterior podemos llegar a un hecho
muy util. Dado que en la derivada covariante aparecen simbolos de Christoffel, que a su vez
dependen de las derivadas de la métrica, en un sistema de referencia local, como definimos

anteriormente, éstas seran cero lo que implicara que
Va;g = Va,g. (2.15)
Esto es valido para cualquier tensor, incluida la métrica

guu;,y = g;wﬁ = 0. (216)
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2.4. Transporte paralelo

En geometria, para estudiar la curvatura de un espacio podemos hacerlo de dos maneras:
extrinsecamente e intrinsecamente. La primera de ellas se refiere a medir la curvatura de una
superficie desde un espacio de dimensién mayor y la segunda se refiere a medir la curvatura desde
la superficie en si.

Para nuestro caso solamente usaremos la medida intrinseca de curvatura debido a que las
trayectorias de las particulas se llevan a cabo sobre el espaciotiempo y no fuera de el.

Si tenemos un vector tangente a una esfera y lo transportamos en un ciclo alrededor de esta,
de tal manera que el vector en un punto sea paralelo al anterior, como en la Figura 2.3. Asi, el
vector seréd transportado de A a B luego de B a C'y de regreso hasta A, pero no sera el mismo
vector que teniamos inicialmente, debido al ciclo tomado. Lo que hemos obtenido implica que en
un espacio curvo no podemos tener una definiciéon de paralelismo de manera global como en el
caso de un espacio plano. Se le llama transporte paralelo al proceso por el cual hicimos pasar al

vector sobre la esfera.

Figura 2.3: Un vector tangente a la superficie es transportado de manera que permanezca paralelo

a lo largo del camino.

Para explicar cuantitativamente al transporte paralelo consideremos de nuevo un vector V' y
veamos como es que cambia a lo largo de una curva si estos cambios son tales que, los puntos estan
separados infinitesimalmente y mantienen a V paralelo con si mismo, conservando su longitud.

Si U= % es el vector tangente a lo largo de la curva entonces en un sistema de referencia local
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se cumple que
dave
dA

=0, (2.17)

donde A es el pardmetro que describe a la curva. Haciendo uso de la regla de la cadena y de que
en un sistema de referencia local los simbolos de Christoffel son cero, podemos reescribir (2.17)

como

UPve 5 =0, (2.18)

pero podemos escribir la ecuacién anterior para que sea valida en cualquier espaciotiempo y

tendremos finalmente la definiciéon de transporte paralelo

ave

—UPVe, =0. 2.19
Y .8 (2.19)

2.5. Geodésicas

Sabemos de la geometria plana que dos lineas rectas permanecen paralelas cuando se prolon-
gan, es decir que cada una de ellas siempre se mantiene en la direccién en la que va. Una manera
de precisar esto es decir que la tangente a la curva en un punto es paralela a la tangente en el
punto anterior. En un espacio curvo también podemos generar lineas lo mas rectas posibles si
pedimos que el vector tangente a las curvas sea transportado paralelamente a lo largo de ellas.
Las curvas con estas caracteristicas se les llama geodésicas.

De la definicion de transporte paralelo (2.19) tenemos que
UPU% 5 = UPU® 5+ T9,UU” = 0. (2.20)

Para describir una curva podemos hacerlo mediante un parametro, el cual nos dird como se
comporta la curva a lo largo de su trayecto en un espacio. Si usamos A como el pardmetro,

entonces U® = dx®/d\ y UP9/0zP = d/d\. Con esto llegamos a que

o B B
d <dw > o dxt dx _0 (2.91)

dx \ dx HETAN AN
Una de las caracteristicas de las geodésicas es que podemos parametrizarla no solo con un pardme-
tro sino tambien con cualquier transformacién lineal de éste. Por ejemplo si definimos 7 = aA+b
con a y b contantes vemos que se cumple que

d?z® ., dat dzP

—_— —— =0. 2.22
dr? t s dr dr ( )
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zl =a+da

22 =b+ 6b x=a

Figura 2.4: Un vector es tranportado paralelamente sobre un espacio curvo.

A parametros que cumplen con esa transformacion se les llama parametros afines. El parametro
que usaremos en nuestro trabajo seré el tiempo propio para poder describir las trayectorias en
el espaciotiempo.

Una geodésica es una curva de longitud extrema, es decir, dados dos puntos la distancia entre
ellos es lo mas corta posible. De igual manera que se obtienen las ecuaciones de movimiento
a partir del principio de Hamilton, podemos obtener la ecuacién para la geodésica usando un
principio equivalente llamado Principio de Extremo Envejecimiento, el cual nos dice que el camino
que una particula recorre entre dos eventos en el espaciotiempo es tal que el intervalo de tiempo

propio es extremo [3][6].

2.6. Tensor de curvatura

Empecemos de nuevo usando un ejemplo: tomemos un pequeno ciclo cerrado sobre una su-
perficie curva cuyas lineas son: 2! = a, 2! = a + da, 22> = by 22 = b+ 6b, como se muestra en la
Figura 2.4. Por tratarse de una superficie, hemos parametrizado el ciclo con solo dos coordenadas.
Ahora, tomemos un vector, V, definido en A y transportémoslo paralelamente a B. Entonces

oV«
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Integrando de A a B

V¥ (B)=V*(A) - / ro vida!, (2.24)
x2=b
Hemos denotado 22 = b como la trayectoria que va de A a B. De manera similar tenemos que
Ve (C)=V*(B) - / % VHida® (2.25)
rl=a+da
V(D) =V*(C) + / ro vids!, (2.26)
x2=b+65b

En la ultima hemos tomado el signo negativo debido a la direccién en la que hemos transportado
de C' a D. Ahora para completar el ciclo regresando al lugar inicial tendremos que
Ve (Afina) =V (D) + /1 Ffj2V“dx2. (2.27)
r-=a
Sumando las ecuaciones anteriores encontramos que el cambio neto del vector V' (A) es un vector

SV =V (Apinal) — VO (A)

Ve = / wVida? — / Lo Vida?
zl=aqa zl=a+da

(2.28)

+ / ro vide! — / ro Vida'.
x2=b+6b x2=b

De la ecuacién anterior podemos reescribir las integrales, reagrupando los términos con diferen-
ciales iguales. Ahora bien, como las integrales son evaluadas sobre las trayectorias en z! y z?
respectivamente, podemos considerarlas como funciones de estas coordenadas y hacer un desa-

rrollo de Taylor a primer orden para tener

b+3b ,
¢~ — — (TS, VH
1% /b 5a3w1 ( w2V )dx
(2.29)

a+da b N )
+/a 5b@ (FﬂIV“) d.%' .

Ahora, como cada uno de los integrandos son constantes respecto a la respectiva variable de
integracion, la integral es inmediata y obtenemos

B B
SV ~ Sadb [—@ (V") + 55 V") |- (2.30)

En la ecuaciéon (2.30) nos hemos encontrado con derivadas que involucran productos de los
simbolos de Christoffel y las componentes del vector, podemos reescribirlas usando (2.23) y

tendremos que
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para obtener la expresion anterior hemos hecho una sustituciéon de indices mudos en los términos
donde hay productos de simbolos de Christoffel.

También notemos que la expresion para §V¢ es antisimétrica ante cambios en los indices 1
y 2, esto se debe a que su signo dependera de como recorramos el ciclo, lo cual se verd reflejado
en intercambiar los indices.

En este ejercicio parametrizamos con las coordenadas x! y 22, pero podemos generalizar a las
cuatro coordenadas del espaciotiempo, z7, z*, tendremos ahora el cambio de V' transportado

paralelamente primero por dae,, seguido por dbey luego por —dae, y finalmente por —dbey

OV = dadb [Ffjo,)\ — Fﬁ)\p + F,‘f/\l“l”w P ZA] VH, (2.32)
Ahora si definimos
Rguv = ng,u B guw + Fgu gv TG, gu’ (2.33)

entonces R%W serdn las componentes de un tensor R, en el cual, nos dara el cambio en el vector
V', después de que lo transportemos paralelamente alrededor del ciclo. Este tensor es llamado
tensor de curvatura de Riemann y nos caracteriza la curvatura de un espacio. Un espacio plano

es aquel en el cual podemos definir paralelismo global a lo largo de alguna curva. Esto es que
oV*=0= Rj,, =0. (2.34)

Para poder conocer las propiedades del tensor de Riemann conviene conocer sus componentes en

un sistema de referencia local. Ahf tenemos que I'jj, = 0, pero podemos encontrar sus derivadas

1
Ffju,o = 59046 (gﬁu,ua + 9Bv,uoc — guy,ﬁg) . (235)

Dado que las segundas derivadas de la métricas no son cero. Aprovechando la simetria de esta
expresion
R3,, = %g“ (Gov,Bu — Gou,pv + 98uov — 9Bvon) - (2.36)
Para llegar al resultado anterior también hemos aprovechado que las derivadas parciales con-
mutan. Ahora bien, si bajamos el indice a en (2.36), con la ayuda de la métrica, llegamos a
que
Ropu = Jar Ry, = % (Gow,Bp — Gop,pv + YBpav — 9Bv,an) (2.37)

Con ayuda de esta tltima expresion podemos llegar a las siguientes identidades

Raﬁ,uu = _Rﬁa;w = _Raﬁuu = R,uuaﬁ (238)

Raﬁ;w + Rauﬁu + Ra;u/ﬁ =0. (239)
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De las ecuaciones anteriores podemos ver que el tensor de Riemann es antisimétrico ante el
cambio del primer par de indices, ante el cambio en el segundo par de ellos y simétrico ante
el cambio de los pares de indices. Debido a que este tensor tiene 4 indices libres cuenta con
256 términos, pero debido a las propiedades que mencionamos anteriormente solo tendremos 20

términos independientes.

2.6.1. Identidades de Bianchi

Hemos obtenido la manera de medir la curvatura, ahora lo que sigue es encontrar otras
propiedades del tensor de Riemann que nos serdn ttiles méas adelante. Si derivamos la ecuacion

(2.37) con respecto a 2* tenemos que

1
Rapuvn = 5 (Gav,ux = Gap,ox + Iopavr = Ipv.apn) (2.40)

Dado que la métrica es simétrica, y del hecho de que las derivadas parciales conmutan, podemos
mostrar que

Raﬁuu,)\ + Raﬁ)\u,u + Raﬁu)\,u = 0. (241)

Ya que hemos escogido un sistema de referencia local, sabemos que los simbolos de Christoffel

en este punto se anulan por lo que (2.41) es equivalente a
Raﬁuu;)\ + Raﬁ)\u;u + Raﬁu)\;u = 0, (242)

como esta es una ecuacion tensorial, es vélida para cualquier sistema de referencia. A (2.42) se

les conoce como identidades de Bianchi.

2.6.2. Tensor de Ricci

Contrayendo el primer y tercer indice del tensor de Riemann, podemos definir el tensor de
Ricci
R, = RZMB = Rg,. (2.43)
Con esto hemos pasado de un tensor antisimétrico en los cambios de o con 8y g con v a un
tensor simétrico ante el cambio de indices.

De igual manera podemos definir el escalar de Ricci como
R=¢"Ru = ¢" ¢"° Roppo- (2.44)

El tensor de Ricci y el escalar de Ricci son objetos de mayor simetria que contienen informacion

del tensor de curvatura.
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2.6.3. Tensor de Einstein

Si contraemos la ecuacion (2.42) de la misma forma que lo hicimos para obtener el tensor de
Ricci tenemos que

9™ [Rapuvix + Raprw + Ragurul = 0. (2.45)
De aqui, aprovechando que g®? ., = 0y el tensor de Riemann es antisimétrico se sigue que
Rgun (—Raaw) + Rj, ., =0, (2.46)
ahora, si de nuevo contraemos de tal manera que
9% |Rgyx — Raxy + Rgz/)\;u} =0, (2.47)

o bien
Ry~ RS, + (RY,) =0, (2.48)
Reescribiendo (2.48) llegamos a que
R¥ 15“ R = 2.49
A~ 30 =0. (2.49)
g7
Estas son las llamadas identidades de Bianchi doblemente contraidas o en ocasiones llamadas

también identidades de Bianchi. Si definimos un tensor simétrico tal que
pv w_ Lo an
G" =R — 39 R=G"", (2.50)
podemos ver que la ecuacion (2.49) es equivalente a

G, = 0. (2.51)

3

A este tensor se le llama tensor de Einstein. Dado a que lo construimos a partir del tensor de
Riemann, el tensor de Einstein también nos dard informacion acerca de la curvatura. Veremos

mas adelante la importancia que tiene en el estudio de la Fisica en espaciotiempos curvos.

2.7. La transicion de la curvatura a la Fisica

El hecho de que podamos identificar conceptos matemaéticos con ciertas cantidades fisicas
medibles es la esencia de cualquier teoria fisica. Esto es algo que debemos tomar muy en cuenta
a la hora de buscar la relacién entre conceptos geométricos con los efectos de la gravedad.

Podemos empezar por considerar al espaciotiempo como un espacio de 4 dimensiones con una
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métrica definida, esta métrica es medible con reglas y relojes y es de ella de donde obtendremos
la informacién necesaria para hacer Fisica.

Habiendo escogido esta manera de describir al espaciotiempo, ain necesitamos dos cosas
mas para tener una teoria completa. Necesitamos saber como es que los objetos que estudiamos
como particulas, campos y fluidos se comportan en presencia de la curvatura del espaciotiempo.
Y también necesitamos decir como es que la curvatura es generada por la presencia de estos
objetos.

Tomemos a la gravedad newtoniana como ejemplo de una teoria fisica. En esta teoria el
espaciotiempo consiste en un espacio euclidiano de tres dimensiones que se repetia infinitamente
en el tiempo. Ahi no hay una métrica en el espaciotiempo pero esté la usual métrica del espacio
euclidiano y el tiempo es medido por un reloj universal. Son validos observadores con diferentes
velocidades, es decir, existe la relatividad del movimiento propuesta por Galileo.

En la Mecéanica Clasica no hay manera de concebir al tiempo y al espacio como una sola
entidad, no podemos combinar las mediciones de estas cantidades, es decir, no existe una medida
invariante de la longitud de una curva que cambia en el espacio y el tiempo como si fueran una
sola cosa. Pero lo que la Relatividad aporté fue la invariancia de la velocidad de la luz, lo que
nos permite unificar las mediciones del espacio y el tiempo. Con esto el espaciotiempo de la
Relatividad Especial es una estructura mas simple que el clésico.

En el contexto del espaciotiempo clasico tenemos una ley que nos dice como se comportan los
objetos bajo la presencia de fuerzas gravitacionales: F = ma, donde sabemos que F = —mV¢
para un potencial gravitacional ¢ dado. También tenemos una expresiéon que determina como es
que ¢ es generado: V2¢ = 4wGp. Estas son las dos leyes a las que les debemos encontrar analogos
en la manera relativista de ver al espaciotiempo.

La aceleracion de una particula bajo la accién de un campo gravitacional no depende de su
masa, por lo tanto podemos colocarnos en un sistema de referencia en caida libre lo suficien-
temente cerca de ella para decir que no tiene aceleracién. A esto le llamamos un sistema de
referencia inercial local. Dado que las particulas no tienen aceleracion, seguirdn un movimiento
rectilineo, al menos de manera local. Pero sabemos que una linea recta en un sistema de referen-
cia inercial local es la definicién de geodésica en un espacio curvo, que ya aprendimos a calcular
anteriormente. De aqui tenemos entonces el primer postulado de como es que la métrica afecta

a las particulas:

= Principio de Equivalencia Débil: Las particulas en caida libre se mueven a lo largo de
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geodésicas en el espaciotiempo.

Por caida libre nos referimos a que la particula no esta bajo el efecto de otras fuerzas, como un
campo eléctrico, que se diferencia de la gravedad por el hecho de que solo afeta a partioculas
eléctricamente cargadas. Es por ello que el Principio de Equivalencia es una afirmaciéon bastante
fuerte que puede ser medida experimentalmente, de tal manera que al comparar la caida de
objetos de diferentes materiales llega a una diferencia en las aceleraciones de 10712 [9]. Esto
hace al Pprincipio de Equivalencia Débil es uno de los principios de la Fisica medido con més
presicion. Pero este principio solo es aplicado a particulas, necesitamos una generalizaciéon para
saber como son, por ejemplo, los fluidos afectados por la métrica de un espaciotiempo que no es

plano, entonces tenemos:

= Principio de Equivalencia de Einstein: Cualquier experimento fisico local que no in-
volucre a la gravedad que sea llevado a cabo en un sistema de referencia en caida libre
tendra el mismo resultado como si fuera hecho en el espaciotiempo plano de la relatividad

especial.

Lo que nos dice el Principio de Equivalencia de Einstein tiene que ver con lo que hemos dicho
anteriormente. Podemos definir un sistema de referencia inercial que sea local en un punto de
un espaciotiempo curvo, podemos realizar toda la Relatividad Especial. Haciendo uso de que
podemos definir alrededor de un punto un espacio plano, entonces existe un puente entre estos
dos hechos. Una ley escrita en términos de la Relatividad especial, también se cumplird en un
sistema de referencia inercial local en un espaciotiempo curvo. Gracias al principio de equivalencia
y a que (G es una constante universal podemos definir unidades tales que G = 1, con esto, podemos

medir en las mismas unidades a la masa, la longitud y el tiempo.

2.8. Aproximaciéon de campo débil

La argumentacién anterior nos permite afirmar que la trayectoria que sigue una particula en
un espaciotiempo curvo es la geodésica

d?z o dzt dz”

Si deseamos conocer como es que se mueve una particula bajo la accién de un campo gravitacional

como el del Sol debemos hacer la consideracion de que los objetos se mueven a velocidades mucho
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menores a la de la luz y el campo es débil, tal que pueda ser considerado como una perturbacién
en el espaciotiempo.
Como queremos que los objetos no se muevan a velocidades relativistas podemos despreciar las

derivadas de las componentes espaciales respecto al tiempo y solamente sobreviven las derivadas

2z [ dt\?

Calculemos ahora los simbolos de Christoffel I',

de 20 respecto a 7, entonces

1
G = §9a0 (950,0 + 950,0 — 900,0) - (2.54)

Como queremos describir un campo gravitacional como el del Sol, entonces no debe haber de-

pendencia temporal, es decir, el campo es estatico, entonces

1
I = —59%7 00,0 (2.55)

Consideremos ahora la aproximacion de campo débil, la cual consiste en que siendo el campo
muy pequeno, la métrica del espaciotiempo curvo puede ser aproximada por la métrica de la

Relatividad Especial mas una pequena perturbacion
G = My + Py [ Ay [ 1, (2.56)

sustituyendo lo anterior en (2.55)

1

00 = 3 (77 + k) (00,0 + hoo,o) - (2.57)
A primer orden en h se sigue que
00 = —%n‘”hoo,a, (2.58)
sustituyendo en (2.53) ,
d;f: - %nwhoo,o (%) — 0. (2.59)

Tomando la componente temporal de esta ecuaciéon llegamos a que % es constante. Veamos ahora

las componentes espaciales, es decir,

Pt 1 dt\ 2
e 577]]1004' (E) =0. (2.60)

Como solo tenemos componentes espaciales la métrica, esta corresponde a una matriz identidad

por lo que no es necesario escribirla, asi

2zt 1 (dt\?
d7'2 - 5 (E) hOO,i' (261)
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Multiplicando por (%)2 y haciendo uso de la regla de la cadena tenemos

1

7 = 5loos: (2.62)
Comparando con la ley de gravitacién de Newton obtenemos hgg = —2¢, donde ¢ es el potencial

gravitacional. Entonces tendremos que en la aproximacién de campo débil, la magnitud de la

perturbacion es —2¢, por lo que

uv = Npv — 2¢6,uu- (2.63)
Con esto tendremos que
— (14 29) 0 0 0
0 1—2¢ 0 0
Juv =
0 0 1—2¢ 0
0 0 0 1—-2¢

2.9. Ecuaciones de Campo de Einstein

En los capitulos anteriores hemos decidido la manera en la que vamos a describir a la gravedad
y sus consecuencias sobre la materia, para ello consideramos al espaciotiempo como un espacio
curvo con métrica definida. Ahora debemos complementar esto para tener una teoria més general
que nos describa como es que las fuentes del campo gravitacional determinan la métrica y por lo
tanto la Fisica del espaciotiempo. La analogia que debemos usar para describir la gravedad es la

ecuacion para el potencial gravitacional
V3¢ = 4mp, (2.64)

donde ¢ es el potencial gravitacional y p la densidad de masa. La solucién a esta ecuacién para
una particula puntual de masa M situada en el origen y que produce un campo esféricamente

simétrico es

_ M (2.65)

r

La fuente del campo gravitacional en la mecanica de Newton es la densidad de masa. Sabemos
que el concepto de masa en una teoria relativista no es el mismo que en un teoria clésica. En
relatividad la energia total de un objeto incluye la masa.

Usando todo el tensor de energia-momento como la fuente del campo gravitacional, la gene-

ralizacion de la ecuacidon de Poisson en la descripcion relativista deberé tener la forma

O(g) = kT, (2.66)
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donde O es un operador diferencial que actua sobre la métrica, que es la generalizacion de ¢ y &
una constante por determinar.

Por analogia con (2.64), O debera ser un operador de segundo orden y dado que T es un
tensor de tipo ((2)), O deberé producir un tensor de tipo (3) para que cumpla con la igualdad.
Es decir, O* deberan ser las compontes de un tensor de tipo (3) y deberdn ser combinaciones
de g, con sus derivadas de primer y segundo orden. Afortunadamente ya hemos encontrado un
tensor que cumple con las propiedades anteriores, el tensor de Ricci. Aunque en general cualquier
tensor de la forma O = R* 4+ agM” R las satisface, con « una constante por determinar.

De la conservacién local del tensor de energia-momento tenemos

™., = 0. (2.67)

)

Esta ecuacion debe ser verdadera para cualquier métrica entonces

o, =0. (2.68)

Dado que g"¥;, = 0 entonces
(R"™ 4+ ag"R)., = 0. (2.69)
Comparando (2.69) con la expresion en las identidades de Bianchi vemos que a = —%. Si la

ecuacion anterior es una identidad para una métrica arbitraria entonces llegamos a que
G = kTH. (2.70)

Estas pueden ser escritas también de la forma G, = k1), debido a que al subir y bajar indices no

afecta en nada la estructura de la ecuacion. Aplicando ¢g"” a la forma con indices abajo tenemos
v 1 v
9" | R — §gWR = kg™ Ty, (2.71)
usando la traza de la matriz identidad y de traza de un tensor llegamos a que
R = —kT, (2.72)

donde R es el escalar de Ricci y T es el escalar del tensor de energfa-momento T = g"’T),.

Usando esto podemos reescribir (2.70) como

1
Ry =k <TW - §gﬂyT> : (2.73)

En el limite de campo débil y para particulas que se mueven a bajas velocidades, esta ecuacion

debe reducirse a la correspondiente ecuacién de la gravedad newtoniana. En este limite tendremos
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que la componente de T, més importante es Tog = p. Por ellos solo nos enfocaremos en las

componentes y =0y v =0 de (2.73). Sabemos que en el limite de campo débil tenemos

=—1+h
900 00 (2.74)
g% = —1 4+ K%,
Usando (2.74) podemos ver que la traza T en este limite puede ser escrita asi
gOOTOO = (—1 + hOO) TOO = —Too, (275)

del resultado en (2.75) vemos que hemos despreciado términos de orden superior, esta es una

consideracion que seguiremos utilizando para nuestra aproximacion. Con esto (2.73) queda

1
ROO = §I£T00. (2.76)

Ya conocemos el lado derecho de (2.76) ya que Tyo = p, ahora falta ver como es el tensor de Ricci

en este limite. De la definicién de este tensor tenemos que
Roo = Rgon = F%O,oc + Fga,O + Fga 80 - Fgorga' (277)

El segundo término en (2.77) contiene una derivada respecto al tiempo, dado que estamos con-
siderando un campo estacionario, serd cero. El tercer y cuarto términos contienen términos
cuadraticos de la métrica por lo tanto los despreciamos en esta aproximacion. Con esto (2.77)
queda

Roo = Rgon = F%O,oz' (278)
Si desarrollamos la suma sobre « notamos que el primer término es cero, entonces tendremos
solo la suma sobre indices espaciales. Usando la definicién de los simbolos de Christoffel se sigue

que

Roo = Ff)oyi = = (9" (90,0 + 9o0,0 — goo,a))ﬂ- (2.79)

N | —

1, ..
) (gzjgoo,j)ﬂ--

Usando (2.74) en (2.79), y considerando la expresion a primer orden

Ry = —=((n"+n") h007j)7i (2.80)

N — DN =

= —=17hoo ij- (2.81)
Recordemos que 1/ = §% y de la definiciéon del operador laplaciano 6% hoo,ij = V2hgo, entonces

1
Roo = —§V2h00. (2.82)
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Entonces (2.76) queda

1, 1
—2V2hgo = =KT
2V 00 = 5700,
recordando que hgg = —2¢ v Ty = p tenemos
1
Vi = -
¢ = 5Kp;

pero esto es exactamente (2.64) con k = 87 por lo tanto presentamos
G = 811y,

Estas son las llamadas Ecuaciones de campo de Einstein.

(2.83)

(2.84)

(2.85)



Capitulo 3
La métrica de

Schwarzschild

Habiendo encontrado una manera més general de describir la gravedad como efecto de la
curvatura del espaciotiempo, lo que sigue es buscar soluciones a las Ecuaciones de Einstein para
saber como es el campo gravitacional generado por alguna distribucién de masa y energia. Debido
a la forma de estas ecuaciones existen pocas soluciones analficas, sin embargo, existen sistemas
con suficiente ntumero de simetrias que simplifican nuestro problema, ya sea en el tensor de
esfuerzo-energia o en el tensor de curvatura. En este trabajo estudiaremos la solucién obtenida

por Karl Schwarzschild.

3.1. Solucién de Schwarzschild

En 1915, Karl Schwarzschild encontré lo que seria la primera solucién publicada a las ecua-
ciones de Einstein. Esta solucién describe como es el campo gravitacional en el exterior de un
objeto esféricamente simétrico no rotante, por lo que es una muy buena aproximacién para la

descripcion del movimiento de los planetas. Usando coordenadas esféricas
at = (t,r,0,9).
Como dijimos anteriormente la solucién debe ser:

= Esféricamente simétrica. La solucién no dependerd de 0 y ¢, sino solo de r, debido a que
queremos describir el campo gravitacional como el del Sol, que solo depende de la distancia

entre el objeto masivo y la particula.

= Estatica. La solucién no debe depender explicitamente del tiempo, ya que el campo gra-

vitacional de un objeto masivo no tiene dependencia temporal.

» Solucién en el vacio. El tensor de esfuerzo-energia debe ser cero 7, = 0 debido a
que queremos representar el espaciotiempo en el exterior del objeto que genera el campo

gravitacional y ahi no existe contenido material.

37
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Dado que la métrica es la solucion a las ecuaciones de campo, en ella se veran reflejadas las

condiciones impuestas. Partimos de los elementos de la métrica escritos en coordenadas esféricas

gt G G0 Gto
grt  Grr Gro Gro
Guv =
got  Gor 990 9Goo

9ot Gor 966 9o

Debido a la simetria espacial esférica del problema, todos los términos que involucren combina-

ciones de r, 8 y ¢ se haran cero. Tendremos entonces

gt Gtr Gto  Gto
grt  Grr 0 0
uv =
got 0 geo O
9ot 0 0 ggg
De igual manera, dado que la solucién debera ser estatica el hecho de movernos en una direccion

en el tiempo o en otra no afecta la solucién, los términos que tengan combinaciones del tiempo

con las otras coordenadas también desaparecerian, entonces

gt 0 0 O
0 g+ 0 0
0 0 gg O
0 0 0 goe

Guv =

La métrica nos ha quedado diagonal como en la Relatividad Especial, esto se debe gracias a
la simetria que hemos impuesto en el problema. Lo siguiente que debemos obtener son los tér-
minos en la diagonal. Empecemos por comparar con la métrica en coordenadas esféricas de la

Relatividad Especial
-1 0 O 0

0 1 0 0
Nuw = )

0 r2sen26

)
)
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tendremos que ges = 799 ¥ gsp = 7Nge Yy debido que el campo gravitacional solo afectara la

componente radial y temporal, de nuevo por la simetria del sistema bajo estudio, proponemos

—e22(r) 0 0 0

Juv = )
0 0 r? 0
0 0 0 r2senZ
y Su inversa
e —22(n) 0 0 0
0 e 2 0
g =
0 0 r—2 0
0 0 0 7 2sen26

Hemos propuesto la forma exponencial en g4 v g debido a que queremos recuperar el espa-
ciotiempo plano cuando nos encontremos muy lejos del objeto que estd generando el campo
gravitacional. Esto es, que la métrica sea asintoticamente plana, por ello las funciones ® = ®(r)

y A = A(r) deben cumplir con

Jin #0) =0
lim A(r) = 0.
7—00

Ahora nuestra mision es encontrar la forma que tienen ® y A y asi poder completar la

propuesta. Tenemos que las ecuaciones de campo en el vacio son G, = 0, pero sabemos que

R, — %gﬂyR =0, (3.1)
de aqui se sigue que
R, = %g“,,R, (3.2)
si aplicamos g"” en ambos lados tendremos
9" Ry = %Rg“”gw- (3.3)

El término del lado izquierdo de la ecuacion es la definiciéon del escalar de Ricci que dimos
anteriormente y del lado derecho tenemos la traza de la matriz identidad debido a que tenemos

una suma implicita, entonces la ecuaciéon anterior implica que

R=2R, (3.4)
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e sta ecuacion solo es valida si R = 0 por lo que la ecuacién para el campo gravitacional se ha
reducido a

Ry, =0. (3.5)

Lo que sigue es encontrar las derivadas de la métrica para construir el tensor de Ricci y de
alli encontrar la solucién. De la definicion del tensor de Ricci como contraccién del tensor de

Riemann tenemos

RMV = szau = RB Ov + R;lt 1v + Ri 2v + Ri v (3'6)

Podemos ver de la definicién del tensor de Riemann que el tensor de Ricci depende de los simbolos
de Christoffel y sus derivadas, que a su vez son derivadas de la métrica, entonces para poder
obtener las componentes de este tensor debemos calcular estas cantidades. Notemos también que

tendremos una suma sobre a. Recordemos la forma de los simbolos de Christoffel en (2.12)

1
F;Oju = 59040 (gau,u + Jov,p — guu,a) ) (37)

haciendo ¢ =0 y v = 0 tenemos

1
00 = 590‘0 (950,0 + 950,0 — 900,5) - (3.8)

Dejando correr a y dado que la métrica es diagonal tendremos que

Fgo = 00(

%9 900,0 + 900,0 — 900,0)
Lo = 29™ (9100 + 910,0 — 900,1) (39)
I3, = 29 (9200 + 920,0 — 900,2)

g
T = %933 (930,0 + 930,0 — 900,3) -
Analizando la métrica notamos que no hay dependecia de t y ¢ por lo que las derivadas con

respecto a estas coordenadas seran cero, tendremos entonces que

Yy = 0 (3.10)
1
Lo = —5911900,1 (3.11)
2, = 0 (3.12)
s, = 0, (3.13)
calculando Féo tenemos
1
I1(1)0 = —5911900,1
1 _op 20
- e (e,

= @M (3.14)
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donde @’ significa derivada respecto a r. De igual forma se calculan todos los simbolos de Chris-
toffel para esta métrica. Muchos de ellos serdn cero, debido a la forma de g,,, y a la independencia
en algunas coordenadas, tambien, por la simetrfa I'j, = I'J no sera necesario calcular muchos
de ellos. Tomando en cuenta lo anterior tenemos que los simbolos de Christoffel que sobreviven

seran (ver Apéndice A)

g, =& Iy = —re 24 I'2, = —senf cosf
Iy = P 2P—A) Il = —rsin®fe —2A I3, = % (3.15)
i, =A rs, =1 I3, = cot 6.

Habiendo obtenido los simbolos de Christoffel lo siguiente es calcular las componentes del ten-
sor de Ricci. Gracias a que R, es diagonal y simétrico no tendremos que calcular todos las

componentes ya que algunos seran cero. Asi las Ecuaciones de Einstein a resolver son

Ryo =0 (3.16)
Ri1 =0 (3.17)
Ry =0 (3.18)
R33 = 0. (3.19)

Las demés componentes R, para p # v son cero. Empecemos por la primera de estas, de (3.6)
tenemos que Ry es

Roo = R0 = Rooo + Ro1o + Rizo + Risos (3.20)
calculando término por término y después sustituyendo en (3.20) tenemos
Rio = T'do,0 — To0,0 + Fool'50 — ToolGo- (3.21)

Podemos ver en (3.21) que tenemos derivadas respecto al tiempo y estas son de facto cero, ademés
podemos ver como todos los términos se cancelan entre si al ser iguales, entonces R800 = 0. El

siguiente término

ol

Ry = I1(1)0,1 - I1(1)1,0 + 10,16 — Tool'Gy, (3.22)
el segundo término es cero, una vez mas, por ser derivada respecto al tiempo, tenemos entonces
1 1 1 1
Ro1o = Too1 + L5100 — ool 01 (3.23)
Utilizando las expresiones en (3.15), el primer término en (3.23) es

Tt = <q>’e2<¢—A>> - [@” + 20’ (cp’ . A)] e2(¥ 1) (3.24)

)
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De igual forma el segundo y tercer término
Ioilgy = Toilo +1aloo + Faalo + 31T
PN 2PN (3.25)
Toold1 = Toolor + Tiolor + Taolg1 + T30
— (q)/)? e 2A2—A). (3.26)
Entonces sustituyendo lo anterior en (3.23) tenemos
Rbyo = [(b” + <<I>'>2 - @'A'} e 2®=A), (3.27)
De manera similar podemos calcular R%QO y Rg?,o
RZy = %qie?(q’*f‘), (3.28)
R = %‘b,ez@_/\). (3.29)
Sumando (3.27), (3.28) y (3.29) y tendremos que (3.20) es
Roo = [(b” + @ <<1>’ — A+ 2)] e A2=A) (3.30)

r

El resto de las componentes del tensor de Ricci se calculan de igual manera por lo que podemos

escribir
Ry = [(I)" + @ <<I>' — A+ %)} o 2(@—7)
Riy=-0 +@ (A/ _ qj) n %A/
Roo = [r <A/ — <I>/) - 1] e2M 4
Ry = |[r (A" —@") —1] 7 4 1] sens,

De tal manera que las Ecuaciones de Einstein a resolver son

"+ o <<1>’—A’+2>:0
T
1" 1 / / 2 !
—9" + o (A —<1>>+—A —0
T

[r(A/—CI)/)—l]e_QA—i—l:O

HT <A’ _ q>’) _ 1} e2h 4 1] senf = 0.

(3.31)

(3.32)
(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
(3.37)

(3.38)



3.1. Solucioén de Schwarzschild 43

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales para ® y A como funciones de r, a partir del cual
podemos encontrar los elementos necesarios para la métrica.
De (3.35) v (3.36) se sigue que
d =-A. (3.39)

Hemos encontrado una relacion entre las derivadas de las funciones, ahora si sustituimos (3.39)

en (3.37), tenemos como solucion

e" =142 (3.40)
T

con « una constante arbitraria. Ahora, como ® + A = w entonces
e 2P+ — ) (3.41)

con w constante, de aqui

e = e (3.42)

Para determinar w debemos imponer la condicién de que el espaciotiempo sea asintdéticamente

plano, entonces tendremos que w = 1. Con esto llegamos a la siguiente relaciéon
e — 22 (3.43)

de aqui llegamos también a que

e2® =142 (3.44)
T

Acabamos de obtener las componentes gy v ¢ de la métrica. Es claro que estas funciones son

asintoticamente planas. Entonces podemos escribir la métrica asi

-(1+9) 0 0 0
0 1+ 0 0
Juv =
0 0 2 0
0 0 0 7r2sin?6

Lo que nos falta por hacer es encontrar « e interpretarla en términos de cantidades fisicas. Como
esta métrica describe el espaciotiempo fuera de un objeto masivo esférico como una estrella o
planeta, esperamos recuperar la métrica de campo débil cuando r — oco. Tomando este limite

tendremos

u(r = 00) == (1+5) (3.45)

Grr(r — 00) = (1_ %)7
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La métrica de campo débil es por otro lado

gie = — (1 +2¢)

(3.46)
Grr = (1 - 2¢) 9
con ¢ = —2 entonces (3.45) es igual (3.46) si a« = —2M y obtenemos finalmente la Métrica
de Schwarzschild
(1—2M4) 0 0 0
0 —207 g
G = ( r) : (3.47)
0 0 r? 0
0 0 0 7r2sin?0
La cual podemos escribir como el intervalo de espaciotiempo
2M oM\
ds? = — (1 — —> dt* + (1 — —) dr? 4+ r? (d9* + sin® 0d¢?) . (3.48)
r r

Podemos identificar un valor especial en la coordenada radial para esta métrica. Cuando
r = 2M se define un horizonte que nos separa al espaciotiempo en dos regiones una interior y
otra exterior. Para r > 2M seguimos teniendo un comportamiento como lo conocemos pero para
cuando r < 2M la parte temporal de la métrica se anula y la parte radial se indefine por lo que
no tendremos manera de inferir que es lo que estd pasando dentro del horizonte [6].

Finalmente, con los resultados obtenidos podemos obtener los simbolos de Christoffel (3.15)

para esta métrica

-1
19, = M (1 2M) Il = —r(1-2M1) I'Z, = —senfcosf
Tho=2 (1-2M) Tl = —rsen?0 (1 — 2M4) I3 =1 (3.49)
—1
rfy = % (1 - 2) I3, 4 I, = cot

3.2. Cantidades conservadas en la Métrica de Schwarzschild

Dado que nuestro espaciotiempo en estudio es el de Schwarzshild (simetria esférica y estética)
los valores de las cantidades conservadas pueden representar trayectorias de manera completa.
La geodésica puede es escrita en términos de las componentes del cuadrimomento con indices
abajo de tal manera que [2]

PP — Thep™py = 0, (3.50)
que puede ser escrita en términos del tiempo propio, entonces

dps v
m—— = L'5,p"py. (3.51)
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Desarrollando el término del lado derecho en (3.50) llegamos a que

1
Loagp’py = 597 Gusa + 9vas = 9ap) PPy
1
= 5 (guﬁ,a + Gva,p — gaﬁ,u)pupa- (3.52)

El producto p”p® en (3.52) es simétrico en v y «, mientras que el primer y tercer término dentro
del paréntesis son, juntos, antisimétricos en v y «. Por lo tanto se cancelan, dejando el término

del centro

1
L0 ap Dy = 3 9va P P" (3.53)

sustituyendo (3.53) en (3.51) tenemos

dpﬁ 1 @
m— = = Vod. 3.54
l 291/0{,[31) p ( )

Tenemos un resultado importante. Si las componentes de la métrica g,, son independientes de
z8 entonces, pg es constante a lo largo de la trayectoria de la particula.
Independencia temporal en la métrica significa que la componente —pg, es decir la energia,

es constante a lo largo del movimiento. Definimos la energia por unidad de masa
E = —pg/m. (3.55)

Independencia en ¢ implica que el momento angular py se conserva. Definimos de igual manera

el momento angular por unidad de masa
L =pg/m. (3.56)

Debido a la simetria esférica, sabemos que el movimiento estara siempre confinado en un plano
de tal manera que elegimos el plano ecuatorial. Con esto tendremos que 6 = 5 y ya que este
angulo es constante no le asociaremos una conservaciéon a este momento. Las otras componentes

del momento son

.
d
p = mZ (3.57)
dr
1.
P’ = g"ps=m—L

Tambien sabemos que la norma de un vector en relatividad es invariante, en este caso tenemos
que p - p = —m?, por lo que tendremos que

- oM\ ! oM\ ? L?
—m?E? (1 - = +m? (1 - " dr +m?= = —m? (3.58)
r r dr 72
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Si reacomodamos (3.58) podemos obtener la ecuacion para la energia total de una particula en

presencia de un campo gravitacional generado por una masa M

E? = (3{)2 + (1 — g) (1 + f—j) . (3.59)

3.3. Geodésicas en la Métrica de Schwarzschild

Conocida la métrica podemos describir el movimiento de los objetos bajo la accion del campo
gravitacional generado por la concentraciéon de energia en el espaciotiempo, como dijimos ante-
riormente estos siguen curvas de minima longitud, es decir, siguen curvas geodésicas. Entonces

de la ecuacion para una geodésica tenemos que

d?z” o dxtdx”

dr? wodr dr
corriendo las sumas e identificando cuales simbolos de Christoffel sobreviven llegamos a tener

que

dr2 ' 2 drdr
2r M oM\ [ dt\? oM\ ! [ dr\?
S (1= () — (-2 =
dr? = r2 r dr r dr
2 2
- ﬂ ﬁ +sen’ 0 d—¢ =0
T dr dr

d20 2 [(dr\ [db do\ >

F + ; (E) (E) — SeD9C089 (E) =0
d2¢ 2 (dr do db do
P + ; <E> <E> + 2cot 6 <E) <E> =0

Las expresiones para las ecuaciones de movimiento en cada coordenada no nos dan la esperanza

r

A2t 2M < 2M>1 dt dr
i 1- == = =0

de poder encontrar una solucién a simple vista a este sistema acoplado. Afortunadamente hemos
obtenido, gracias a las simetrias que nos proporciona la metrica, constantes de movimiento, con

lo cual el sistema formado por las cuatro ecuaciones anteriores se reduce a

dt oM\ ! -
dp L
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Estas ecuaciones junto con (3.59) forman el sistema de ecuaciones que describen el movimiento

dt oM\ ! -
=0 [ dr 2 2M L?
E? = (E) + (1 - T) (1 + TQ) (3.63)
dp L

En este trabajo buscaremos las soluciones en un sistema de referencia que observa que los
objetos orbitantes caen hacia un horizonte, bastara con las descripciones de r y ¢ en términos
del tiempo propio 7. Si consideraramos el sistema completo, obtendriamos las soluciones vistas

por un observador lejano cuyo tiempo es ¢ y habra dilatacién tanto temporal como espacial.

3.4. Potencial efectivo en la métrica de Schwarzschild

En la Mecénica Cléasica podemos construir un potencial efectivo, que nos permite analizar el
tipo de movimiento de una particula sujeta al efecto de la gravedad, en la Métrica de Schwarzs-

child podemos definir un potencial efectivo reescribiendo (3.63) como

(3{)2 = B2V (r), (3.65)

T2 ) = <1 ~ g) (1 n f_§> _ (3.66)

. . . . 2 . .
Como se hizo para el caso cléasico identificamos 'V’"(r) como el cuadrado del potencial efectivo,

con

que es, el término que le restamos al cuadrado de la energia para tener la energia cinética. Existen
dos caracteristicas novedosas en la expresion para. el potencial efectivo: Una de ellas es el hecho
de que todos los términos estén al cuadrado, la otra es que para valores de r muy grandes el
potencial tenderd a uno al contrario del potencial clasico que tiende a cero.

Estas dos situaciones son caracteristicas de la Relatividad. Para la primera sabemos que
en Relatividad no podemos distinguir entre diferentes formas de energia, la energia potencial,
la energia cinética todas se convierten en una sola entidad en el término E. Es por ello que
no podemos decir que 'V’ (r) es de hecho la energia potencial, sino solo una herramienta para
visualizar la componente radial de las trayectorias de las particulas. Para la segunda sabemos

que al alejarnos de la fuente del campo gravitacional recuperamos la Relatividad Especial donde
E

la energfa en ese punto es la masa en reposo y dado que £ = > entonces £ = 1.
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El potencial efectivo tiene la caracteristica de que para una M, m y r fijas, solo dependeréa

del momento angular de la particula y no de su energia. En la Figura 3.1 hemos graficado el

1.15 —

L1 H — Y B
— Ve

------ Horizonte

ey

1.05 [

/M

Figura 3.1: Potenciales efectivos clésico y relativista

potencial efectivo clasico mas uno, esto lo hacemos para anadirle la energia del reposo y para
poder compararlos para un valor dado de la energia. En el eje vertical tenemos el potencial
efectivo por unidad de masa y en el eje horizontal tenemos la distancia normalizada con la masa
del centro atractor. Hemos elegido el valor de L = 5M ya que para este valor de momento angular
podemos tener un anélisis méas rico de las posibles trayectorias.

Podemos ver en la grafica que 'V’ tiene dos puntos criticos, un méximo y un minimo al
contrario del clasico que solo cuenta con un minimo, esta es una de las caracteristicas més
notables para el caso relativista. Si analizamos (3.66) podemos notar que tenemos un término
cubico atractivo lo que hace que sea mas fuerte a distancias mas cortas que no estaban permitidas
anteriormente. También tenemos més valores permitidos para la energia en el pozo del potencial
lo que se traduce en més trayectorias.

Ahora calculemos los puntos criticos de 'V’ de la manera que conocemos, obtenemos entonces

72 2
Te Ly 1—12]\24 : (3.67)

T oM

Aplicando el criterio de la segunda derivada para saber cual de los dos valores en (3.67) llegamos



3.4. Potencial efectivo en la métrica de Schwarzschild 49

a que

: (3.68)

: (3.69)

donde 75 ¥ Timae corresponden al minimo y al maximo del potencial respectivamente. También
hemos encontrado una cota al momento angular para que (3.67) sea consistente L > /12M. Si
sustituimos ese valor en los puntos criticos llegamos a que 7pin = Tmaz = 6M . Otra consecuencia
de esta cota es que podemos garantizar la existencia de un maximo para valores de L muy grandes

en donde el valor minimo es 7,4 = 3M que es mayor al horizonte. Como sabemos del analisis

)

Figura 3.2: En esta figura podemos ver diferentes valores de energia permitidas en el potencial

efectivo

del potencial efectivo en la Mecénica Clasica, para un valor fijo de la energia de una particula

tendremos diferentes tipos de trayectorias para un observador que se mueve con la particula:

= Sila energia coincide con E,,;,, es decir, con la energia del minimo del potencial, la particula

seguird una orbita circular estable.

= Cuando la particula tenga E, .z, la energia del maximo, seguird una orbita circular ines-

table, en contraste con el caso clasico en el cual no tenemos un méaximo en el potencial.
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= Para energias Epin < E < Es, como E}, tendremos 6rbitas ligadas acotadas en dos puntos

de retorno, que de manera clésica seria una Orbita eliptica.

= En el caso que F = F5 = 1 tendremos una 6rbita con un solo punto de retorno, es decir,
una 6rbita abierta que por comparaciéon con el caso clasico la denotamos como una o6rbita

paraboélica.

= Si la energia toma valores como E3 y Ej4 seguiremos teniendo érbitas abiertas, que serian

hiperboélicas en el caso no relativista.

= Si la particula tiene una energia mayor a Fy,q.:, como E5 ya no habra un punto de retorno

y caeré al horizonte.



Capitulo 4
Estudio numérico de las

orbitas

Ya hemos descrito cualitativamente las ecuaciones de movimiento de una particula que se
mueve sobre la curvatura provocada por un objeto masivo con la ayuda del potencial efectivo, el
paso siguiente es conocer como seran las trayectorias. Al escribir la ecuacion de la geodésica para
cada coordenada obtuvimos un sistema de cuatro ecuaciones de segundo orden no lineales aco-
pladas. Gracias a las simetrias del espaciotiempo de Schwarzschild pudimos reducir el problema
a un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

En este capitulo presentaremos las soluciones a las ecuaciones de movimiento para un parti-

cula que se mueve bajo la influencia del campo gravitacional en la Métrica de Schwarzschild.

4.1. Solucién numérica a las ecuaciones de movimiento

Del capitulo anterior tenemos que las ecuaciones de movimiento son

s <1 - %>E (4.1)
E? = <%>2 + <1 — ¥> (1 + f—j) (4.2)
% = T% (4.3)

Ahora tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, cuya forma implica que no
pueden ser resueltas en términos de funciones ordinarias, esto se debe a que tenemos un término
proporcional a %3 que lleva a que la solucién se exprese en términos de integrales elipticas. Pero
este no es el final del camino gracias a que contamos con la ayuda del anélisis numérico. Con él
podemos obtener, con muy buena precision, una solucion al problema [10].

Existen distintos métodos para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales, para este

caso utilizaremos el método de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) [8], este método consiste en

aproximar la funcién solucién en un intervalo partido en tres mediante una serie de Taylor, sin

ol
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recurrir al calculo de derivadas superiores. Un factor muy importante en este método numérico
es el tamafno de paso h el cual fija el tamafio de las particiones del invervalo en el cual estemos
integrando la solucién. La exactitud del RK4 dependerd de que tan grande o pequena sea h.

El andlisis numérico va de la mano del uso de computadoras, es por ello que haremos uso
de esta herramienta elaborando un programa en lenguaje Fortran 90 (ver Apéndice B) que
nos ayudard a calcular de manera rapida la soluciéon al problema. Esta solucién se calculd en
una maquina tipo Intel con procesador Core 2 Quad Q9550, 8Gb de memoria RAM DDRII y
capacidad de disco duro combinada de 1Tb.

Debido que estamos usando una herramienta numeérica debemos tener en cuenta que sola-
mente podemos dar una aproximacién a la solucién por lo que entran en juego los errores. En
este caso tendremos dos tipos: error de truncamiento o de redondeo que consiste en tomar cierto
naumero de decimales de un nimero y el error por aproximaciéon que se debe a la diferencia entre
el valor real de la solucién y el de la solucién aproximada. Para el método de Runge-Kutta de

orden arbitrario, n, podemos escribir el error total como la suma de ellos [8]

€~ % +h" (4.4)

Donde £ es un nimero que tiene que ver con la precision de las variables que estemos usando
(en nuestro caso & = 1 x 1071%), h es el tamaifio de paso que mencionamos anteriormente y n
el orden del método que utilizamos. El primer término de la ecuaciéon anterior nos representa el
error por aproximacion mientras que el segundo el de truncamiento. Siempre debemos procurar
que el error total sea el menor posible, una manera de hacerlo seria hacer el tamano de paso
muy pequenio pero esto haria que el error por aproximaciéon crezca, por ello debemos encontrar
la relacion adecuada entre h y €. Notemos que el error es funcién del tamano de paso, por lo

tanto podemos encontrar una h tal que € sea minimo. Con esto llegamos a que
1
hg ~ &ntt (4.5)
Entonces el error minimo que tendremos seré
co ~ E7HT (4.6)

Sustituyendo el valor de ¢ llegamos a que €y ~ 1 x 1072 y hg ~ 1073.
Para conocer la soluciéon a una ecuaciéon diferencial de manera completa debemos saber co-

mo son sus condiciones iniciales ya que estas son las que definiran su forma particular. En este
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problema tendremos cuatro condiciones iniciales debido al orden de las ecuaciones, al encontrar
constantes de movimiento, solo quedan de manera explicita como condiciones iniciales las po-
siciones iniciales 7(0) = rg v ¢(0) = ¢o, las otras se veran reflejadas en el momento angular y
energia total.

Como dijimos en el capitulo anterior, el momento angular define al potencial efectivo, asi
que para cada trayectoria bastara con definir la energia que tendra la particula. Hemos escogido
L = 5M para el momento angular de todas las trayectorias y ¢y = 7 como el angulo inicial,
esto solo lo escogemos asi para tener una buena visualizaciéon de las soluciones al momento de
graficarlas.

En los puntos de retorno del potencial efectivo, la velocidad de la particula se hace cero. Al
salir de cada uno de ellos, deberd cambiar el signo que traia, por la naturaleza de las expresiones,
esta es una condicion que debemos imponer en el programa. Asi, pedimos que con cierta tolerancia
le cambie el signo a la velocidad, cuidando que dicha tolerancia ser menor al tamafno de paso
escogido.

Las soluciones a las ecuaciones diferenciales que nos proporcioné el programa las obtuvimos
en un promedio de unos cuantos segundos a maximo un minuto, esto gracias al tipo de maquina
que mencionamos anteriormente.

En las secciones siguientes presentamos las soluciones para distintas condiciones iniciales de
energia. Para cada caso, en las figuras presentamos dos gréificas: Una que nos representa el po-
tencial efectivo, asi como la energia correspondiente a la 6rbita; en su eje vertical se representa el
potencial efectivo por unidad de masa y en su eje horizontal se representa la distancia normaliza-
da con la masa del centro atractor. La otra grafica nos representa el plano de la érbita, en su eje
vertical tenemos la coordenada Y y en su eje horizontal la coordenada X, ambas normalizadas

con la masa del centro atractor.

4.2. Orbita circular estable

Cuando la energia corresponde a FE,,;, tendremos un Orbita circular estable. Dado que utili-
zamos un método niimerico para aproximar la solucién es importante mencionar que los nimeros
en el programa tendrian una precisiéon dada por la maquina que usemos, por lo que debemos de
tener cuidado a la hora de dar nuestras condiciones iniciales.

En la Figura 4.1 tenemos la ofbita circular estable la cual tiene como condicién inicial a una
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Figura 4.1: La gréafica de la izquierda nos muestra el potencial efectivo, asi como la energia
correspondiente a la 6rbita circular estable. En el eje vertical se representa el potencial efectivo
por unidad de masa y en el eje horizontal se representa la distancia normalizada con la masa del
centro atractor. La gréafica de la derecha nos representa el plano de la 6rbita, en el eje vertical
tenemos la coordenada Y y en el eje horizontal la coordenada X, ambas normalizadas con la masa

del centro atractor. El circulo negro central corresponde a la regiéon limitada por el horizonte.

ro = 21.51 M que es cercana a 7,;, en el potencial efectivo y con una energia de £ = 0.9777, esto
se debe a que tenemos cierta precisiéon en los nimeros por lo que es dificil fijar como condicion

inicial exactamente el minimo del potencial.

4.3. Orbitas precesantes

Si la energia es superior a la del minimo pero menor que uno tendremos dos puntos de retorno
en el potencial efectivo, pero a diferencia del caso clasico corresponderan a érbitas que presentan
precesion, es decir, al momento de completar un ciclo de 27 no regresara al mismo lugar en el
que inici6. Una manera de calcular esto es considerar o6rbitas casi circulares lo cual se refleja en
despreciar términos y resolver la ecuacién para la érbita.

En la Figura 4.2 hemos escogido g = 21M y la energia que corresponde a la del minimo
en el potencial clasico E = 0.98, para notar como es que se modifica el movimiento en el nuevo

potencial. La érbita no regresa al mismo lugar después de una vuelta, esto se hace mas evidente
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conforme dejemos correr el tiempo en nuestro programa. Debido a que la energia que escogimos
estd ain muy cerca del minimo, los efectos causados por el potencial efectivo relativista hacen

que la 6rbita sea casi circular.
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Figura 4.2: De igual manera que en la figura anterior tenemos en el lado izquierdo a los potenciales
efectivos clésico y relativista, asi como la energia correspondiente a una érbita casi circular
precesante, esta energia coincide con el minimo clésico. En el lado derecho tenemos la trayectoria
en el plano del movimiento. El circulo negro central corresponde a la regiéon limitada por el

horizonte.

En la Figura 4.3 hemos escogido una energia tal que los puntos de retorno en el potencial
para que la orbita sea maés eliptica. Notemos que el andlisis del potencial efectivo predice una
elipse, pero uno de los focos de esta se mueve conforme el tiempo avanza, haciendo mas evidente

el efecto de precesion en la 6rbita. Como condiciones iniciales tenemos rg = 21M y E = 0.99.
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Figura 4.3: Similarmente a las figuras anteriores, en la grafica del lado izquierdo tenemos el
potencial efectivo, asi como la energia correspondiente a una 6rbita eliptica precesante. Del lado
derecho mostramos la trayectoria en el plano del movimiento. El circulo negro central corresponde

a la region limitada por el horizonte.

4.4. Orbitas Abiertas

Si tenemos como condicién inicial un valor de la energia de tal manera que corresponda a la
de la energia del reposo de la particula, E =1, solo tendremos un punto de retorno y la orbita
sera abierta. A partir de este valor de energia o para valores superiores, pero inferiores al maximo
del potencial efectivo, todas las trayectorias serdn abiertas y con condicién inicial rq = 20M.

En la Figura 4.4 hemos graficado 6rbitas con distintos valores para la energia, esto con
la finalidad de mostrar como es que el nuevo potencial efectivo afecta las trayectorias de las
particulas. Las ofbitas que obtenemos ya no tienen un anélogo con las clésicas como es el caso
de las orbitas circulares y elipticas que preservan su forma pero precesan. Este tipo de érbitas
se asemejan a las parabolas e hipérbolas en el sentido de tener un solo punto de retorno y ser
abiertas pero ya no son simétricas respecto al centro atractor. Conforme aumentamos la energia
y nos acercamos al maximo la orbita tiende a tomar una trayectoria més circular; incluso al

grado de cerrarse en si misma, pero sin llegar a convertirse en una 6rbita circular.
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Figura 4.4: Al igual que las figuras anteriores la grafica del lado izquierdo tenemos al potencial
efectivo, asi como las energias correspondientes a las 6rbitas abiertas. Del lado derecho mostramos
las trayectorias en el plano del movimiento. El circulo negro central corresponde a la region

limitada por el horizonte.

4.5. Orbita circular inestable

Ya hemos analizado el movimiento de una particula cuando su energia corresponde a la del
minimo ahora toca estudiar como se comportan las 6rbitas cuando la energia es muy cercana a
la del maximo del potencial ya sea por debajo o por encima de este. Como dijimos anteriormente
el hecho de que un potencial cuente con un maximo nos da como resultado una 6rbita circular
inestable, como condicién inicial para las 6rbitas tenemos rg = 20M.

Debido a que hemos resuelto las ecuaciones de movimiento numéricamente, contamos con
una cierta precision debemos tener muy en cuenta a la hora de escoger los valores de la energia
para este caso. En la Figura 4.5 hemos graficado 6rbitas que son abiertas o que caen al horizonte
y difieren de la del maximo en 10~ lo cual nos muestra cuan inestables son las trayectorias en
esta region. También vemos que la particula tiende a seguir una 6rbita circular por cierto tiempo

cuyo radio corresponde al radio del maximo del potencial.
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Figura 4.5: En la grafica del lado izquierdo tenemos al potencia efectivo, asi como las energias
cercanas a la de la érbita circular inestable. Del lado derecho mostramos las trayectorias en el

plano del movimiento. El circulo negro central corresponde a la region limitada por el horizonte.

4.6. Orbita que cae al horizonte

Cuando la energia de la particula es lo suficientemente grande de tal manera que esta por
encima del maximo, su movimiento ya no tendra un punto de retorno por lo que la particula se
dirigira al horizonte. Entre més alta sea la energia de la particula su 6rbita serd mas balistica y
tenderd menos a ocupar regiones alrededor del centro atractor.

En la Figura 4.6 podemos notar que las érbitas ya no cuentan con un punto de retorno
debido a los valores de energia que escogimos. Como condicién inicial para las érbitas tenemos

que o = 20M.
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Figura 4.6: En la grafica del lado izquierdo tenemos al potencial

efectivo, as¢omo las energias

correspondientes a las de 6rbitas que caen al horizonte. Del lado derecho mostramos las trayec-

torias en el plano del movimiento. El circulo negro central corresponde a la regiéon limitada por

el horizonte.



Conclusiones

En este trabajo resolvimos numéricamente las ecuaciones de movimiento para una particula
que se mueve en el espaciotiempo de Schwarzschild.

Para ello primero analizamos el caso clasico mediante la formulacion lagrangiana, encontrando
dos cantidades que se conservan: el momento angular, L, y la energia mecéanica total, E. En la

solucion al problema clasico pudimos obtener:

. 7“0(1+e)
r(9) = 1+ ecos (¢ — ¢o)

con ,e su excentridad, cantidad que es funcién de la energia y nos permite tener distintos tipos
de orbitas.

Después, estudiamos la Relatividad Especial y nos trajo como consecuencia la concepcion
del espacio y el tiempo como manifestaciones de un mismo objeto: el espaciotiempo. Debido
a la constancia de la velocidad de la luz, definimos una nueva manera de medir las distancias

mediante la métrica del espaciotiempo:

Nuv =

o

(e
o = O O
- o o O

0 O

En este caso encontramos que su forma es muy sencilla, en general su forma depende de las
caracteristicas del espaciotiempo. Para espaciotiempos arbitrarios, la métrica, g, es un objeto
que toma dos vectores y nos arroja el producto punto entre ellos, por lo que nos da informacion
sobre la geometria.

Al definir vectores en el espaciotiempo pudimos replantear los conceptos de la Mecanica
Clasica: velocidad, aceleracion y momento. Introdujimos el concepto de tensor como un objeto que
toma vectores y nos da como resultado un niimero real. Para describir de manera mas general el
contenido material de una regién en el espaciotiempo introdujimos el tensor de energia-momento

T y llegamos a que, al igual que en al Mecéanica Clasica, existe una ley de conservacion:

T, =0

)
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El flujo de la energia y el momento a través de un elemento de volumen serd constante. Esto y
el hecho de que los tensores no dependen de las coordenadas nos ayuddé a construir una teoria
més general, que también describe a la interaccién gravitacional.

Al estudiar espaciotiempos curvos notamos que la derivada de un vector ya no es la misma
que conociamos ya que en el espacio plano los vectores de la base son constantes, pero en general
pueden cambiar tanto de magnitud, direccién y sentido, por lo que llegamos a la definicion de
derivada covariante:

Va;g = Va,g + VMF?:B

Con la ayuda de esta definicién y el concepto de transporte paralelo construimos la manera de
medir la curvatura de un espaciotiempo plano, para obtener el tensor de Riemann R.
Miés adelante, encontramos como se relacionan la curvatura del espaciotiempo y el contenido

energético mediante las Ecuaciones de Einstein:
G = 81Ty,

Del lado izquierdo de la ecuacién tenemos el tensor de Einstein, que se relaciona con el tensor
de Riemann, que nos dice como es la curvatura y del lado derecho tenemos el tensor de energia-
momento que nos describe el contenido energético, ambos para una region de espaciotiempo. La
materia le dice al espaciotiempo como curvarse y el espaciotiempo a su vez le dice a la materia
como acomodarse.

Existen distintas soluciones a las Ecuaciones de Einstein, pero en este trabajo nos concentra-
mos en la solucién que describe el espaciotiempo en el exterior de un objeto esférico que no rota
ni tiene carga, y obtuvimos la llamada Métrica de Schwarzschild. En esta métrica el intervalo de
espaciotiempo se escribe como:

2M oM\
ds* = — <1 - —> dat* + <1 - —> dr® + r* (d6? + sin® 0d¢?)

T T

Una vez obtenida la métrica, el siguiente paso fue encontrar las ecuaciones de movimiento para
un particula que se mueve en este espaciotiempo:

oM\t -
dt:<1__> B

ir ;
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dr

El problema original consistia en un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, pero

dp L

=5
gracias a las simetrias en la métrica de Schwarzschild, encontramos constantes de movimiento
que redujeron el problema a resolver el sistema anterior. En este trabajo buscamos soluciones en
un sistema, de referencia que observa que los objetos orbitantes caen hacia un horizonte, y basto
con describir a r y ¢ en términos del tiempo propio 7. A partir de la ecuacién para r definimos

el potencial efectivo:
72
112 2M L
Viiry=11—-— 1+ —
m=(1-20) (144
Que nos fue de mucha utilidad para visualizar que tipo de 6rbitas estan permitidas.
Debido a la forma de las ecuaciones de movimiento tuvimos que resolver numéricamente
mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden pero, para obtener una solucién lo més

exacta posible buscamos que relacién hay entre el error total y el tamano de paso, ésto lo hicimos

minimizando € en funcién de h y encontramos que:
1 _n_
ho ~&n+t g ~ Entl

asi el minimo error que podemos cometer es ey ~ 1 x 1072 con un tamaiio de paso hg ~ 1073,
Una vez encontrada la manera de hacer més preciso a nuestro método numérico, resolvimos

para distintas condiciones iniciales de energia para obtener las 6rbitas:

» Orbita circular estable e inestable. Debido que resolvimos numéricamente las ecuacio-
nes de movimiento, escoger la condicién inicial para la energfa para el minimo y el maximo
del potencial fue complicado. Para la orbita circular estable dimos E = 0.9777 y asegu-
ramos que existiera una oOrbita con radio ro = 21.51M. En la regién cercana al maximo
del potencial notamos la inestabilidad de las érbitas al punto de que aun en diferencias de

107 en los valores de la energia hay una érbita abierta o una que cae al horizonte.

= Orbitas precesantes. Para energias mayores a la del minimo del potencial obtuvimos
orbitas que al trancurrir un periodo de revolucién no regresaban al mismo lugar, es decir,

precesaban. Esta caracteristica es nueva y no se presenté en el caso clasico.

= Orbitas abiertas. Solo existe un punto de retorno y conforme aumentamos la energia
la é6rbita traté més de seguir la orbita circular inestable hasta el punto de cerrarse en si

misma.
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= Orbita que cae al horizonte. Ya no tenemos punto de retorno y la particula se dirigi6
directamente al horizonte, conforme aumentamos la energia la particula se dirigia mas

balisticamente hacia él.



Apéndice A

Calculo de los simbolos

de Christoffel no nulos

De la misma manera que calculamos el simbolo Ftl)o podemos calcular todos los simbolos de
Christoffel para la Métrica de Schwarzschild.

Recordando las expresiones para la métrica y su inversa del capitulo tres tenemos

—e2%(r) 0 0 0

0 e2M(r) 0
Juv =

0 0 7 0
0 0 0 r2sen0
—e 22(r) 0 0 0
o 0 e 20" 0 0
o 0 0 r—2 0
0 0 0 r2sen26

Y los simbolos de Christoffel en el capitulo dos

1
re, = -

29a0 (ga,u,u + Govpu — g;w,o) . (Al)

Con esto, calculamos todos los simbolos no nulos

1
ry, = 5900900,1

= —%e —2¢ (—2<I>,e 2‘I’>

!

S (A.2)

1 11
'y = 29 g11,1

= 56 —2A (2Ale 2A>
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2
F12

13

1 11
I'yy = —5g 922.1

= —l (—e 72A) (2rsen29)

2
= —rsen’e 72/\.

1

_ 22
= 29 922.1

= = (T2sen29) (2Tsen29)

e R

1

_ L9
= 29 33,2

= —17“_2 (27“2 sen 0 cos 9)
2

= —senfcosb.

1

_ L33
= 29 33,1

= = (T‘QSGDQH)il (2rsen29)

Sl

(A4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)



Apéndice B
Codigo fuente del

programa en Fortran 90

En este trabajo resolvimos numéricamente las ecuaciones de movimiento de una particula
que se mueve en la métrica de Schwarzschild. Para ello realizamos un programa en Fortran 90

que a continuacién presentamos.

! orrel.f90

! Programa que resuelve num\’ericamente las ecuaciones de movimiento para una
! particula en la Metrica de Schwarchild, con el metodo de Runge-Kutta de

! cuarto orden.

! Las variables de entrada son:

! E : Energia de la particula

! L : Momento angular de la particula
! phi _0: Condicion inicial en phi

! r_0: Condicion inicial en r

! h: Tamano de paso

! m: Numero de ciclos de 2 pi

! nmax: Numero maximo de pasos

! Las variables de salida son:
! t: Tiempo

! r: Solucion en r

! phi: Solucion en phi

! rdot(r,L,E): Velocidad en r

! phidot(r,L): Velocidad en phi

! Elaborado por: Alan Aganza Torres (aaganza@correo.fisica.uson.mx)
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PROGRAM orbita

IMPLICIT NONE

!Doble presicion de las variables reales
INTEGER, PARAMETER :: dp=selected_real_kind(12,37)
INTEGER :: n=0

!'Declaracion de variables y funciones externas

REAL (kind=dp) :: E,L,phi,r,r_0,h,t,phi_0,k1,k2,k3,k4,m,nmax
REAL (kind=dp), PARAMETER :: pi=4.0_dp*datan(1.0DO)

REAL (kind=dp) , EXTERNAL :: phidot,rdot

INTEGER :: i

!Variables de caracter para los archivos de salida
CHARACTER (1en=30) :: filel
CHARACTER (len=17) :: file2

!Lectura de parametros inciales
PRINT #*, "Parametros iniciales"
PRINT *, "Energia

READ *,E

PRINT *, "Momento angular"

READ *, L

PRINT *, "r inicial"

READ *, r_0

PRINT *, "phi inicial"

READ *, phi_0O

PRINT *, "Tamano del paso"

READ *, h

PRINT *, "No. de vueltas"

READ *, m

PRINT *, "No. maximo de pasos"

READ *, nmax

!Los primeros datos de salida
r=r_0

phi=phi_0

t=0.0_dp
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!Formato al archivo de salida

28 FORMAT (A,F17.15,4)
WRITE(filel,28) "salida",E,".dat"
'Abrimos archivo de salida

OPEN(10,file=filel,status="unknown")

!Inicia el metodo de Runge-Kutta para resolver la ecuacion de la orbita
DO

n=n+1

t=t+h

!Solucion para r

k1=rdot (r,L,E)

k2=rdot (r+0.5_dp*hxkl,L,E)

k3=rdot (r+0.5_dp*h*k2,L,E)

k4=rdot (r+h*k3,L,E)

r=r + (h/6.0_dp)*(k1+2.0_dp*k2+2.0_dp*k3+k4)

!Solucion para phi

k1=phidot(r,L)

k2=phidot (r+0.5_dp*hxk1,L)

k3=phidot (r+0.5_dp*h*k2,L)

k4=phidot (r+h*k3,L)

phi = phi + (h/6.0_dp)*(k1+2.0_dp*k2+2.0_dp*k3+k4)

!Imprimimos en el archivo la solucion

WRITE(10,#*) t,r,phi,rdot(r,L,E),phidot(r,L)

!Si en nuestro programa deseamos obtener orbitas cerradas, como la circular
!estable ponemos condicion que el programa se detenga en cierto valor de phi

IF (phi>16%pi) EXIT

!'De no ser asi, pedimos que el programa se detenga en cierto numero de pasos
'que debemos especificar

!'TF (n>nmax) EXIT

END DO

!'Cerramos el archivo de salida

CLOSE (10)
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END PROGRAM orbita

! Funciones externas en el programa

!Ecuacion diferencial para r

FUNCTION rdot(r,L,E)

INTEGER, PARAMETER :: dp=selected_real_kind(12,37)

REAL (kind=dp) :: rdot,signo=1.0_dp

REAL (kind=dp) :: E,L,r

rdot= -dsqrt ((E**2)-(1.0_dp-(2.0_dp/r))*(1.0_dp+(L**2/r*x2)))

!'Condicion sobre la velocidad, al acercarse con cierta tolerancia
'a los puntos de retorno, la particula debe cambiar su velocidad
IF (abs (rdot)<0.0001_dp) THEN

signo=-1.0_dp*signo

END IF

rdot=signo*rdot

END FUNCTION rdot

'Ecuacion diferencial para phi

FUNCTION phidot(r,L)

INTEGER, PARAMETER :: dp=se1ected_rea1_kind(12,37)
REAL (kind=dp) :: r,L,phidot

phidot=L/r**2

END FUNCTION phidot
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