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Introduccion

Fisica: es donde estd la accion.

Anénimo

asta el ano 1942 existian tres representaciones de la mecanica cuéntica, la de

Schrédinger, Heisenberg v Dirac, las cuales basan la interpretaciéon de los fenémenos

cuénticos de las particulas en la dualidad onda-particula de de Broglie. Fue en ese ano cuando

Richard Feynman introdujo una nueva forma de concebir y describir a estos fenémenos, a la cual
se le conoce como Formulacion de Integral de Camino de la Mecénica Cuantica (FICMC) [1].

Con la Formulacién Ondulatoria de la Mecanica Cuéntica, analizamos a los sistemas cons-

truyendo y resolviendo su correspondiente ecuacion de Schrédinger, dada en general por

iy (q, 1) = im0,

donde H es el operador Hamiltoniano y v (q,t) es la funciéon de onda. Esta ecuacion, surgio de
la necesidad de obtener a la funcién de onda que describe el comportamiento de una particula,
tal y como lo propone la dualidad Onda-Particula, que resumimos en la Hipdtesis de de Broglie:
las particulas microscopicas se comportan a veces como onda y a veces como particula.

En la FICMC, para analizar a un sistema se construye su correspondiente propagador, dado
en general por

K(ay ty;qiti) = N/ Dgexp {;S} :

donde S es la accién de la mecanica clésica. Este propagador surge de los postulados de Feynman,
en los cuales se propone que las particulas microscépicas siguen todas las trayectorias posibles
cuando cambian de estado, y cada trayectoria aporta a la transicién con su correspondiente
accion.

El objetivo principal de este trabajo es describir la FICMC, tanto su interpretacion del com-
portamiento cuantico de las particulas, como sus aplicaciones; entre las cuales esti el encontrar

las eigenfunciones y eigenvalores de un sistema, as{ como estudiar la teoria de dispersion.



Introduccion

En la expresion del propagador K(qg,tf;qi,t;) vemos que éste se relaciona con la accion
clasica, es por esto que hemos preparado la presentacion del trabajo de la siguiente forma: En
el capitulo 1, se introduce el concepto de accién y el principio de minima accién de la mecanica
clasica, el cual garantiza que de todas las trayectorias posibles para la evolucién de un sistema,
desde un punto inicial (g;,t;) a uno final (gf,ts), éste seguira la que deje estacionaria a la accion.

En el capitulo 2, se presenta la FICMC cuya base fundamental son los postulados de Feynman,
los cuales afirman que la evolucion de los sistemas (cuénticos) no satisface el principio de minima
accion, i.e no soélo la trayectoria que cumple con éste aporta a la amplitud de probabilidad de
dicha evolucién; “sino que todas las trayectorias aportan con cierta probabilidad”.

Finalmente, en el capitulo 3, utilizamos las herramientas desarrolladas de la integral de camino
para resolver dos problemas: El primero consiste en encontrar las eigenfunciones y eigenvalores
de un sistema formado por una particula cargada de masa m, que se encuentra en presencia de
un campo magnético uniforme y de un potencial de oscilador arménico. El segundo corresponde
a la dispersién de una particula cargada y sin spin por un potencial Coulombiano, dispersidn de
Rutherford.

Tanto en este ultimo capitulo, como en el desarrollo de todo el trabajo, se hace énfasis en
la interpretacion de los fendmenos cuénticos desarrollada por Feynman, y se hace incapié en las
relaciones que consideramos de mayor importancia de esta formulacién, tanto por la descripcién
fisica que se introduce en ellas, como por las aplicaciones que se pueden desarrollar con las

mismas.



CapitU].O ]_ Accion en Mecdnica Cldsica: Todo se reduce a

sequir solo un camino.

as leyes de Newton nos permiten describir de forma precisa a fenémenos fisicos es-
tudiados por la mecéanica clasica, por ejemplo, con ellas podemos conocer la trayectoria
que seguird una particula bajo las condiciones que deseemos investigar!.

El objetivo principal de este capitulo es introducir el concepto de accidn y mostrar que las
trayectorias obtenidas de la segunda ley de Newton dejan estacionaria a esta cantidad. Esto nos
llevard a presentar el principio de minima accion, el cual es un formalismo de la mecénica clasica
alternativo a las leyes de Newton. Revisaremos este principio y el concepto de accién ya que
nos serviran en el capitulo 2 para plantear las bases del formalismo de la mecanica cuéntica de
integral de camino.

Comenzaremos por introducir algunos conceptos importantes del calculo variacional asi como
sus propiedades, ya que ademaés de introducir notacién que se utilizara a lo largo del capitulo,

nos ayudaré a lograr los objetivos descritos anteriormente.

Conceptos de Calculo Variacional

El céalculo variacional fue desarrollado en gran parte por Leonard Euler a principios del
siglo XVIII. Surgi6é de la necesidad de resolver una larga lista de problemas interesantes tales
como el de encontrar la curva con un perimetro dado que encierra mayor area (problema de los
isoperimetros), la curva de descenso méas réapido para una particula que se encuentra afectada
por un campo gravitacional (problema de la braquistécrona), la curva de menor longitud que une
a dos puntos en el espacio Euclidiano, etc. Como podemos ver, estos problemas tienen en comun
que consisten en encontrar una curva o funcién que extremaliza a una cantidad como el area, el
tiempo, la longitud, etc.

La razoén por la cual usamos calculo variacional, es porque nos sirve para comparar curvas y

asi obtener cuél de ellas nos da un valor extremo para una cantidad de interés. Teniendo presente

'En este trabajo los términos trayectoria y camino seran indistinguibles. Se utilizaran para referirnos a la curva

descrita por el cambio de estado de una particula en cualquier espacio (de configuracion, fase, coordenado, etc).
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el objetivo de este capitulo, que se reduce a comparar la trayectoria que obtenemos con las leyes
de Newton, con otras trayectorias posibles para el cambio de estado de un sistema, podemos
decir que en la utilidad del calculo variacional es donde radica nuestro interés por introducirlo
en esta seccion.

Esta rama del calculo basa sus principios en algunos conceptos similares a los utilizados en

el calculo diferencial ordinario, como resumiremos a continuacion|2]:

Funcional

En el célculo diferencial una funcién f(x) es una regla de correspondencia que a cada
elemento = de un conjunto A le asigna un elemento f(z) de un conjunto B. De forma
analoga, en el calculo variacional definimos a un funcional J[f(x)] como una regla de
correspondencia que a cada funcion f(x) de un conjunto 2 le asigna un nimero del conjunto

R. Para ilustrar el concepto de funcional presentamos los siguientes tres ejemplos:

e Evaluacion de una funcion.
Jf(x)] = f(27) (L.1)

En este caso el funcional J[f(z)] evalua a las funciones de un cierto conjunto en el

namero 27. El resultado es el nimero que el funcional J[f(z)] le asigna a dicha funcion.

2 (/1 dx\2 %
T = [ (2;;”) dy (12
Y1

Aqui el funcional J[y(z)] le asigna un ntmero a la funcién y(z) que representa el

e Funcional de tiempo.

tiempo que le toma a una particula para ir de y; a ya sobre y(x), cuando cae desde
el reposo debido a la fuerza de gravedad, siguiendo la curva y(z). Este es el funcional
del problema de la braquistocrona, el cual consiste en encontrar la curva y(x) para la

cual el funcional (el tiempo) es minimo.

Jf(z)] = /ab J1+ f(e) de (1.3)

El ntimero que le asigna el funcional J[f(x)] a la funcién f(x) en este caso representa

e Funcional de longitud.

la longitud de la curva f(x) que une a los puntos a y b. El problema de encontrar la
curva més corta que une a dos puntos en el espacio Euclidiano consiste en encontrar

f(z) para el cual J[f(z)] es minimo.
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T

Figura 1.1: Comparacién entre desplazamiento virtual or y desplazamiento real Ar.

Para introducir el concepto de derivada de una funcién en el calculo diferencial se estudian los
incrementos de las funciones Af(z) y de la variable independiente Az. Ahora introducimos el
concepto de variacion de una funcién para definir a la derivada funcional con la cual podremos

encontrar caracteristicas importantes de los funcionales, como sus condiciones de extremalizacion.

Variacion
La variacién de una funcioén 2, denotada por 0 f(x), es la diferencia de dos funciones en un

mismo valor de la variable independiente z.

0f(x) = fa() = f1(2). (1.4)

Como ejemplo de 0 f(x) podemos mencionar al desplazamiento virtual de una particula,

que es la comparaciéon de dos trayectorias en un mismo instante ¢1, y estd dado por:
or =1'(t1) — r(ty). (1.5)

En la Fig.(1.1) se muestra el desplazamiento virtual dr y el desplazamiento real Ar (com-
paracion de una funcion en dos instantes) de una particula, para ilustrar la diferencia que

existe entre estas dos definiciones.

2Notese que en el calculo variacional las palabras incremento de una funciéon y varacién de una funcién son

diferentes, lo cual no sucede en el calculo diferencial.
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De igual forma definimos el incremento de un funcional como la comparacién de un funcional

en dos funciones diferentes (para las cuales esta definido):

AJ[f(x)] = J[fa(x)] = J[f1 ()], (1.6)

lo que podemos escribir de la siguiente manera (considerando Ec.(1.4) en Ec.(1.6))

AJ[f(@)] = Jfi(x) + 6 (2)] = J[fi()].

De forma anéloga a la definicion de derivada de una funcion, definimos la derivada de un funcional

(a la cual nos referiremos como variacion del funcional) como:

M — lim Jfi(x) +0f(x)] — J[ﬁ(*’”)] (1.7)

of(x)  6f(x)—0 of ()

De Ec.(1.7) concluimos que la forma de calcular variaciones de funcionales es similar a la de

derivadas de funciones. Un resultado importante del calculo diferencial, es que si el valor de la
derivada de una funcién en un punto es cero, éste es un punto critico de la funcién y existe la
posibilidad de que ésta sea extremalizada en dicho punto. De igual forma, ahora que conocemos
la definicién de variacién de un funcional podemos enunciar el siguiente teorema, que trata el

caso de extremalizacion de funcionales.

Teorema fundamental del calculo de variaciones

Si existe una funciéon f¥(z) para la cual se cumple:

W@ 5P ()] = o, (1.8)

0@ |5

entonces f¥(z), a la cual le llamaremos funcién extremal, es una funcién que deja estacio-

nario? al funcional J[f(x)].

Aplicando este teorema a los funcionales de las Ecs.(1.2) y (1.3) encontramos que la soluciéon
al problema de la braquistécrona es la curva dada por un arco de cicloide y la solucién al problema
de la curva mas corta, en el espacio Euclidiano, es la linea recta [3].

Como se plante6 en la introduccién de este capitulo, utilizaremos los conceptos establecidos
anteriormente con el proposito de evidenciar que las trayectorias obtenidas con las leyes de

Newton dejan estacionario a un funcional que llamaremos accidn.

3Minimiza, maximiza o es punto de inflexion del funcional [5]. También se utiliza el término estacionario para

referirse a que un cambio a primer orden del funcional en la funcién extremal es cero.



1.1. Principio de Minima Accion 7

1.1. Principio de Minima Accién

PRINCIPIO GENERAL.Cuando se produce algin
cambio en la naturaleza, la cantidad de accion ne-
cesaria para este cambio es la mds pequena posible,

donde la cantidad de accion es mud.
P. de Maupertuis [4]

Para encontrar la trayectoria que seguird una particula de masa m cuyo movimiento tiene ca-
racteristicas clasicas hay que conocer su posicion inicial r;, velocidad inicial 1;, las fuerzas que
actian sobre ésta y resolver la siguiente ecuaciéon diferencial correspondiente a la segunda ley de

Newton:
dp

F=—
dt’

(1.9)

donde F resulta de sumar a todas las fuerzas que actiian sobre la particula y p = mr es el
momento lineal. Es muy importante mencionar que en ciertas situaciones la trayectoria que
sigue una particula es impuesta por fuerzas de constriccién, que asociamos a situaciones en las
que la particula estd en contacto con una superficie, atada a un cable, etc. Por ejemplo, una
particula que se mueve en la superficie de un cascarén esférico de radio R, sigue la trayectoria
cuya descripcion respeta la relacion 22442+ 22 = R? que surge de su interaccion con la superficie.
Motivados por la descripcién anterior, escribimos a la segunda ley de Newton como sigue

dr

FO L p@ — =
+ mdt’

(1.10)

donde hemos considerado que la masa de la particula es constante y separamos a la fuerza total

que actda sobre ella en:
» fuerzas de constriccion F(©)

» mas las fuerzas aplicadas F(®) sobre la particula que modifican la dinamica de la misma por
su naturaleza. Por ejemplo la fuerza gravitacional afecta el movimiento de una particula si

ésta tiene masa.

Entonces, al resolver la Ec.(1.10) y considerar las condiciones iniciales podemos obtener a r
para todo t i.e. la trayectoria que sigue la particula. Estamos interesados en conocer la caracte-

ristica que distingue a esta trayectoria de todas las posibles trayectorias por las que la particula
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&

e

Figura 1.2: Posibles trayectorias para ir del punto inicial rj en ¢; al final r¢ en 2.

puede viajar desde un punto inicial en un tiempo ¢; hasta uno final en ¢y, como se muestra en la
Fig.(1.2).

Para encontrar lo que diferencia a la trayectoria que se obtiene con la segunda ley de Newton
de todas las demas trayectorias posibles, necesitamos compararlas entre si. Para hacerlo, apro-
vecharemos la definicion de desplazamiento virtual en Ec.(1.5), comenzando por multiplicar la
expresion (1.10) por dr

dr

@ _m——).6r=_F©.
<F mdt) or F'¢ . or. (1.11)

Al producto de las fuerzas por el desplazamiento virtual se le conoce como trabajo virtual. Es
importante notar que debido a la definicién de desplazamiento virtual, para cada t entre t; y ty
tendremos un valor de trabajo virtual. Para calcular el trabajo virtual total realizado entre estos
dos puntos, integramos con respecto a t desde ¢; hasta ty. Ademés, consideramos el caso en el
que las fuerzas F() = F(V) gon conservativas y que por lo tanto se cumple oV (r) = —F(v) . 6r.
Con esto la Ec.(1.11) nos queda como sigue
tr tr dr tr
vy at - / m- L e dt — —/ FO . gr dt. (1.12)
t; t; dt t;

Ahora asumimos el principio del trabajo virtual o principio de D’Alembert, el cual establece que
el trabajo virtual total, hecho por las fuerzas de constriccion es igual a cero, por lo que

ty ty dr
—/ oV (r) dt — / m—or dt = 0. (1.13)

7 (3
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La motivacion del principio de D’Alembert es que en general las fuerzas de constricciéon son
perpendiculares a los desplazamientos virtuales con lo que el producto punto F(©) . ér es cero.
Como vemos en Ec.(1.13) al considerar este principio desaparecen las fuerzas de constriccion de
nuestro andlisis.

Integramos por partes el segundo término de Ec.(1.13) y ésta es ahora

ty Ly
—/ oV (r) dt +/ mi - %Str dt — [mi - 5r]if =0. (1.14)
t; t;

Como todas las curvas van del punto inicial ¢; al final t¢ (ver Fig.(1.2)), la variacion del vector
de posicién en estos puntos serd nula, con ello tendremos que el operador de variacién conmuta
con el de integral y de derivada, ademas de que el tercer término es cero. Esto se debe a que, en

general, 0 = Hr _ 54 v § [rdt = [(0r + 0t) dt. Con esto la Ec.(1.14) se reduce a

ty 1
5/ <7m2—vuocu—a
t; 2

Identificamos a la funcién Lagrangiana dada por £(r,) = imi? — V(r) y en estos términos el

resultado anterior se puede escribir como sigue
ty
) L(r,7)dt =0. (1.15)
t;
Al comparar la Ec.(1.15) con el teorema fundamental del célculo de variaciones dado por Ec.(1.8),

podemos concluir que:

La funcién Lagrangiana L£(r,T) es funcion extremal de un funcional. Es decir la trayectoria

que sigue una particula, segun la segunda ley de Newton, es aquella para la cual el funcional
ty
Slr] = L(r,r)dt (1.16)

t;

es estacionario.
El funcional S|r| se llama funcién principal de Hamilton, pero es mas conocido con el nombre de

accion. Utilizaremos el resultado anterior para motivar un principio conocido como principio de

Hamilton o méas comunmente como Principio de Minima Accién (PMA)*.

Principio de Minima Accién: La evoluciéon de los sistemas clésicos, es aquella en la que

permanece estacionario al funcional de accion, es decir satisfacen la siguiente expresion

55l =5 [ Le i) di = 0. (1.17)

t;

4Aunque el nombre lo diga la accién no siempre es minima, lo es sélo bajo algunas condiciones [5]- Pero por

costumbre le seguiremos llamando Principio de Minima Accion.
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Otra forma de enunciar este principio es contestando la siguiente pregunta: dados dos puntos
fijos® en el espacio coordenado (en general se cumple en cualquier espacio), uno inicial r; en un
tiempo ?; y otro final ry en ¢y ;cuél es la trayectoria que seguird una particula entre estos dos
puntos si estd sujeta a un potencial V(r)? La respuesta es: sequird la trayectoria para la cual la
accion dada por Ec.(1.16) es estacionaria.

Considerando que en general la funcién Lagrangiana depende de las coordenadas generali-
zadas ¢;, las velocidades generalizadas ¢; y del tiempo, analizaremos a la accion con el fin de
encontrar las condiciones que debe satisfacer la funciéon Lagrangiana para cumplir con el PMA.
Utilizando la Ec.(1.7) tendremos que la variacion de la accion esta dada por

t
6S[qi(t)] = /tf <g§5%+ 225%'> dt,
donde se ha considerando que no hay variaciones temporales. Al integrar por partes el primer
término y de nuevo tomar en cuenta que la variaciéon temporal es nula, podemos reescribir lo

anterior como

b doL oL
0S[qi(t)] = —— — — | ¢, dt. 1.18
ol = [ (G55~ o) (L1
Si ademés aplicamos el PMA| la Ec.(1.18) es ahora
trrdoL oL
3S[qi(t)] = —— — — ) d¢q;dt =0. 1.19
wol= [ (G55~ o) (1.19)

Consideramos el lema fundamental del cilculo de variaciones que establece

/f(l‘)&v dz =0, (1.20)

si y s6lo si la funcion f(z) = 0 para dz arbitrarias, entonces de Ec.(1.19) se sigue

jtgg _ g; _ (1.21)

Lo que corresponde a las ecuaciones de Fuler-Lagrange. Con esto concluimos que el PMA
implica que la funcién Lagrangiana debe satisfacer este sistema de ecuaciones diferenciales para
dejar estacionaria a la accién. En resumen, de todas las trayectorias posibles, para una particula
que ir4 de una posicién inicial en ¢; a una final en £y, ésta seguird la trayectoria que se obtenga

al someter a la funcién Lagrangiana del sistema a satisfacer las ecuaciones de Euler-Lagrange,

va que de esta forma garantizamos que la accion del sistema es estacionaria.

®Por fijos nos referimos a que todas las trayectorias comienzan en r; en un tiempo ¢; y terminan en r; en un

tiempo ty.
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Es aqui (y al haber asumido el principio de D’Alembert para obtener la Ec.(1.13)) donde
podemos ver que el PMA es complementario a otros formalismos de la mecanica clasica. Ademas,
la importancia del concepto de acciéon y del PMA, radica en que estos nos permiten crear puentes
con teorias mas generales que la mecéanica clasica, por ejemplo con la mecéanica cuantica (como
veremos en el capitulo 2), la electrodinamica clasica y cuantica, la relatividad (especial y general),
la teorfa cuantica de campos, etc. Es decir podemos estudiar varias areas de la Fisica utilizando
un concepto y un principio.

En el apéndice A se estudia la relacion entre la accién de un sistema y su energia mecanica
total. Se ilustra como el PMA es equivalente a decir que la energia cinética promedio menos la
energia potencial promedio es minima pare la trayectoria que sigue un objeto que va desde un
punto inicial a uno final, esto con el fin de analizar un poco mas el concepto de accion y el PMA.

Con el objetivo de presentar un ejemplo que ayudara en el capitulo 3, en la siguiente seccion
analizaremos el oscilador armoénico en presencia de un campo magnético uniforme (OAPCM)

utilizando el PMA.

1.2. Oscilador Armoénico en Presencia de un Campo Magnético

Queremos utilizar las herramientas desarrolladas anteriormente para analizar al sistema que
consta de una particula con masa m y carga ¢, bajo la influencia de un potencial de oscilador
armoénico y de un campo magnético uniforme. El objetivo de esta seccién es familiarizarnos con
el sistema ya que lo analizaremos desde el punto de vista cuantico en el capitulo 3.

Partimos de la funcién lagrangiana correspondiente a una particula cargada de masa m, que

se encuentra en presencia de una campo electromagnético,

L=T-V—qp+ %:'BiAi, (1.22)

de donde al considerar ¢ = 0 obtenemos la lagrangiana que utilizaremos a continuacion, V' en
este caso, corresponde al potencial del oscilador arménico.
Para analizar al OAPCM, partimos de la accion de este sistema que se obtiene al sustituir el

caso ¢ = 0 de Ec.(1.22) en Ec.(1.16)

2t (1 1

ij=1"t
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donde x; son las coordenadas naturales del sistema x1 = x, xo =y y 3 = 2 y A es el potencial

vectorial el cual se relaciona con el campo magnético de la siguiente forma (norma de Landau):
1
A=_Bxr.
2

El campo magnético es constante en la direccién de x3, por lo que

1
Ai = iBEijxj, (1.24)

donde i,j = 1,2 (i.e. el movimiento se reestringe al plano (x1,x2) al escoger al campo en la

direccion z3), ademés €19 = 1, €21 = =1y €;; = 0 si i = j. Asf Ec.(1.23) se reduce a

tr
Sz (t) Z/ ( mi; —%kx + e”a:zxj> dt. (1.25)

2,7=1
Ahora calcularemos la variacion de Ec.(1.25) para posteriormente considerar el PMA y encontrar
las ecuaciones de movimiento que debe satisfacer x; para cumplir con este principio 6. La variacion

es
2

ty
(55[1‘1(?5),332(15)] = Z / (m:z':i&z';i — kxzéxz + éﬁﬁij(xiéfj + x]5m1)> dt, (1.26)
=17/t ¢

reagrupando los términos de Ec.(1.26) nos queda

dS[z1(t) Z/ < kx; + e”x]) ox; dt + Z/ <mxz e,]fo) ox; dt,

4,j=1 1,j=2
que al integrar por partes el segundo término obtenemos

ty
dS[z1(t), x Z / < kx; + ew:p] m; — q;:eij:'ci> ox; dt

zgl

+ Z (mml el]xz> ox;

5,j=1

Ly
(1.27)

t;
Considerando que los puntos x; y ¢ estan fijos a t; y t¢ respectivamente, y el PMA, la Ec.(1.27)

nos queda como sigue

B B
55[1'1 Z / ( kxz szx] ma;l — (;CEijjji) (5331 dt = 0,

1,j=1
v reescribiendo

2 ty B
8S[z1(t), za(t)] = Y / (—ka:l- + q?eijasj - mﬂs) dx; dt = 0. (1.28)

ij=1"1

SEstas ecuaciones se pueden obtener sustiyendo directamente la Lagrangiana del sistema en las ecuaciones de

Euler-Lagrange. Pero queremos hacer énfasis en el PMA.
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Ahora consideramos al lema fundamental del calculo de variaciones Ec.(1.20) y Ec.(1.28) para
concluir que las coordenadas x; deben satisfacer las siguientes ecuaciones para dejar estacionaria
a la accion

B

miy — qf.i‘Q + kx1 =0, (1.29)
C
B

mxso + Lil + kxo = 0. (1.30)
C

En términos de la frecuencia de Larmor wy, = gL y de la frecuencia del oscilador arménico

simple, wg = % tenemos

i1 — 2wy + wiry =0, (1.31)
io 4 2wrdy + wiag = 0. (1.32)

Para resolver este sistema de ecuaciones y con ello encontrar la trayectoria que deja estacionaria
a la accion definimos la siguiente variable z(t) = x1 + ixs. Con esto podemos combinar las

Ecs.(1.31) y (1.32) de la siguiente forma
%+ 2iwp? + wiz =0,
cuyas soluciones estan dadas por
z(t) = Aexp{A\+t} + Bexp{A_t}.
Ay B son constantes complejas y A+ son las soluciones de la ecuacion caracteristica
A 2iwp A +wi =0,

es decir
>\i = (—wL + \/(AJ%'FW%) 1.

Ya que A = C_exp{igp_} y B = Cyrexp{i¢+} con C_,Cy,p_,¢p; constantes reales, las cuales

dependen de las condiciones iniciales, podemos escribir la solucién de la siguiente forma
2(t) = C_exp {i (-t + 1)} + O exp {—i (et + 2)} (1.33)

donde

Qp = Fwp, + /w? + w3. (1.34)

De la Ec.(1.33) podemos extraer

x1(t) = C_cos(Q_t+ ¢—) + Cy cos(Qyt + o4), (1.35)
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Q.

Figura 1.3: Un oscilador armoénico simple (sin presencia de un campo magnético), sigue una
trayectoria dada por la combinacién lineal de los dos movimientos circulares ilustrados en el
lado izquierdo, para los cuales existe s6lo una frecuencia de oscilacion Q = wy. De las Ecs.(1.35)
y (1.36) se concluye que el movimiento en el plano (x1,x2) del OAPCM, es una combinacion
lineal de dos movimientos circulares de radios C_ y Cy con oscilaciones de frecuencias {2_ y Q4

respectivamente, como se ilustra en el lado derecho.

x2(t) = C_sen(Q_t + ¢_) — Cysen(Q4t + ¢4 ). (1.36)

Un oscilador armoénico simple (sin presencia de un campo magnético), sigue una trayectoria
dada por la combinacién lineal de los dos movimientos circulares ilustrados en el lado izquierdo
de la Fig.(1.3), para los cuales existe solo una frecuencia de oscilacion © = wp. De las Ecs.(1.35)
y (1.36) se concluye que el movimiento en el plano (x1,x2) del OAPCM, es una combinacion
lineal de dos movimientos circulares de radios C_ y Cy con oscilaciones de frecuencias Q_ y Q4
respectivamente, como se ilustra en el lado derecho de la Fig.(1.3).

Las velocidades de nuestro sistema estan dadas por las siguientes expresiones
21(t) = —C_Q_sen (Q_t + ¢p_) — C1 Q4 sen (Lt + o),
&o(t) = C_Q_cos (Q_t+ ¢p_) — CL Q4 cos (Qpt + ¢4 ),

con esto podemos calcular la energia del sistema

1
E = 5m[ci(Q?_ +wi) + C2(22 + ).

Utilizando las expresiones de 4 dadas por Ec.(1.34) tendremos que la energia se puede escribir

de la siguiente forma

E=E,+E_ (1.37)
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con
2 2
Ey = mO2u? <1+°"§i‘% 1+°"§>. (1.38)
Wi wo Wy

Finalmente podemos concluir que el objetivo principal de este capitulo se ha logrado. Ya
hemos presentado la caracteristica importante de las trayectorias (que siguen sistemas cléasicos)
de dejar estacionaria a la cantidad introducida con el nombre de acciéon.

En el capitulo siguiente veremos cuél es el rol de la accién en la mecanica cuéntica, nos
daremos cuenta de que a este nivel no podemos describir el cambio de estado de un sistema
recurriendo al PMA| ya que aqui las particulas siguen todas las trayectorias (cada una con cierta
probabilidad). Nos interesa entonces describir el comportamiento cuéntico de sistemas fisicos con
la FICMC, lo cual implica considerar que todas las trayectorias, por las que puede evolucionar
un sistema de un estado inicial 1(g;, ;) a uno final ¥(qs, ), son posibles y que cada una aporta
con una amplitud de probabilidad que depende directamente de la acciéon clasica correspondiente

a dicha trayectoria. De ahi la importancia de haber analizado el concepto de accién.



Capit UIO 2 Accion en Mecdnica Cudntica: Todos los caminos

conducen al estado final.

a formulacion mas elegante de la mecdnica clasica es sin duda la basada en

el PMA. Tal y como vimos en el capitulo anterior, este principio implica que una
particula, cuyo movimiento tiene caracteristicas clasicas, sélo seguird la trayectoria r(t) para
la cual la accion S[r| = ftif L(r,T) dt es estacionaria. Desde sus estudios de preparatoria, este
principio atrapdé la atencién de Richard Feynman quien motivado por éste y por un articulo de
Paul Dirac titulado “ The Lagrangian in Quantum Mechanics” logré establecer una conexién entre
el concepto clasico de accién y las ideas de la mecanica cuéntica ya establecidas por Schrodinger,

Heisenberg y Born[8][12]. Por la discusion que queremos plantear en este capitulo, mencionaremos

los siguientes dos aspectos de estas ideas:

= A nivel atémico sélo podemos hablar de la probabilidad de tener un resultado en un ex-
perimento. La forma de obtener esta probabilidad es calculando la norma al cuadrado de

una funciéon compleja ¢, llamada amplitud de probabilidad.

» Se introduce el concepto de funcion de onda, denotada por 1(q, t), la cual nos da la amplitud

de probabilidad de localizar a una particula en la posicién g en un tiempo t.

Dirac en |9] sugiere que la funcion exp(ie£), donde £ es la funcion Lagrangiana de la mecénica
clasica, es algo analogo a una transformacion para la funcién de onda de la mecanica cuantica, que
funciona como sigue: dada una funcién de onda inicial ¥(g;,t;) se puede obtener una funciéon de
onda en un tiempo posterior a t; con sélo aplicarle la transformacién descrita. Feynman postuld
que para obtener a ¥(qs,ts) a partir de 9(g;,t;) la transformacion de la que hablé Dirac debe
ser exp(i%) donde S es la accion clasica. Ademdas postulé que todos los caminos para ir a qf
partiendo de ¢; son posibles, lo cual tiene que considerarse a la hora de aplicar la transformacion
a la funcién de onda. En la seccién 2.1 introduciremos a la transformaciéon mencionada con el
nombre de propagador.

Con estas nuevas ideas nacié una forma de hacer mecénica cuantica conocida como Formu-
lacion de Integral de Camino de la Mecdnica Cudntica [11] y fue presentada en 1942 en la tesis

doctoral de Feynman titulada “The Principle of Least Action in Quantum Mechanics”[1].

16
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En esta formulacién se introduce la idea de que todos los caminos son posibles para ir de ¢; a
qf, con ella se construye al propagador con el cual podemos describir la evolucién de un sistema.

El objetivo principal de este capitulo es introducir el concepto de propagador y su forma
conocida como integral de camino, en donde se muestra la relacién entre el concepto de accién
v el propagador. Ademés, utilizando la integral de camino se presentara la forma de obtener los
eigenvalores de la energia de un sistema asi como las eigenfunciones del mismo. Como estamos
interesados en describir procesos de dispersién con ésta herramienta, haremos un desarrollo per-
turbativo del propagador el cual nos permitird obtener una expresion para calcular la amplitud
de probabilidad de la dispersién de una particula por un potencial dado.

Comenzaremos por describir la forma de obtener la probabilidad de un evento en la mecanica
cuadntica. Con esto se motivara la idea de que todos los caminos para la evoluciéon de un sistema

son posibles, lo cual es fundamental para introducir al propagador.

Probabilidad en la mecanica cuantica

... Does this mean that physics, a science of great
exactitude, has been reduced to calculating only
the probability of an event, and not predicting

exactly what will happen? yes!...

Richard Feynman [10]

Cuando estudiamos fen6menos atémicos encontramos que sé6lo podemos calcular la probabili-
dad de que ocurra un evento y no predecir exactamente lo que pasara. Esto no debe preocuparnos
ya que, en palabras de Feynman, “la ciencia no ha colapsado aun”|[10]. Por ejemplo, en el fend-
meno de reflexion parcial Fig.(2.1), no podemos predecir si un foton particular que parte de una
fuente serd reflejado por una superficie de vidrio. Lo tinico que podemos decir es que de cada
100 fotones que salgan de la fuente, x seran registrados en un detector A colocado frente a la
superficie y y seran registrados en un detector B colocado detréas de la superficie (los valores x y

y dependen del material).

El concepto tradicional de probabilidad no es alterado en la mecénica cuantica. Cuando

decimos que la probabilidad de cierto resultado A en un experimento es p, nos referimos al
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fuente de
fotones
— \__,/
TR

]
\ \ superficie de vidrio

Figura 2.1: Se ilustra al fen6meno de reflexion parcial, el cual consiste en que parte de los fotones
que salen de la fuente son reflejados por la superficie y otra parte la atraviezan. Un caso comun
es cuando nos reflejamos en un estanque de agua y ademads podemos ver las piedras dentro del

estanque.

sentido convencional de hacer célculos en probabilidad. Si el experimento es repetido n veces,
uno espera que se obtenga A en la fraccion correspondiente a p. En el ejemplo de reflexion parcial
el resultado A es que el foton sea reflejado y la probabilidad de que suceda es p = 155 Lo que
si cambia, y de forma radical, es la forma de calcular probabilidades. Para motivar esta nueva
forma, vamos a analizar el experimento de la doble rendija el cual se describe en la Fig.(2.2). En
dicha figura vemos que en (1) tenemos una fuente de electrones (e~). Estos saldran hacia (2)
que consta de una placa con dos rendijas denotadas por A y B. Los e~ pasarin a través de A
y B para finalmente llegar a (3) que consta de una pantalla con un detector (por ejemplo un

contador Geiger-Miiller).

—
“J
ok

£ 7 I .
P B 1i detector

fuente de £~ rendijas pantalla
Figura 2.2: Experimento de la doble rendija, los electrones salen de (1), pasan a través de (2) y

se detectan en (3).

Consideraremos el caso en el que la fuente emite a todos los e~ con la misma energia y que
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T

LP(J‘}

(a) (b) (¢) (d)

Figura 2.3: En (a) se muestra la curva de P(z) vs z, en (b) se muestra la curva de probabilidad P4
de que el e llegue a = debido a que paso por A, la curva en (c) representa a la probabilidad Pp
de que e~ llegue a = dado que pasé por By finalmente en (d) se muestra la curva de probabilidad

obtenida al sumar P4 y Pp.

el detector registra un pulso por cada e~ que llegue a éste. Mediremos el nimero de pulsos por
segundo registrados en el detector para varias posiciones x del mismo. Con esto determinaremos
experimentalmente la probabilidad P(x) de que un e~ vaya de la fuente al detector en x.

Cada e que va de la fuente al detector debe ir a través de la rendija A o de la B. Como
consecuencia de esto esperamos que la probabilidad de llegar al detector en z, sea la suma de
la probabilidad de que el e~ llegue a x debido a que cruzd por A, denotada por P4 més la
probabilidad Pg de que llegue a x debido que cruzd por B. La tunica forma de comprobar que
esto es cierto es realizando el experimento. En la Fig.(2.3) se muestra un esquema del resultado
de este experimento [12]. La descripcion de dicha figura es: en (a) presentamos la curva de P(x)
vs x obtenida en el experimento, en (b) a la curva de probabilidad P4 de que el e~ llegue a
x debido a que pasoé por A, la curva en (c) representa a la probabilidad Pp de que e~ llegue
a x dado que pasoé por B y finalmente en (d) se muestra la curva de probabilidad obtenida al
sumar P4 y Pp. Al comparar (a) con (d) concluimos que la probabilidad de que el e llegue
a x es diferente a la suma de las dos probabilidades ((b) + (c)) como se habia propuesto, i.e.
P # P4+ Pp.

Algo muy importante es que al analizar la curva P(x), podemos notar que corresponde a la
distribucién de intensidad de un patrén de interferencia, obtenido cuando el experimento de la

doble rendija se realiza con una onda. Este hecho hizo que fisicos de inicios de siglo XX, como
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Louis De Broglie, propusieran que existia una dualidad onda-particula para el e~ (conocida como
hipdtesis de De Broglie)[13]. En lugar de considerar esta idea introduciremos el postulado I de

Feynman el cual es una de las ideas fundamentales en las que se basa la FICMC.

Postulado I: La probabilidad de que una particula sea encontrada en q(t) dentro de una
region del espacio-tiempo, es el cuadrado de la suma de las contribuciones dadas por cada

camino en dicha region [11].

Este postulado introduce la idea de considerar que todos los caminos, que van de la fuente a
x, son posibles. Y que la funcion P(x) es el resultado de calcular la norma de cierta funcién
compleja denotada por ¥ a la cual llamaremos amplitud de probabilidad. Donde v sera la suma
de las amplitudes de probabilidad independientes, por ejemplo para el experimento de la doble

rendija tenemos:

» (A :1): serd la amplitud de probabilidad de que el e~ pase de la fuente, etiquetada con

(1), a la rendija, etiquetada con A.

» (3 : A): serd la amplitud de probabilidad de que el e~ pase de la rendija A al detector,

etiquetado con (3).
= asi sucesivamente.

Con esto, la amplitud de probabilidad de que los e~ vayan de la fuente (1) al detector (3) esta

dada por:
P3:1)=vB: AYA:1)+¢v3:B)Y(B:1) (2.1)

v el patrén de intensidad en la pantalla estard dado por la probabilidad
P(3:1)=|(3: 1)~ (2.2)

Vemos que esta probabilidad tiene “términos de interferencia”. Para evidenciar estos términos

usamos Ec.(2.1) en Ec.(2.2)

P3:1) = 9@ 1) =[¢@B: A)p(A: D+ [¢(3: B)p(B: 1)?
Fap(3 AW(A: DY (3 BYW (B 1) + 4% (3 A (A: (3 : By(B : 1),

términos de interferencia

lo que es equivalente a

P(z) = P4 + Pp + términos de interferencia.
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En el ejemplo anterior vimos que la probabilidad de detectar al e~ que va de la fuente
al detector en z, se construye al considerar que todos los caminos son posibles y que cada
uno contribuye con una amplitud de probabilidad de que ocurra dicho fenémeno. Ademas para
calcular la probabilidad, fue necesario construir la funcién de amplitud de probabilidad total, la
cual es la suma de todas las amplitudes independientes, y calcular la norma al cuadrado de ésta.
En resumen podemos decir que se ha ilustrado la nocién de todos los caminos posibles. Esta sera

clave para construir las integrales de camino, como veremos a continuacion.

2.1. El Propagador y la Integral de Camino

A la amplitud de probabilidad de encontrar a una particula en la posicién ¢ en un tiempo ¢,

le lamaremos funcion de onda y la denotaremos por 1(q,t). Méas concretamente:

Funcion de onda: Amplitud de probabilidad que se obtiene al considerar la contribucion de

todos los caminos que llegan al estado (q,t) desde un estado (g;,t;) en el pasado.

Una pregunta fundamental de la mecanica cuéntica es: dada una funcién de onda a un tiempo
t ;como podemos encontar la correspondiente funcién de onda en un instante posterior? La
respuesta es: para encontrar a (g, t¢) a partir de ¥(g;, t;) basta considerar que todos los caminos
para dicha transicién son posibles, por lo tanto cada uno aporta una amplitud de probabilidad

denotada por ¢x(q,t). Con esto tendremos

V(g ty) = ka(q,t)?ﬁ(%ti)’ (2.3)

lo que podemos leer como: 1(qy,ty¢) es la amplitud de probabilidad total de llegar a (¢, t¢) dado
que venimos de (g;,t;) v tomamos los caminos ¢g(q,t).

Dado que el niimero posible de trayectorias es infinito y forman un continuo, reemplazamos
la suma sobre todas las trayectorias por una integral sobre las mismas. Como ¢ es, en general,
una funciéon compleja la podemos expresar de la siguiente forma ¢ = Aexp {i6(q,t)}, con esto

tenemos
Wlagity) = / g A exp {i0(a, 1)} ¥(gi, 1),

donde, como veremos mas adelante, @q es el resultado de multiplicar los infinitos diferenciales
correspondientes a los infinitos caminos. A la cantidad que permite la transiciéon de la funcion de

onda inicial a la final se le conoce como propagador y se denota con K(qy,ty;q;,t;). Concluimos
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que el propagador K (qf,tf; gi,t;), nos ayuda a responder la pregunta fundamental con la siguiente
expresion:
V(qy,ty) = /K(Qf, ty; @i, ti)V(qi, ti)dg;. (2.4)
Interpretamos a K(qr,ts;¢,t;) como la amplitud de probabilidad de la transicion de ¢; en ¢; a
qr en ty y de la Ec.(2.2) la probabilidad de esta transicion es P(qr,tr) = |K(qf,tf;qisti)|*. De
lo anterior vemos que es en el propagador donde esta la informacion sobre todos los caminos.
A continuacion introduciremos el postulado II de Feynman el cual nos dice como cuantificar
la aportaciéon de cada camino mediante esta fase y magnitud, que es lo que los diferencia entre

Si:

Postulado 1I: todos los caminos contribuyen con igual magnitud, pero la fase de su contri-
bucion es la accion cldsica (en unidades de h); i.e. la integral temporal de la Lagrangiana

tomada a lo largo del camino[11].

Al tomarlo en cuenta nos queda la siguiente expresion para el propagador

_ i
Klastriant) =N [ Faexo{ 15}, (25)

donde N es una constante que resulta de multiplicar las amplitudes de una infinidad de trayec-
torias y es divergente !. Es importante mencionar que la Ec.(2.5) es la representacion de integral
de camino del propagador. La accién se ha postulado a ser la fase con la que cada camino aporta
a la amplitud de probabilidad total en evolucién de un sistema, por lo que concluimos que la
forma de determinar como y cuanto aporta cada camino a la amplitud de probabilidad total de
la transicién es con la accién correspondiente a cada uno de ellos. Es decir, en la expresion de
integral de camino dada por Ec.(2.31) se muestra el papel de la acciéon en la mecéanica cuantica;
aqui no sélo el camino que la deja estacionaria interviene en la evolucién de un sistema “todos
son posibles”.

Hemos construido la integral de camino partiendo de los postulados de Feynman. Esta nos
ayudara a analizar los sistemas de interés para la mecanica cuantica no relativista. A continuacion
mostraremos como podemos implementar las ideas centrales de los postulados de Feynman, para
obtener la integral de camino utilizando los resultados de la mecénica cuantica ya establecidos

por Heisenberg, Schrédinger, etc.

! Al calcular observables fisicos se obtienen resultados libres de divergencias utlizando técnicas de renormaliza-
cion, las cuales consisten en esencia en construir observables con respecto a una referencia estandar dada por las

condiciones en las que se realice la mediciéon de dicho observable
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T4

i Q’_."

Figura 2.4: Transicion de (g;, ;) a (gf,tf) via un punto intermedio en t.

Partiremos de responder a la pregunta fundamental hecha parrafos arriba utilizando la ex-

presion para la funcién de onda en la notacién de Dirac

P(g,t) = (gt | ). (2.6)

Lo cual representa una proyecciéon de | ¥)* en la base (gt |, donde | ¥)) es la funciéon de onda
en el esquema de Heisenberg [13]. Comenzaremos por insertar un conjunto completo de estados

de posicion en el lado derecho de Ec.(2.6) (nétese que consideramos el estado 9(qy,t¢))

(arty | )" = / (asts | aiti)(aiti | )" dg. (2.7)

Al comparar Ec.(2.7) con Ec.(2.6) tendremos la siguiente expresion para la funcion de onda

bapts) = / (asty | giti)d(go t:)das,

que al compararla con Ec.(2.4) concluimos que la cantidad (gsts | ¢;t;) juega el papel del propa-
gador al llevar a la funcién de onda de un estado inicial a uno final. Por lo tanto el propagador

en la notacién de Dirac es
K(qp,ty;qinti) = (qrty | aiti). (2.8)

Como nuestro interés es evidenciar que en el propagador estd la informacién de todos los
caminos por los que puede evolucionar el sistema, analizaremos sus propiedades considerando a
un tiempo t entre ¢; y ty, como se muestra en la Fig.(2.4). La amplitud de probabilidad de ir de

t; a ty via t serd: primero para ir de t; a t

(g, t) :/K((I’tqz',ti)iﬁ(%,ti)d%, (2.9)
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Figura 2.5: Transicion de (g;,t;) a (gf,tf) via n 4+ 1 puntos intermedios separados una longitud

T.

y parairdet aty
¢mwﬂ=/m%w%mmw@. (2.10)

Introduciendo la expresion para ¢ (g,t) de Ec.(2.9) en Ec.(2.10)

P(gqr,ty) :/K(Qf,tf;%t)/K(q’t;Qi,ti)ﬁb(%ti)dq@'dq,

lo que podemos escribir como

w%mz//Kmmm@mwm@wmmmm. (2.11)

Al comparar Eq.(2.11) con Ec.(2.4), identificamos a

K(qp trqiti) = /K(Qf,tf;q,t)K(q,t;qz-,ti)dQ- (2.12)

Entonces la transicion de (g;,t;) a (qf,ts) puede considerarse como el resultado de la transicion
de (gi,t;) a todos los puntos intermedios (g, t) seguidos de la transicion de este punto a (gy,tf).
Es decir, el propagador tiene la propiedad de que se puede subdividir en propagadores para
subintervalos de tiempo entre dos puntos.

Ahora veremos cémo podemos obtener la representacion de integral de camino del propagador
partiendo de la Ec.(2.8) y utilizando la propiedad del propagador dada por Ec.(2.12). Para esto,
dividiremos el intervalo de tiempo [t;,tf] que le toma a un sistema para ir de un estado inicial
¥(qi,t;) a uno final ¥(qf,t¢), en n + 1 segmentos iguales de longitud 7 como se ilustra en la

Fig.(2.5). Por analogia con lo realizado para obtener Ec.(2.12) y usando Ec.(2.8), tendremos

<thf ‘ Qiti> = / : '/dQ1dQQ e ’dQn<thf | Qth><Qntn ‘ Qn—ltn—1> ce <Q1t1 | Qiti>7 (2~13)
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donde la integral es tomada sobre todos los posibles estados intermedios.
A continuacion calcularemos el propagador sobre un pequeno segmento de un posible camino.

Partimos de la siguiente expresion para el propagador en un intervalo de tiempo [¢;, ;1]

—iHT
(gj+1tiv1 | gity) = (@41 Iexp{ - } | 4;) (2.14)

donde 7 =t 11 — ;.
Expresamos la funciéon exponencial de Ec.(2.14), en desarrollo en serie de Mclaurin, para
tener: A
ity | ts) = (g1 | 1= 0+ 062 | ). (2.15)
Considerando que los subintervalos de tiempo 7, en los que se divide el intervalo [t;,t¢], son

pequenos, 7 << 1, podemos escribir a Ec.(2.15) como
T . 9
(gt [ aity) = {g+1 [ @) — - Aajea [ H [ g5) + O(T7). (2.16)

Analizaremos el primer término del lado derecho de Ec.(2.16), comenzando por insertarle un

conjunto completo de estados de momento

«muw:/@mmzmmm» (2.17)

Utilizamos la siguiente relacion [13] 2

1 i
(¢ p)= \/ﬁeXp{hpq}, (2.18)

con esto la expresion Ec.(2.17) se reduce a

1 7
(41 | qj) = m/dpi exp {hpi(Qj+1 - Qj)} . (2.19)

Para analizar el segundo término (lado derecho) de Ec.(2.16) consideraremos que el operador

hamiltoniano esta dado por
~2
H=2—+V(g)

2m

%Se obtiene de considerar el siguiente elemento de matriz (g | p | p) = p{q | p), el cual satisface (¢ | p | p) =

fih%(‘lp}, con lo que nos queda la siguiente ecuacién diferencial p(q | p) = fih%(‘lm. Cuya solucion es

{a|p)= \/;r—hexp{%pq}.
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entonces tendremos que calcular

(@1 | H | 45) = (gj+1 \ | q;) + (g541 | V(a) | 45). (2-20)

Introducimos conjuntos completos de estados de momento correspondientes a las variables p y

P’ en el primer término de Ec.(2.20) (lado derecho) con lo que nos queda

A2

P
(gj+1 | | qj) = / dp'dp(qjr1 | )P | =—

5 |20 | 45)- (2.21)

Usamos nuevamente la Ec.(2.18) ademas del hecho

;P P
L 25
W5 1p) =5 dp—1)
en Ec.(2.21) y obtenemos
~9 . 2
p 1 i p
(g1 5 145) = 5 [ dp'dpexp {h(p/qm - ij)} 5,0 = 1),
Finalmente integramos con respecto a p’ para tener
(gj+1 | —la) =5+ /dpeXp{hp(qm — Qj)} Py (2.22)

Es importante sefialar que p? del lado izquierdo es un operador mientras que en el lado derecho
nos quedo la funcién p?.
Para el segundo término (lado derecho) de Ec.(2.20) con consideraremos la prescripcion del

potencial en el punto medio, como se indica a continuacion

qj+1 1 q;

gi+1 | V(@) | 43) = V(5

N1 | 45)- (2.23)

Por analogia con el procedimiento realizado para obtener Ec.(2.22) analizaremos la Ec.(2.23)
introduciendo conjuntos completos de estados de momento, agrupando términos, considerando

la Ec.(2.18) e integrando, lo que nos lleva a obtener

01 170 1) = 5 [ dveo { ptar — ) | Vi) (2:24)

donde ¢; = %(qjﬂ + ¢;). Una vez méas de lado derecho no hay operadores.

Sumamos las Ecs.(2.22) y (2.24) para formar la Ec.(2.20), quedandonos

(gj+1 | H | g5) /e p{ p(gj+1 — }2m /exp{ (Qj+1—Qj)}V(Qj)-

Lo que podemos escribir como

w10 = [ 32 oxw { Lot — a9} 0.0 (229
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donde H(p,qj) = % + V(gj)- Ahora sustituimos a las Ecs.(2.25) y (2.19) en Ec.(2.16)
dp ) iT _
(j+1tj41 | gits) = [ 5 exp {hp(qj+1 - qg‘)} <1 - Hp,q) + 0(72)> - (2.26)
Ademés consideramos
<1 - %H(p,q’j) + 0(7'2)> A exp {—ZhTH(p,qj)} T << 1,
con esto la Ec.(2.26) se puede escribir como sigue
1T 3
(gj+1tiv | gt Py eXp hp(qm ¢) = 7 HPp. @) -

Si usamos p = p; representando al momento entre ¢; y t;41 0 equivalentemente entre g; y gj41

finalmente tendremos

(gj+1tj+1 | ait; / exp{ [pj(gj+1 — qj) — TH(p;, q])}} (2.27)

lo cual nos dara el propagador sobre un segmento de un posible camino.
Para obtener el propagador completo en el intervalo [t;,t¢] sustituimos el resultado anterior

Ec.(2.27) en Ec.(2.13)

3

[pi(gj+1 —q;) —TH(pj, @)l ¢ (2.28)
§=0

SRS

lasty | aity) = lim o— / H da; H dpj exp

donde hemos utilizado la notacion:

[1d¢; = depddpir-- - dppin

Jj=p
tanto para p como para ¢q. Si consideramos el lim,_,, equivalente a que 7 — 0, es decir, que los

intervalos de tiempo [tj11,;] sean infinitesimales, la Ec.(2.28) nos queda como

1 : i [t
(arts | qiti) = m/ Dq Dp exp {; /t [pg — H(p,q)] dt} (2.29)

donde ¢; = q(t;), qr = q(ty) vy Dp = limy, o0 [1;—, d¢;. La Ec.(2.29) es la integral de camino

para la amplitud de transicion de (g;,t;) a (g, tf). De este resultado podemos observar que

» Cada par ¢ (t) y p(t) definen un camino en el espacio fase. En conclusion el propagador es
el resultado de considerar que todos los caminos para ir de un estado inicial a uno final
son posibles. Esto se ve de forma explicita en la integral de camino ya que para obtener el

propagador con ésta es necesario integrar sobre todos los caminos.
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= La forma de obtener la aportacién de cada camino en la construccion del propagador esté

medida por la integral que aparece en la exponencial % fttf [pGg — H(p,q)] dt.

Ya contamos con una de las expresiones para la amplitud de transicién, lo cual serd de gran
ayuda para realizar calculos como espectros de energia de un sistema, dispersién de particulas,
etc.

Con el propoésito de simplificar la notacién y de lograr obtener la expresién de la integral de
camino construida con los postulados de Feynman, la cual hace evidente el papel de la accién en

el propagador, retomamos la Ec.(2.28)

3?‘

(asts | aiti) = lggom/l—[dqg Hdpjexp Z; i(@+1 = @) = TH(pj, @) ¢ -

2
y como H(p;,q;) = 5 4 V(g;) podemos escribirla de la siguiente forma,

2
) pj
{asts [ aiti) = am 2rh / H dg; HdpJ P9 7 E [PJ T+l — ¢5) — Tom V(g )]

integramos respecto a p; 3 v nos queda

(qrty | qits) = h <27rh7') =+ /quj exp d i [m QJ+1 - qJ) V(cjj)] T . (2.30)

]:0

Al tomar el lim,_,,, vemos que

~ ) tf .
(arty | qits) :N/ a@qexp{;/ L(q,q) dt},
t;

donde L(q, ¢) es la funcién Lagrangiana, como j; " L(q,q) dt es la accion de la mecanica clasica,

finalmente tenemos

i
K(qp,ty;qits) = (apty | qits) =N/ @lep{hS}- (2.31)

Con lo que concluimos que los postulados de Feynman nos llevan a las mismos resultados que
los esquemas tradicionales de la mecénica cudntica mencionados por ejemplo en [13].
Cuando analizamos a un sistema en la mecanica cuéntica nos interesa encontrar las funciones

de onda correspondientes a dicho sistema, asi como los eigenvalores de la energia del mismo ya que

3La integral se resuelve utilizando el siguiente resultado

[} 1
/_Ooexp(faxQererc) dr = (§>2exp(i—a+c),
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con esto podemos dar una descripcién amplia del comportamiento del sistema. A continuacién
se obtendra la forma de relacionar a la integral de camino con los eigenvalores de un sistema.

Partiremos de la siguiente expresiéon para el propagador *

K(x1y,p2p,tys 210, P2, ti) = (1, 2f, by | 216, P2is L),

lo que podemos escribir de la siguiente forma

7

K(x1f,paf,ty; w14, p2iti) = (Tif, pay | exp {—hH(tf — ti)} | 214, D2i), (2.32)

lo cual es equivalente a Ec.(2.29).

Denotamos a los eigenestados que corresponde a los eigenvalores E, con | n) los cuales

satisfacen la condicién
> Inyn|=1,
n

ademés introducimos este conjunto completo de estados en Ec.(2.32)

i
K (215, pag,tys o1 poisti) = (w15, pag | m)(m | exp {_hH(tf - ti)} | n)(n | 214, p2i)-

n,m

Tenemos que ¢, (x1,p2) = (x1,p2 | n) son las eigenfunciones expresadas en términos de las

variables z1 y p2. Al comparar esta expresion con Ec.(2.29) concluimos

1 S i [t i .
pyrs / g TDp exp {h/t [p¢ — H(p,q)] dt} = En:exp {_hEn(tf - tz‘)} O (w17, p21)Pr (210, P2:)-
(2.33)

Como el propagador también esta dado por la Ec.(2.31) tenemos

K(x1f,paps tf; 216 p2is ti) = N/ Dlgexp {;5} =D exp {—;En(tf - ti)} On (@1, P2g)bn (105 P2i)-
! (2.34)

De Ec.(2.34) vemos que la integral de camino nos muestra una conexion directa entre la
mecanica clasica y la mecanica cuantica, ya que podemos conocer a las eigenfunciones de un
sistema cuéntico y obtener sus eigenvalores de energia (lado derecho de la ecuacion) si construimos
la accién clasica del sistema y utilizamos el método de integral de camino para encontrar al
propagador (lado izquierdo de la ecuacion).

Otro interés de estudio de la mecénica cuantica son los procesos de dispersién. A continua-
cién presentaremos un andlisis de éstos procesos utilizando la forma de integral de camino del
propagador. Esto nos llevard a presentar un conjunto de reglas, llamadas reglas de Feynman, que

nos ayudan a construir la amplitud de probabilidad de una dispersion.

4Donde hemos escogido la dependencia de las coordenadas x1, pa ya que de esta forma nos sera de gran utilidad

en el capitulo 3.
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2.2. La Integral de Camino en Procesos de Dispersion

En esta secciéon ilustraremos céomo se utiliza el método de integral de camino para estudiar
procesos de dispersién, utilizando el hecho de que la dispersiéon de una particula por otra se
describe por la interacciéon a través de un potencial. Para esto expresamos a Ec.(2.31) como

sigue

N ;o [tr ;o [tf
(xsty | xit;) = N/ Dz exp {;i/ Tdt} exp {_;i/ 14 dt} , (2.35)
t; t;

donde se ha usado el hecho S = ftif (T'-V)dt y se ha cambiado de notacion ¢ — x. Comenzaremos

ty
‘/ th‘ <h,
t;

lo cual implica que la interaccién entre las particulas es mediada por un potencial débil o que

por hacer la siguiente consideraciéon

ocurre durante tiempos muy cortos. Esta consideracion es clave para calcular la amplitud de
transicién, ya que nos permite utilizar el método perturbativo como método de aproximacién

haciendo el siguiente desarrollo conocido como desarrollo perturbativo (serie de Mclaurin de

exp {—% tif Vv dt})

i [t i [t 1 ts 2
exp{—h/t_ th}:l_h/t th_%fi?u th} + .., (2.36)

sustituimos la Ec.(2.36) en Ec.(2.31) y con esto podemos escribir al propagador como
K(xftf;xiti) =Ky + K1 +K +..., (2.37)

donde Ky es el propagador de particula libre, K1 es la correcciéon a primer orden del propagador
y asi sucesivamente.

A continuacién se obtendran las expresiones de cada uno de los propagadores enlistados
arriba, ya que con ellos obtendremos la forma explicita de K(xsts;x;t;) hasta primer orden.
Comenzaremos con Ky que es el resultado de multiplicar el primer término del desarrollo per-

turbativo Ec.(2.36) con la exponencial de energia cinética, esto es:

. . ts . . ty
Ko = N/ @:Bexp{;/ Tdt} = N/ ?/:):exp{;ﬁm/ i dt} (2.38)
t; t;

donde se ha usado la forma explicita de la energia cinética (1" = %me) Para resolver la integral
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de Ec.(2.38) retomamos la forma discreta®

n+1 n . n 2
, mo o\ z ! (Tj+1 — ;)
i () [ d fnys el
Ko = lm (35— {/?:1 ) exp 2hn1j:0 - (2.39)

Procedemos a resolver la integral anterior’. Como (n +1)7 =t ¢ — t;, el propagador de particula

1
B m 2 i (zp—x)?
Ko _'<2ﬂ¢h@f-m)> eXp{2hm T

Para conservar la evolucion temporal de eventos, es decir considerar que se debe cumplir £y > t;,

libre esta dado por

escribimos al propagador de particula libre de la siguiente forma
2 [ ()’
m (3 :L'f — X
Ko =0(tr—t) | ———— —m——" 2.40
0 =6t 0(%%@—m>em{%mtr%i}’ (2.40)
donde ©(ty — t;) es la funcion paso y estd definida como sigue

1 ty>1t;
Oty —t;) =

0 otro caso.
Ahora se calculara K1, el cual esta dado por la multiplicacion del segundo término del desarrollo
perturbativo Ec.(2.36) con la exponencial de energia cinética de la siguiente manera
. . . tf tf
K1 = —ZN/ @xexp {Zm i? dt}/ V dt.
h 20 Jy, t

En forma discreta, lo anterior se escribe como

. ntl M . n 2
i, m \ 2 ? (zj+1 — x5)
G == Jim (7)) T T e o | gpm S I ),
1= J=

donde no hay que perder de vista que se reemplazé la integral temporal del potencial por una
sumatoria, y que el potencial estd seleccionado en un punto. Separaremos la sumatoria del ex-

ponente en dos partes: una que vayade j =0a j=a — 1y otra que vayade j =a a j =n.

®Véase la Ec.(2.30).
SResolvemos la integral utilizando el siguiente resultado

/ dwy dxs -+ day exp {iX[(z1 — a4 (w2 —z)>+... 4+ (b— xn)z]} =

i) o [Frae-o]
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Con lo que nos queda

i m o\ i a_l(ac-+1—x')2
= —— 1 _ Sl e
G = g (i) 2o fdoedee gpn 3B
. n 2
i Tjt1 — T
X exp ﬁm Z (]+7']) V(xa, ta)

j=a

Como V (x4, to) depende de x,, nos sera de gran ayuda escribir la expresion anterior de la siguiente

forma
Ko = 1 dz; { P50 %“ "4 dz, ¥(2.41
T _ﬁningoz ;i > exp % Z Tot1 - dry, p(2.41)

a — $]+1 - -T] 2
XV (Tayta){ P2exp | = Z dxy - dxe_1
§=0
n+41 n

donde se ha hecho (52=-) 2 =Pz E . Comparamos la expresion anterior Ec.(2.41) con Ec.(2.40)

e identificamos a los siguientes propagadores:

n—a+1

, e
» Ko(zf,t5;2a,ta) = O(tr—ta) im0 (%TET) 2 fexp{ﬁmzyziw}dmaﬂ~-dxn

w Ko(asta; iy ti) = O(ta—t;) limy 00 (27:%7) fexp{%mz M} dxy - dze—_1.

Con esto K1 es
Ky =—— hm Z /da:llCo Tty Ta,ta) V(Za, ta)Ko(ata; ziti) -
Al tomar el limite nos queda
i [Y
Ky = _h/ dt/ deKo(z st at) Ve, t)Ko(zt; zits) ,
t1

como nos interesa conservar la evolucién temporal de eventos, concluimos que la integral sobre ¢

puede ser tomada sobre todos los valores de ¢, asi tendremos
K1 = —;L/ dt/ deo(z st at) V(x, t)Ko(t; xit;) (2.42)

lo cual corresponde a la correccién a primer orden del propagador libre.
Juntando las Ecs.(2.42) y (2.40) la expresion para el desarrollo perturbativo del propagador
Ec.(2.37), queda de la siguiente forma

K(xftf;xiti) = ’C() (mftf;:riti) (2.43)

—;/ dt/ dI}CQ(Iftf;It) V(m,t)/Co(xt;a:iti) + ..,
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Tty

Figura 2.6: Desarrollo perturbativo del Propagador.

la cual es la solucién en serie de perturbaciones de K, y es conocida como serie de Born. En resu-
men Ko describe la propagacion libre de una funcién de onda de (x;,t;) a (vy,ty), K1 describe
la propagacion de una funcién de onda con una perturbacion en (x1,t1), asi sucesivamente.

Esquematicamente el desarrollo perturbativo del propagador se puede visualizar como en la
Fig.(2.6).

En la medicién de un proceso de dispersion, las condiciones experimentales son: en ¢ — —o0
la particula es libre, luego es dispersada y es libre nuevamente en t — +oo. Estas seran las
condiciones para nuestra funcién de onda . Tendremos que ¥ es una onda plana en ¢; denotada
por ¥;(x;,t;). Ademas consideraremos que V' — 0 para tiempos t >>t; y ty >>t donde ¢ es el
instante en el que se realiza la interaccién.

Tomando hasta la primera aproximacion la serie de Born Ec.(2.43) tenemos para ;(x;, t;)

(donde se utiliza la Ec.(2.4))

W (xp,ty) = //co (25, t g5 w0, )i (24, 1) da; (2.44)
—% /Ko (xf,tf;x,t)V(x,t)lCo (Jj,t; xi,ti)wi(l’i,ti) dx daci dt,

donde () (xf,tf) corresponde a una onda que fue libre en ¢ = —oo. Esto involucra a un
propagador que llamaremos de retardo Ko (z,t;2',t'), el cual es cero para t’ > t.

Asi mismo la solucién se puede escribir para w(_)(xi,ti), la cual consiste en una onda que
serd libre en ¢ — 0o, en términos de la funcion denotada por ¢y i.e dado que fue dispersada. Aqui
se involucrarda un propagador que llamaremos de avance Ko (z,t;2',t') el cual serd cero cuando
t>1t.

Estamos interesados en la amplitud de probabilidad de detectar una particula (al final) con
un momento definido, esto es, una onda plana 9y, la cual serd plana ya que V' — 0 para valores

“grandes” positivos de t. Como w(”(a:f,tf) y () (x4,t;) son las amplitudes de probabilidad
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de que: la particula sea dispersada dado que fue libre y sea libre dado que fue dispersada,
respectivamente. Entonces, la superposicién de éstas dos amplitudes de probabilidad nos dara la

amplitud de dispersién con la siguiente expresion:

S = /¢?($fvt.f>¢(+)(xf7tf)dwf- (2.45)

Al sustituir la Ec.(2.44) en Ec.(2.45) obtenemos la amplitud de probabilidad de la transicién de

Y; a 1y a través del potencial V(x,t) a primer orden
Sy = /zﬁ;(xf,tf)lCo (g, trsa, ti)i(ws, t;) da day

_;/w}(xf,tf)]CO (xf,tf;x,t)V(x,t)lCo (x,t;xi,ti) (2.46)

X’lbi(wi, ti) d.%f dx d.%'i dt.

Considerando que los momentos final e inicial en tres dimensiones son: Py = hKy y P; = hK;,

tendremos que las correspondientes funciones de onda v;(x,t) y ¥¢(x,t) estaran dadas por:

¢i (X, t) =

1 1 1
Gt S EPx B0} 3 vt = e @B
(2.47)

donde E = 2 y (27177)7%

2m

es el factor de normalizacion. Sustituyendo Ec.(2.47) en Ec.(2.46) y

usando la siguiente identidad

/exp{iq -x} dx = (27)%6(q), (2.48)

nos queda a primer orden

Sp = 6(Kj—K;)— ;/z/;;(xf,tf);co (p by 2tV (2, 1)Ko (2,6, b))  (2.49)
X¢i(l‘i, ti) d.Tf dx dﬂ?Z dt.

Donde hemos considerado conservacién de la energia E; = Ey. La amplitud de dispersién es
entonces un elemento de una matriz, denotado con Sy;, cuyos (fi) elementos estan dados por
Ec.(2.49); a ésta matriz se le conoce como matriz de dispersion o matriz S. El primer término
corresponde a la “no” interacciéon dando conservaciéon de momento y una matriz S unidad. Las
interacciones son representadas por el segundo término. La amplitud de que un particular estado

de “salida 1" resulte de un particular estado de “entrada ;" es a primer orden

A 7% /¢;;(xf,tf)/co (s, b5 2tV (x, )Ko (@, t; 22, 1:) (2.50)
Xwi(l‘@', ti) dl‘f dx dl’z dt.
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Ahora tenemos una expresion para la amplitud de dispersion en términos del propagador libre

Ko vy del potencial de interaccion.
Reglas de Feynman para la amplitud de dispersion

La ecuacion Ec.(2.50) puede ser trasladada hacia un conjunto de reglas para calcular la
amplitud de dispersién, conocidas como reglas de Feynman las cuales se presentan a continuacioéon.
La idea consiste en representar con diagramas cada término de la serie de Born, por ejemplo
podemos representar la amplitud dada por Ec.(2.50) (la cual es una aproximacion a primer orden)

con el siguiente diagrama:

.I',;f,;

Entre cada extremo del diagrama y el potencial hay propagacién libre. La amplitud de disper-
sion se puede formar al sumar los correspondientes diagramas al orden deseado; por ejemplo
la amplitud de dispersién con correccién a primer orden resulta de sumar los siguientes dos

diagramas.

K:u(ﬂ'_;" ﬁ_;'l Tis !','J

.?’T,'f,‘ Ifflf

/f ____R"“‘-———______ —V(x, t); se integra sobre x y {

Multiplicamos por 1;(x,t) y ¥¢(x,t) a los extremos de cada diagrama, integramos sobre las dos
variables espaciales relevantes y con ello obtendremos la expresién para la amplitud de dispersion.
En la derecha se ilustra el diagrama correspondiente a la correccién a segundo orden de la

amplitud de probabilidad de una dispersién.
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:]'.’,'flr'

Tyt

Entonces, por las reglas antes presentadas tendremos que la correccién a segundo orden,

denotada por -7 ) es

-\ 2
@ (;) /¢;(xf,tf)K0 (5, 35, YV (s €)Ko (s, D)V (x, )
X]Co (X, t; X;, tz)wz (Xi, ti) dXi dx dt dXI dt/ de. (2.51)

Como mencionamos anteriormente las amplitudes de probabilidad dependen del propagador
libre. Para el cual tenemos una expresion en el espacio coordenado, en el apéndice B se presentan
las correspondientes representaciones del propagador libre en el espacio fase, y en el de momento
v energfa. En estos espacios se evidencia que la propagacion libre se da sélo si hay conservacién
de momento y de energia.

Por ultimo obtendremos una expresién para la amplitud de dispersién que nos serviré en el
capitulo 3 para estudiar la dispersion de Rutherford. Comenzamos por sustituir la expresion para

Ko dada por la Ec.(B.6)

Ko (x5t :xits) = O(t; —ti)/exp{; <q- (s — %5) — 2‘1;(@ —ti)>} da,

en la amplitud de dispersion dada por la primera aproximacion de Born Ec.(2.50), junto con las

expresiones de @Z}f(:pftf) y ¥i(z;t;) y obtenemos

1 { P’
o7/ (27T)3(27Th) /xp{—h (Pf-Xf—an;tf>}@(tf—t)

xexp{;_L( (x — Xf)—2q2(tf—t)>}V(x,t)
xwp{l< —X)—SZ@—%Q)@@—%Q}
Xexp{z (P X; — ; )} dx g dx dx; dt dq dd. (2.52)

Integramos con respecto a x¢

[ (~4Pr — @) x7) dxy = 2e°5(P; -
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Este es el mismo resultado para la integral con respecto a x;, donde ahora Py — P; y q — q'.

Utilizando los resultados anteriores integramos con respecto a q para tener

? ?
/exp (—hq-x> 5(Py—q)dq=exp (—hPf-x> ,

y la contribucion de la integral sobre q' que se obtiene cuando Py — Pj, q — q' y x — Xp.

Resolvemos las integrales que involucran a ¢

.2 D2
‘9 —oxp [ LR
/exp< h2mtf> 0(Pf —q) dq-exp( h2mt )

y a to, al cambiar Py — P;, g = q' y ty — to en el resultado anterior.

Finalmente utilizando los resultados anteriores la Ec.(2.52) se reduce a

i i
7 = @ /exp {h (P, —Py)-x — (E; — Ef)t]} V(x,t) dx dt, (2.53)
2
con F; y = iy . A partir de la expresion anterior, podemos calcular la amplitud de dispersién
7f 2m

de una particula que cumpla con las condiciones que describimos al inicio del capitulo a través
de cualquier potencial V' (x,t).

Para concluir con este capitulo, podemos decir que hemos presentado una interpretacion
de los fen6menos cuanticos alterna a la desarrollada por De Broglie, Schrédinger, Heisenberg
entre otros. En esta interpretacién se relaciona a la mecénica cuantica con la mecanica clasica
por medio del concepto de accion. Esto es evidente en la Ec.(2.5) que se construye con los dos
postulados de la formulacion de integral de camino de la mecanica cuantica, los cuales tienen
como idea central considerar que todos los caminos, para la evoluciéon de un sistema, aportan
a dicha evolucién con una amplitud de probabilidad. La forma de obtener informacién de un
sistema con la integral de camino es utilizando Ec.(2.34) la cual relaciona a las eigenfunciones y
eigenvalores de la energia con el propagador del sistema. Finalmente para estudiar procesos de
dispersion, hicimos un desarrollo perturbativo del propagador lo cual nos llevé a establecer las
reglas de Feynman. Estas nos ayudan a construir la amplitud de probabilidad de una dispersion.

En el siguiente capitulo, pondremos en accién los resultados anteriormente descritos anali-
zando al sistema de una particula de masa m y carga ¢ en presencia de un campo magnético
uniforme y de un potencial de oscilador armonico simple. También se estudiara la dispersiéon de

Rutherford con el objetivo de ilustrar la forma de utilizar la teorfa de dispersién antes presentada.



Capitulo 3 La Integral de Camino en Accion.

En este capitulo presentaremos las aplicaciones, descritas al final del capitulo dos, de la
integral de camino. Comenzamos por analizar el espectro de energia del sistema formado por una
particula cargada en presencia de un campo magnético uniforme y de un potencial de oscilador
armoénico. Terminaremos por analizar la dispersiéon de una particula cargada por un potencial
coulombiano, lo que corresponde a la dispersiéon de Rutherford.

En el capitulo 1 utilizamos el principio de minima accién para analizar al sistema de una
particula cargada en presencia de un campo magnético uniforme y de un potencial de oscilador
armoénico. En este capitulo analizaremos el mismo sistema, desde un punto de vista cudntico,
utilizando el método de integral de camino que se desarroll6 en el capitulo 2 [16] .

Reescribiremos a la Lagrangiana del sistema en términos de las coordenadas (x1, p2, @1, p2)
lo que nos lleva a tener un término de acoplamiento entre estas coordenadas.

Veremos que para poder resolver la integral de camino correspondiente a este sistema es
practico realizar una rotacién ortogonal al sistema de coordenadas con el objetivo de desacoplar
el término mencionado, ya que después de esto la Lagrangiana resultante en el nuevo sistema de
coordenadas corresponde al sistema de dos osciladores armoénicos independientes, lo que permite
evaluar la integral de forma directa.

Analizamos los casos limites B << m, k << By m << B? del espectro obtenido para
el sistema y notamos que existe una correspondencia directa entre los primeros dos limites y
los sistemas reducidos correspondientes a dichos limites, ademés encontramos que para hacer
coincidir el espectro obtenido con el de la teoria reducida en el tercer caso, es necesario hacer
una redefinicién de una de las frecuencias obtenidas.

Fl resultado del tltimo anélisis descrito coincide con el obtenido por Dunne y Jackiw quienes

analizaron este sistema utilizando el método de operadores [17].

38
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3.1. Oscilador Armoénico en Presencia de un Campo Magnético

Comenzamos por reescribir a la Lagrangiana de este sistema, como la transformada de Le-

gendre de la funcién Hamiltoniana correspondiente, es decir

2
ij=1
donde
2 /1 1 1 1,
H= —(p; — = Beyjz;)(p;i — = Be; = foa? 2
5 (gm0 = yBese)los — 3 Bessms) + yia?) 32)

i,5,8=1

Ahora bien, utilizaremos la Ec.(2.34) para encontrar el espectro de energia asi como las
correspondientes funciones de onda, las cuales dependen sélo de x1 y po por la forma en la que
construimos a Ec.(2.34).

De las Ecs.(3.1) y (3.2), vemos que la funcion Lagrangiana que integraremos en el propagador
es una funcién cuadrética en las coordenadas xo vy p;. Tomando en cuenta este hecho y las
relaciones entre el resto de las coordenadas involucradas a través de los paréntesis de Poisson,
podemos considerar la integral con respecto a las variables x2 y p1 como parte de una constante

N [16]|17]. Por lo tanto, usando la Ec.(2.29), escribimos al propagador como sigue :

; i (Y
K (217, pag, byl poi ti) = N/ g Tp exp {h Ley dt} : (3.3)
t;
donde Lef = Leg(xi, p2, &5, P2) €
B’4+mk ., B. . 1. 1 k
Lep= Tﬁ + Expo + ﬂpg - (2mp% + 2$%> (3.4)

y hemos hecho ¢ = c=1.
Para poder resolver la integral, tenemos que desacoplar el término %i‘l Po, para esto definimos

a las siguientes matrices de 2 x 2

B24mk

B
M — + T K — k 0
B 1]’ 0o L)’
k k m
y al vector X = (x1,p2)7, con esto podemos escribir a la Lagrangiana de Ec.(3.4) de la siguiente
forma
1. . 1
Lef= 5XTMX — 5XTKX. (3.5)

Aplicaremos una transformaciéon al vector X = (z1,p2)? para cambiar de coordenadas y ya

no tener el término en el que se acopla a @ con pp. El nuevo vector serd Y = (y1,12)7 v lo



3.1. Oscilador Armoénico en Presencia de un Campo Magnético 40

obtendremos al realizar una transformacion escalar S sobre el vector X, seguida de una rotacién
ortogonal O. Con esto tendremos:

Y = OSX.

El objetivo de aplicar la transformacién escalar es lograr que las dos nuevas coordenadas y; v y2
tengan las mismas unidades, y el de la ortogonal es el de rotar los ejes del espacio fase para con

ello desacoplar a las coordenadas &1 y p2. Estas matrices estaran dadas por

VE 0 cos —sinf

S = , 0=
0 w/% sinf cos@

Para mantener invariante a la Lagrangiana de Ec.(??) transformamos a las matrices M y K de
la siguiente manera:

M’ = 0S'M(08)™!

K' = 0S 'K(0S)™ !,
con lo que nos queda la siguiente funciéon Lagrangiana en las nuevas coordenadas
Lep= %YTM’Y — %YTK’Y. (3.6)
Las matrices M’ y K’ son

%22 cos? 0 + 2 2‘?—?3 sin @ cos 6 f—; cosfsinf + \:—?B(COSQ 6 — sin” 0)
c 2 c2

M =
%COS@SiDQ + —;;nB(COSQ 0 — sin” 0) %22 cos? 0+ 2t + Qk—”;B sin 6 cos 6
5 2

1 0
0 1

K' =

Escogeremos una matriz de rotacion que diagonalice a la matriz M’, con el objetivo de no tener

acopladas a las coordenadas 91 y 10, para lograr esto tenemos que resolver la siguiente ecuacién:

B2 /
-7 cos Osin g + k;nB(cos2 0 —sin?6) = 0, (3.7)
2

al sustituir la solucion (ver apéndice D) de esta ecuacion en las entradas M'1; y M99 nos quedan

las siguientes expresiones para las matrices M’ y K’
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Donde
M, = %2 [2mk + B? + B\/4mk + B2, (3.9)
1
My = 5 [2mk + B? — B\/4mk + B?] (3.10)
y
- L (3.11)
P= :

Sustituyendo las matrices M’ y K’ de Ec.(3.8) en Ec.(3.6) obtenemos

2

1 1
L'y = Z (QMz':l)? — QMZQ?yf> , i=1,2. (3.12)
=1

Como podemos ver esta Lagrangiana no tiene términos acoplados. Esta funcion es la Lagrangiana
de dos osciladores armonicos ortogonales e independientes con masas M; y frecuencias ;. Ahora
procederemos a calcular el propagador correspondiente a ésta
K(Y¢,t6], Y5, t) = N/ f%yl exp{ E ef (Wi, Us) dt}.
t;

Existen varios métodos de encontrar este propagador, por ejemplo podriamos hacerlo utilizando
la forma discreta [18] de la integral de camino tal y como lo hicimos cuando encontramos el
propagador de particula libre Ec.(2.40). Lo que haremos es representar a los caminos como una
variacion del camino clasico [12] como se muestra a continuacion

[T [1 1
KOty Yiot) =N [ Do {4 [ [SanG + 0302 - 33020 + 00| at)},
t;

con esto podemos expresar al propagador de la siguiente forma
b el
K(Y 115, Y1) = NE(l; >exp{hssf},

donde F'(ty —t;) son fluctuaciones al camino clésico relacionadas con todos los caminos (excepto
el clasico) que unen a los puntos i y f. Con la forma explicita de F(t; —t;) y con la expresion

para la accion del oscilador armoénico [12][18] tenemos que el propagador viene dado por

2 M. 2
K(Y: te],Y;t;) = N e 1
(Yt ) (H 2mhsm{Qk(tf—ti)}> (3.13)
ZMka 9 2
E , Q —ti) — 2y .
X exp{ QhSIH {Qk tf )} [(ykf + ykl) Cos k(tf 13 ) Yk ykf]}
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Ahora que contamos con la expresion del propagador de nuestro sistema Ec.(3.13), haremos el
siguiente cambio de variable en ésta para obtener la expresion de las eigenfunciones y eigenvalores

del sistema

, 11—p? 11+p?
Sin {Qk(tf — tl)} = Z D y COS {Qk(tf — tl)} = § p s

donde p = exp {—i€Q(ty — t;)}. Ademas definiremos a las siguientes variables

M. Qy, M Qy,
§ki = Yk y Skf = 5 Ukf

Con esto la Ec.(3.13) se escribe de la siguiente forma

2

Q : 1
K(&kpstsl, Srinti) = N(H ]\g];”;;p) (1—P2)26XP{—;(§£,0+§131')} (3.14)

{ 288 ;& — (& + )P }
X exp .

1—p?

Utilizamos la siguiente relacion conocida como formula de Mehler [19]

) 262 €20 _ (€24 £2)2 o0
(1 _pQ)—§ exp{ gkfgkzp (fkf gkz)p } _ Z #an(gkl)an(gkf)pnkv

1—p? ot 2mk !

donde H,, son los polinomios de Hermite. Con esto el propagador Ec.(3.14) nos queda como

sigue

2 M Qup 2 1 <
K&y oty pirti) = N (H Kok ) exp {—2 (& + &i)} Z WH% (&ki) Hny, (&g )"
k=1 ’

2mih =
Al regresar el cambio de variable (a las variables Y; ¢) obtenemos
2

1
MO\ 1, My M,
K (Y tyl, i ti) = N(H Wi) exp =5 (i vk ¢ (315)

=1 [ M Q) M Q%
X ZO mﬂnk ( h?Jki) an ( 7 Yk f
ng=

X exp {—iQk(tf —t;)(ng + ;)} )

Comparamos a Ec.(3.15) con Ec.(2.34) y concluimos que las eigenfunciones de este sistema son

1
2 4
1 Mi.Q 1 /[ M.Q M0
oo =t (TLYEE ) o (g (M), (15250 ).
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Asi mismo, los eigenvalores de la energia
1
Enk = (nk + §>th,
por lo que la energia total es
1 1
Enyny = (n1+ 5)7191 + (n2 + 5)7192 (3.16)

Esta expresion es el analogo cuantico de E = Ey + E_ del caso clasico (Ec.(1.37)). A continua-
cion analizaremos el espectro de energia dado por Ec.(3.16). Comenzaremos por escribir a las

frecuencias €2; como sigue (usamos las Ecs.(3.9), (3.10) y (3.11))

V2k

Q =
V2mk + B2 + ByVA4mk + B2

) vk
V2mk + B2 — B\Amk + B®
Si consideramos B << m y k fija, nos queda
B B?
= 2 (
8vVm3k

Qo

)2 + O(BY)

m - 2m

[k B B2 \?
Qo =4/ —+—+2 o(B*
? m+2m+ <8\/m3k‘> +OLEY,
por lo que, en el limite % — 0, la energia total Ec.(3.16) toma la siguiente forma

B0 1 1 1
Eﬁq;;,ng = (n1 +§)hWO+(7’L2+ §)hw0+(n3+§)ﬁwo ny,ne,n3 =0,1,2.... (3.17)

Aqui es necesario tomar en cuenta a la coordenada x3 ya que sin campo el movimiento no sera
restringido al plano. La expresién anterior es la de la energfa del oscilador armoénico tridimensional
tal como era de esperarse al disminuir la intensidad del campo. De la misma forma, las frecuencias

se pueden escribir, para k << B y m fija, como sigue:

k km Em \ 2 E\4

h 31‘32”(32> +O<<Bz>>

Y 2 4
B k km km k

L=t BB 2<Bz> O<<32>>

&
EET" = (n+ 2)hw, n=01,2..., (3.18)
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donde w, = % se conoce como frecuencia de ciclotron (es la frecuencia de una particula de
masa m cargada en presencia de un campo magnético). Ec.(3.18) coincide completamente con la
energia de teoria reducida correspondiente a k = 0.

Para m << B? tenemos

k km km\ 2 m\4
h=5g 1‘32”(32) O<<32>>
Y 2
k km km m\4
=13 1‘Bz+2<32> “’)((32))’
por lo que
, k
Iim Q1 = —
550
¥y
B kK
lim Q9 = lim (+>—>oo
%—)0 =0\ B

Entonces, para el limite considerado, es necesario hacer la siguiente redefiniciéon Qs — 9 — (% +

%) va que éste nos dard un valor finito para la energia que coincide con el de la teoria reducida

correspondiente a m << B? [17].

0k 1
EF " = Bpn g 2)

=0,1,2...
B 2 n 077

(3.19)

Por otro lado vimos que los limites B << m y k << B nos dan el resultado exacto de la teoria
reducida en la energia, mientras que para hacer coincidir el limite m << B? de la teorfa general
con la correspondiente teoria reducida hubo que considerar la redefinicion Qy — Qo — (2 + %)

m

. . . . , 2 1.
Para analizar el hecho de que no coincidan directamente la energia E,, y EM<<5" utilizaremos

a
Lepy= %szf - %Miﬁ?%’za i=1,2
ya
M1:2]12[2mk+BQ+B\/m]:f§[2BWZk+ 4;1—2]{#1]
My = #[277@]{:—1—32—3\/@] = fj[zgf 1- 4;—2]{—#1]
vemos que al considerar el limite nos queda
B2

m<<B2? __
M

k2
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2
M?’IL<<B =0

: P . . . 2
es decir en el limite sélo tendremos la lagrangiana de un oscilador con masa M{"<<B = 52 y

2 2 . . .
Qr<<B® = M5<<B" = 0 implica que es necesario

por lo tanto frecuencia % y el hecho de que
considerar 29 = 0.

Para concluir, podemos decir que el escribir a la funcién Lagrangiana del sistema en forma
matricial y considerar una transformacion ortogonal y otra escalar de las matrices que la forman,
nos permitioé reescribir la Lagrangiana como la correspondiente a dos osciladores independientes,
lo cual nos facilité obtener el propagador del sistema. De ahi, al realizar los cambios de variable
correspondientes, obtuvimos directamente las eigenfunciones y eigenvalores del sistema.

A continuacion utlizaremos la teoria desarrollada con la integral de camino para dispersion,

analizando la dispersion de Rutherford.

3.2. Dispersion de Rutherford

Ahora aplicaremos la teoria desarrollada en el capitulo 2 a la dispersién de Rutherford, la
cual tiene las siguientes caracteristicas: es la dispersién de una particula cargada y sin spin en
un potencial Coulombiano. Satisface las siguientes condiciones iniciales: en ¢ — —oo la particula

es libre, luego es dispersada y es libre nuevamente en ¢ — +00.

Partimos de sustituir el potencial de Coulomb (V(x) = 1r]) en la Ec.(2.53) (la cual

47reo
nos da la amplitud de dispersién de una particula que cumpla con las condiciones iniciales que
describimos al inicio del capitulo a través de cualquier potencial V' (x,t)), y obtenemos
i Ze? i 1
o7 —/ex —[(P;—Pg) - x—(E; — Ef)t] p — dxdt.
e e R R R U a=

Procedemos a resover la integral anterior, comenzamos por integrar con respecto a ¢, lo que

nos da (usamos la Ec.(2.48))

i Zeé? i
e 2h5E—E/ —(P; — Py) - dx dt,
i e 200(Ey ~ B [ex { 4Py~ P x} o dx
esta ultima integral no converge en el infinito, introduciremos un factor de amortiguamiento dado

por exp {—ar} para hacer que la integral sea convergente y luego tomaremos el limite a — 0

para deshacernos de este factor, con esto nos queda resolver la siguiente integral

i Ze? 1
A — Wmeo%hé@f_ hm/exp{ (P; — Py —ar)- X]}\r dx dt,
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la que nos da como resultado 4222, con q = P; — Py y asi nos queda

Ze2h? 1
"2

1
S~ ~(2m)2 47ey q

lo que corresponde a la amplitud de dispersién, a partir de ella podemos calcular la secciéon de
dispersién o.

Ademés |A|? nos da la probabilidad de que una particula emerja con momento P;. De igual

(2m)?
(2mh)3

forma tendremos que |A|? dP; nos da la probabilidad de que una particula emerja con

momento entre Py y Py + dPy, donde (2m)3 es el factor de normalizacion.

P . . . . . A% (2m)3
Asi mismo, si consideramos el tiempo de la interaccion T, tendremos que %((2:}2)3 dP¢

es el nimero de particulas por segundo que emergen en este rango de momento. Para obtener

las secciones de dispersion dividimos por el flujo incidente % e integramos con respecto a Py.

Considerando que hay ﬁ particulas por unidad de volumen, tendremos entonces que el flujo

Lgm particulas por segundo por unidad de area.

incidente es @)

Asi la seccion de dispersion sera:

A (27m)°m
g _— P
7 /T wp, T

al calcular |c5(%)|2 nos queda !

T
o 2~ L
|0(E; — Ey)| QWH(S(EZ Ey),

con este resultado tendremos que o es

mZ2e* 1
= ———+— | —60(Es— E;)dP;.

Como P, = (2mEz)% y &Py — Pfc dP;dQ, ademés dPy = (2mEf)_%def, después de integrar

2224 1
UZmQS/MQ
dm=ed q

con respecto a Ey nos queda

'Es necesario calcular esta cantidad ya que la involucra |A|?. El procedimiento para calcularla es haciendo la

siguiente consideracion:

5(Ei_Ef): lim 1/ exp{@t} dt.

h T—o0 2T J_ z
Integrar con respecto a t. Luego calcular el area debajo de la funcién obtenida en la integral anterior y usar el

hecho
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ahora como q = P; — P tenemos
Q=P+ Pf — 2P, Py cos®.
Ya que P; = Py = P obtenemos, en forma diferencial con P = muv
do ( Ze? )2 1
dQ  \8meomv? ) gint g

Lo que corresponde a la férmula de Rutherford. Como vimos, surgié de analizar la aproximacion

a primer orden de la amplitud de dispersién dada en la serie de Born. De igual forma podemos
obtener la seccién de dispersion correspondiente a otros 6rdenes de esta serie, comenzando por
obtener la amplitud de dispersién hasta el orden deseado utilizando las reglas de Feynman des-
critas en el capitulo 2, asi como las condiciones que se deseen estudiar. Por ejemplo podemos
analizar la dispersion de Rutherford considerando que la particula se encuentra en presencia de
un campo magnético uniforme. Donde podemos aprovechar la expresion del propagador obtenida

en la seccion (3.1).



Conclusiones

Hemos descrito la forma de analizar fenémenos cuanticos no relativistas, utilizando la repre-
sentacién de integral de camino del propagador de la mecénica cuantica. Para lograr esto, fue
necesario revisar el concepto de accién de la mecénica clésica, ya que éste se relaciona con el
hecho de que a nivel clésico, las particulas describen una trayectoria (la que deje estacionaria
a la accion) en el espacio en el que se represente su cambio de estado. El propagador surgio de
introducir la idea de que a nivel cuantico todas las trayectorias son posibles para la evoluciéon de
un sistema, y nos ayuda a describir dicha evolucion.

Entre las propiedades importantes que se analizaron del propagador, estd la relacion del
mismo con las eigenfunciones ¢, y los eigenvalores de la energia F, de un sistema. Vimos que
al construir el propagador (en su forma de integral de camino) de un sistema, de éste se leen
directamente ¢, y E,, esto se ve claro en Ec.(2.34). También se present6 la forma de analizar
procesos de dispersién utilizando la integral de camino, ésto nos llevd a establecer un compendio
de reglas (reglas de Feynman) para calcular la amplitud de probabilidad de una dispersion.

Otra caracteristica importante que revisamos del concepto de accién fue su relacion con la
energia mecéanica total, vimos que el principio de minima accién se puede presentar diciendo la
energia cinética promedio menos la energia potencial promedio es minima para la trayectoria que
sigue un objeto que va desde un punto inicial a uno final.

Podemos decir que hemos cumplido con el objetivo principal de este trabajo de tesis, de
obtener las herramientas necesarias para analizar sistemas cuénticos utilizando la integral de
camino. Asi como el de presentar la interpretacion de todos los caminos posibles para la evolucion

de un sistema cuéantico, lo cual es alternativo a la dualidad onda-particula de Louis de Broglie.
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total.

| principio de minima accién es equivalente a decir que la tayectoria que sigue una

particula en el espacio de configuracion es aquella para la cual la diferencia T —V es

minima, notese que es la diferencia entre la energia cinética y la potencial lo que se minimiza y
no la energia total de un sistema, analizaremos ésto de la siguiente manera [7]:

Partimos del hecho de que por la primera ley de Newton, sabemos que una particula libre
moviéndose a velocidad constante con respecto a un sistema de referencia inercial, sigue una linea
recta en el plano (¢, x); trataremos de “justificar” el hecho de que la particula siga esa trayectoria.
Lo haremos respondiendo lo siguiente ;tiene la naturaleza alguna razén energética para este
fenémeno?, por ejemplo ;por qué la particula no toma la trayectoria alternativa denotada por

LMN y formada por los segmentos A y B como se muestra en Fig.(A.1)?.

I | [ 1
Figura A.1: Trayectoria LMN alternativa a LN.

El primer intento de responder la pregunta es diciendo “la naturaleza quiere que la particula
gaste la menor energia cinética para ir del punto L al N7, si esta respuesta es correcta entonces
la energia cinética a lo largo de la trayectoria LN serd menor que la de la trayectoria alternativa
LMN.

Al hacer el analisis, obtenemos los siguientes resultados para la energia cinética correspon-
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diente a la trayectoria LN es

()1 (e (5))

Que es igual a la energia cinética promedio de esta trayectoria denotada por (T x). Mientras

que para la energia cinética promedio correspondiente a la trayectoria LMN tenemos

1 1 1 (1 [Az\?

comparando el resultado de Ec.(A.1) con Ec.(A.2) concluimos que la respuesta que dimos a la
pregunta anterior parece ser correcta, para verificar que lo es analizaremos qué implica, sobre el
movimiento de la particula, el hecho de que gaste el minimo de energia cinética. Comenzamos
por calcular la variacién de la energia cinética promedio correspondiente a la trayectoria LN y
obtenemos

1 dp

NT) =~ —5 307

Ahora, tomando en cuenta que la condicion para que la energia cinética sea minima es que no

tenga cambios para variaciones pequenas dz, concluimos que se debe cumplir

1
oT) ~ —5%593 =0.

Lo que para variaciones arbitrarias implica

dp _
dt

0,

de donde tenemos p = constante, que es equivalente a decir que la velocidad de la particula es
constante y por tanto la trayectoria de la particula es una linea recta en (¢,z). En conclusion
la particula libre sigue una linea recta en (t, ) ya que es asi como “gasta” la menor cantidad de
energia cinética.

Cuando consideramos que la particula estd sometida a un potencial V(z) y tratamos de
justificar su trayectoria extendiendo la idea anterior, i.e. proponiendo que la particula seguira la
trayectoria para la cual la energia total es minima, encontramos la siguiente relacion

d av
S AV
Lo cual contradice a la segunda ley de Newton. La siguiente respuesta que podemos propomner es

“la razén energética de la naturaleza de que la particula siga cierta trayectoria, debido a que esta
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sujeta a un potencial V' (z), es que ésta gaste el minimo de diferencia entre la energia cinética y

la potencial”, al aplicar esta idea obtenemos

(5<T—V>:1<—dp—dv>5:n:0.

lo que corresponde a la segunda ley de Newton. En conclusién podemos enunciar esta segunda
ley, de otra forma, diciendo la energia cinética promedio menos la energia potencial promedio es

minima para la trayectoria que sigue un objeto que va desde un punto inicial a uno final |8].
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ca %(Pftf; P;t;) la amplitud de probabilidad de que una particula con momento
P; en el tiempo t; sea observada después con un momento P en un tiempo ¢y, la cual

estard dada por la transformada de Fourier de Ko (x¢ts;x;t;) de la siguiente forma:
i 1
%(Pftf;Piti) = /exp <_hPf . Xf) ]C() (Xftf;Xiti) exp <ﬁPZ . Xi) dXZ‘ de.

El propagador libre Ky (xst; x;t;) esta dado en 3-D, generalizacién del obtenido en 1-D, por

3
m 2 im (x; —x7)?
o st =00 -4 (=) o {5 G, )

. . 2
lo cual sustituimos en la expresién de L% y nos queda

T (Pt Piti) = O(ty —t,) <M))g/exp{;(Pi-xz-—Pf'Xf)} (B.1)

tr—t;
im (x; — x5)?
X — b dx; dxy.
exp { oh t—t, x; dX
Para evaluar la integral de Ec.(B.1) haremos los siguientes cambios de variable
X =X; —Xf X =x; +Xy

p=P;, Py P=P;+Py;. (B.2)

De donde
P.-x+p-X=2P; -x; —Pj-xy).

El jacobiano de la transformacion es (%)3 con esto y con Ec.(B.2), la Ec.(B.1) se escribe de la

siguiente forma

T (Pt Pit)) = Oty — 1) <2m,(tfm_m>g<;>3/exp{;h(p.><)} dX (B.3)

. . 2
X /exp <2ZhP . X) exp (thfx_ t-> dx.

exp {% (> X)} IX = (2h)* (27)6(p).

Usamos el hecho
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en Ec.(B.1) y como p = P; — P nos queda

njw

T (Pstp; Pity) = O(ty —t;) <2m(trfn—tl)) (27h)*6(P; — Py) (B.4)

1

La funcién delta que aparece en Ec.(B.4) implica la conservacion del momento lineal, por lo
tanto el propagador libre sera diferente de cero sbélo cuando exista conservacién de momento
lineal. Esto ademés implica (de P = P; + P¢) que P2 = 4P? por lo tanto la Ec.(B.4) también

se escribe como sigue

e

<%.(Pftf; Pit;) = @(tf —t;) (W) (27Th)35(Pi — Pf) (B.5)

X exp <—”P2( Z)) :

La Ec.(B.5) es la amplitud de probabilidad de la transicion de una particula con P; en ¢; a Py en
t¢. Es importante mencionar que si queremos recuperar el propagador en el espacio coordenado
tenemos que calcular la transformada de Fourier de Ec.(B.5) lo que nos da la siguiente expresion

que serd de gran ayuda en calculos de dispersién.

2

Ko (xpts;xiti) = O(ty —t;) /exp {; [q~ (xi —xy) — ;Lm(tf - ti)] } dq. (B.6)

Ahora cambiaremos al espacio de momento y energia realizando la transformada de Fourier de la
dependencia temporal en la Ec.(B.5). Comenzamos por sustituir a L%'(Pftf; P;t;) en la siguiente

expresion
%(PfEf;PiEi) = /exp {;Eftf} L%(Pftf;Piti) exp {—;Eztl} dt; dty
con lo que nos queda
T (PrEp PiE) = (27h)*6(P; — Py) /EXP {; (Eyty — Eiti)} Oty —t;) (B.T)
xexp{—”P2( )} dt; dty.

Haremos el siguiente cambio de variable 7 = ¢y —t; para resolver la integral de Ec.(B.8) de donde

ty =7 +tg. Con esto tendremos

K@) = eapo@i-P) [eo{iE-Byub o @)

P2
/@ tr —t;) eXp{h<Ef_27;L>T} dr.
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La presencia de la funcidon paso en la integral respecto a 7, reduce la integral a

/ exp (iwT) dr, (B.9)
0
donde
1 p?
=—|F L. B.1
YT ( 2m> (B-10)

Para que la ingral Ec.(B.9) converja necesitamos weC, por lo tanto nos conviene hacer el siguiente

cambio w — w + ic con aeR' y a << 1. Asf la solucion de la integral dada por Ec.(B.9) es

o0
1
El resultado de la integral respecto a t; de Ec.(B.8), se presenta a continuacion
/GXP{;(Ef—Ei)ti} dt; =2m6(Ey — E). (B.12)

Sustituimos a las Ecs.(B.11) y (B.12) en Ec.(B.8) y nos queda que el propagador en el espacio
de momento y energia esta dado por

ih
Ef — Fi 4o’

2m

i (PEp PiE) = (2nh) (P, — Py)6(E; — E) (B.13)

de donde concluimos que se da la propagacién sélo si hay conservacién de la energia y del
momento. Esto nos permite escribir las reglas de Feynman en el espacio de momento y energfa
las cuales son maés facil de recordar que las escritas en el espacio coordenado ya que se basan en

argumentos fisicos (conservacion de E y de P).



Apéﬂdice C Soluciones de la Ec.(3.7).

ebido a que la Ec.(3.7) ! es una ecuacién de cuarto grado, tiene como soluciones

los siguientes cuatro valores para cos 6:

1 [4mk + B2+ +VB*+4B?*m dmk + B% + v/ B* 4+ 4B%m
cos = — cos By =
V2 B2 + 4mk f B2 + 4mk
4mk + B2 — /B* + 4B2mk dmk + B2 — /BY + 4B2mk
cos b3 = , cosfly = .
f B2 + 4mk f B2 + 4mk

Al sustituir cada una de estas soluciones en las entradas M';; = M7 y M'99 = Ms obtenemos

el siguiente comportamiento
M (cos61) = Ma(cosby), M (cosb2) = My(cosbs),

Ms(cos 1) = Mi(cosby) y Ms(cosby) = M;(cosbs3)
de donde podemos concluir que sélo dos soluciones son distinguibles. Para decidir cuél solucion
utilizaremos para la rotacién, consideramos el hecho Q? = ﬁ y analizamos las diferentes series
de frecuencias obtenidas con las soluciones cos; y cosfy. Vimos que para las series m << B?
con k fija, y B << m con k fija, obtenemos resultados factibles para ambas soluciones. Lo que
nos ayuda a discriminar a una de las soluciones, son las series para k << B y m fija, con las
cuales obtenemos:

Con cos 6
km km\ 2
1= 2 <Bz>
1 2
2 <M2(cos 91)>
Y con cos 8y

1 4
1 2 k km km k
Ql_<M1(00802)> - B 1_B2+2<B2> +O<<B2> )’

!La cual al resolverla nos da los valores de cos#, y con ello los de sin#, que nos sirven para que la matriz M’

S (R |
' Mi(cost1)) B

sea diagonal y desacoplar las coordenadas 1 y ¥o.
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1 2 4
1 2 B k km km k
() =2+ 2 1= 42 — .
fa <M2(00592)> m B B (B2> +O((B2)>

Al comparar las series, observamos que sé6lo las obtenidas con la solucién cosfy nos permiten

tener una correspondencia con las teorias reducidas como se ve al final del capitulo 3.
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