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1. INTRODUCCION

El objetivo de esta tesis es calcular algunas propiedades fisicas, como la energia minima, pola-
rizabilidad, momento cuadrupolar, frecuencia Raman, entre otras, de la molécula de hidrégeno li-
bre y también confinada. Se aplicé el método variacional, con la aproximacién de Born-Oppenheimer,
usando el sistema de coordenadas esferoidales prolatas y se compararon los resultados de este tra-
bajo con los encontrados en la literatura, los cuales fueron obtenidos por medio de otros métodos
de célculo.

El hidrégeno es el elemento mas prometedor para brindar energia sustentable y limpia. Su uso
es relevante en amplios sectores: transporte, construccion, industria y, hasta, servicios publicos.
Puede combinarse con otras tecnologias sustentables para crear energia con un bajo impacto en
la ecologia. Sin embargo, para que pueda ser usado se necesita comprender mejor técnicas de
produccién, almacenaje, utilizacién. El estudio de la molécula de hidrégeno confinada aporta
resultados para la comprensién sobre el comportamiento del elemento al ser almacenado.

El surgimiento del estudio de los sistemas confinados es debido al comportamiento inusual
de las propiedades tanto fisicas como quimicas que presentan los sitemas confinados comparados
con sus contraparte libres. Ademas las técnicas de sintesis de nanoestructuras han avanzado de
modo que el confinamiento ya no es sélo tedrico sino también practico. Se han creado materiales
sirven como contenedores moleculares que crean un confinamiento cudntico en moléculas , por
ejemplo nanotubos, buckyballs, nanocanales de zeolitas y cajas de fullerenos [1, 2, 3].

El estudiar las propiedades de la modlecula neutra mads simple —Hy~ sirve para poder com-
prender el comportamiento de moléculas més complicadas.

Se comparé los resultados obtenidos por el método variacional con los de otros autores que
usaron diferentes métodos con otras funciones de onda maés complicadas y se obtuvieron resul-
tados muy parecidos.

La tesis estd organizada en 5 capitulos: el primero es la introduccién (presente capitulo), el
segundo es el marco téorico donde se exponen las herramientas que fueron usadas para el trabajo.
En el tercer capitulo se obtienen las propiedades de la molécula de hidrégeno libre. En el cuarto
capitulo se obtienen las propiedades de la molécula de hidrégeno confinada y en el ultimo se dan

las conclusiones sobre el trabajo.



2. MARCO TEORICO

En este capitulo se define lo que es un sistema cuédntico confinado. Se mencionan algunos
sistemas similares que han sido estudiados, asi como diferentes métodos de aproximacién que se
han usado para resolver el sistema de la molécula de hidrégeno dentro de una caja impenetrable
(con los cuales se compararan los resultados obtenidos en esta tesis).

Se presenta el método variacional directo con el cual obtendremos una funcién de onda aproxi-
mada del sistema, con la cual calcularemos las propiedades del mismo. Se explica en qué consiste
la aproximacién de Born-Oppenheimer, las coordenadas esferoidales prolatas y por ltimo se

muestra cémo se obtienen las unidades atémicas usadas.

2.1. Sistemas Cuanticos Confinados

Los sistemas cuénticos confinados son aquéllos donde las particulas que forman parte del
sistema estan bajo la accién de un potencial externo que limita las dimensiones o el volumen donde
pueden moverse las particulas, ademds las magnitudes de longitud del sistema son pequenas'.

Aun con un confinamiento debido a un potencial externo sencillo las propiedades fisicas del
sistema pueden alterarse drasticamente. El ejemplo caracteristico es el de la particula en la caja,
donde una particula estd restringida a moverse en un espacio pequeiio delimitado por barreras de
potencial infinitas. En este caso una de las propiedades que se altera drésticamente es la energia,
la cual pasa de tomar valores continuos a valores discretos.

El primer autor que estudié la molécula de hidrégeno confinada fue Cottrell [4]. Después se
han obtenido resultados para la molécula de hidrégeno dentro de cajas esferoidales por diferentes

métodos:

s LeSar por el cdlculo variacional con una funcién de onda de James-Coolidge de cinco

términos de la forma
U =N — A1)(ho — A2) |C1 + Co(p? + u3) + Capypiz + Ca(M1 + A2) + Cspe_a(’\‘HZ)}

se tienen 6 parametros variacionales y una constante de normalizacién [5].

' del orden de la longitud de onda de De Broglie
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» Pang con el método de Monte Carlo cudntico con una funcién de onda de la forma

2 2 L2

U = /2IHAr) [gmaTe 4 g=an] [Z:—Z + ‘Z—Z -1

se tiene 1 pardmetro variacional y una constante a determinar [6].

s Cruz con el método variacional y una funcién de onda del tipo

% 5\ 1/2
U= (—) eI ¢ (—) [0 cos vae P 47y cos vee P

s ™

se tienen 3 parametros variacionales [7].

La funcién de onda de prueba usada en este trabajo sélo tiene 1 parametro variacional y una

constante de normalizacion.

2.2. Método Variacional

En la mecdnica cuantica existen pocos sistemas que pueden ser resueltos de manera exacta,
en los casos donde no es posible obtener una solucién exacta se usan métodos de aproximacién,
algunos de ellos son: el método perturbativo, método de Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB),
Hartree-Fock, método variacional, Monte Carlo, entre otros.

En este trabajo se usé el método variacional directo, el cual se basa en el principio variacional,
para obtener una funcién de onda aproximada del sistema. El principio variacional en mécanica
cuantica se establece con el siguiente

Teorema: sea ¥ una funcién normalizada cualquiera y H el operador hamiltoniano del sis-

tema. entonces

<\IJ’HI\I/> > B (2.2.1)

donde Ej es la energia del estado base del hamiltoniano. Es decir el valor esperado del hamilto-
niano es siempre mayor, si acaso igual, a la energia del estado base “real”, aunque no podemos
saber qué tanta diferencia hay entre el valor esperado del hamiltoniano y Ej.

Demostracién: Como las eigenfunciones de H forman un conjunto completo podemos ex-

presar ¥ como una combinacién lineal de las mismas eigenfunciones:

U = chwn

ademds como ¥ es una funcién normalizada y sus eigenfunciones son ortonormales

<¢m I wn> = 6m,n
(B|0) = chen Wm|tn) =D _leal? =1
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se calcula el valor esperado de H:

<\Il ‘ H ‘ \IJ> = Zc:ncn /L":nﬂwn dr = Zc:,,ann(Smn
m,n

- ealtEn 2 Bo Yl
<\1/|H‘\1/>2Eo

donde se tomé en cuenta que E, > E, para toda n (8, 9.

Para aplicar el método variacional se procede de la siguiente manera: se contruye una funcién
de prueba ¥ que depende de ciertos parametros (a, 3,7, .. .), llamados parametros variacionales.
Se normaliza la funcién y se calcula el valor esperado del hamiltoniano, el cual dependera de
los parametros variacionales. Para encontrar los parametros variacionales que corresponden al

estado de minima energia (parametros éptimos) se calcula
Oa (H) =0
95 (H) =0
8, (H)=0

y se resuelve ese sistema de ecuaciones algebréicas para cada pardmetro, después se sustituyen
los pardmetros 6ptimos recién calculados en la funcién de onda de prueba. Con eso tendremos
nuestra funcién de onda aproximada del sistema correspondiente a la energia minima del sistema.

El método no dice nada acerca de cémo escoger nuestra funcién de prueba para obtener
mejores resultados, sino que tenemos que adecuar nuestra funcién de prueba con propiedades
acordes a nuestro sistema, por ejemplo la paridad de la funcién, la existencia de nodos, si debe
decrecer en el infinito, mantener simetrias, etc. Mientras mas propiedades se anadan a la funcién

de prueba la aproximacién sera mejor, aun sélo con uno o dos pardmetros variacionales.

2.3.  Aproximacion Born-Oppenheimer

En este trabajo se usé la aproximacién de Born-Oppenheimer [10], la cual se basa en que,
debido a la gran diferencia de masas entre los electrones y protones, el movimiento de los electro-
nes es muy rapido comparado con el de los nicleos, tal que la influencia del movimiento nuclear
es considerado posteriormente.

Se obtiene de la siguiente manera, sea la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

HU(r,R)= E¥(r,R) (2.3.1)
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donde ¥(r,R) es eigenfuncién de H con eigenvalor E de un sistema molecular de N nicleos con
masas My, Mo, ..., My descritos por las coordenadas Rj,R2,..., RN y n electrones descritos

por las coordendas ri,ra,...,ry.
El hamiltoniano del sistema es

H=Tn+Te+Ven + Vee + Vivn (2.3.2)

donde T y T, representan el operador de energia cinética nuclear y electrénica, respectivamente;
v Ven, Vee v VN representan el operador de interaccién potencial electrén-nicleo, electrén-

electrén y nicleo-nicleo, respectivamente, y son:

N e
L -
Tn = ;E=1 9, V&, (2.3.3a)
. "R,
e = — —_— . 2. .
—~ 2m g ity

47T€0|RI = r_,l

Z I — 4mo|rl i (2.3.3d)

Ven == Z S (2.3.3¢)
1

T g>t
Z]ZJC
VNN = ; Jz:] 47‘(60{R RJl (2.3.36)

en la cual m es la masa del electrén, e la carga del electrén y Z; la carga del I-ésimo nucleo.
Sustituyendo (2.3.2) en (2.3.1) '

{TN 4T 4+ Vey + Vee + VNN] T(r,R) = EVU(r,R) (2.3.4)

concluimos que (2.3.4) no puede ser resuelta de manera exacta, ya que no puede ser separada.
Pero sabemos que hay una gran diferencia en las escalas de tiempo del movimiento entre el
movimiento nuclear y el movimiento electrénico' debido a que los protones son 2000 veces méas

masivos. Por esto se propone un ansatz" de la forma
¥(r,R) = x(R)¢(r; R) (2.3.5)

donde x(R) es la funcién de onda nuclear, dependiente de R y ¢(r;R) es la funcién de onda
electrénica que depende explicitamente de r y paramétricamente de R.
Otra consecuencia de la diferencia de masas es que las componentes de la funcién de onda

' Es decir los electrones se mueven mucho mas rapido que los nicleos.
" Solucién estimada.
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nuclear estan espacialmente mads localizadas que las de la electrénica, por lo tanto
Ve, X(R) > Vg, é(r; R) (2.3.6)

Si calculamos la energia cinética

2
Tyx(R)S(R) = = 3 21V, X(R)o(r: R)

+2V R, 0(5 R)V i, X(R)]

tomando en cuenta (2.3.6) el segundo y tercer términos pueden ser despreciados y la energia

cinética queda:
h2
2M;

Tnx(R)o(r;R) ~ — > ——¢(r;R)V, x(R) (2.3.7)

I=1
Sustituyendo (2.3.5) en (2.3.4) y tomando en cuenta (2.3.7) podemos separar la ecuacién de

la forma R i i A X
[T+ Ver + Vee| 65 R) [T + Vn] x(R)
=F—-- (2.3.8)
#(r;R) x(R)

la tnica manera que se cumpla (2.3.8) es si el lado izquierdo es igual a una funcién que sélo

depende de R (ya que el lado derecho sélo depende de R) que llamaremos ¢(R). Es decir

(7. + Ven + Ve 65 R)
#(r;R)

=¢(R)

[Te +Von + V] é(r;R) = ¢(R)$(r; R) (2.3.9)

Vemos que (2.3.9) es una ecuacién de eigenvalores para el hamiltoniano electrénico, el cual tie-
. ne como solucién un conjunto de eigenfunciones normalizadas ¢,(r; R) y eigenvalores ¢, (R), que
dependen paramétricamente de la distancia nuclear R. Para cada eigenvalor de (2.3.9) habrd una

ecuacion de eigenvalores para el hamiltoniano nuclear:

[Tx + Vivw + en(R)] x(R) = Ex(R) (2.3.10)

En este trabajo no se resolvié el movimiento nuclear alrededor de la distancia de equilibrio,
es decir sélo se resolvié el movimiento electrénico con los nicleos fijos. Por lo cual el término

de interaccién entre ntcleos puede ser agregado en la ecuacién (2.3.9) y la ecuacién a resolver
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queda de la forma

[Te + %] #(r;R) = E¢(r; R) (2.3.11)

donde
Vi=Ven + Ve + Van

2.4. Coordenadas Esferoidales Prolatas

Este sistema de coordenadas es muy importantes para la fisica debido a que con ellas se puede
separar ecuaciones de sistemas de dos centros'. Nuestro sistema, al resolverlo con la aproximacién
de B-O se convierte en un problema de dos centros, por lo cual veremos su desarrollo.

Las coordenadas esferoidales prolatas son un sistema ortogonal de tres dimensiones, el cual
se contruye a partir de las coordenadas cilindrico-elipticas en dos dimensiones; se genera un
sistema de tres dimensiones al rotarlas alrededor de su eje mayor (donde se localizan los focos)

e intercambiando el eje x por el eje z[11] (ver figura 2.1).

(a) Coordenadas cilindrico-elipticas (b) Coordenadas Esferoida-
les Prolatas
Fig. 2.1
Las ecuaciones de transformacién son
Z = R sinhu sinv cos ¢ (2.4.1a)
y = R sinhu sinv singp (2.4.1b)
2z =R coshu sinv (2.4.1¢c)

donde R es la distancia del foco al origen y 2R es la separacion entre los focos. El dominio de

! Sistemas de varias particulas donde dos de ellas estédn fijas en el espacio.
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las coordenadas es

u €0, +00)
vel0, 7]

wel0,2n]

Si se deja una coordenada constante y las otras dos se varian en todo el espacio, se obtienen

las siguientes superficies:

(a) Para u constante se obtienen esferoides prolatos

{R=1,2=02} {R=1,2=05) {e=1,u=07) (R=1,2=07)
1 1 &H\ 1 1

Fig. 2.2: Esferoides Prolatos

(b) Para v constante se obtienen hiperboloides

fo=tv=7}) {r=tv=7}

Fig. 2.3: Hiperboloides
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(c) Para ¢ constante se obtienen semiplanos con canto en el eje z

x -2

Fig. 2.5: La coordenada del punto se encuentra en la interseccién de las 3 superficies

Las distancias de un punto a cada uno de los centros, que llamaremos r; y 73, donde r; es
la distancia del punto al punto focal izquierdo y 7 al punto focal derecho (ver figura 2.6), se
obtienen de la siguiente manera.
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De la figura 2.6 vemos que

X
A
(2.%)
ri
re
~
-R R Nz
Fig. 2.6: Esquema
usando las ecuaciones de transformacién, se encuentra

ry = R(coshu + cosv) (2.4.2)
ry = R(coshu — cosv) (2.4.3)

sumando las ecuaciones 2.4.2 y 2.4.3 y resolviendo para coshu, y restando las ecuaciones y

resolviendo para cosv obtenemos

ntre coshu
2R
1 — T2
=ic
R 0S U

vemos que u es funcién de la suma de las distancias a los dos centros y v es funcién de la diferencia
de las distancias a los dos centros. Al mismo tiempo resulta préactico hacer los siguientes cambios

de variables

& =coshu
(2.4.4)
7 = Cosv

10
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con esto
Ty +Te
2R ¢
L Sl s
2R
los dominios de las nuevas coordenadas son:
£e(l, +o0)
nel-1,1]
wel0,27]
la distancia del punto a los focos queda:
1 =R(+n)
: (2.4.5)
r2=R(§ - 1)
El operador laplaciano en estas coordenadas toma la forma
1 0 0 0 0
V2=~ [ (- D) —(l—n})—
e (o€ Vo o7
2 (e ) %)
e [N o e — 2.4.6
o\ @-D0 -7 )3y Lt
y el diferencial de volumen:
dv = R}(€? — n?)dedndy (2.4.7)

2.56. Unidades Atdmicas dec Hartree

Las unidades atémicas son el sistema de unidades naturales mds conveniente para calculos
de fisica molecular; éstas se obtienen de manera natural al hacer algunos cambios de variable en

la ecuacién de Schrodinger.
Sea la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en la aproximacién de Born-Oppenheimer

para la mélecula de hidrégeno'

[ loz 1o mee’ 1 mee? 1 mee? 1
21 272 dmeh?ri,  Ameoh?riy  ATeh2 Toq
mee? 1 mee? 1 Mee? 1 mee? 1 Me

S S = — U = —FU 2.5.
dmeoh? 1oy Ameoh?rToy  dmegh? vy — o] dmegh? QR] (r) h? (G2t

donde r;, ¥ 7; es el vector de posicion del electrén ¢ al nicleo a y al nicleo b, respectivamente;

r1 — o es el vector de posicién del electrén 1 al electrén 2 y 2R es la separacion entre nicleos.

' Se omite la notacién vectorial por simplicidad.

11
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Capitulo 2

Se hace el cambio de variable p = aL()’ donde ayg es el radio de Bohr (ag = 47me,h?/m.e?), con

esto la ecuacién (2.5.1) queda

1

1

1

— 5.2 - 2

1 1 _ 1 1 1
\vj 24 \v} 2
[ 2a3 203

multiplicando por a3

1, e 1 1 1 1
[or-tor- Ao

Pla P16 P2 P |p1—p2| 2R

) ) ) -2
apgPia  GpP1b  QpP2a  GpP2b

1

1

. o 2
se procede con el cambio de variable ¢ = E/ miag para obtener
(4]

1_. 1_. 1 1 1 1
Bl i e

vemos que (2.5.2) tiene la misma estructura que (2.5.1), pero ahora las unidades de medicién
han sido escaladas. Por ejemplo, las unidades de longitud ahora estan expresadas en términos

del radio de Bohr" y las de energia en hartrees''.

'] radio de Bohr = 5.291772 x 10~ lm
i hartree = 4.359744 x 107 18] = 27.21eV

12

1

1
Pla P16 P2 P2 P —p2] 2R

] ¥(p) = W (p)

+ +
aflpr — p2|  2a3R

}\D(p) =

Mmead
72

] ¥(p) =

EY(p)

m
h—;E\I/

(2.5.2)

(p)



3. MOLECULA DE HIDROGENO LIBRE

En este capitulo se describe la teoria que permite seleccionar adecuadamente la funcién de
onda de prueba del sistema, se explica cémo se aplicé el método variacional a la molécula de
hidrégeno libre y se muestran los resultados obtenidos.

Para comprobar la precisién del método variacional primero se calcularon algunas propiedades
de la molécula de hidrégeno libre, tales como la energia del estado base, la distancia de enlace,
frecuencia Raman, etc. las cuales cuentan con resultados numéricos muy precisos y con valores

experimentales.

Fig. 3.1: Esquema de la mélecula de hidrégeno libre

3.1. Seleccién de la Funcién de Onda de Prueba

Para la construccién de la funcién de onda de prueba, que represente el estado fisico del
sistema, se siguié la teoria del enlace de valencia; en dicha teoria se modela a la molécula como una
estructura formada por dtomos independientes pero ligados, despreciando todas las interacciones
excepto las que ligan a los electrones. Las configuraciones que podrian formarse son: estructuras
covalentes (cada nicleo ligado con un electrén) y estructuras idnicas (un nicleo con dos electrones
y el otro nicleo sin electrones), pero la contribucién de las estructuras iénicas es pequeiia, por

lo tanto se desprecia en la funcién de prueba.
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Las estructuras covalentes que se pueden formar en la mélecula de hidrégeno son:

» Elelectrén 1 se encuentra mas cerca del nicleo a (por lo tanto estd ligado a éste) y el electrén
2 mas cerca del nicleo b (también ligados). Este estado es descrito como v, (1)y(2). Ver

figura 3.1

= El electrén 2 se encuentra ligado al nicleo a y el electrén 1 ligado al nicleo b. Este estado

es descrito como g (2)¥p(1).

Como las dos estructuras son igualmente probables, la funcién de onda del sistema se propone

como

v = % [%a(1)6(2) + a(2)n(1)] (3.1.1)

La funcién de onda de prueba debe cumplir con las siguientes condiciones:
1. Debe ser finita en todo el espacio.

2. Debe ser continua y suave'.

3. Debe ser cuadrado integrable, es decir [ ¥* ¥ d7 existe y es finito.

4. Debe formar un conjunto ortonormal, es decir [ ¢} ¥; dr = §;;".

5. Debe satisfacer las condiciones de frontera especificas del sistema.

Tomando estas condiciones en cuenta se propone como funcién particular de prueba para el

estado base de la molécula

wa(i) = \/‘Z o
(i) = VA emern

donde A es la constante de normalizacion, r;, ¥ 7 es la distancia del electrén ¢ al nucleo a y al

nucleo b, respectivamente y « es el parametro variacional a optimizar. Usando (2.4.5)
Vali) = VA e @RE+) (3.1.2a)

(i) = VA emaRE-m) (3.1.2b)

Nétese la independencia de la coordenada ¢, correspondiente con la funcién de onda hidrogenoide

para el estado base.

! Sus derivadas parciales también son continuas.
1, i=3

" Delta de Kronecker, donde §;; = {0 i£0
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Capitulo 3

Construccion del Hamiltoniano
3.2.  Construccion del Hamiltoniano

Segiin se vi6 en la seccién 2.2 la obtencién del pardmetro variacional requiere normalizar ¥,

calcular la energia del sistema y resolver el sistema de ecuaciones para el pardmetro variacional

6ptimo de la funcion.
Para la energia del sistema se requiere el hamiltoniano del sistema, el cual en la aproximacién

de B-O v unidades de Hartree, es:
H=T4+Vp+V.e+ V., (3.2.1)
donde .

- 1 1

T -§v$ - -z-vg
A1 1 1 1

en — — — T — T —/ = —_

Tla Tib T2a T2b
- 1
‘/ee =
12
- 1
Vnn ﬁ
La energia del sistema es
E= <H) = (T> + <Ven> + (sze) + (Vnn> (3-2'2)
donde, para cualquier operador
(B) = <\IJ’B'\I/> =/\IJB\IJdT
3.2.1. Constante de Normalizacién
Primero se calculé la constante de normalizacién A, considerando que la probabilidad de
(3.2.3)

encontrar a las particulas en el espacio es 1.
1=(¥|")

Desarrollando

| = (0| D)
[(Ya(1)¥(2) + ¥6(1)%a(2) | 0 (1)96(2) + ¥p(1)%a(2))]

1
2
Debido a que las coordenadas del electrén 1 son independientes y ortogonales de las del

15




Construccién del Hamiltoniano Capitulo 3

electrén 2, es posible separar las integrales de la forma

Ya(1) | % (1) (44(2) | 96(2)) + 5 (WD) [ 96(1) (06(2) 9 (2)
(V1) [0 (1)) (Ba(2) [90(2)) + 5 (6(1) | 96(1)) (a(2) |0 2)

El hecho de que se estén tomando en cuenta sélo las estructuras covalentes, conlleva que la
probabilidad de encontrar una particula ligada al nicleo a es la misma de encontrar a la otra

particula ligada al nicleo b, por lo que se cumple

(¥a(1) |¥a(1)) = (¥6(2) [ ¥6(2))
= (¥u(1) [ ¥s(1))
= (¥a(2) [%a(2))

usando esto, el desarrollo puede ser escrito como

1= (($a | %a))” + [(¥5 ] )] (3.2.4)

denotando 1
1 A <wa [d’a) (3.2.5)
I = % (Yo | Ya) (3.2.6)

con lo que
1

2 _

=7+ (3.2.7)

de manera maés explicita, tenemos que

(e 1 27
n= [ [ erterempye - ) dpande
1 . 0

I, = 2xR? / / e~ 2aRE+) (2 _ 2y dpdé (3.2.8)
oo 1 o
R=[ [ [ enere —ip) dpdnde
1 -1J0
0 1
Iy = 2nR3 / / e 2aRE(e2 _ p2) dnde (3.2.9)
1 -1

16
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3.2.2. Energia Cinética

El valor esperado de la energia cinética de uno —cualquiera— de los electrones es

v)

= 5 (w00 + @0 | 372

Ty = (¥|%,

Va(L)es(2) + wa<2>¢b<1>>

que desarrollado de manera similiar a como se hizo en la constante de normalizacién puede ser

escrito de la forma

1 1
—gvf —§V?

zpa(i)> (3.2.10)

(T2) = (0ald) | Y(0) <wa<z’> wa<i>> T (00) | %al)) <wb(z')
usando las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6)

1 1
—§V? —§V?

wa(i)> (3.2.11)

(T) = AL <wa(e‘> wa<z’)> T AL <wb(z’>

Para calcular |—3V?|1a(i)), se usa la ecuacién (2.4.6). Debido a que la funcién de onda es

independiente de ¢, se tiene que %wa = 0.
Se procede a calcular la derivada con respecto de &

o, _90 —aRE+DY — _ —aR(E+n)
5e¥e = 5 (Ve ) = —aRVAe

= _aRd)a

con lo que la parte correspondiente a £ queda

0 [e2—1) Dy, | =22 :_n2 (8

19]
= —2aRey, + (62 - 1) (—aR)a—Ewa
= —2aREyY, + (€2 — 1) (aR)*¥a

Por otro lado, la derivada respecto a 7 es:

“(?"d)a _9 (\/Ze—aR(EHI)) — _qRe—oR(E+)
on on

= —aRy,

17



Construccién del Hamiltoniano Capitulo 3

la parte de 7) es

2 —n2 2 — 2 2y 0 0
= —20377% =+ (1 = 7]2) (—QR)(%%

con esto el ket queda

+€Ww0=Fﬁ%%ﬁﬁPmm+£m@—n+mm+ﬁﬁﬂ—ﬁmw>
; |
= I~ =y (2R~ )+ P RAE o] )
TS SN
=l e 2% e

el primer término de la ecuacién (3.2.11) queda

<wa<z’)

wa(z'>>

ol ) = =502 (Wali) [0l + a (9|

1
i v -
o Vi 2 £+n)

1
= —50'214]1 + QAI3
donde

1

R(E+7) wa(i)>

o 1 2n
1 —2aR(E+n) P3 (¢2 2
= e R — dpdnd
/1 /_1/0 R(E+7n) e

o0 1
I3 = 2nR? /1 / (€ — n)e™2aREF dp dg (3.2.12)
-1

h=%<%@

El segundo término de la ecuacién (3.2.11) es

<d}b(i)

—%V? wan>

o)) = =50 Unli) 1) + & ()|

donde

= —-;-Q2A12 + oAl
1 1
I, = 1 <¢b(i) ’ RE+7) ?ﬁa(i)>

o] 1 27
— 1 —ZQR(E)RS 2 _ .2 dodnd
L L mgmge ™ om € =) aptnas

18




Construccién del Hamiltoniano Capitulo 3

[ee] 1
I, = 27R? /1 / 1(5 —n)e”22RE) dp de (3.2.13)

por lo que la energia cinética promedio del i-ésimo electrén es
1, j P
(T;) =A Il _§a AI] +CYAI:3 +12 —501 AIQ +QAI4
1
= —5(1,«12(112 + I2) + aA? (I1 I3 + L 1y)

usando (3.2.7)
1
<T1> = ——50'2 + Q{A2(Il.[3 + .[214)

Como hay dos electrones, el valor esperado de la energia cinética total es

[(T) = —0® + 204%(L s + I1,) | (3.2.14)

3.2.3. Energia Potencial Atractiva

El valor esperado de la energia potencial atractiva es de la forma
1 1 1 1
—t—+— + —

Ven) = — (¥ U)=—(V" 7
(' > < > < Tla T1b T2a T2b >
=_<\p LI L @>-<w L I L \p>
Tlia T1b T2a T2b
1 1 1 1
=—(0 + Uy —(U ‘ -+
< l R(& +m)  R(& —m) > < R(&2+n2)  R(&2—m)
2 &1 > 2 < ‘ €2 >
=——- (V| 55|V ) - =(V| 57— |V
R< & - R\"|&g-m
debido a que ¥ es simétrica ante el intercambio 1 — 2
(Olass o)~

por lo el valor esperado de la energia potencial atractiva se reduce a

Va

(3.2.15)

)

3!
& -n}

&2

&2 — 13

\1/> (3.2.16)

4

(Ven) = <w st

£ —ni

\1/> (3.2.17)
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Capitulo 3

desarrollando (3.2.17)

&

471
[ & -

(Ver) = =3[ 5 0602 | 96(2)) (42
5

2 [va0)

wa(1)>

wb(1)>]
3!

512_—2 ﬂ)a(1)>

L wa(1)>]

&g-n

T (6h(2) | %a(2)) <wb<1>

1

+ 3 W) |4a(2) (a(1)

5
£2

que usando de nuevo la simetria de la funcién, se reduce a

(Vend = = 5[ 080211 20 (w02

~ (0n(2) | Ya(2)) <wb(1)

podemos reescribirla de la forma

4A2
(Ven) = R (I1 15 + Io1g)

donde

—l<wa(z‘) €25 ali )>

/ / / 2”5-—17 e 2eREM RS (€ — ) dpdndg

[e'9) 1
Is = 27R? /1 / le—M(H")gdndg

= 5 (v 52‘5 i)

00 1 2m
1 _ -

o0 1
Is = 2R3 / / e 2oRe¢ Ay dg
1 -1

y

20
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Construccién del Hamiltoniano Capitulo 3

3.2.4. Energia Potencial Repulsiva entre Niicleos

Debido a que ¥ depende paramétricamente de R, el valor esperado de la energia potencial

%)= ("l

repulsiva entre los nicleos es simplemente

(Van) = (¥ | Van

1
=55 ¥ | &)
Usando la ecuacién(3.2.3)
1
Van) = == 2.
(Van) = 55 (3:2.22)
3.2.5. Energia Potencial Repulsiva entre Electrones
El valor esperado de la energia potencial repulsiva entre los electrones es
- 1
(Vee) = (¥ Vee \P>=<w — W>
1 1
= (wa)a(0) | - | a2 ) + (wal00s(D)| - | o)
12 T12
1 1
ey = (20| L |02@) + (waw)| = [va@m@) 6229
De [12] se obtiene la forma de 1/712, que es
1 1 — - m | (L—m)! 2
—_—= = (21+1) €Emi™ [ } cos [m(p1 — 2)] -
ri2 R ; mZ-—-O (I + m)! (3.2.24)

B (m) P (n2) fu(6a, &)

donde ¢,, es el factor de Neumann' y

PM&)QM (&) 6 > &

fi(€1,€2) =
Pr€)QT (&) 61 <&

donde P(z) es la funcién asociada de Legendre de primer tipo y Q7" (z) es la funcién de Legendre

de segundo tipo.

e — 1, m=0
™71 m=1,2,3,...
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Por lo que el primer término de la ecuacién (3.2.23)
2 1 2
ve(1) ¥p(2)
T12

A2 oo 1 27 oo 1 2m
e’ / / / / / / = 20R(E1+m) = 20R(E2~n2)
R 1 —-1J0 1 —-1J0

oo oc 2
. Z(Zl +1) Z Emi™ [M] cos [m(p1 — @2)] -
=0 m=0

(3.2.25)
[+m)!

- PP () P () fi(&1, &) R3 (€8 — nd)
- R*(€3 — n3) d&y dm depy déa dme dpa

Pero, debido a la ortogonalidad del coseno

2n 2w 42 ;m=0
/ / cosm|(¢1 — w2)] dp; dps (3.2.26)
o Jo 0 im#£0

utilizando la ecuacién (3.2.26) en la ecuacién (3.2.25) y desarrollando se obtiene

Ba(a(1) | — | u(2)9(2)
< ‘7‘12

oo oG (o)
:47T2A2R5 Z(zl _I_ 1) / / 6_2QR§16—2aR€2fl(§ly 52)
1 bl

=0

1 1 .
- [5?53 / e~2*Rm py(ny) dm / e®*R™ Py(ny) dny
-1 -1 (3.2.27)

1 1
e / e=2Fm By () dy / 73 2% Py (1)
-1 —1
1 1
g / n? e=22Rm Py () dipy / 272 P (o) dig
= -1
1 1
+ / n? e 29Bm py(n)) dmy / ms 62“R"2131(772)dn2] de, de,
= -1

Denotando las integrales como se hizo en [13]

1
/ e~ 2R P (n) dn = 2i'5;(2iaR) = po (3.2.28)
-1
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Construccién del Hamiltoniano Capitulo 3

L 200+ 1)(1 +2)
2 —2aRn — 1+’>
[ e dn =G i (21 R)

A 42 -1 .,
B A (3.2.29)
I+ 1)

+2

(21 — 1)(2 + 3)it=25,_2(2iaR)

=2

donde j;(x) es la funcién de Bessel.
La funcién de Bessel cumple con la siguiente relacién

J-n(z) = (=1)"jn(x) (3.2.30)
por lo que 1
| e=mpin)ydn = (<1)'uo (3:2:31)
=)
/1 i eQaR"Pl(n) dn=(-1)p (3.2.32)
-1

con lo que la ecuacion (3.2.27) se reduce a

<wa(1)wa<1) } @2

=4772A2R5 (20 + 1)( / / —2aR§1€—2aREzfl(§l £&)- (3.2.33)
1 0

- [U3ERES — popa (67 + €3) + p3) d&1 d&,

Solo falta el segundo término de la ecuacidon (3.2.23), que de manera similar queda

(a(1) | -1 | a2
—472A2R5i 2+1) / / em20RG =20 £ (¢, &)
1=0 (3.2.34)

1 1
[6152/ -P[(771)d771/_1-Pl(772)dT]2 —5f/_1pt(771)d771/ n3 Pi(n2) dne

1 1 1 1
—53/ 77i°‘Pz(m)dm/le(nz)dnz+/ anz(m)dm/ 3 Pi(n2) dnz d&; dée]
-1 - -1

pero los polinomios de Legendre cumplen con

1
/ Pr(z)P, (m)dX—zniﬂémn ‘ (3.2.35)

-1
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Parametros de Dunham Capitulo 3

por lo que
1
/ Fi(n) dn = 2bi0 (3.2.36)
-1
.y 4 2
/ n“Pi(n)dn = =02 + 7w (3.2.37)
-1 15 3

Al utilizar las ecuaciones (3.2.36) y (3.2.37) en la ecuacién (3.2.34), se puede reescribir de la

forma

<'l/)a(1)w17(1) ' i wa(2)wb(2)>

=§n2A2R5[/1 /1 eI TR fo(61, &) [91€5 — 36T + &) +1] derdez (3238

+%/ / e~20RE ~2aRE £ (e £) de, d&]
1 1

Con lo que el valor esperado de la energia potencial repulsiva entre electrones es:

(Vee) = 42RO AT, + 19—6#35,4218 (3.2.39)
donde
e ) oo
[7 = 2(2[ + 1)(_1)l / / e—QQR& e_2aR52fl(€lv£2)'
1=0 1 1 (3240)
[u3E3€5 — popa (€2 + €3) + p3) A€ déz
y

Is =/ / e 2R e=20RG g, (6),65) (96765 — 3(€3 + €2) + 1] d&y d&,
oW, (3.2.41)

+§/} / e 2aRb = 20R2 £, (€1, €2) &y d&o

1

Con las definiciones anteriores se tiene construido el Hamiltoniano del sistema, con el cual se
puede optimizar o para encontrar el valor de la energia minima para cada R y después la energia

minima global para todas las R.

3.3. Parametros de Dunham

Para tomar en cuenta el movimiento nuclear de la molécula y su contribucién a la energia
total, para un estado electrénico dado tal como el estado base calculado, se deben determinar
las pequeiias vibraciones de la molécula respecto a la distancia nuclear de equilibrio, asi como
su rotacion alrededor de sus ejes de simetria. Para ello, la curva de energia obtenida puede
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Parametros de Dunham Capitulo 3

desarrollarse en una serie de potencias de la distancia respecto al minimo. Para vibraciones muy
pequerias la aproximacién es armoénica; para vibraciones de mayor elongacién la aproximacin
es anarmoénica. Este desarrollo de potencias de la curva de energia hasta una aproximacién de

cuarto orden conduce al potencial de Dunham [5]
V = ao€® (14 ai1€ + as6?) (3.3.1)

a partir del cual se determinan las constantes de fuerza vibracionales.

Se hizo un ajuste de cuarto orden alrededor del minimo de la forma
E(z) = A+ Biz + Boz® + Bsz® + Byz* (3.3.2)

Para ajustar la aproximacién de cuarto orden al potencial de Dunham, se realizé el siguiente

cambio de variable
z =N+ 1)Zmin (3.3.3)

donde z,,;,, es la distancia entre nicleo correspondiente a la energia minima del sistema.

Sustituyendo las ecuaciones (3.3.3) en (3.3.1) y desarrollando, se obtiene

= (A+ B1Zmin + Bathsn + BaZhin + BaZmin)

B\ Zmin + 2B2Imm + 3B3xmm + 4B4xmm) 7

BoxZ,n + 3Bszd, + 4Bszp i) 1 (3.3.4)
Bsxmm + 6B4:cmm) 7

+
+
+
+ (Byzx

(
(
(
(BsTmin) 7"

lo que estd dentro del primer paréntesis lo reconocemos como E(Zmin), lo del segundo paréntesis

! . .
E (min) Tmin —€l cual es cero ya que E(2p,) es un minimo— y los demés términos los podemos

reacomodar de la forma

E(n) = E(Zmin) + aon® (1 + a1 + azn?) (3.3.5)
donde
= (B2 + 3B3Tmin + 634:1:?,”-”) (3.3.6a)
B3$m'm + 4B4xm,n
3.3.6b
“= BZ + 3B3$mln + 6B4$m,m ( )
2
= BiZimin (3.3.6¢)

By + 3B3Tmin + 6B4$mm

donde ag, a1 y as son los parametros de Dunham. El potencial de Dunham queda como

V(n) = En) — E(@min) (3.3.7)
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Polarizabilidad y Momento Cuadrupolar Capitulo 3

Con los pardmetros de Dunham podemos obtener la constante rotacional B,, la frecuencia vibra-
cional we, la constante de anarmonicidad wez, v la frecuencia Raman wg, las cuales se definen.

segin[14], como

B, = 119.539672(2R min) " *(em™1) (3.3.8a)

we = (4agB.)? (468.481)(cm™) (3.3.8b)

weTe = 4.998084965(45a% — 36a2)(2Rmin )~ 2(em™}) (3.3.8¢)
WR = We — 2WeTe (3.3.8d)

3.4. Polarizabilidad y Momento Cuadrupolar

Las otras propiedades que se calcularon son la polarizabilidad y el momento cuadrupolar.
Siguiendo la aproximacién de Kirkwood para moléculas didtomicas[15], las componentes de la

polarizabilidad paralela y perpendicular, respectivamente, son
2
oy =8 [(2%) + (2120)] (3.4.1a)

a; =8 [<I2> + (.’131.’1,‘2)]2 (3.4.1b)

donde z; y z; denota la coordenada z y la coordenada z del i-ésimo electrén, respectivamente.
Ademsds (z?) y (z?) es el valor esperado de la coordenada z al cuadrado y z al cuadrado,
respectivamente, de cualquiera de los dos electrones.

La polarizabilidad promedio y la anisotropia se definen como

2
o= a”—J;ai (3.4.22)
K = "“—3';2 (3.4.2b)
y el momento cuadrupolar para la molécula de hidrégeno es
© =4R? —4[(z?) — (z?)] (3.4.2¢)
Para el cdlculo de o se necesita (z?),
(2) =(2|| L)
1 . . : .
=35 (a(is(4) | 27 | Ya(D)(5))

(3.4.3)

+ (Ya (D)6 () | 22 | Ya(§)¥(3))
+ % (Wal3)(3) | 22 | Ya(G)un(i))
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de nuevo debido a las propiedades del sistema, se reduce a

(22 = (Wa(i)¥a () (¥a (i) | 22 | ¥a(i))

) ) o ) (3.4.4)
+ (Wo(5)%a(9)) (¥a(8) | 27 | ¥(3))
usando las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6)
(z}) = ALl + Iz Lho) (34.5)
al usar las ecuaciones (2.4.1¢) y (2.4.4) z; = R&;m; las integrales quedan
1 N2 .
Iy =Z <wa(7’) l Z ’wa(z)>
o0 1 27 (346)
— / / / R2£2n2R36——2aR(E+n) (62 _ ?72) df dn d(p
1 -1Jo
oo 1
Iy = 27R° / / e~ 2eREM 202 (2 _ n2) dedy (3.4.7)
1 J-1 ke
)7
1 N2 X
I =7 {((3) | 22 | ¥a(d))
00 1 2n (348)
— / / R2§2772R36—2aR§ (52 _ ,’72) d€ dn d(p
1 J-1Jo .
00 1 .
I = 27R° / / e 2eRE2n2 (¢2 _p?)dedn (3.4.9)
1 J-1
Se procede con el valor esperado de (z1z2), el cual es
ZIZQ) = <\I/ | 2129 I ‘I/>
1
=3 (Ya(1)96(2) | 2122 | ¥a(1)¥6(2))
(3.4.10)

+ (Wa(1)9h5(2) | 2122 | ha(2)¥5(1))
+ 5 WD) | 522 | o (2060)
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Capitulo 3

desarrollando la ecuacién, se obtiene

(5152) (d}a |~1|wa(1))<wa )|~2|wa )>
+ (Ya(1) ] 21 | ¥6(1)) (¥6(2) | 22| ¥a(2))

o 1

+ 5 (¥a(2) [ 22| ¥a(2)) (¥(1) [ 21| (1

2

= (@a(1)] 21 [%a(1)) (¥5(2) | 22 | ¥6(2))
+ (Wo(1) |21 | ¥a(1)) (¥6(2) | 22| ¥ (2))

(2122) = (Ya(i) | 20 | ¥a(6))® + (Wo(3) | i | ¥a(i))?

(z122) = A (I, + IE,)

donde

I =5 (ha(i) 2] ¥ali)

o0 1 27
_ / ; / / R2§,’7R36—-20¢R(§+n) (62 _ 712
1 J-1Jo

D)

) dédnde

00 1
I = 27rR5/ / em2eRE M en (2 — n?) dedn
1 -1
112— ("/’a(z |~z,¢a( )>
27
/ / / R2 77R3 —2aRE¢ (5 )dg d'l] dQO

3] 1
I = 27rR5/ / e~ 2eRsgn (€2 —n°) dgdn
1 J-1

El valor esperado de z2, tomando en cuenta las simetrfas, es

(=) =(2|=f| )

= (Ya(7)¥a(5)) (¥a(?) | 22 | ta(

)

+ (Wo(5)Ya(5)) (Wu(i) | 27 | (i)

(22) = A* (I1I13 + L 1)

28

de las ecuaciones (2.4.1a) y (2.4.4), se obtiene que z; = R (€2 — 1)1/2 (1

—n?)

1/2

(3.4.11)

(3.4.12)

(3.4.13)

(3.4.14)

(3.4.15)

(3.4.16)

(3.4.17)

(3.4.18)

cos(@;), por lo
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que las integrales son

1

Lg =5 (Ya (i) [ €7 [ ¥a ()
0o p1 p2x (3.4.19)
=[] ] RHE -1 - o) RO RE (62 ) dednde
1 -1J0
oo 1
Lz =7R® / / e~ 2eRE) (€2 _1)(1 - 9%) (€%~ n?) dédn (3.4.20)
1 -1
Y
ha =7 (9| 22| Yali))
o pl 2 (3.4.21)
=1/ / R2(€? - 1)(1 - n?) cos? () RO~ 2RE (€2 — ) de dy s
1 -1J0
oo 1
114:7rR5/ / e 2R —1)(1 - n?) (62 — n?) dédn (3.4.22)
1 -1

Por dltimo
(T172) = (T [z1zo | T)

= (¥a (@) | 2: | ¥a () (Ya(?) | i | (i) (34.23)
+ (n(2) | i [ 9a (1)) (Yo(3) | 24 | o ()

(z122) = A® (IT5 + IT5) (3.4.24)

de las ecuaciones (2.4.1a) y (2.4.4), se tiene que z; = R (€2 — 1)1/2 (1- 1712)1/2 cos(;), con lo
cual las integrales son

hs = (ali) | 2372 | ¥a(9)

o pl p2w (3.4.25)
=[] ] R =00 ) cost)ReeRE (62 - ) dedndo
1 -1J0

pero \
/ cos(p)de =0 (3.4.26)
0

por lo tanto

(3.4.27)
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Polarizabilidad y Momento Cuadrupolar Capitulo 3

De igual manera

hio =7 (a(i) | 2122 Ya(i)

o] 1 27
=[] [ RE - 10 - P coste)Roe R (¢ — ) dednae
1 —1J0

(3.4.29)

(z122) =0 (3.4.30)

(3.4.28)

por lo que
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Resultados Capitulo 3

3.5. Resultados

Con el programa Mathematica se calcularon las integrales de manera numeérica, con lo que se

calculé el valor de la energia dependiente de o y R. Después se minimizo6 el valor de la energia
con respecto de a. Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3.2.

3 -
L
2 4
= .
[
ot
€ 14
@
< !
S )
o
)
c 047
wo
*
{!
X
1 );‘ X X X X % X X X
=1 - X AOCH K~ K e X X —— Y —— X ——— ¥ ——— X —— X —— X —— X X — )
T I L l T I T I
0 2 4 6 8

R (bohr)

Fig. 3.2: Curva de energia

Se puede observar que para valores de R cercanos a cero la energia del sistema es muy grande,
esto debido a la alta repulsién que hay entre nicleos, mientras R aumenta la energia decrece
hasta llegar a un minimo y empieza a crecer otra vez, lo cual sucede debido a que los dtomos
estan muy separados y se necesita mucha energia para ligarlos, es decir practicamente, en lugar
de la molécula de hidrégeno tenemos dos dtomos de hidrégeno separados.

Con el software Origin Pro 8 se hizo un ajuste de segundo orden alrededor del punto de R
correspondiente a la energia minima, con una separacién del 5% para cada lado —con respecto
a R- y sobre este ajuste se buscé el minimo de energia. Se encontré un valor de energia minima
de —1.13908 Hartrees para una distancia de 0.709865 radios de Bohr.
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En la tabla 3.1 se compara el resultado obtenido con resultados de otros autores [5, 6, 14],
donde 2R es la distancia entre los nicleos, observando una buena correspondencia.

Tab. 3.1: Comparacién de valores obtenidos

H Pang 1 LeSar ‘ Cruz ‘Este Trabajo

2R | 1401 | 1403 | 1.388 | 1.419
E | -11746 | -1.1716 | -1.1332 | -1.1391

Después se hizo el ajuste de cuarto orden sobre la misma regién y los cambios de variable
para obtener los pardmetros de Dunham y las constantes de fuerza vibracional, los cuales se
muestran en comparacién con los de los demds autores, en la tabla 3.2.

Tab. 3.2: Parametros de Dunham y constantes de fuerza vibracional

H LeSar ‘ Cruz ’ Este Trabajo

B. 60.64 55 | . 59.79

We 4415 4703 4206
WeXe 138 64 146

wWR 4139 4577 3914

Por 1ltimo los valores de la polarizabildad y el momento cuadrupolar se muestran en la
tabla 3.3

Tab. 3.3: Polarizabilidad y momento cuadrupolar

“ LeSar l Este Trabajo | Buckingham

ay || 3617 4.652 4.743
a || 5.353 5.047 6.831
a | 4196 4.784 5.439
k | 0138 0.027 -

© | 0499 0.512 0.492
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4. MOLECULA DE HIDROGENO CONFINADA

Para confinar a la molécula se le impone una barrera de potencial de la forma

oo; & = &o;

V() =
0; £#&

el cual puede verse como una caja esferoidal prolata impenetrable, definida por &, de tal manera
que el eje mayor del esferoide coincide con el eje z y los focos del esferoide con los nicleos. El
sistema sélo puede estar dentro de la caja sin poder salir. Se calcularon las propiedades de este
nuevo sistema, dependiendo del tamaifio de la caja, para compararlos con la contraparte libre y

con resultados obtenidos por otros autores.

Fig. 4.1: Esquema de la molécula de hidrégeno confinada



Seleccion de la Funcion de Onda de Prueba Capitulo 4

4.1. Seleccién de la Funcion de Onda de Prueba

Debido a que el potencial de confinamiento no cambia la dorma de las interacciones que se

dan en el sistema, la funcién de onda de prueba es de la misma forma

o = % [6a(1)66(2) + Ga(2)00(1)] (4.1.1)

pero ahora la funcién de onda particular debe cumplir con que sea cero para §; > &, debido a

que no pueden salir de la caja, por lo que la funcién particular toma la forma
ba(i) = VA e~ *RE+IIZ () (4.1.2a)
dp(i) = VA e~ oRE=m)Z(g,) (4.1.2b)

donde Z(£;) es la funcién de corte, definida como

=(€,) = (& —&); & <& (4.1.3)

0; & > &

4.2. Construccion del Hamiltoniano

El hamiltoniano del sistema dentro de la caja es el mismo, que en el caso libre, por lo que de

E= <H> = <T> + <Va> + <Vee> + <V,m> (4.2.1)

4.2.1. Constante de Normalizacion

nuevo

El célculo que llevé a la ecuacién (3.2.4) es independiente de la forma de la funcién de onda,

por lo que podemos usarla

1 = [(¢a | $a))® + [ | $a))

definiendo i
-Il = :4' <¢a | ¢a> (422)
1
got= 2 (B | Pa) (4.2.3)
Aot 424
=75 E2d)

ahora las integrales son

o0 1 2% ‘
= [ [ [ emememziRye gf) dpanag
1 —-1J0
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Construccion del Hamiltoniano Capitulo 4

debido a la forma de la funcién =, se separa la integral en dos partes

f() 1 27
5 = / / / ¢~2XRER) (¢ _ ¢ 2R(E2 — o) dpdn de
1 -1J0

oo 1 2% 0
+ / / / e~ 2eRE [ R3(E? — ?) dpdnde
& -1J0

s6lo sobrevive el primer término

§o 1 2n
e / / / e~2XREM (¢ _ g2 RY(€2 — y?) dpdn de
1 —-1J0

&o 1
) =27 R3 / / ¢m2RER (¢ )2 (€2 — 1) dnde (4.2.5)
1 -1

de manera similar la segunda integral es

&o 1
o = 27 R /1 / TR (6 ) (€% o) dnde (4.2.6)

4.2.2. Energia Cinética

El célculo para obtener la ecuacién (3.2.10) también es independiente de la forma de la funcién

20y

¢a<z‘)> (42.7)

de onda, por lo que el valor esperado de la energia cinética del i-ésimo electrén es

1 1
i vz Sl v
5 Vi 2V1

¢a<z’>> T (65(3) | dali)) <¢b(z’>

(T3 = (Bali) | Sai)) <¢a<z‘)

Y = )| —Ly2 _lge
(T = 4% (4| -3 V3 SV

¢a(i)> + AT, <¢b(i)

Seguimos sin tener dependencia en ¢ — %q&a = 0. La dependencia con respecto a 7 no

cambid por lo que la parte correspondiente a 7 sigue siendo

0

z [(1 - n2>3¢a] — “2%aRnge + (1 - 12)(aR)s (428)

on
pero la dependencia de la funcién con € si cambié, ahora la derivada con respecto a £ es

0

0 -a
8—§¢° = % <\/Z€ SR fo))

— VAem*REM 4 qRyAe-RE) (¢ _ g)
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Construccién del Hamiltoniano Capitulo 4

0 a
3% [(5 — 1)85 ] — (2¢ + R%? (€2~ 1) (- &) +2Ra (1 - 262 +£&))  (4.2.9)

el ket del primer término queda

1 2 o
|—§V |¢a>—'l 2R2(§2—772) 6_50
le,a 1 1 E-aR(E-1)
2 Y Rern BE@-m)E—a)

1 [25 — R%a?(n® — €2)(€ — &o) + 2ra(1 — 26 + (€ — &) + 650)] )

De modo que el primer término de la ecuacion (4.2.7)

<¢a<z'> Bali )>

—%Vf

¢a<z'>> = —30%(6ali) | 9a(i)) + <¢a<z'>

E—aRE 1) |
<¢“ g ~F)E=6) ¢“(’)>

= -§a2Am + 3T+ 14

R2
donde
1 o1 _
T = 5 (80| £ | )
— < ! o 1 —2aR(&+7) _ 2p3g2 2
- [ e (€ ~ &) B(E —n?) dipdn de
&o 1
s = 27 R° /1 f eTHRRE (¢ — o) — 1) dpdn (4.2.10)
Yy
1 L] E—aR(E-1) >
<¢“(”|< AE &) | %O
L 7 g—-aR(E2-1) _, R(¢47) 3 2
a R dpdnd
/// P E—6)° (€ — &)*R3*(€* — n°) dpdndg
& pl
T4 = 27R? / / e 2eRE+M [¢ — aR(€2 - 1)] (€ — &) dpdn (4.2.11)
1 —1
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Construccién del Hamiltoniano Capitulo 4

De modo similar el segundo término de la ecuacién (4.2.7)

(anti)| -3 2 ¢a<i>>=—1a2 (@) 10 + 5 (9400 | o [ @nt9)
2 (00| 5 “Rgfé L |auto)

2
:_Ea ATlp + "15+ Rﬂ

Ts = 5 (#0)| 55 | )

o rl 27
- /1 /—] /0 (f + 77) e—2aR£(§ - {0)2R3(§2 == 7]2) dSOdT] df

donde

o rl
= - 3 —2aRE(g _ ¢ \2(f _ d 9
' 27rR/1 /_1e (6 — €0)2(6 — ) dipdn (4.2.12)
208
=3 (%0| G e |+0)
&o 2m 20
=/ / / éz _af(fé 23)6‘2“R€(§—£o)2R3(§2—772) de dndé
o pl
‘16=27rR3/1 /_le—MRf [€ — aR(€® = 1)] (£ — &) dewdn (4.2.13)

Usando las definiciones anteriores el valor esperado de la energia cinética del i-ésimo electrén
es

(T;) = A? [ T+ 5 ‘I s+ };27 Ty — %oﬁ‘lg + %‘ig‘ls + 3}57276]

de la ecuacion (4.2.4) podemos reacomodar como

(Ti> = —%O2 + —IA—E-Q— [O:R(-I 3 + —1215) + (7 s+ 12-16)]

el valor esperado de la energia cinética del sistema es

2

(T = —a®+ 2%2— [aR(-|1_|3 + T )+ (h e + 1276)] (4.2.14)
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4.2.3. Energia Potencial Atractiva

De igual manera la ecuacién (3.2.18) puede ser usada para obtener el valor esperado de la

| 6a(0))

energia potencial atractiva

_ &

aurve ,
Vo) = =4[ 06 |82} {2a(0)| 72y

&1
= 2} | ¢a(2 | 5= ]0¢a(l
(@)1 8a(2)) (4(1)| 22 ¢<>>]
que podemos reescribir como
(Vo) = —% [ T7 = T2 (4.2.15)
donde
-l7 = ‘:{.{ <¢a(l) ﬁ ¢a(7')>
o bt (E-&)? o—20R(E+n) R3g(g2 _ 2
= @ — dpd
/1/_1/0 e R°E(E" —n7) dpdndg
€ pl
= 27R3 / / e~ 2aREEM (¢ _ £4)2¢ dpdy (4.2.16)
1 -1
Yy
T= = <¢a(z‘) g ¢a(z')>
_ o o (§ 50 e~ 20RER3e(e2 _ 2
=/ / | et — ) dpdnae
o pl
g = 27 R? /1 / e 2oRE (6 _ £0)2%€ depdn (4.2.17)
-1

4.2.4. Energia Potencial Repulsiva entre Niicleos

Cémo la funcién @ sélo depende paramétricamente de R y el potencial anadido no altera
la forma de interaccién entre nucleos, el valor esperado de la energia potencial repulsiva entre

nicleos serd el mismo que (3.2.22)

(Van) = _2_1§ (4.2.18)
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4.2.5. Energia Potencial Repulsiva entre Electrones

El potencial externo tampoco altera la forma de la interaccién entre electrones, por lo que
usando (3.2.23)

¢a(2)¢b(2)> (4.2.19)

1 ) 1
e = (820 | 2= | ) ) + (sat)00(0)|
12 r12
Se tiene también que 1/7;2 conserva la misma forma, ademas las propiedades de las ecuaciones
(3.2.28), (3.2.29), (3.2.31) y (3.2.32) dependen de 1 y como se comenté la forma de dependencia
de 1 no cambié por lo que se usan de la misma manera. Por lo que el primer término de (4.2.19)

es de la misma forma que (3.2.27) pero aiiadiendo el factor de = en ¢, (i) y en ¢p(i)
T12

<¢2(1) ¢§<2)>

E(l 5()
2R Y @+ 1)) [ [T e metene 6 e - g0 e ) (4220
1

1=0

1

- [M3€3€3 — moma (6 + 63) + p3) dé; déo

de la misma manera el segundo término de (4.2.19) seré de la forma de (3.2.38) anadiendo el

factor = en las funciones correspondientes

1
<¢a<1>¢b(1> ‘ 4 ¢a<2)¢b<2)>
& &o
—SRAR [ /] /1 e~ 2aREe=2aRE (61 £012(6, — 60)% fol61, £2) [9€2€EE — B(€2 + €2) + 1] dE, 6

4 [ [
+ 5[ /; e~ 2aRE1 ,—2aRE: (& — 50)2(62 _ 60)2f2(€1,§2)d§1 dés

(4.2.21)
El valor esperado de la energia potencial repulsiva entre electrones es:
]
(Vee) = 47 R° 427 + n RO AT (4.2.22)
donde
= ! 18 sar 2aR 2
To=) (2 +1)(-1) / / e~ 2ot 2R (g} — €0)* (& ~ £0)*fi(&1, E2)
1=0 L (4.2.23)
- [13E7ER — nopa (€1 + €3) + 3] d&r déo
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&0 po
Tho :/ / e a2 R (£ — £0)2(&; — €0)* fo(€1, E2) (96565 — B(€7 + €3) + 1] A&, &
1 I

go péo . _
+ g/ / e—2aR£16—2aR§2 (é_l _ 60)2(52 _ 50)2f2(§1,£2)d§] dfg
1 1

(4.2.24)

4.3. Polarizabilidad y Momento Cuadrupolar

La aproximacion de Kirkwood que se vié en la seccién 3.4 es independiente del potencial por

lo que de nuevo

oy =8[(z*) + <2122)]2 (4.3.1a)
al =8[(z?) + (xlxg)]z (4.3.1b)
_ ﬂi;_ai (4.3.22)

o G TGl
p=— (4.3.2b)
© = 4R* — 4 [(z?) — (z?)] (4.3.2c)

el calculo para llegar a las ecuaciones (3.4.4), (3.4.11), (3.4.17) y (3.4.23) también son indepen-
dientes de la forma de la funcién de onda.
Con lo que el valor esperado de 27 es

(22) = (Pa(d)ba(5)) (Ba(i) | 22 | Ba(i))

(433
+(86(7)a(i) (da(@) | =2 | $0(1)) )
(=) = 22T+ T o) (4.3.4)

donde 1
Ty = a <¢a(i) ' Z? | ¢a(i)> (4.3.5)
1 = 27R® f “ / 1 e~ 2eRETM 202 (€2 _ 1?) (¢ - &)° dedn (4.3.6)

1 -1

y 1

The = i (ob(i) | 22| dald)) (4.3.7)
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& pl
The = 2nR® / / e 2 RE2n? (62 — ) (€ — &) dedn (4.3.8)
1 J-a
también se tiene
(2172) = (8ali) | 21 6a (0))? + (B00) | 3] Bui))? (43.9)
(z122) = A* (T3 + T3y) E2Y)

Tz = %(d’a(i) | 2i | 9a(4))

& rl
Mg = 2nR* /1 /_ ] e~ 2aRE ey (€2 — 1) (€ — &) dEdn (4.311)

Tt = 5 (6a(i)] 211 9a(9)

& pl
T =2kt [0 [ et (€ - ) (6 - ) dedn (43.12)

El valor esperado de z? es

(22) = (¢a(7)0a(4)) (ali) | 27 | $a(i))

. ] o ‘ (4.3.13)
+ (6(5)ba(5)) (D5(i) | 27 | Ba(i))
(27) = A2 (1 Ts + T2 o) (4.3.14)
donde ' - |
115 = Z <¢a(z) |$3 | ¢a(z)) (4~3'15)
& pl
=gt [ [ emmemern (- o) (€2 - 1)1 - o) (€2 - ) dedy (4.3.16)
1 J-1
Y 1
The = = (66(8) |27 | $a(4)) (4.3.17)
& pl
T =R [ [ R (6 o) (€ - 1)(1 - oP) (€2 - ) dean (43.18)
1 J=
Por dltimo en el valor esperado de z;z, la integral en la coordenada ¢ también contiene
27
/ cos(p) dy
0
que es igual a cero, por lo que
(z122) = 0

41



Capitulo 4

Resultados

4.4. Resultados

De nuevo se calcularon las integrales de manera numérica con Mathematica, se calculd el
valor de la energia dependiente de a y R y se minimiz6 el valor de la energia con respecto de a.

Los resultados obtenidos para las distintas £ se muestran en la figura 4.2.

3

15

10 - | ll,l :l | ,

Energia (Hartree)

T l L]

Radio (Bohr)

Fig. 4.2: Curva de energia

Se observa que para valores de &y pequeiios la energia minima es alta y en la medida que &
aumenta la energia va aumentando acercdndose al valor de la energia minima para el caso libre,

lo cual se espera ya que para una caja muy grande debe ser el mismo que el caso libre.
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En la tabla 4.1 se comparan los resultados obtenidos de las distancias correspondientes a la

energia minima.

Tab. 4.1: Comparacién de distancias de energia minima

2Ry Pang Lesar Cruz Este Trabajo

0 1.401 1.403 1.388 1.414
10 1.3895 1.395 = 1.4051
8 1.3503 1.355 1.321 1.3502
7 = 1.301 - 1.2897
6 11771  1.208  1.177 1.1961
5 = 1.068 = 1.0639
4 0.8949 0.893 0.885 0.8927
3 = 0.686  0.683 0.6873
2 0.4493 0455 0.454 0.4557

En la tabla 4.2 se comparan los resultados obtenidos de las energia minima.

Tab. 4.2: Comparacion de Energias minimas

2R¢y Pang Lesar Salvador Este Trabajo

oo  -1.1746 -1.1716  -1.1332 -1.1390
10 -1.1702 -1.1638 = -1.1404
8 -1.1533  -1.144 -1.1102 -1.1177
7 - -1.1136 - -1.0847
6 -1.0523 -1.0441 -1.0079 -1.012
5 - -0.8800 - -0.8452
4 -0.479  -0.4749  -0.4321 -0.4376
3 - 0.6474 0.6934 0.6854
2 4.5944  4.5947 4.6433 4.6371
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También se ajustaron las curvas a los pardmetros de Dunham, en la tabla 4.3 se muestran

los resultados de las constantes de fuerza vibracional

Tab. 4.3: Constantes de Fuerza vibracional

2R&, B, We WeLe WR

oo 59.79 4206 146 3914 Este Trabajo

60.64 4415 138 4577 LeSar

55 4703 64 4139 Cruz

10 60.77 4575 197 4181  Este Trabajo

61.38 4626 178 4270 LeSar

= = = = Cruz

8 65.79 5128 160 4807 Este Trabajo

65.05 5030 142 4746 LeSar

59.78 5378 64 5250 Cruz

7 72.12 5714 144 5426 Este Trabajo

70.59 5602 122 5358 LeSar

65.78 6017 63 5892 Cruz

6 83.69 6783 116 6551 Este Trabajo

81.80 6684 118 6448 LeSar

76.87 7052 64 6925 Cruz

5 105.79 8617 83 8451 Este Trabajo

104.68 9261 115 9031 LeSar

96.67 8723 70 8582 Cruz

4 150.20 12015 42 11930 Este Trabajo

148.07 12276 108 12060 LeSar

134.14 11581 86 11410 Cruz

3 253.57 19089 42 19005 Este Trabajo

253.71 19819 169 19481 LeSar

215.00 17076 115 16845 Cruz

2 578.12 37991 90 37812 Este Trabajo
576.36 39040 267 38506 LeSar -

= = = - Cruz
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En la tabla 4.4 se muestran los resultados de polarizabilidad, anisotropia y el momento

cuadrupolar

Tab. 4.4: Polarizabilidad, Anisotropia y Momento cuadrupolar

2R€0 (s X1 Q) (e} k 0

oo 4.652 5.047 4.784 0.027 0.512 Este Trabajo
3.617 5.353 4.196 0.138 0.499 LeSar

10 3.545 4.147 3.745 0.054 1.017 Este Trabajo
2.951 4.479 3.460 0.147 0.493 LeSar

8 2.798 3.370 2.989 0.064 1.069 Este Trabajo
2.355 3.595 2.769 0.149 0.490 LeSar

7 2.254 2766 2.425 0.070 1.045 Este Trabajo
1.899 2.892 2230 0.149 0471 LeSar

6 1.634 2.045 1.771 0.077 0.959 Este Trabajo
1.374 2.072 1.606 0.145 0.427 LeSar

5 1.024 1.264 1.117 0.084 0.802 Este Trabajo
0.860 0.632 0.994 0.135 0.360 LeSar

4 0.525 1.264 0.576 0.088 0.590 Este Trabajo
0.447 0.632 0.509 0.121 0.272 LeSar

3 0.201 0.261 0.221 0.089 0.361 Este Trabajo
0.177 0.237 0.197 0.101 0.174 LeSar

2 0.047 0.060 0.051 0.085 0.163 Este Trabajo
"~ 0.043 0.054 0.047 0.078 0.082 LeSar
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5. CONCLUSIONES

Se observé una muy buena correspondencia con los resultados de los demas autores, por lo que
nuestra funcién de onda de prueba, que tiene un pardmetro variacional, resulté mejor que la los
otros autores que contienen mas pardmetros variacionales y se aproximé mucho a los resultados
por parte de Pang, en el cual, se tiene un pardmetro variacional pero se necesita un gran recurso
de computadoras.

En base a los resultados también podemos concluir que la funcién de onda que se contruyé se
aproxima a la funcién exacta del sistema, haciendo notar que siempre se encontfo un minimo de
energia global.

Se mostré una dependencia del valor de la energia minima con respecto del tamafio del

esferoide que confina a la molécula.
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