#
UNIVERSIDAD DE SONORA

“E| saber de mis hijos P
“hard mi grandeza® Di1visiON DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

Programa de Licenciado en Matematicas

Estimacién en procesos markovianos de salto

TESIS

Que para obtener el titulo de:

Licenciado en Matematicas
Presenta:

Francisco Figueroa Ramirez

Director de Tesis: Dr. José Arturo Montoya Laos
Asesor de Tesis: Dr. Oscar Vega Amaya

Hermosillo, Sonora, México, Enero, 2013.



Universidad de Sonora

Repositorio Institucional UNISON

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

(@0SIe)

Excepto si se sefiala otra cosa, la licencia del item se describe como openAccess



SINODALES

Dra. Gudelia Figueroa Preciado
Universidad de Sonora

Dr. Jests Adolfo Minjarez Sosa

Universidad de Sonora

Dr. José Arturo Montoya Laos
Universidad de Sonora

Dr. Oscar Vega Amaya

Universidad de Sonora



Agradecimientos

En primer lugar a Dios, que me ha brindado una vida llena de alegrias y aprendizaje,
o )
permitiéndome vivir una muy grata experiencia en mi etapa universitaria.

A toda mi familia que siempre me ha apoyado, guiado y cuidado con mucho amor,
en especial a mis padres, Francisco y Cecilia, gracias de corazdn por todas las opor-
tunidades que me han brindado, espero estén orgullosos de mi. A mis hermanos,
Oscar y Cecilia, por la compaiia y el apoyo que me brindaron de una forma u otra,
se que cuento con ellos siempre. Soy afortunado por contar siempre con su amor,
comprensién y ejemplo. Esta tesis es suya.

Quiero agradecerles también a mi director de tesis, Dr. José Arturo Montoya Laos,
y asesor de tesis, Dr. Oscar Vega Amaya, por sus ensenanzas, su paciencia v por
haberme dedicado su tiempo, siempre con entusiasmo, por su apoyoe y amistad que
me permitieron aprender més que lo estudiado en el trabajo.

Muchas gracias a mis sinodales Dra. Gudelia Figueroa Preciado y Dr. Jests Adolfo
Minjdrez Sosa, por haber destinado parte de su tiempo a la revisién de este trabajo,
gracias por sus observaciones y correcciones.

A todos mis profesores de la licenciatura que me ensefiaron tanto de la profesion
como de la vida, impulséndome siempre a seguir adelante. Estoy muy agradecido
por ayudarme a enriquecer mis conocimientos, gracias también por su amistad.

A todos mis amigos con quienes he compartido muchos momentos que siempre lle-
vare conmigo. Ustedes han enriquecido mi vida con su carifio y su alegria, y todos
los personajes que han dejado huella en mi vida. Ustedes han sido fuente de alegria
y muchos de ustedes fueron de gran apoyo.

Francisco Figueroa Ramirez
Enero de 2015

v



VI




indice general

Introduccion

1. El proceso de Poisson

1.1.
1.2,
1.3.
1.4.

21
2.2,

Procesos de conteo .

Definicién del proceso

de POISSOIL . v v v v v v e e e e e e e e e e

Distribuciones de tiempos de espera y entre arribos . . . . . ... ..

Otras propiedades del

proceso de Poisson . . . . ... .. ... ...

. Procesos markovianos de salto

Construccion de los procesos de salto . . . . . . . oo o

Procesos de nacimiento y muerte . . . . ... .o

99 1. Procesos de ramificacion . . . . . . . . . oo s e e e e

2.2.2. Proceso de nacimiento y muerte con dos estados . . . . . ..

993 Proceso de POISSON . v i v v v v v o v o o v m wme e e e s

29 4. Proceso de nacimiento . . . . . . . . o . oo e e e e s

Inferencia estadistica

3L

3.2,
3.3.
3.4.

3.5.

Enfoque de verosimilitud para hacer inferencias en procesos mar-

La funcién de verosimilitud . . . . . . . . oo e e e e e

3.1.1. Plausibilidad

3.1.2. Estimador de méxima verosimilitud (emv) . . . . . . ... ..

THvaATTANTZS o « « 5 & =

Funcién de verosimilitud relativa . . . . . .. . . ..o

Regiones de verosimilitud . . . . .. .. oo

3.4.1. Intervalos de verosimilitud . . . . . . . . . . ..o

Regiones de verosimilitud-confianza . . . . . . ... ...

kovianos de salto

4.1.
4.2.
4.3.
44.
4.5.

Inferencias en un proceso de Poisson homogéneo: Caso sin censura

Inferencias en un proceso de Poisson homogéneo: Caso con censura .

Inferencias en un proceso de nacimiento lineal: Caso sin censura . . .

Inferencias en un proceso de nacimiento lineal: Caso con censura

Estudio de simulacién

[SUI L]

= O

13
13
19
20
22
23
25

37
37
39
41
44
46



VIII INDICE GENERAL

4.5.1. Parte 1: proceso de Poisson homogéneo . . . .. . . ... .. 48
4.5.2. Parte 2: proceso de nacimiento lineal . . . ... . . . ... .. 48
5. Conclusiones 51

Bibliografia 53



Introduccion

Los procesos estocdsticos son una herramienta fundamental para el analisis de fendme-
nos reales que fluctiian aleatoriamente en el tiempo. Por ejemplo, la cantidad de
clientes que entran a una tienda, el nimero de coches que pasan por una autopista,
la llegada de personas a una fila de espera, el mimero de llamadas que llegan a una
central telefénica, el niimero de particulas emitidas por un material radiactivo, entre
otros. Un proceso estocéstico es una familia de variables aletorias X (t) indexadas
por un indice t, con t € T C R. Cada una de las variables aleatorias del proceso
tiene su propia funcién de distribucién de probabilidad y entre ellas pueden estar
correlacionadas o no. Una clase muy importante de este tipo de procesos la constitu-
yen los procesos de Markov, también llamados procesos markovianos. Estos tienen la
caracteristica general que dado el valor actual del proceso X (t), los valores futuros
X (s) para s > t son independientes de los valores pasados X (u) para u < t. Dos
procesos markovianos ampliamente estudiados en la literatura de la Probabilidad
son: el proceso de Poisson v el proceso de nacimiento lineal.

En la mayoria de las aplicaciones reales los pardmetros involucrados en los modelos
markovianos no pueden ser establecidos a priori y tienen que ser inferidos a partir de
un comportamiento histérico del proceso bajo estudio. Més atin, en muchas situa-
clones préacticas no es posible observar continuamente el proceso y lo unico que se
tiene para hacer inferencia estadistica sobre los pardmetros es informacion parcial o
informacién censurada del proceso completo. Asi, un problema estadistico relevante
es hacer inferencia sobre los pardmetros involucrados en los procesos markovianos
de salto, con base en escenarios observacionales tanto sin censura como con censura.

El objetivo de este trabajo de tesis es aplicar el enfoque de verosimilitud para hacer
inferencia estadistica sobre los parametros involucrados en las tasas de intensidad
de dos procesos markovianos de salto, el proceso de Poisson homogéneo y el proceso
de nacimiento lineal, con base en escenarios observacionales tanto sin censura co-
mo con censura. Ademads, explorar algunas propiedades estadisticas de los intervalos
de verosimilitud-confianza, como la frecuencia de cobertura y la longitud media, a
través de estudios de simulacion.

A continuacién se describen los aspectos mds importantes abordados en cada capitu-
lo.

En el Capitulo 1 se define el proceso de Poisson, se discuten diferentes formas de

definirlo y las demostraciones de algunas de sus propiedades, usando conceptos y
resultados basicos de probabilidad.
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En el Capitulo 2 se expone la construccién de los procesos markovianos de salto:
es decir, procesos de salto que poseen la propiedad de Markov. Algunos de estos
procesos de salto son: el proceso de nacimiento y muerte, el proceso de ramificacion.
el proceso de Poisson y el proceso de nacimiento.

En el Capitulo 3 se desarrollan conceptos relevantes del enfoque de verosimilitud
utilizado aqui para estimar los pardmetros involucrados en los procesos markovianos
de salto bajo estudio. Algunos de estos conceptos son: la funcién de verosimilitud,
la propiedad de invarianza de la verosimilitud, la funcién de verosimilitud relativa,
las regiones de verosimilitud y los intervalos de verosimilitud-confianza.

En el Capitulo 4 se aplican los conceptos definidos en el Capitulo 3 para hacer in-
ferencia estadistica sobre los pardmetros involucrados en las tasas de intensidad de
dos procesos markovianos estudiados en esta tesis, el proceso de Poisson homogéneo
y el proceso de nacimiento lineal, con base en escenarios observacionales tanto sin
censura como con censura. Ademads, se presenta un estudio de simulacién donde se
muestra el comportamiento de las frecuencias de cobertura y la longitud media de
los intervalos de verosimilitud-confianza de los pardmetros que caracterizan las tasas
de intensidad de los procesos bajo estudio. Por dltimo, en el Capitulo 5 se presentan
las conclusiones generales de esta tesis.

Las principales aportaciones de este trabajo de tesis son:

= Exposicién adecuada de la construccion de los procesos markovianos de salto,
utilizando conceptos y resultados bésicos de probabilidad, para hacer inferencia
estadistica via el enfoque de verosimilitud en el caso del proceso de Poisson y
del proceso de nacimiento lineal.

= [lustracion del uso del enfoque de verosimilitud para hacer inferencia estadisti-
ca sobre los parametros involucrados en las tasas de intensidad de dos proce-
sos markovianos, el proceso de Poisson homogéneo v el proceso de nacimiento
lineal, con base en escenarios observacionales tanto sin censura como con cen-
sura.

= [xploracion de algunas propiedades estadisticas de los intervalos de verosimili-
tud-confianza, como la frecuencia de cobertura y la longitud media, a través
de estudios de simulacién que consideran escenarios observacionales tanto sin
CENSUTA COIMO COll CEensura.

Posibles extensiones inmediatas de este trabajo de tesis son utilizar el enfoque de
verosimilitud para hacer inferencia estadistica sobre pardmetros asociados a proce-
sos markovianos méds complejos. Por ejemplo, los procesos de nacimiento y muerte,
donde se tienen dos pardmetros (la tasa de nacimiento y la tasa de muerte); los
procesos de Poisson no homogéneos, donde la intensidad del proceso es una funcién
paramétrica; los procesos markovianos escondidos:; entre otros.

Las simulaciones, calculos de funciones de verosimilitud, optimizaciones v las figuras
mostradas en esta tesis se realizaron con la ayuda del lenguaje de programacién R
version 2.13.1 instalado en una computadora personal Intel Core Duo.



Capitulo 1
El proceso de Poisson

El proceso de Poisson es un proceso de conteo v existen varias formas equivalentes de
presentarlo. El objetivo de este capitulo es discutir algunas de estas presentaciones
y algunas de sus propiedades.

1.1. Procesos de conteo

Un proceso de conteo N(t), t > 0, es un proceso estocdstico tal que N(t) cuenta o
registra el nimero total de veces que cierto evento de interés ocurre en el intervalo
de tiempo (0, t]. Para ilustrar esta idea, Considere los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Sea N(t), t > 0, un proceso de conteo para las siguientes situaciones:

i) El nimero de personas que entran a una tienda en particular en el periodo
(0, t].

i) El nimero de nacimientos hasta el tiempo t inclusive.

iit) El nimero de cuadrdngulares que Willie Mays ha pegado al tiempo t inclusive.
Sit = 0 corresponde al tiempo en el cual Mays inicia su carrera en grandes
ligas, entonces N (19) ~ 600.

Observese que en los ejemplos anteriores los tiempos en que ocurren los eventos
son aleatorios. Entonces, para precisar ideas, denote por T;, el tiempo aleatorio en
el que ocurre el n-ésimo evento para cada n € N := {1,2,...} y defina Ty = 0.
Ademds, como lo sugieren los ejemplos, resulta natural suponer que estos tiempos
son no-decrecientes, es decir,

Tn £Tnt1, YneNyg:=NU{0}.

Noétese que esto implica que la sucesién es no-negativa. Entonces, usando esta nota-
cién, se tiene que

N(t) =méx{n>0:T, <t}, VYi>0. (1.1)

Puede verificarse directamente, usando la propiedad (1.1) por ejemplo, que un pro-
ceso de conteo N (1), t > 0, tiene las siguientes propiedades.
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Proposicién 1. Sea N(t), t > 0, un proceso de conteo y defina N(s,t] := N(t) —
N(s) para 0 < s < t. Entonces:

i) N(t) € Ny para todo t > 0.
it) N(s) < N(t) para todo 0 < 5 < t.

iii) N(s,t] es el nidmero de eventos que ocurren en el intervalo (s,t], para todo
0< 8<i,

1.2. Definicion del proceso de Poisson

Uno de los tipos més importantes de proceso de conteo es el proceso de Poisson, que
se define de la siguiente manera.

Definicién 1. El proceso de conteo N(t), t > 0, es un proceso de Poisson con
intensidad X > 0 si satisfoce las siguientes propiedades:

i) N(O)=0.
ii) El proceso tiene incrementos independientes, es decir, las variables aleatorias
N(tO: 1'?1], N(tl 3 tZ]: . ey N(tﬂ—ly tn]

son independientes para cada coleccion finita de tiempos 0 <ty < €1 <--- <
tn—1 < tn.

iii) Para cada par de tiempos s,t > 0, la variable aleatoria N (s, s+t tiene distri-
bucion de Poisson con pardmetro At, es decir,

()"

P{N(s,t+s]=n}=exp (—)\t)T,

You=0,1+. (1.2)

Un proceso que satisface estas tres condiciones se le llama proceso de Poisson ho-
mogéneo, tal adjetivo, se refiere a que el pardmetro de intensidad A no cambia con
el tiempo, es decir, es homogéneo en el tiempo.

Para determinar si un proceso de conteo arbitrario es un proceso de Poisson se debe
mostrar que las condiciones en la Definicién 1 se satisfacen. La condicién i) es una
convencién y solamente establece que el conteo de eventos comienza en el tiempo
t = 0, mientras que las condiciones i) y iii) se refieren a la estructura probabilisti-
ca del proceso. Generalmente, la condicién ii) puede verificarse directamente desde
nuestro conocimiento del proceso. Sin embargo, en muchos casos no es del todo claro
c6mo podria determinarse que la condicidn iii) se satisface, requiriéndose entonces
formulaciones equivalentes del proceso de Poisson.

La hipétesis de incrementos independientes puede ser razonable para algunos proce-
sos de conteo, como ¢l del Ejemplo 1 #), pero podria no serlo para otros, como el del
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1.2 Definicién del proceso de Poisson

Ejemplo 1 ii). Recuerde que en este ejemplo, N(t) es el nimero de nacimientos en
el intervalo (0, ¢]. Si N (t) es muy grande, entonces es posible que haya mucha gente
viva en el tiempo ¢ y esto nos lleva a creer que el niimero de nuevos nacimientos
entre el tiempo ¢ y £+ s también tenderd a ser grande, por lo que no parece razonable
que N (t) sea independiente de NV (¢ + s) — N (t). La hipétesis de incrementos inde-
pendientes en el Ejemplo 1 i47) serd justificada si se considera que las oportunidades
de que Mays pegue un cuadrdngular hoy no depende de cémo le esté llendo. No
serd justificado si se considera en las malas y buenas rachas de Mays.

Obsérvese que la Propiedad 4i%) en la Definicién 1 implica que los incrementos de
un proceso de Poisson son estacionarios, es decir,

P{N(0,t]=n}=P{N(s,t+s]=n}, Vst>0,n€Np.

En otras palabras, la distribucién de un incremento solamente depende de la longitud
del intervale de tiempo y no de su posicion. Nétese también que

EN(s,t +5] = M,

lo cual justifica que al pardmetro A > 0 se le llame la intensidad del proceso de
Poisson.

La hipétesis de incrementos estacionarios sélo serd razonable en el Ejemplo 1 ) si no
hubiese horas pico (es decir, de las 12 a.m. a la 1 p.m.) en el que un nimero mayor
de personas acudan a la tienda. En el caso contrario, la hipétesis de estacionariedad
del proceso no serd justificada. En el Ejemplo 1 i1), la hipdtesis de estacionariedad
estard justificada, por ejemplo, si se considera que la poblacién de la tierra es esen-
cialmente constante (una hipétesis poco razonable en tiempos actuales). De igual
forma, la estacionariedad del proceso de conteo del Ejemplo 1 ii) no parece razo-
nable; de hecho, la mayoria de las personas estarfan de acuerdo en que Mays podria
hacer més cuadrdngulares entre los 25 — 30 afios que entre los 35 — 40 afios.

Para dar presentaciones alternativas del proceso de Poisson se requiere del concepto
de funciones o(h) que se introduce a continuacién.

Definicién 2. Se dird que una funcion f(-) es o(h) si

lim ) =0

h—0 h
En ofras palabras, para que la funcién f(-) sea o(h) es necesario que f(h) /h tienda
a cero cuando h tiende a cero. Entonces, para tales funciones, si h tiende a cero, la
linica manera para que f(h)/h tienda a cero, es que f(h) se vaya mds rdpido a cero
que h. Es decir, para h pequena, f(h) debe de ser pequefia en comparacién a h. Los
siguientes ejemplos sencillos ilustran este concepto.

Ejemplo 2. i) La funcion f(z) =z* 2 € R, es o(h) ya que

h h?
lim f( ) =lim — = lim h = 0.
h—0 h h—=0 h h—0
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i) La funcion f(z) =z, v € R, no es o(h) ya que

h h
Iim ALY = lim 2 e lmi1=1 # 0.
h—0 h h—0 h  h=0

iii) Si f(-) y g(-) son funciones o(h), entonces f(-) + g(-) es o(h), puesto que
h h / h
lim -————f( ) + g() = lim —-f( b + lim g__w(’ ) =i
h—0 h h—0 h h—0 &
Entonces, cualquier combinacion lineal finita de funciones o(h) también es una
funcién o(h).

iv) Si f(-) es o(h), entonces también lo es cf(:). Esto es inmediato ya que

tim ) _ e FB) g
h—0 h h—0 h

El siguiente teorema proporciona una presentacion alternativa del proceso de Poisson
a la dada en la Definicion 1.

Teorema 1. Un proceso de conteo N(t), t 2 0, es un proceso de Poisson con
intensidad X\ > 0 si y sdlo si satisface las sigutentes propiedades:

i) N(0)=0.

i) El proceso tiene incrementos estacionarios ¢ independientes.
iii) P{N(h) =1} = A +o(h).
w) P{N(h) > 2} = o(h).

Esta caracterizacién del proceso de Poisson hace uso de las probabilidades “infini-
tesimales” del proceso, lo cual tiene algunas ventajas desde el punto de vista de la
interpretacion de lo que sucede en un intervalo “infinitesimal” de tiempo (t,t + hJ.
Dado que el proceso empieza en cero, por las propiedades del Teorema 1 i41) y iv),
la probabilidad de que pase al estado uno al final de un intervalo de tiempo pequeno
[0, h] es Ah + o(h), v la probabilidad de que el proceso no sufra ningdin cambio en
dicho intervalo es 1 — Ah+o(h), mientras que la probabilidad de que el proceso tenga
dos o mds incrementos en tal intervalo es o(h). Es decir, en un intervalo cualquiera
de longitud “infinitesimal” h esencialmente s6lo pueden ocurrir dos situaciones: que
haya un incremento o que haya ninguno.

Demostracién. Primero se mostrara que las condiciones i)-iv) son necesarias para
que el proceso de conteo sea de Poisson. Si N(t), t > 0, es un proceso de Poisson,
entonces claramente se cumplen las condiciones ) y i ) del teorema. Ahora se mos-
trard que también se cumplen i) y ). Para obtener la propiedad i ) obsérvese que
de (1.2) se tiene que

P{N(h) =1} = (Ah)exp(—Ah)
= Ah+ Mh[exp (—Ah) —1].
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Luego, como

. Ahexp (=Ah) — 1] .
: = Alim |exp (—=Ah) — 1] =0,
MR A PR (AR =1 =0,

se concluye que
P{N(h) =1} = A+ o(h).

Para obtener la propiedad #ii) recuerde que

T M = &
h—0 h

Luego, de (1.2) se tiene que

P{N(h)22} = 1-P{N(h)=0}-P{N(h) =1}
= 1—exp(—Ah) — Ahexp (—Ah).

Entonces

1 1 —exp(—=Ah)
lim —N(h) =lim | —————"—"2 _ Xexp(=Ah)| = 0.
R sl =8
En resumen, un proceso de Poisson satisface las propieades i)-iv) en el Teorema 1.

Ahora se probard que estas condiciones son suficientes para que N(t), t > 0, sea
un proceso de Poisson. Supdéngase entonces que el proceso N(t), ¢ > 0, satisface
las propiedades i)-iv) del Teorema 1. Obsérvese que sélo es necesario probar (1:2).
Defimase

Po(t)=P{N(t)=n}, t>0,n¢€N,.

Primero se mostrard que
FPy(t)==APy(t), Vt=>0.

Para probar lo anterior, note que por la hipétesis independencia v estacionariedad
de los incrementos, se tiene que

Po(t+h) = P{N(t+h)=0}

= P{N({)=0,N(t+h)— N (t) =0}

= P{N(t)—O}P{N(t—H?,)—N(t):O}
By (t) (1= Ah+o(h)),

donde la dltima ecuacién se deriva de las propiedades i11) v iv). Entonces,

P(J {t = fl,a = PU (t) a —}\Pg (ﬁ) 4 Og}h)

Ahora, si h — 0 se obtiene
Fo(t) == AR (t),

o equivalentemente
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lo cual implica, por integracion, que
log Py (t) = =Mt + ¢,

de donde se deduce que
Py (t) = kexp (—At),

donde k es una constante. Puesto que P (0) = P {N (0) = 0} = 1, se concluye que
Py(t) =exp(—At), Vit=0. (1:3)
Similarmente, para n > 0, se tiene que

P.(t+h) = P{N({t+h)=n}
= P{N{#)=n,N(t+h)—N()=0}
+P{N({t)=n—-1,N({+h)—-N(t)=1}

n
S PN =n— BN (4B~ N ()=
k=2
Alora, de la estacionariedad del proceso resulta que

iP{N(t):n—k,N(t-l—h)mN(t)=k} < iP{N(t—kh)—N(t)zk}
k=2 k=2
< P{N(h) 22} =o(h).

Por otra parte, de la hipétesis de incrementos independientes, se tiene que

Po(t+h) = Pu(t)Po(h)+ Pt (t) P (R)

(1 = Ah) P, (t) + AhPp_q (t) +0(h),

lo cual implica que

P, (t+ h) — Py (1)
h

o(h).

= — APy (1) + AP (1) + —

Si h — 0, se obtiene
Pl (t) = APy (t) + APnr_1 (1),

6 equivalentemente
exp (At) (P}, (t) + APy (1)) = Aexp (At) Pr—1 (1),
lo cual a su vez puede re-escribirse como
% fexp (M) P ()] = Aexp ()P (8). (1.4)
Esta ultima ecuacién y (1.3) implican que

4 fexp (W) P1(8)] = X
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entonces
Py (t) = (At + ¢) exp (=At),

dado que Py (0) = 0, se concluye que
Py (t) = Mexp (—At).
Se usard induccién matemadtica para demostrar que

B (L) = &')lexp(—)\t), Vi>0,n& Ny (1.5)
T

De hecho, note que (1.3) es la base de induccién. Ahora supéngase que (1.5) se
cumple para n — 1. Entonces, de (1.4), se sigue que

2 texp (1) Pa (B)] ¢ il
g &P OO =5y
lo cual implica que
(A"
exp (At) Py (t) = +c.

n!

Puesto que P, (0) = 0, de esta tltima ecuacién se concluye que

kel
B ()= ()::3 exp(—At), Vt=0,n€No.

Finalmente, note que de la estacionariedad de los incrementos se tiene que

()"
|

’
ni

P{N(s,t+s] =n} = Py (t) = exp (—At) v t>0,n€ Ny,

lo cual prueba el resultado deseado.

1.3. Distribuciones de tiempos de espera y entre arribos

Sea N(t), t = 0, un proceso de Poisson y Tn, n € Np, el tiempo de espera para la
ocurrencia del n-ésimo evento. Nétese que el tiempo de espera entre la n-ésima y la
(n — 1)-ésima ocurrencia del evento es

Sn = Tn_Tﬂ,fl, n € N.
Puesto que Ty = 0, resulta que S; = T1. Claramente
Tn.:Sl“""JrSn, v n € Ny.

Debido a que usualmete se piensa en un proceso de Poisson como un modelo para
los arribos de clientes a una estacién de servicio (como en el Ejemplo 1 1)) a las
variables S, n € N, se les llama tiempos entre arribos.
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A continuacion se encontrara la distribucion de los tiempos entre arribos S, v de los
tiempos de espera T, n € Ny. Para hacer esto, primero note que el evento $8; 8}
ocurre si y sdlo si no ocurren eventos en el intervalo (0, ¢], entonces
P{S1 >t} =P{N(t) =0} =exp(—Xt), Yt>0.
Por lo tanto, 57 tiene una distribucion exponencial con media 1/A.
Ahora obsérvese que
P{SQ P t,Sl = .5‘} = P{_N(S, U[Sl . 5}
=0|N(0,s] =1}
0

I
S
=
=

Entonces,
P{Sy >t} = E[P{S2>t|51}]
= /OO P {S3 > t|S) = s} Aexp (—As)ds
= ol
Repitiendo el mismo argumento se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2. Si N(t), t > 0, es un proceso de Poisson, entonces los tiempos entre
arribos Sy, n € N, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das con distribucion exponencial con media 1/\.

La propiedad anterior de los tiempos entre arribos caracteriza al proceso de Poisson.
Este resultado se enuncia a continuacién y su demostracion puede consultarse en
Billingsley (1979; pdg. 263).

Teorema 3. Sea N(t), t > 0, un proceso de conteo. Si los tiempos entre arribos
Sn, n € N, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribucidon exponencial con pardmetro A > 0, entonces, N(t), t > 0, es un proceso
de Poisson con intensidad X > (. .

Este teorema se utilizara en el Capitulo 4 para simular datos de un proceso de
Poisson.

Teorema 4. SiN(t), t > 0, es un proceso de Poisson con intensidad X > 0, entoces
T,, tiene densidad gomma con pardametros n y A.

Demostracion. Sea Fr, la distribuciéon de T;,. Para encontrar la distribucién Fr,
obsérvese que N (t) > n si y sélo si T}, < t. Entonces,

Fr(ty = P{L,£t}=P{N(t)2n)

&g J
Ze,xp(—)\t)%

I=1

n—1 i
= 1- Zexp (—At) ();)J.

f

=0
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Denétese por fr, (-) la densidad de T;,. Al derivar ambos lados de igualdad anterior
se obtiene

n—1 ;\If)j_J

(J 1)!

I, (t) =

7=0

()"

Por lo tanto, Tj, tiene densidad gamma con pardmetros n y A.

1.4. Otras propiedades del proceso de Poisson

Considérese un proceso de Poisson N(t), t > 0, con intensidad . Supéngase que
cada vez que ocurre un evento éste se clasifica como tipo 1 6 tipo II con probabilidad
p € (0,1) y probabilidad g := 1 — p, respectivamente. Supdngase ademads que la cla-
sificacién de cada evento es independiente de los restantes. Por ejemplo, los clientes
que llegan a una tienda de acuerdo con un proceso de Poisson con intensidad A se
clasifican como “hombre” (tipo I) o “mujer” (tipo II).

Denote por Ni(t) y Nz2(t) al nimero eventos del tipo I y tipo II que ocurren en el
intervalo de tiempo (0, {], respectivamente. Claramente, N (¢) = N (t) + Ny ().

Teorema 5. Los procesos N1 (t) y No (t), t > 0, son procesos de Poisson con inten-
sidades Ap y Mg, respectivamente. Ademds, estos procesos son independientes.

Demostracién. Primero se encontrard la distribucién conjunta
P{N(t) =n, Na(t) = m}.

Para hacer esto, se condiciona con respecto a N (t) para obtener
P{N,(t) = n,No(t) = m} = ZP{NI =n,Ny(t) =m|N (t) = k} P{N (t) = k).

Claramente,
P{Ni(t)=n,No(t)=mI[N(t) =k} =0 si k#n+m.

En el caso contrario, esto es, si k = n + m, se tiene que

P{N:(t)=n, N2(t) =m|N (t) =k} = C™py ”“*XP(M)((T;\im)i
()\tp) (’\EQ’) p( AL). (1_6)

n! m!
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Como consecuencia, la distribucién marginal de Ni(f) se obiene de la siguiente ma-
nera:

P{Ni(t)=n} = D P{Ni(t)=n,Na(t)=m}

m=0
Mp)"* Atg)"™
= exp(f)\tp)( n!) ZGXP(_M‘J)( q1)
m=0
Atp)"
- eXp(w\tp)( j:,))
n!

De forma similar se obtiene

y {NQ (t) = T]’I,} = exp (_)\hﬂ (/\fqym

m)!

Ademds, combinando las dos igualdades anteriores con (1.6) se obtiene que
P{N;(t) =n,Na(t) =m} = P{Ni(t) =n} P{Ns(t) = m}.

Por lo tanto, los procesos Nj(t) y Ni(t), t = 0, son procesos de Poisson indepen-
dientes con intensidades Ap v A¢g, respectivamente.



Capitulo 2

Procesos markovianos de salto

Los procesos que a continuacién se estudiaran evolucionan en tiempo continuo. Si el
espacio de estados E es continuo-por ejemplo, un intervalo-los procesos en tiempo
continuo pueden exhibir comportamientos muy complejos que pueden incluir despla-
zamientos continuos, saltos o combinaciones de ellos. Sin embargo, si el espacio de
estados E es discreto-es decir, finito o numerable—los desplazamientos o cambios del
proceso s6lo pueden darse por saltos, razén por la cual se les conoce como procesos
de salto.

En este capitulo se estudian una clase de procesos en tiempo continuo conocidos como
procesos markovianos de salto, es decir, procesos de salto que tienen la propiedad de
pérdida de memoria. A esta clase de procesos también se les conoce como cadenas
de Markov en tiempo continuo.

2.1. Construccién de los procesos de salto

Sea X(t),t € T = [0,00), un proceso estocsstico que modela un sistema cuyo
espacios de estados es un conjunto discreto E. Suponga que el sistema inicia en el
estado zg € E, es decir, X(0) = zy, donde permanece un tiempo aleatorio 7. Si
71 = o0, entonces el sistema nunca abandona xg, es decir, X (t) = zo para todo
t € T si 71 es finito, entonces el sistema se mueve o salta a un nuevo estado &1 #£ xg
en el instante 7;. Si esto tiltimo es el caso, el sistema permanece en 71 un tiempo
aleatorio 1y, v se repite el proceso anterior indefinidamente.

Definicién 3. El tiempo del primer salto del proceso X (t),t € T, se define como
m=1nf{t > 0: X(t) # X(0)}

donde se usa la convencion inf ) = co. Para k 2 2, el tiempo del k-ésimo salto
se define recursivamente como

Tk = nf{t > 7y 0 X(2) # X (1))
Notese que si T, = 0o, entonces Ty, = oo para todo m > k.

El proceso X(t), t € T, puede expresarse en términos de los tiempos de salto de la
siguiente manera:

X(t) =ap-1 = X(—1), m1St<my, (2.1)

13
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con la convencién 5 = 0.

Definicién 4. Sea un estado z € E y supdngase que X(t) =z para algin t > 0. Se
dird que x es un estado absorbente si X(m) = Y The1 = 00 para algin n € No.
En caso contrario, se dird que x es un estado no-absorbente.

A primera vista podria parecer que (2.1) define X (t) para toda t = 0. Pero este no
es necesariamente el caso, como lo muestra el siguiente ejemplo. Supdngase que una
pelota rebota en el suelo una y otra vez indefinidamente y que X (t) es el ntmero
de rebotes de la pelota ocurridos hasta el tiempo ¢ inclusive. Supdngase ademas que
el tiempo entre el n-ésimo rebote y el (n + 1)—ésimo rebote es 27". Entonces, para
todo n € N,

1 1
1+§+"'+2n—1 _2—2n—1

z, = X(m)=n

Tn

Nétese que 1, < 2, para todo n € N, y también que 7, — 2 cuando n — oc.
Entonces, (2.1) define X (t) solo para 0 <1 < 2. Ademsés, obsérvese que el nimero

de rebotes hasta el tiempo t = 2 es infinito, lo que indica que serfa apropiado definir
X (t) =oc parat = 2.

Definicién 5. El proceso X(t), t > 0, es no-explosivo si

Rr{limv'n:oo}:l, vV xe E.

n—oQ

En caso contrario, se dice que es explosivo, esto es, si

Pm{ Ym Ty oc-} >0

n—00

para algin estado x € E.

Nétese que si el proceso X (t) es no-explosivo, entonces (2.1) define a X (t) para
toda £ > 0. En lo que resta de trabajo se supondra que el proceso X (£),t = 0, &5
no-explosivo.

A continuacién se especificard una estructura probabilfstica para los procesos de
salto. Sea Q@ = {Quy}ayce una matriz de transicién sobre E tal que Qzp = 0
para todo = € E, y Fz(-) una funcién de distribucién concentrada en los reales no-
negativos para cada estado no-absorbente z. Supéngase que X (0) = z donde = es
un estado no-absorbente. Entonces, permanece en dicho estado un tiempo aleatorio
no-negativo 71 cuya funcién de distribucion estd dada como

P {n <t}=F(), VYt=>0.

En el tiempo 71 el sistema salta a un nuevo estado X (1) = y # z de acuerdo a la
distribucién conjunta

P.T {T'l S ta X(T]) =y} _—"F.’I (1)623'?,” v.’I,', Yy EEutZ 0.
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Si el estado y es absorbente, el sistema permanecera por siempre en dicho estado ¥ 1o
experimentard nuevas transiciones. Si, por el contrario, el estado Y es no-absorbente,
el sistema permanecers un tiempo aleatorio 75 y saltard a un nuevo estado X (1) = 2
de acuerdo a la distribucién

Bn<tX(n)=yn-n<s X (72) = 2} = Fy (t) Quy Fy (5) Q.

El proceso anterior se repite indefinidamente.,
Para cada z,y € E, denétese por Py (t) la probabilidad de el proceso que inicia en
el estado = esté en el estado y en el tiempo t > 0, es decir,

Pry (t) = Pe {X (t) = y}.

Por conveniencia notacional defmase Pry (0) := 6y donde dzy es la delta de Dirac,
esto es dpy = 1si 7 = y, Y b2y = 0 si x # y. Puesto que el proceso es no-explosivo,
se tiene que

> Py)=1, VzeE.
Y

A la matriz P(t) = {P2y(t)} se le llama matriz de transicién en el tiempo ¢ y a sus
elementros se les llama funciones o probabilidades de transicién.

A la distribucién
mo(z) := P{X(0) = 2}, e B
se le llama la distribucién inicial del proceso. Entonces
P{X(®) =y} =) mo(2) Py (t), vi>o0.
@
Definicién 6. Un proceso markoviano de saltos X(t),t > 0, es un proceso de
saltos que satisface la propiedad de Markou
P{X({t)=y|X (s) = T1yeeny X(Sn—2) = 2p_9, X (s) = T} =Py (t—s)
pare todo 0 < 57 < --. < Sp—2<5s<tyux,..., Tn_g, z, y € E.
Se puede demostrar que un proceso de salto es markoviano sj v 86lo si
Pm{:rl>t—!—sf7'1>s}:Px{7'1>t}, Vs, t>0,

para todo estado no-absorbente z € E. Note que la condicién anterior es equivalente
a la condicién
1—-F,(t+s)

=15, it >
T_r ) LB, Vs>

la cual, a su vez, es equivalente a que la funcién de distribucién F, sea una distri-
bucién exponencial con pardmetro ¢, > () ¥ su demostracion se puede consultar en
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Small (2007; pag. 38). Resumiendo, se tiene entonces que un proceso de salto es mar-
koviano si y solo si para cada estado no-absorbente 2 € E la funcién de distribucién
F,(t) tiene densidad

) Gaexp (_QIt)a t>0,
f“(t)_{(), t < 0.

Obsérvese que

oo
Bin >t}= / ¢z exp (—gz8)ds = exp (—gat), Y t>0.
Jt

Nuevamente, por conveniencia notacional, si x es un estado absorbente definase

gz = 0.
Sea X (t), t > 0, un proceso markoviano de saltos no-explosivo. De la propiedad de
Markov se obtiene directamente que

= Wﬂ(mo)P:ﬂom (tl - tO) e Pwn—wn (tn - tn—l) ) (2'2)

para todo 0 < fp < - -+ L8 S il g B B, En particular, para s >0y t>0,se
tiene

BAX =K 48] = y} = Prz (t) Py (8) ¥ 2, gs20€ B,
Por otfra parte, se tiene que

Pry ( 1‘+5)’-ZP.T{X =z, X(t+5) =y}

lo cual combinado con la igualdad anterior implica que

Py (t+5) = ZPN () Py (8), Vs, t>0.

A esta ecuacién se le conoce como la ccuacion de Chapman-Kolmogorov.
Teorema 6. Para todo z, y € E, la funcion de transicion Pyy (t) satisface la ecua-
cién integral
¢
Py (t) = dzyexp (—gat) + f gz €XP (_QQ‘S)ZQII&PZ’@) (t—s)ds, Vtz 0. (2.3)
0
27y

Demostracién. Primero obsérvese que si T es un estado absorbente, (2.3) se reduce
a

Pacy(t)zcs:nya \V/t?—oa

la cual obviamente se cumple.
Supéngase ahora que T €s un estado no-absorbente. Si X (0) = z, el evento
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ocurre si y sélo si el primer salto ocurre en algun tiempo s < t y el proceso salta a
¢, para posteriormente moverse de 2 a y en las t — s unidades de tiempo restantes.
Entonces,

t
Pe{ni<t, X(n)=2 X (t) =y} = / 9z XD (—q28)Quz Puy (t — ) ds.
Jo
Por otra parte, note que

PintX(t)=y} = ZPzz{Tl SLX(n)=2X(t) =y}
-

t
= / Gz €XP (—@z ) ZQszg (t—8)| ds.
0 o
27y
Obsérvese también que
Pﬂ?{ﬁ = t!X(t) :y} = nypm {7'1 > t}
= Opy exp (—gyt).
En consecuencia, se tiene que
Py (t) = P {X (&) =y}
P>t X ()} + P {n < LX) =w]

¢
gy €Xp (—gazt) + f Gz €XP (—@z5) Z Q22 Py (t — s)ds,
0
z#EY

I

lo cual prueba el resultado deseado.

Teorema 7. Para cada par de estados z, y € E, I funcion de transicién Ppy(t) es
diferenciable y ademds satisface la ecuacion hacia atrds de Kolmogorov

Poy () = ~0Poy () + 4 Y QuaPoy (t), V130, (2.4)
zF#ET

Demostraciéon. Haciendo el cambio de variable u = ¢ — s en 1a integral que aparece
en (2.3), se obtiene

1

'eXp (qu) Zszsz(u)du, Yit>0. (2.5)

pxy (t) = zy €XP (‘Q:ct) + gz exp (_Q'wf)/
0 ZFET

Se sigue de (2.5) que Pry () es continua para t 2 0. Entonces, el integrando que
aparece en esta ecuacién es una funcién continua, lo cual implica que Pry(t) es
diferenciable. Finalmente, con célculos directos se obtiene (2.4).
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Definicién 7. A las cantidades
Qoy = P;;y(ﬂ), z,y€E,
se les llama pardmetros infinitesimales del proceso markoviano de salto.

Para obtener una forma mas concreta de los pardmetros infinitesimales note que de
(2.4) se obtiene

P:,cy (0} = —qzFry (0) + Gz Z QuzPzy (0)

z#E
= _Qmémy + gz Z Qzz0zy
ZFX
= f@'zémy + %:sz:
15 cual implica que
—qx si Y=,
= . 2.6
L { %Q:ﬂy sty # z. ( )
Por otra parte, note que
quy = Z%Qxy = —qzz = 9> Yz€kE, [2.%)
y#T y#ET

y que la ecuacién hacia atras de Kolmogorov (2.4) se puede re-escribir como
P;:y (t):z%:zpzy(t), vtz
2

S el espacio de estados E es finito, se puede diferenciar la ecuacién de Chaprnan-
Kolmogorov con respecto a s para obtener

P::?y(t+5):ZPw2(f)P;y(5)» W (2.8)
z
En particular,

o equivalentemente

PL(t) = Po:(t)z, Y120 (2.9)

A la ecuacién (2.9) se le conoce COmMO la ecuacién hacia adelante de K olmogorov.
Se puede demostrar que (2.8) v (2.9) también son vélidas si E es infinito, véase
Brémaud (1999; pég. 340).

En la siguiente seccion se describen algunos ejemplos que muestran que las ecuaciones
hacia atrés v hacia adelante pueden ser usadas para encontrar una férmula explicita
pard las funciones de transicién Pyy (t).
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2.2. Procesos de nacimiento y muerte

Un proceso de nacimiento y muerte es un proceso markoviano de salto con espa-
cios de estados E = {0,1,...,d} o E = {0,1,...} cuyos pardmetros infinitesimales
sastisfacen la condicion

oy =0 si |y—z|>1.

A las cantidades A, := gz 441, * € E, se les llama intensidad de nacimiento, y a las
cantidades jt; := gz »—1 para & > 1y pg := 0 se les llama intensidad de muerte. Si
E ={0,1,...,d} se agrega la condicién A\, = 0 para todo k > d.

De la ecuacién (2.7) se tiene

“zx = qr = Qe z+1 t Goo—1,

de modo que

Qex = — ()\:z: + .um) O gr = Ap T+ g, (210)
lo cual implica que
Mo
—2 _ y=z-1,
Az ; Ha ¥
Qzy = i =z+1
Az + pg / ’
0 en otro caso.

Entonces, un proceso de nacimiento y muerte que se encuentra en el estado z solo
puede saltar hacia el estado  — 1 o hacia z + 1. De esto se deduce que un estado x
es absorbente si y sélo si A\, = g = 0.

Un proceso de nacimiento y muerte es un proceso de nacimiento si 4z = 0 para todo
x € E.Si Ay = 0 para todo z € E se dice que es un proceso de muerte. Un proceso
de nacimiento puede moverse sélo a la derecha, mientras que un proceso de muerte
puede moverse sdlo a la izquierda.

En los ejemplos que se discutirdn m4s adelante se supone que las tasas de nacimiento
tienen un “crecimiento lineal”, es decir, que existen constantes positivas A y B tales
que

A <A+Bz, Vzek.

Proposicién 2. Sean &, para i = 1,...,n, variables aleatorias independientes con
distribucion exponencial con pardmetro o, para i =1,...,n. Entonces:
1) X = mi{¢,... J&n} tiene distribucidn exponencial con pardmetro a = a; +
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i) P{X =&} = ﬁ%-—a_ para cada k=1,...,n.

i) P{&=¢&} =0 para todoi,j=1,...,n.
Demostracién. Para probar la parte i) observe que

P{X>t} = P{a>t,....6> 1t}
P{&>t},....,P{&>1}
exp (—aqt) - - - exp (—ant)
exp [—(a1 + -+ + ap)t],

lo cual prueba el resultado deseado.

Para probar ii) definase
me =min{&; : j # k}.
De la parte i), se tiene que 7 tiene una distribucién exponencial con pardmetro
Bk = Z Q.
J#k

Note ademds que £ y 7k son independientes. Entonces,

P{& =min (&, . &)} = P{& < m}

= | U akexp(—ak:c).ﬁkexp(—ﬁky)dylda:
0 T

= / "oy exp (—agz) exp (—frx)dx
0
g

ay + B
a

al+"'+an'

La parte iiz) es directa puesto que

Plai=gl= f [{ L Sz

donde f es la densidad conjunta de & y &;.

2.2.1. Procesos de ramificacion

Cada particula de cierta coleccién da lugar a generaciones sucesivas de particulas de
forma independiente de las restantes. El mecanismo de “reproduccién” o “ramifica-
cién” es el siguiente: cada particula, desde el momento en que aparece, espera un
tiempo aleatorio con distribucion exponencial de pardmetro g para dividirse en dos
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particulas idénticas con probabilidad p o desaparecer con probabilidad 1 — D.

Al proceso X(),0<t < 00, que cuenta el nimero de particulas presentes en el
tiempo ¢ se le llama proceso de ramificacion.

Suponga que X (0) = z y denote por £y,...,& alos tiempos en que estas particu-
las se dividen o desaparecen. Las variables £1,...,&; son independientes y tiene
distribucién exponencial con parametro g, y por lo tanto, 7 = min {¢&, ..., &} tie-
ne distribucién exponencial con pardmetro g, = zq. Puesto que cualquiera de las
particulas tiene probabilidad p de dividirse en dos particulas y probabilidad 1 — P
de desaparecer, para cada z 2 1, se tiene que

Qm,x+l =p y Qa:,:c—l =1-p.

Claramente, el estado 0 es un estado absorbente. Por otra parte, puesto que \, =
%Qe2+1Y He = ¢:Qq o1, se concluye que

de =20 ¥ pe=wq(l-p), >0

Por la ecuacién (2. 10) y la definicién de A, Y He, la ecuaciones hacia atras y adelante
para el proceso de nacimiento ¥V muerte son

Pa';y(t) = /-"xPx—l,y(t) = (/\x + .Uf:r:)Pmy(t) %+ /\me+l,y(t)a Vi 0, (2'11)

y

P:éy(f) = )\y—lpm,y—l(t) = (A + Ny)Pmy(t) + !4y+lpﬂc,y+l(t)a Vi>0. (2-12)
En la ecuacién (2.12) se toma A_; := 0; si E = {0,...,d} para d < oc, se toma
Hd+1 = 0.

Se resolverdn las ecuaciones hacia atrds y adelante en €asos particulares. Para, ello
se utilizard el siguiente resultado. Si

F't)=—aft)+g(t), v 0, (2.13)
entonces

F(t) = f(0)exp (—at) + /Ot exp [—a(t — s)lg(s)ds, Yit>0. (2.14)

La demostracién de este resultado es sencilla. Se multiplica (2.13) por exp (at) vy se
re-escribe la ecuacién resultante como

% [EXP (lel‘)f(f)] = exp (Ctt)g(t).

Ahora, se integra de 0 g ¢ Y se encuentra que

t
P (@0)f(1) = £(0) = [ exp (as)g(s)as,
J0

¥, por lo tanto, la (2.14) se cumple.
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9.9.2. Proceso de nacimiento y muerte con dos estados

Considérese un proceso de nacimiento y muerte con espacio de estados E = {0,1}
y supdngase que ambos estados son no-absorbentes. Como po = A = 0, el pro-
ceso queda determinado por los pardametros Ao ¥ m1. Para simplificar la notacion,
tomemos A = Ao ¥y # = H1- Este proceso de nacimiento y muerte se puede inter-

pretar como el modelo de un sistema (teléfono, computadora, méaquina) en el que
estado 1 indica que ol sistema estéd activo, mientras que el estado 0 indica que el
cistema estd inactivo o fuera de servicio. Entonces, si el sistema inicia en un estado
de inactividad, permanecerzi en esta condicién un tiempo aleatorio cou distribucion
exponencial de pardmetro A, ¥ si inicia en estado de actividad permanecera en ser-
vicio un tiempo aleatorio con distribucion exponencial de parametro f.

A continuacion se encontrard la funcion de transicién de este proceso resolviendo la
ecuacion hacia atras. Tomando y = 0 en (2.1 1), se obtiene

Poolt) = —MPoo(t) + AP1o(t), vt>=0. (2.15)

Plo(t) = pPoo(t) — nPio(t), vt=0. (2.16)

Restando la segunda ecuacion de la primera, resulta

9 (Bott) - Fa(®) = =0+ 1) Polt) = Pl

De la ecuacién (2.14), se tiene

P(;D(t) — Plo(t) = {PD(](O) = Plo(O)) exp [- (/\ -+ ,Lt)ﬂ (2.17)
= exp [~ (A + p)t]

Aqui se usaron las formulas Poo(0)=1¥ Pyo(0) = 0. Ahora, se sigue de (2.15) que

Po(t) = —=A(Poo(t) — Pio(t))
— —xexp[—(A+ w)t].

Entonces

L
Poolt) = Poo(0) +f0 Pjy(s)ds
=1- ]-t Nexp [— (A + p)slds
0
_ 1o - epl=0+ ).

o equivalentemente,

L
Poolt) = —— +
00(t) = 370 T N+ u

exp [ (A + p)tl; t>0. (2.18)
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Ahora, por (2.17), Pio(t) = Pyo(t) — exp [— (X + p)t], y por lo tanto

Iz i
- - oxp [—(A+p)t],  t>0. 2.19
R A+,uCXp[ (A + p)t] (2.19)

Tomando y = 1 en la ecuacion hacia atrds, o bien, restando Poo(t) vy Pip(t) de la
unidad, se conleuye que
A

Byl == e
01(t) tn A tn

exp[—(A+u)t], Vit>0. (2.20)

7
P =
1 (?) /\+,u,+)\+,u

exp[—(A+u)t], Yi=0. (2.21)

De (2.18)-(2.21), obsérvese que
donde

7 A
r(0) = —2— =t 29
0=yt v w0= (2.22)

Simg es la distribucién inicial del proceso, entonces por (2.18) y (2.19)
P {X(t) - U} = TTQ(O)P(]o(t) + (1 = FQ(U))PID(t)

p 1
ey i o FEY — xp [— > 0.
/\+”+(ro(0) /\Jr“) exp[—(A+pu)t], t>0

Similarmente,

P{X(t):l}:ﬁ+ (mu)— )exp[—(/\-l—u)ﬂ, Vi>0.

A+
Asf que P{X(t) =0} y P{X(t) =1} son independientes de t si y sélo si mp es la
distribucién = dada por (2.22).
2.2.3. Proceso de Poisson

En esta subseccién, se mostrard como el proceso de Poisson es un proceso de salto.

Considérese un proceso de nacimiento X (¢),0 < ¢t < oo, con espacio de estados E
igual a los enteros no-negativos tal que

Ar=2A, Vaz>0.
Un proceso de nacimiento puede moverse s6lo a la derecha, de modo que

Py(t)=0, t>0siy<z. (2.23)
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Ademés, Py, (t) = Py (11 > t), de modo que
P, (t) =exp(=At), Yit=>0. (2.24)
La ecuacién hacia adelante para y # 0 es
(f)_/\nyl() )\Pfry()a VtEU-
De (2.14) se deduce que
t
Pyy (t) = exp (—At) Pry (0) + )\/ exp [—A(t— 8)]Ppy—1(s)ds, t2=0.
0
Como Pry(0) = 4y, se concluye que para y > x
¢
By (3] = )\f exp [=A (L — 8)| Ppy-1(8)ds, t=0. (2.25)
0

Se sigue de (2.24) y (2.25) que
vt :
Prawst (6= 2 [ exp A (6 = ) exp (—As)ds

t
= )\exp(—/\t)f ds = Mtexp (=At),
0

y usando (2.25) una vez mas que

t
B mall) = /\f exp [ A (t — s)|Asexp (—As)ds
0

t 2
i exp(—)\t)] sds = ()\;) exp (—At).
0

Por induccién se obtiene

(/\t) Texp (—At)

i = 1) 2.2
Las férmulas (2.23) y (2.24) implican que
Pay (t) = Poy— (t), 120, (2.27)

v que si X (0) = z, entonces X (t) —x tiene una distribucién de Poisson con pardame-
tro At.

En general, para 0 < s < ¢, X (t)— X (s) tiene distribucién de Poisson con pardmetro
A(t—s). Porque si 0 < s <ty y es un entero no negativo, entonces

P{X(t)-X(s)=y} = ZP{X =z,X(t)=z+y}
= ZP{X ) =2} Prgy (£ — 8)
ZP{X ) =z} Poy (t — s)

= P(Jt (IL o S)
A(t—8)]Yexp[=A(t — 8)]
y! '
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Para 0 < t; < -+ < ty, las variables aleatorias X (t2) —X (t1),.-- X (tn) — X (tn-1)

son independientes. Ya que si 21, ..., 2n—1 80N ENtEroOs arbitrarios entonces por (2.2)
y (2.27)
.P{X (t2) — X ()= 81 5 o5 X (fn) — X(tnﬂj) = B}

=Y P{X (t1) = o} Pos, (t2 = 11) -+ Pozpy (tn — tn1)

:P(‘)zl (t.?rt])"'POzn_1 (tn’tnul)
= P{X (tz) - X (tl) = 21} .. P{X (tn) - X (tn—l) = Zn_,]} .

Resumiendo, un proceso de nacimiento con intensidad de nacimiento constante, Ay =
A >0, z € E, es un proceso de Poisson.

2.2.4. Proceso de nacimiento

Considérese un proceso de nacimiento X (t), 0 < ¢ < oo, en {1,2,3,...}. Laecuacion
hacia adelante de Kolmogorov (2.12) se reduce a

Py, (t) = Ay-1Poy—1 (t) = AyPry (1), t=0. (2.28)
Ya que el proceso se mueve sélo a la derecha,
P, (t)=0,y<=zyt20. (2.29)
Se sigue de (2.28) y (2.29) que
Pp (t) = —Ac Pz (t)-
Ya que Pz (0) =1y Py (0) =0 paray >z, se concluye de (2.14) que

P (t) = exp(—Agt), ©t20. (2.30)

t
Ppy (t) = Ay-1 f exp [~ Ay (t — 8)|Pey-1(s)ds, y>zyt=0. (2.31)
0

Se puede usar (2.30) y (2.31) para encontrar Py (t) recursivamente para y > z. En
particular,

t
Prait (8) = Ao f exp = hos1 (¢ — 8)] exp(=Ag8)ds,
0

y por lo tanto para t > 0

sy [exp (—Aqt) — exp (=Az+1)], Aet1 # Az, Actexp(—Aqt),
P:c,m+l (t) =
Azt exp (= Agt), _ g4l = Age

(2.32)
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Ejemplo 3. Proceso de nacimiento lineal. Considérese un proceso de nactmien-
to en {1,2,3,...} con intensidad de nacimiento

Ae =zA, x>0,

para alguna constante A positiva (el proceso de ramificacion p =1 es de esta forma,).
A continuacion se encontrard Py, (t).

Como se seniald anteriormente, Pry (t) =0 para y < x y
Py (t) = exp (—Ayt) = exp (—zAt).
Nétese que de (2.52) que
Prat1 () = zexp (—zAt) [1 — exp (—At)].

Para caleular Py 419 (t) tdmese y =z + 2 en (2.31) para obtener

t
Proia(t) = (xz+1) :1:/\](; exp[—(z+2) A (t — s)]exp (—m)\sr) [1 —exp(—As)]ds

(z+ 1) zXexp [— (z + 2) M ‘/(;exp (2Xs) [1 — exp (—As)] ds

I

(x+1)xrexp [— (z +2) \] /t exp (As) [exp (—As) — 1] ds
Jo
2
= (z+1)zhexp[— (z + 2) Af] [exp (—2)\;) =d]

= (:r ; 1) exp (—2At) [1 — exp (=At)]?.

Se puede mostrar por induccion que

=1 -
Py [t] = (z B x) exp (—zAt) (1 —exp (—At))Y™7, y2wyt2n [233)



Capitulo 3

Inferencia estadistica

En este capitulo se presentan conceptos bésicos del enfoque de verosimilitud como:
la funcién de verosimilitud, la funcién de verosimilitud relativa, regiones de verosi-
militud y regiones de verosimilitud-confianza. Todos estos conceptos tedricos serdn
aplicados més adelante cuando sea tratado uno de los problemas centrales de este
trabajo, hacer inferencia en los procesos markovianos de salto.

3.1. La funcién de verosimilitud

Supdngase que se ha formulado un modelo de probabilidad para un fendmeno alea-
torio de interés y que dicho modelo involucra un vector de pardmetros desconocidos
0 = (61,09,...,0,) € © C R™ donde © es la regién de valores posibles que puede
tomar #. Ademds, supéngase que el resultado de observar el fenémeno aleatorio de
interés es un conjunto de datos que puede considerarse como un evento observado
Eobs en el espacio muestral del modelo de probabilidad. La probabilidad del evento
observado Epys se puede determinar del modelo, y en general, serd una funcién del
vector de pardmetros desconocidos 6, P(Es;6). La funcién de verosimilitud de @
se define como la probabilidad del evento observado Eops pero vista como funcién
de 8,

L (91 Eob.s) =P (Eobsi 9) . (31)

La verosimilitud en (3.1) se definié para el caso general, ya que un evento ohserva-
do Egs se puede asociar a un vector de variables aleatorias continuas o discretas
X = (X1, X2,...,Xy), que pueden ser independientes e idénticamente distribuidas
o dependientes con alguna funcién de probabilidad conjunta paramétrica. Para los
fines de esta tesis se considerard que X = (X1, Xs,..., X,) es un vector de variables
aleatorias discretas.

Definicién 8. Supdngase que X = (X1,X0,...,X,) es un vector de variables
aleatorias discretas con funcidn de probabilidad conjunta P(z;8) : R™ — [0,1] y
z = (T1,22,...,%,) es un valor observado de X, entonces la funcion de verosimili-

tud L(0;x) : © — [0,1] se define como
L(8;z) = P(z;6) = P (X1 = 21, Xo = 29,. sy == g )

27
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Cuando X = (X1, X2,...,Xp) es un vector de variables aleatorias discretas in-
dependientes e idénticamente distribuidas con funcién de probabilidad P (z';8) ¥y
¢ = (x1,%2,...,T,) €8 una muestra observada de X, entonces

P(X=z0) = P(X1=m1,X2=22,...,Xn=n;0)

; P(Xt = .’1’1,6')
11

=1

= ﬁP(mi;B).
i=1

Por lo tanto, en este caso la funcién de verosimilitud del parametro ¢ es
n
L{t) = [ Plogd). . (3.2)
i=1

Nétese que por medio de la verosimilitud se puede combinar datos de experimentos
distintos de una manera muy sencilla. La probabilidad conjunta de eventos inde-
pendientes es el producto de sus probabilidades individuales. Asi, la verosimilitud
combinaré conjuntos de datos que provienen de eventos distintos e independientes
por medio del producto de las verosimilitudes individuales basadas en cada uno de
estos conjuntos de datos.

Es importante mencionar que la verosimilitud no es una funcién de probabilidad. La
probabilidad es una funcién de conjuntos que tiene como dominio una oc—Aalgebra y
como contradominio el intervalo [0, 1]. En cambio, la verosimilitud es una funcién
puntual cuyo dominio es el espacio parametral y su contradominio es el intervalo
[0,1].

La funcién de verosimilitud juega un papel fundamental en la inferencia estadistica.
Su rol principal es inferir qué valores del vector de pardmetros ¢ = (01,62,...,0m)
son razonables para la funcién de probabilidad P (z;6) que haya sido elegida para
el fenémeno aleatorio de interés a partir de un evento observado (datos). Esto es
particularmente relevante después de un experimento, cuando ya fueron observados
los datos.

A continuacién se mostrard un ejemplo de una funcién de verosimilitud para el caso
de una distribucién Poisson con pardmetro A.

Ejemplo 4. Supdngase que X = (X1, Xa.... , Xn) es un vector de variables aleato-
rias independientes idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con funcidn de probabili-
dad Poisson de pardmetro desconocido A,
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con A > 0. Sea & = (x1,%2,...,Tn) una muestra observada de X. Entonces, la
probabilidad de observar X = x es

P(X=x;)) = [Pz
i=1
noy gy
= He\—l—exp(—/\)
g

= CMexp(—nA),

n e .
donde C = [, 1/x;! es una constante que no depende de A yt =3 ;7 esla
suma de las observaciones. Por lo tanto, de la Definicion 1 se sigue que la funcion
de verosimilitud del pardémetro A es

L(X ) o Aexp (—nA). | (3:8)

3.1.1. Plausibilidad

La funcién de verosimilitud L (#;z) nos permite ordenar la credibilidad o plausibi-
lidad entre los valores de 8 a la luz de la muestra observada. Si L (61;2) > L (B2;x)
entonces de (3.1) se sigue que P (z;6;) > P (z;6,). Es decir, el evento observado x
es mds probable cuando el pardmetro 6 toma el valor #; que cuando toma el valor
f5. Asi, el cociente de verosimilitudes

L(61;2) _ P(z;61)

L (89;z) N P(ZL‘;GQ),

es una medida de plausibilidad de 6 relativa a 63 con base en la muestra observada
x. El cociente L (81; x) /L (02; z) = k significa que el valor 61 es k veces més plausible
que el valor de 3 en el sentido de que 6, hace a la muestra observada k veces mas
probable de lo que hace 5.

3.1.2. Estimador de maxima verosimilitud (emv)

La funcién de verosimilitud L (8;z) es una medida de plausibilidad de diferentes
valores posibles de #. Asi, un estimador puntual razonable de 6 es aquel valor de 6
que maximiza L (6;x).

Definicién 9. El estimador de mdzima verosimilitud de 6 es cualquier valor 6 en
el espacio parametral, 8 € ©, que cumple que

L(f;z) =supL (6;z).
fee

Nétese que L (6;z) = P (z;6) < 1 debido a que P (z;0) es una probabilidad como
funcién de 6. Asi, el supremo de L (8; ) en [0, 1] existe y es finito. Sin embargo, pue-
de ocurrir que el emv no existe, o si existe, puede ser que no sea tnico. De aqui en
adelante se supondrd que existe un tinico valor f € © que maximiza a la funcién de
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verosimilitud L (6; x). Es decir, se supondra que el emv existe y es tinico.

El emv del parametro @ es el valor més plausible de . Es decir, el emv 6 es el valor
de 6 que explica mejor a la muestra observada en el sentido de que maximiza su
probabilidad bajo el modelo de probabilidad propuesto para el fenémeno aleatorio
de interés.

Para encontrar el emv de 6 es necesario maximizar la funcién de verosimilitud
L (6:z). Sin embargo, usualmente L (6;z) es el producto de varios términos v re-
sulta matemdticamente conveniente trabajar con el logaritmo natural de la funcién
de verosimilitud.

Definicién 10. La funcidn log-verosimilitud se define como

1{6;2) =In[L (8;)] .

El valor 6 que maximiza L (6;z) también maximiza [ (f;2) puesto que el logaritmo
natural es una transformacién mondétona creciente.

A continuacién se muestra el uso de la log-verosimilitud junto con un procedimien-
to tipico de cdlculo matemaético para obtener el emv del pardmetro A del modelo
Poisson, bajo el contexto descrito en el Ejemplo 4.

Ejemplo 5. La funcion log-verosimilitud correspondiente a la verosimilitud del pardme-
tro A dada en la ecuacion (3.3), véase Ejemplo 4, es

L(Ajz) = tIn(\) — nA + ', (3.4)

donde C" = InC = 3 In(1/z!) es una constante arbitraria que no depende del
pardmetro A. Para obtener el emv de A, primero se procederd a encontrar los puntos
criticos. Sin pérdida de generalidad, se supondrd que la suma de las observaciones
es mayor que cero (t > 0).

Notese que la primera derivada de (3.4) es
t
Vidaa) = e

Ast, la solucion de l'(X\;z) = 0 para A produce un inico punto critico
b
donde T es el promedio de las observaciones.

La segunda derivada de (3.4) es estrictamente negativa como funcidn de \,

A = —% < 0.

Entonces, el punto critico dado en (3.5) es un mdzimo global. Por lo tanto, el emv
de X es A =17.
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No siempre es posible obtener una expresién matematica cerrada, para el emv de log
pardmetros del modelo elegido para el fenémeno aleatorio de interés. Muchas veces, la
estructura matemética del modelo de probabilidad produce una verosimilitud dificil
de manipular para obtener dicha expresién cerrada para el emv. En estos caso, el
problema de calcular el emv se convierte en un problema de optimizacién numérics
de la verosimilitud.

3.2. Invarianza

que es funcién de otros que aparecen en el modelo, etc. Para estas situaciones la inva-
rianza funcional es una propiedad muy conveniente de la verosimilitud. En términos
del cdlculo del emy, significa que el emv de una transformacién g(#) es la funcién
evaluada en el emv,

Teorema 8. i 9(8) : 0 — A es cualguier funcion ¥ es el emw de @ entonces el
emv de 6 = g (0) es 6 = g(6).

Casella (2002, p4g. 320) presenta la demostracién de] teorema anterior.

En términos de plausibilidad, cualquier declaracion cuantitativa acerca de # im-
plica la misma declaracién cuantitativa acerca de cualquier funcién uno a uno de
8. Una funcién ¢ (8) se llama funcién uno a uno s g(61) = g (2) implica que &1 = f.

Un ejemplo simple de Ia, propiedad de invarianza de la verosimilitud es el siguiente.

Ejemplo 6. Si g > 0 ¥ 0 = 1n(0), entonces Iq verosimilitud del nuevo pardmetro
0 es L(6;x) = L(9 = exp (6); ). Como consecuencia se tiene que el emv de § es
6 =1n ().

3.3. Funcién de verosimilitud relativa

La funcién de verosimilitud relativa es una, normalizacién o estandarizacién de g
funcién de verosimilitud que permite ordenar la plausibilidad de los valores de 6.

Definicién 11. g funcion de verosimilitud relativa de 0 se define como

o= L(6z) \

Nétese que el supremo de I, (6:z) en [0, 1] existe y es finito, entonces la funcién de
verosimilitud relativa esta bien definida ¥ se puede emplear para hacer declaraciones
cuantitativas acerca del grado sobre el cual, valores del parametro describen mejor el
fenémeno aleatorio de interés, con base en la muestra observada. Nétese que cuando
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Figura 3.1: Funcién de verosimilitud relativa de la distribucion de Poisson con
parametro Agp = 0.1y n=10.

ol emv del pardmetro € existe y s {nico entonces la verosimilitud relativa de 0,
R(#;z) se puede expresar como

L(6;x)

R(6;z) = LGiz)

donde § es el emv del pardmetro 8.

La funcién de verosimilitud relativa de 6 permite medir la plausibilidad de cualquier
valor especifico de 6 con respecto al emv g de . Valores de 6 con R (8; z) cercanos a
1 son muy plausibles mientras que valores cercanos a () son poco plausibles a la luz
de los datos.

Ejemplo 7. La funcién de verosimilitud relativa del pardmetro A del modelo de
Poisson, bajo el contexto descrito en el Ejemplo 4, €8

L %)
L(}; )
At exp (—nA)
At exp (—n\)

G)t ey it = R

dondet =01 Ti ¥ A\ =7 = t/n. La Figura 3.1 muestra la grdfica de R(X; x) donde
= (@i Ty - ,Tp) €8 UNG muesta simulada de tamanio n = 10 de una distribucion

R(M\z) =

de Poisson con Ao = 0.1.
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3.4. Regiones de verosimilitud

En la seccién anterior, mediante la verosimilitud relativa, se obtuvé la plausibilidad
de un cierto valor especifico de 6 con respecto al emv de 6, 6, dada la muestra
observada. Sin embargo, en algunas ocasiones puede ser de interés especificar una
regién o intervalo para 6, donde cada valor de ¢ dentro de esta region o intervalo
tenga al menos una plausibilidad especificada. Esta es una manera, diferente a la
estimacién puntual, de hacer inferencias sobre el pardmetro § usando el enfoque de
verosimilitud.

Definicién 12. Una region de verosimilitud de nivel ¢ para 8, C, se define como
Clc)={0:R(6;z) 2¢c,0<c<1}. (3.7)

Cada valor de @ dentro de C(c) tiene verosimilitud relativa mayor o igual a ¢ y todo
valor de 6 fuera tiene verosimilitud relativa menor que c. Por lo tanto, C(c) separa
los valores plausibles de @ de los no plausibles a un nivel c.

Variando ¢ de 0 a 1 se obtiene una familia jerarquizada y anidada de regiones, el
cual es equivalente a la gréfica de R (f;x). Nétese que el emv 0 estd contenido en
todas las regiones de verosimilitud. Ademds, cuando c tiende a uno la regién C(c)
converge al emv de 6, 6.

En particular cuando @ es de dimensién uno, una regién de verosimilitud para un
determinado nivel de plausibilidad ¢ puede ser un intervalo o la unién de varios
intervalos disjuntos, esto dependers de la forma que tome la funcién de verosimilitud.
En particular, cuando una regién de verosimilitud es un intervalo se le llama intervalo
de verosimilitud.

3.4.1. Intervalos de verosimilitud

Definicién 13. Un intervalo de verosimilitud de nivel ¢ es una regién de verosimi-
litud de nivel ¢ de la forma IV (c¢) = [A(¢;z) , B (¢; )], donde A (c;z) y B (¢;z) son
extremos del intervalo.

Generalmente los extremos de un intervalo de verosimilitud de nivel ¢, A = A(¢; x)
y B = B(c;z), cumplen que R (A;z) = R(B;z) = c. En estos casos, A y B pueden
ser obtenidos trazando una linea horizontal en la gréfica de R (#; z) a una distancia c
paralela al eje cartesiano correspondiente a 6, y calculando los valores de 6 asociados
a la interseccién de la linea con R (6;x).

Un intervalo de verosimilitud por sf solo resulta poco informativo y en consecuen-
cia insuficiente para mostrar el cambio en la plausibilidad de los valores de ¢ en el
intervalo; por tal razén en muchos casos se recomienda utilizar distintos intervalos
de verosimilitud de nivel ¢ e indicar en ellos al emv @ de 0. Esto permite identificar
posibles asimetrias de la funcién de verosimilitud. En lo posible, se debe también
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graficar y analizar la funcién de verosimilitud relativa completa.

A continuacién se verd que es posible asociar una confianza deseada a los intervalos
de verosimilitud, y que dicha confianza depende de la eleccién del nivel de plausibili-
dad ¢. En particular, niveles de plausibilidad de ¢ =0.25, 0.15 y 0.036 se encuentran
asociados con niveles del 90 %, 95% y 99 % de confianza (aproximadamente).

3.5. Regiones de verosimilitud-confianza

Sea, z = (z1,%2,...,Ts) Una muestra observada de un vector de variables aleato-
rias X = (X1, X2,...,Xy) con funcién de probabilidad conjunta P (z;6), donde
6 = (61,09,...,0m) € © C R™ es un vector de pardmetros desconocidos. Si el valor

verdadero de 6 es 6, entonces se puede calcular, a partir de la muestra observada z,
una regién C para ese valor verdadero 6. Asi, la region C cambia cuando varia la
muestra. Debido a que la regién C es funcién de las variables aleatorias, este puede
algunas veces incluir y en otras no al valor verdadero .

A la probabilidad de que una regién C incluya o cubra al verdadero valor del parame-
tro f se le llama probabilidad de cobertura, PC (Bg), v se define de la siguiente
manera.

Definicién 14. Sea X = (X1, Xo,...,Xn) un vector de variables aleatorias con
funcidn de probabilidad conjunta P (z;6). La probabilidad de cobertura de una region
C = C(X) para 8 = 6y se define como

PC (6g) = P {60 € C;6 = 65} .

Se puede interpretar a PC (fp) como la fraccién de veces que la region C' incluye
o contiene al verdadero valor del pardmetro 8, 6y, en un nimero muy grande de
repeticiones de la muestra con 6 fijo en 6.

Una regién C se llama regién de confianza cuando su probabilidad de cobertura
PC (6) es la misma para todo valor del pardmetro flp. Una definicién formal de
regién de confianza es la siguiente.

Definicién 15. Sea X = (X1, Xo,..., Xn) un vector de variables aleatorias con
funcion de probabilidad conjunta P(z;0). Una regién de confianza para 8y es una
region C = C (X) para 6 = 0y cuya probabilidad de cobertura no depende de by.

Nétese que un valor especifico de § = 6 estd en una regién de verosimilitud C(¢) si
y sélo si

R(0p;z) 2 ¢,
o equivalentemente

—2In R (6p;z) £ —2Inec.
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Por lo tanto, la probabilidad de cobertura de C(c) es

PC(8o) = P{fo€ C(c):bo}
P{D, < —2Iln¢; 6o},

donde D, = —2log R (8p; x) es la estadistica de la razén de verosimilitud para un 6
fijo en fy.

Existe teorfa asintética que da una buena aproximacién a la distribucién de Dy,.
Bajo ciertas condiciones de regularidad, la estadistica de la razén de verosimilitud
D, = —2In R (#p; ) converge en distribucién a una ji-cuadrada con m grados de
libertad para todo 8y € © C R™. Es decir,

para todo d positivo. Para mayores detalles y la demostracion, vedse Serfling (1980;
pag. 155-156). '

Definicién 16. Una regién de verosimilitud-confianza para cualquier g € © C R™
es una region de verosimilitud que tiene probabilidad de cobertura aprorimada (1 — «)
para Bg.

Entonces, si d = —2In ¢ se tiene que ¢ = exp (—d/2). Por lo tanto, cuando d = q1—q,
donde g1_q es €l cuantil (1 — ) de una distribucién ji-cuadrada con m grados de
libertad se tiene la regién de verosimilitud de nivel ¢, C(c), tiene una probabilidad
de cobertura del 100 (1 — a) %, donde ¢ = exp (—g1—a/2). Asi, C(c) es una regién de
confianza para el pardmetro # y toma el nombre de regién de verosimilitud-confianza
para 6.

Los valores 2.706, 3.841 y 6.635 son los cuantiles 0.90, 0.95 y 0.99 de una distribucién
ji-cuadrada con un grado de libertad m = 1, respectivamente. Asi, cuando # es un
pardmetro escalar las regiones de verosimilitud (generalmente intervalos de verosi-
militud) con ¢ = 0.25, 0.15 y 0.036 tienen una probabilidad de cobertura aproximada
del 90%, 95 % v 99 % respectivamente.

Ejemplo 8. En la Figura 3.2 se muestra la grdfica de la funcion de verosimilitud
relativa del pardmetro A de la distribucion de Poisson, dada en el Ejemplo 4, con
base en una muestre de tamarno n = 10 y con Ao = 0.1. Ademds, en esta figura se
marca la ubicacion del velor verdadero del pardmetro A\, Ag = 0.1, y tres intervalos
de verosimilitud-confianza para \ de niveles de wverosimilitud 0.25, 0.15 y 0.036.
Nitese que estos intervalos tienen una confianza aprozimada del 90 %, 95 % y 99 %,
respectivamente. Dichos intervalos son presentados en la Tabla 3.1 junto con el valor
del emu del parametro A.
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Inferencia estadistica
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Verosimilitud relativa
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Figura 3.2: Funcién de verosimilitud relativa e intervalos de verosimilitud-confianza
de la distribucién de Poisson con pardmetro A (nivel de plausibilidad 0.25, 0.15 y
0.036) correspondientes a una muestra de tamano n = 10 y con media Ap = 0.1.

Nivel de Nivel de confianza | Limite inferior | A | Limite superior
plausibilidad ¢ | 100 (1 — o) % del IV (c) del IV(c)
0.25 90 % 0.08 0.14 0.22
0.15 95 % 0.07 0.14 0.24
0.036 99 % 0.06 0.14 0.28

Tabla 3.1: Resumen de inferencias de verosimilitud para ¢l pardmetro A de una
distribucién de Poisson.



Capitulo 4

Enfoque de verosimilitud para hacer
inferencias en procesos markovianos de salto

En este capitulo se aplicaré el enfoque de verosimilitud en dos procesos markovianos,
el proceso de Poisson homogéneo y el proceso de nacimiento lineal, descritos en el
Capitulo 1 y 2. En ambos casos se consideraran escenarios observacionales tanto sin
censura COmo con censura. Adem4s, se presenfard un estudio de simulacién para
explorar el comportamiento de las frecuencias de cobertura de los intervalos de
verosimilitud-confianza del pardmetro asociado a los procesos bajo estudio; asi como
la longitud media de estos intervalos.

4.1. Inferencias en un proceso de Poisson homogéneo:
Caso sin censura

Supéngase que se tiene un proceso de Poisson homogéneo N (t),t > 0, con intensidad
\. Sean t; < tg < -+ < tp tiempos observados de ocurrencia de eventos (saltos)
del proceso N(t) a lo largo del tiempo. Es decir, se conoce el tiempo en el cual
ocurri6 cada salto. Sea x; = N(t;) — N(ti-1), para i=12,...,n, donde to = 0.
Nétese que en este caso Tj = 1, para todo i = 1,2,..., M. Entonces, la probabilidad
conjunta de haber observado

Bup = (N(t1) = N(to) = 21, N(tn) = N(tn-1) = n} (4.1)

€5

[(t: — t;;!l) AL Tt — ft]

P{Eobs'»)‘} = ﬁ

=t
n T4 =
t: — tif % T
H (_?_T_il_)__l /\Zizl Ti exp \;—)\ E (t; — ti-l)}
ey T =1

= Oy N'exp[—(AT)), (4.2)

Il

donde C1 = [[iq (& — #;-1)% /z;! es una constante que no depende de X, t;—ti—1 son
los tiempos entre eventos consecutivos, para i = 1,2,...,7, ¥ T ="3 ey (B - ti-1)
la suma de estos tiempos. Nétese que en este caso T = tp, €l tiempo observado del
iltimo evento.
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La funcién de verosimilitud del pardmetro A, correspondiente al proceso de Poisson
N(t) descrito anteriormente v al evento observado E,;. dado en (4.1), es

LA {2 tiFl ;) o< Aexp [—(AT)]. (4.3)

La funcién de verosimilitud relativa de \ es

2 (A {ops £:17 _ L(/\;{l‘i,t»j ?:1) o, 5 nex o B
RO (o)1) = Tt {mi,n};})‘@ Pl-A-NT], 44

donde \ = n/T es el emv de \. Para detalles sobre el cdlculo del emv de A, \ véase
el Ejemplo 5 del Capitulo 3.

A continuacién se ejemplifica el enfoque de verosimilitud, descrito en el Capitulo 3,
para hacer inferencia sobre el pardmetro A con base en un Juego de datos simulados.

La Figura 4.1 (a) muestra la gréafica de un proceso de Poisson homogéneo simu-
lado con un pardmetro de intensidad Ay = 0.2. Los n = 20 tiempos simulados de
ocurrencia de cada evento o salto son mostrados (en orden creciente) en la Tabla,
4.1. La Figura 4.1 (b) muestra la gréfica de la funcién de verosimilitud relativa del
parametro de intensidad A, dada en (4.4), con base en los datos de la Tabla 4.1.
Ademds, en esta figura se marca la ubicacién del valor verdadero de A, A\g = 0.2,
y tres intervalos de verosimilitud-confianza para ) de niveles de verosimilitud 0.25,
0.15 y 0.036. Nétese que estos intervalos tienen una confianza aproximada del 90 %,
95% y 99%, respectivamente. En la Figura 4.1 (b) se observa que la funcién de
verosimilitud relativa de A es ligeramente asimétrica, (cola pesada a la derecha) con
respecto al emv de A, A = 0.2093. Ademds, se observa que Ay tiene una alta plau-
sibilidad, R(Ag = 0.2) = 0.9799, y que los tres intervalos de verosimilitud-confianza
cubren a Ag. Dichos intervalos son presentados en la Tabla 4.2 junto con el valor de
emv de \.

Salto | Tiempo | Salto | Tiempo | Salto | Tiempo | Salto | Tiempo
] 1.8829 6 19.1321 11 53.9793 16 75.8884
2 3.0772 7 23.2274 12 58.5594 17 78.0691
3 8.4854 8 28.7228 13 61.4574 18 83.2168
4 9.5987 9 42.6482 14 66.7989 19 84.5378
5 12.6897 10 51.6652 15 72.1686 20 95.5657 I

Tabla 4.1: Tiempos simulados (ordenados) de ocurrencia de eventos o saltos de un
proceso Poisson de pardmetro de intensidad Ay = 0.2.
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Figura 4.1: (a) Simulacién de un proceso de Poisson con pardmetro de intensi-
dad Ag = 0.2. (b) Funcién de verosimilitud relativa e intervalos de verosimilitud-
confianza para A (nivel de plausibilidad 0.25, 0.15 ¥ 0.036) correspondientes a los
datos simulados mostrados en (a) y presentados en la Tabla 4.1.

Nivel de
plausibilidad ¢
0.25
0.15
0.036

Limite inferior

del IV(c)

Nivel de confianza,
100 (1 - )%

Limite superior

del TV (c)
0.2962
0.3138
0.3538

Tabla 4.2: Resumen de inferencias de verosimilitud para el pardmetro de intensidad \
de un proceso de Poisson homogéneo: Se usaron los datos de la Tabla 4.1, simulados
con )\0 = (2.

4.2. Inferencias en un proceso de Poisson homogéneo:
Caso con censura

Supéngase que se tiene un proceso de Poisson homogéneo N (t),t > 0, con intensidad
ASean Ty < Ty < Ty <--- < Tk tiempos fijos definidos antes de observar el proceso
N(t). Sea y; = N(T;) - N(T;_y), para i = 1,2,...,k, donde Ty = 0. Es decir, 7; es
el nimero de saltos que han ocurrido entre los tiempos fijos 7;_, y T;. Nétese que
a diferencia del caso anterior donde se conoce que hubo un evento o salto en cada
tiempo observado, aqui solo se conoce el niimero de eventos o saltos que ocurrieron en
los intervalos de tiempo [Ty, T1], (T, 2T R 5 W %], respectivamente, Eg decir, y;
llo necesariamente vale 1 para todo § — 1,..., k. Entonces, la probabilidad conjunta,
de haber observado

Eobs = {N(T1) = N(Tp) = 41, ... N(Ti) = N(Ti—1) = g} (4.5)
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€s

k PN Yi
(B} = T1 BT e (2T - Tic)

=1 ?}1'
" | k
T’i I Yi .
o H g___i:.—ll— AT i exp | —A Z (T; — Ti-1)
i=1 bt =
= (A" exp [—(AS)]s (4.6)

donde Co = Hf:] (T — T,—1)% /y:! es una constante que no depende de X, Ti— T
es la longitud del intervalo de tiempo donde ocurrieron los y; saltos, para i = 1, ok,
m = Zle y; es la cantidad de saltos que ocurrieron hasta el tiempo T,y 8=
}—_:f:] (T; — Ti-1)- Noétese que en este caso S = T}, el tltimo tiempo fijo.

La funcién de verosimilitud del pardmetro A, correspondiente al proceso de Poisson
N(t) descrito anteriormente y al evento observado Egps dado en (4.5), es

LOx: (i, TYey) o A™ exp [=(AS)]- (4.7)

La funcién de verosimilitud relativa de A\ es

R()\,{Uz:Tv}i;])— L(S\Q{yiaTi}?:l) = (3\) exp [—(A M8l (4.8)

donde A = m/S es el emv de ). Para encontrar \ se procede de manera similar al
Ejemplo 5 del Capitulo 3. Notese que enl este caso la funcién de verosimilitud relativa
de )\, dada en la ecuacion (4.8), solo depende del tiempo fijo maximo S = Tk ¥ del

ndmero de saltos del proceso hasta T}, m. Por lo tanto, las inferencias de verosimi-
litud sobre A solo dependeran de estas cantidades.

A continuacién se ejemplifica el enfoque de verosimilitud, descrito en el Capitulo 3,
para hacer inferencia sobre el pardmetro A\ con base en una especificacién particu-
lar de tiempos fijos de censura Ty, T, - .. Tk para los datos simulados de la Tabla
4.1. Obsérvese que en este caso solo se requeriria especificar el tiempo maximo Ti;
sin embargo, se especificardn tiempos de censura T1, T2, ..., k-1 con el objetivo de
proporcionar informacién del proceso en estos tiempos.

Sean Ty = 10,12 = 20,75 = ;B = 40 los k = 4 tiempos fijos definidos antes
de observar los tiempos simulados de salto del proceso Poisson homogéneo N(t)
con parametro de intensidad Ao = 0.2, dados en la Tabla 4.1. FEl nimero de saltos
Y1, Y2, Y3, Y4 Que ocurrieron en los intervalos de tiempo [To,T1); (T3, T2}, (T 0, T3] ¥
(T3, T4, respectivamente, son mostrados en la Tabla 4.3. La Figura 4.2 muestra la
grafica de la funcion de verosimilitud relativa del parametro de intensidad A, dada
en (4.8), con base en los datos de la Tabla 4.3. Ademaés, en esta figura se marca
la ubicacion del valor verdadero de A, Ao = 0.2, v tres intervalos de verosimilitud-
confianza para A de niveles de verosimilitud 0.25, 0.15 y 0.036 asociados a una



4.3 Inferencias en un proceso de nacimiento lineal: Caso sin censura 41

confianza aproximada del 90 %, 95 % v 99 %, respectivamente. En la Figura 4.2 se
observa que la funcién de verosimilitud relativa de X es asimétrica (cola pesada a
la derecha) con respecto al emv de )\, ) = 0.2, el cual fue incidentemente igual
que Ag = 0.2. Nétese que la verosimilitud relativa de A mostrada en la Figura
4.2, calculada bajo el escenario de censura descrito aqui, es mucho mas asimetrica
que la verosimilitud relativa de A mostrada en la F igura 4.1 (b), calculada bajo
el escenario sin censura. De hecho los intervalos de verosimilitud-confianza de \
son més anchos en el caso de censura que en el de sin censura (véase Tabla 4.2 y
Tabla 4.4). Esto podria deberse principalmente a que en el caso de censura se tiene
obviamente una cantidad menor de informacién que en el caso sin censura. Por otro
lado, curiosamente la estimacién puntual de A fue mejor en el caso de censura que
en el de sin censura, para las muestras observadas. Ademss como \ = Mo = 0.2
entonces Ap tiene la més alta plausibilidad, R(A =0.2) = 1, y por lo tanto los tres

intervalos de verosimilitud-confianza, al igual que en el caso sin censura, cubren a
Ap.

i ( Intervalo de tiempo | Nimero de saltos (y;)
1 0-10 G
2 10 - 20 2
3 20— 30 2
4 30 — 40 0

Tabla 4.3: Datos censurados por intervalo correspondientes a los tiempos simulados
de salto del proceso de Poisson homogéneo N (t) con pardmetro de intensidad Ay =
0.2, dados en la Tabla 4.1.

Nivel de Nivel de confianza | Limite inferior | X | Limite superior
plausibilidad ¢ 100*(1-a) % del IV(c) del IV(c)
0.25 90 % 0.1050 0.2 0.3412
0.15 95 % 0.0925 0.2 0.3700
0.036 99 % 0.0688 0.2 0.4412

Tabla 4.4: Resumen de inferencias de verosimilitud para el pardmetro de intensidad A
de un proceso de Poisson homogéneo: Se usaron los datos de 1a Tabla 4.3, simulados

con A\g = 0.2.

4.3.

SO sin censura

Supdngase que se tiene un proceso de nacimiento X (t)

Inferencias en un proceso de nacimiento lineal: Ca-

, t 2 0, conjunto de estados
E=]012,.. .} e intensidad de nacimiento Ay=xM, 2 € E.Seanty < ty < vov < tn
tiempos observados de ocurrencia de eventos (saltos) del proceso X (t) a lo largo del




42 Enfoque de verosimilitud para hacer inferencias en procesos markoviaiibo Ut osdits

Verosimilitud relativa

Figura 4.2: Funcion de verosimilitud relativa e intervalos de verosimilitud-confianza
para A (nivel de plausibilidad 0.25, 0.15 y 0.036) correspondientes a los datos simu-
lados presentados en Tabla 4.3.

tiempo. Es decir, se conoce el tiempo en el cual ocurri6 cada salto. Sea z; = X (ti),
para i = 0,1,...,m, donde to = 0y X(to) = o, xo € E. Nétese que en este caso
z; = xi—1 + 1, para todo i = 1,2...,n. Entonces, la probabilidad conjunta de haber
observado

Eops = {X(tﬂ) = wO:X(tl) = T1yees X(tn) = In} (4‘9)

es

P {Eops; A} = [Tiey zi-1 xp [—2ic1A (t; — tim1)] {1 —exp [=A (i — iz‘—l)]}(m"’“mi‘n
= (H 3‘3;‘—1) exp [—AZ wi—1 (ti — ti—l)‘} H {1 —exp[—A(ti— By ety
i=1 i=1 =1
= (C3exp [*)\Zici—l (t; — ti_l)l H {1 —exp[—A (t; — ti—1)]} (4.10)
i=1 =1

donde C3 = [[i=, zi—1 es una constante que no depende de .

La funcién de verosimilitud del pardmetro A, correspondiente al proceso de naci-
miento X (t) descrito anteriormente y al evento observado Egps dado en (4.9), es

L\ {zititiet)

X exXp {—)\Z zi_1 (L — ti—l)} H {1 —exp [—A (= ti—1))}- (4.11)
i=1 f=1
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La funcién de verosimilitud relativa de A es

R(A‘ {:1:1.t1. 1:]} v L{}\;{xg,ti f;i)

n

= Uty e e i 1 — exp [-A(ti — ti1)]
= €Xp {/\ )‘) ; l*l(t’i tz—-l) g 1 _ exp [—:\(ti — ti_])}’ (4'12)

donde X es el emv de A. Nétese que en este caso no es facil obtener una expresion
matematica cerrada para A. Esta es una situacién donde resulta conveniente cal-
cular A maximizando numéricamente la funcién de verosimilituda dada en (411) o
equivalentemente minimizando el negativo de la log-verosimilitud.

A continuacién se ejemplifica el enfoque de verosimilitud, descrito en el Capitulo 3,
para hacer inferencia sobre el pardmetro A con base en un Jjuego de datos simulados.

La Figura 4.3 (a) muestra la gréfica de un proceso de nacimiento lineal X (t) simulado
con un parametro de intensidad A\; = x)g, donde Ay = 0.2 y estado inicial X(0) =
zo = 1. Los n = 20 tiempos simulados de ocurrencia de cada evento o salto son
mostrados (en orden creciente) en la Tabla 4.5. La Figura 4.3 (b) muestra la grafica
de la funcién de verosimilitud relativa del pardmetro A, con base en los datos de
la Tabla 4.5. Ademés, en esta figura se marca la ubicacién del valor verdadero
de A, A\g = 0.2, y tres intervalos de verosimilitud-confianza para A de niveles de
verosimilitud 0.25, 0.15 y 0.036. Nétese que estos intervalos tienen una confianza
aproximada del 90 %, 95 % y 99 %, respectivamente. En la Figura 4.3 (b) se observa
que la funcién de verosimilitud relativa de ) es ligeramente asimétrica (cola pesada a
la derecha) con respecto al emv de A, A = 0.217. Ademds, se observa que \g tiene una
alta plausibilidad, R(Ao = 0.2) = 0.9372, y que los tres intervalos de verosimilitud-
conflanza cubren a A\g. Dichos intervalos son presentados en la Tabla 4.6 junto con
el valor de emv de .

'Salto Tiempo | Salto | Tiempo | Salto | Tiempo | Salto Tiempo

1 0.2678 6 4.1752 11 7.8989 16 9.2316
1.4026 7 6.0789 12 8.1927 17 9.4833
2.1477 8 6.4083 13 8.7509 18 9.8878 |
3.0047 9 7.1059 14 9.0114 19 9.9938
3.6878 10 7.4431 15 9.1820 20 | 10.5204

O W b

Tabla 4.5: Tiempos simulados (ordenados) de ocurrencia de eventos o saltos de un
proceso de nacimiento lineal X(t) con pardmetro de intensidad Az = x)g, donde
Ao = 0.2, y estado inicial X(0) = zg = 1.
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Figura 4.3: (a) Simulacién de un proceso de nacimiento lineal con pardmetro de
intensidad Ay = T, donde Ao = 0.2. (b) Funcién de verosimilitud relativa e in-
tervalos de verosimilitud-confianza para. X (nivel de plausibilidad 0.25, 0.15y 0.036)
correspondientes a los datos simulados mostrados en (a) y presentados en la Tabla
4.5.

Nivel de confianza | Limite inferior
100%(1-a) % del TV(c) del TV(c)
0.1475 0.217 0.3075
0.1375 .21 0.3250
0.1150 0.217 0.3675

Nivel de
plausibilidad ¢

A Limite superior

Tabla 4.6: Resumen de inferencias de verosimilitud para el parametro A de un proceso
de nacimiento lineal: Se usaron los datos de la Tabla 4.5, simulados con Mo =0.2.

4.4. Inferencias en un proceso de nacimiento lineal: Ca-
SO con censura

Supéngase que se tiene un proceso de nacimiento X(t), t > 0, conjunto de estados
E=1{0,1,2,...} e intensidad de nacimiento Ay = A, T € E.Sean Tp < Th < Ta <
... < T, tiempos fijos definidos antes de observar el proceso X(t). Sea y; = X (T3),
parai=0,1,...,k, donde Ty = 0y X(To) = Yo, Yo € E. Es decir, y; es el niimero
de saltos que han ocurrido hasta el tiempo fijo T; més el valor del estado inicial del
proceso yo. Notese que a diferencia del caso anterior donde se conoce que hubo un
evernto o salto en cada tiempo observado, aqui solo se conoce el nimero de eventos o
saltos que ocurrieron hasta cada uno de los tiempos fijos To, T1, Wiy vy T;.. Entonces,
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la probabilidad conjunta de haber observado
Eops = {X(T0) = yo, X (T1) = 1. .., X(T},) = yi} (4.13)
es

P {Eobs§ A}

Hcy= i XD (=41 A (T; — Tim1)] {1 — exp [=A (T — Ti_y)]} -0

k
= Cyexp ~/\Zyi_1 (T = Ti-1) | [T {1 = exp [-A (T = Bop)}® ¥ (4.14)
=1 =1
donde Cy = [T¥, Cy"" —y;_, €8 una constante que no depende de A.

La funcién de verosimilitud del pardmetro A, correspondiente al proceso de naci-
miento lineal X (f) descrito anteriormente y al evento observado E,. dado en (4.13),
es

L {wa Ty
k k
X exp [-—/\Z Yi—1 (T; — Ti_l):l H {1 —exp[-A(T; — ﬂ_])]}(yrui—l)_ (4.15)
i=1 i=1

La funcién de verosimilitud relativa de ) es

; Ly D)
RO o i) = S5y

(yi—4i—1)

ﬁ 1 —exp[-A(T; — Ti-1))

k
=exp |(A— A i1 (T — iy 4
exp j:( )Zy 1( ) 2% | 1 e [g}‘ (Tz —Ti_l):{

i=1

(4.16)

donde A es el emv de \. Nétese que en este caso no es facil obtener una expresion
matemaética cerrada para :\, entonces se procede de manera similar al caso ante-
rior (Seccién 4.3) maximizando numéricamente la funcién de verosimilituda dada en
(4.15) o equivalentemente minimizando el negativo de la log-verosimilitud.

A continuacién se ejemplifica el enfoque de verosimilitud, descrito en el Capitulo 3,
para hacer inferencia sobre el pardmetro A con base en una especificacién particu-
lar de tiempos fijos de censura T}, Th, . . ., T}, para los datos simulados de la Tabla 4.5.

Sean Ty =2, To =4, T5s =6, T, =8losk = 4 tiempos fijos definidos antes
de observar los tiempos simulados de salto del proceso de nacimiento lineal X (t)
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con parametro Ag = 0.2, dados en la Tabla 4.5. El numero de saltos y1, ¥2, ¥3, Y4
que ocurrieron hasta los tiempos fijos Ty, Ty, T3, Ty (més yo) son mostrados en la
Tabla 4.7. La Figura 4.4 muestra la grafica de la funcién de verosimilitud relativa
del parametro A, dada en (4.16), con base en los datos de la Tabla 4.7. Ademds,
en esta figura se marca la ubicacion del valor verdadero de A\, A\g = 0.2, y tres
intervalos de verosimilitud-confianza para A de niveles de verosimilitud 0.25, 0.15 y
0.036 asociados a una confianza aproximada del 90 %, 95 % y 99 %, respectivamente.
En la Figura 4.4 se observa que la funcién de verosimilitud relativa de A es asimétrica
(cola pesada a la derecha) con respecto al emv de A, A = 0.3095. Noétese que la
verosimilitud relativa de A mostrada en la Figura 4.4, calculada bajo el escenario de
censura descrito aqui, es mucho més asimétrica que la verosimilitud relativa de A
mostrada en la Figura 4.3 (b), calculada bajo el escenario sin censura. De hecho los
intervalos de verosimilitud-confianza de A son més anchos en el caso de censura que
en el de sin censura (véase Tabla 4.6 y Tabla 4.8). Ademés se observa que el emv
de A, % = 0.3095, se encuentra un poco alejado del valor verdadero de A, Ag = 0.2,
v que los tres intervalos de verosimilitud-confianza cubren a Ao, ya que Ag tiene una
plausibilidad de R(Ao = 0.2) = 0.3788 la cual es menor que en el caso sin censura.
Dichos intervalos son presentados en la Tabla 4.8 junto con el valor de emv de A

i | Tiempos fijos (1) | Datos (y:) |

0 0 1
1 2 3
2 4 6
3 6 7
4 8 12

Tabla 4.7: Datos censurados correspondientes a los tiempos simulados de salto del
proceso de nacimiento lineal X (t) con pardmetro Ag = 0.2, dados en la Tabla 4.5.

Nivel de confianza | Limite inferior

A ~ Limite superiow

Nivel de
plausibilidad ¢

100%(1-) % del TV(c) del TV(c)
0.25 90 % 0.1825 0.3095 0.4862
0.15 95 % 0.1662 0.3095 0.5225
0.036 99 % 0.1312 0.3095 0.6088

Tabla 4.8: Resumen de inferencias de verosimilitud para el pardmetro A de un proceso
de nacimiento lineal: Se usaron los datos de la Tabla 4.7, simulados con Ag = 0.2

4.5. Estudio de simulacién

En las secciones anteriores se aplicé el enfoque de verosimilitud para hacer inferen-
cias sobre el pardmetro A, asociado al proceso de Poisson homogéneo y al proceso
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Figura 4.4: Funcién de verosimilitud relativa e intervalos de verosimilitud-confianza
para A (nivel de plausibilidad 0.25, 0.15 y 0.036) correspondientes a los datos simu-
lados presentados en Tabla 4.7.

de nacimiento lineal, tanto para escenarios observacionales sin censura como con
censura. En todos los casos se consideraron datos particulares, simulados con el
objetivo de ejemplificar el enfoque de verosimilitud. En esta seccion se explorard,
usando datos simulados, el comportamiento de las frecuencias de cobertura de los
intervalos de verosimilitud-confianza del pardmetro A; asi como la longitud media
de estos intervalos.

Los resultados de la simulacién se presentaran en dos partes, una correspondiente a
el proceso de Poisson homogéneo y otra a el proceso de nacimiento lineal. En ambas
partes se consideraron escenarios observacionales sin censura y con censura; asi como
los siguientes valores para Ap: 0.05, 0.2 y 1. En el proceso de Poisson homogéneo sin
censura se especificaron los siguientes tamahos de muestra n: 20, 35 y 50. Para el
caso del proceso de nacimiento lineal fueron: 40, 100, 400 y 500. Este ultimo proceso
de salto inicié en zg = 1, es decir, X(0) = zo = 1. Por otro lado, en el caso del
proceso de Poisson homogéneo con censura se determiné el tiempo méximo T}, (ya
que en este caso las inferencias solo dependen de T} y del ntimero de saltos hasta
T}) como base en un porcentaje del valor esperado del tiempo de ocurrencia de n
saltos: T} = 0.65(n/Xo) y T} = 0.5(n/Xo). En el caso del proceso de nacimiento
lineal con censura se utilizé el mismo criterio anterior para fijar el tiempo maximo
T}.. Luego, para determinar los otros tiempos fijos de censura se hizo una particién
equidistante del intervalo [Ty, Tx] en k = 4 subintervalos [Tp, T3], (T1, To], (T2, T3] y
(I3,Ty), donde Ty =0 y X{(Th) = @ = L.

En este estudio de simulacién se consideraron intervalos de verosimilitud-confianza
con una probabilidad de cobertura nominal 1 —a = 0.95 correspondiente a un nivel
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de verosimilitud de ¢ = 0.15. La frecuencia de cobertura y la longitud media de los
intervalos se estimé con base en M = 10000 repeticiones del siguiente algoritmo:
Paso 1: simular la muestra.

Paso 2: calcular el intervalo de verosimilitud.

Paso 3: registrar si el intervalo cubre o no al valor verdadero de A (Ao). Si el intervalo
cubre a A\ entonces calcular la longitud del intervalo. '
Paso 4: regresar al Paso 1.

4.5.1. Parte 1: proceso de Poisson homogéneo

En la Tabla 4.9 se muestran los resultados del estudio simulacién para el proceso de
Poisson homogéneo. Se observa que tanto para el caso sin censura como con censu-
ra, la frecuencia de cobertura de los intervalos de verosimilitud-confianza, columna
FCIV, es aproximadamente el valor de la probabilidad de cobertura nominal (0.95),
para todos los valores de Aq y escenarios explorados. Ademads, para cada Ao fijo, en
el caso sin censura se observé que la estimacién puntual de la longitud media del
intervalo de verosimilitud-confianza, columna LMIV, decrece conforme aumenta el
tamafio de la muestra. Esta misma situacién ocurre en el caso con censura cuando
se incrementa el tiempo méximo Tj. Es decir, cuando se observé mas tiempo el
proceso. Por 1ltimo se observa que para cada valor de \g, la estimacion puntual de
la longitud media del intervalo de verosimilitud-confianza obtenida en los escenarios
sin censura es menor que la correspondiente Jongitud media estimada en el caso con
censura.

Sin censura Con censura
» | n | FCIV | LMIV | 7; | FCIV [IMIV [ T,/ | FCIV | LMIV
0.05 | 20 | 0.9480 | 0.0454 260 0.9488 | 0.0555 | 200 | 0.9456 | 0.0639
0.2 | 20 | 0.9500 | 0.1823 65 0.9485 | 0.2225 50 0.9433 | 0.2558
1 20 | 0.9430 | 0.9093 13 0.9436 | 1.1107 10 0.9377 | 1.2762
0.05 | 35 | 0.9485 | 0.0337 | 455 | 0.9389 | 0.0415 | 350 | 0.9433 | 0.0477
0.2 | 35| 0.9463 | 0.1350 | 113.75 | 0.9419 | 0.1662 | 87.50 | 0.9481 | 0.1907
1 35 | 0.9473 | 0.6748 | 22.75 | 0.9418 | 0.8312 | 17.50 | 0.9463 0.9546
0.05 | 50 | 0.9451 | 0.0281 650 | 0.9422 | 0.0346 | 500 | 0.9542 | 0.0395
0.2 | 50 | 0.9465 | 0.1122 | 162.50 | 0.9448 | 0.1385 | 125 | 0.9539 | 0.1582 I
1 50 | 0.9523 | 0.5596 | 32.50 | 0.9487 | 0.6915 25 0.9526 | 0.7896

Tabla 4.9: Resumen de resultados del estudio de simulacién para el caso del proceso
de Poisson homogéneo.

4.5.2. Parte 2: proceso de nacimiento lineal

En la Tabla 4.10 se muestran los resultados del estudio simulacién para el proceso de
nacimiento lineal. Se observa que para el caso sin censura, la frecuencia de cobertura
de los intervalos de verosimilitud-confianza, columna FCIV, es aproximadamente
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el valor de la probabilidad de cobertura nominal (0.95), en todos los escenarios
explorados. En contraste, para el caso con censura la frecuencia de cobertura de los
intervalos de verosimilitud-confianza se encuentra por debajo de la probabilidad de
la cobertura nominal, en todos los escenarios explorados. Nétese que en este 1iltimo
caso la frecuencia de cobertura es aproximadamente la misma para T} y T}/ (la
especificacién previa de los tiempos fijos que resultan de las particiones de [0, T}]
y [0,T}]), y aumenta conforme se incrementa los valores de estas cantidades, para
cada A\ fijo. Ademés, para cada Ag fijo, en el caso sin censura se observé que la
estimacién puntual de la longitud media del intervalo de verosimilitud-confianza,
columna LMIV, decrece conforme aumenta el tamano de la muestra. Esta misma
situacién ocurre en el caso con censura cuando se incrementa el tiempo méximo
T}. Es decir, cuando se observé més tiempo el proceso. Por dltimo se observa que
para cada valor de Mg, la estimacién puntual de la longitud media del intervalo
de verosimilitud-confianza obtenida en los escenarios sin censura es menor que la
correspondiente longitud media estimada en el caso con censura.

Sin censura Con censura
Ao n | FCIV | LMIV | Ty FCIV | LMIV | T FCIV | LMIV
0.05 | 40 | 0.9340 | 0.0305 | 51.64 | 0.9038 | 0.0612 | 43.03 | 0.8729 | 0.0745
0.2 | 40 | 0.9418 | 0.1220 | 13.98 | 0.8979 | 0.2218 | 10.75 | 0.8683 | 0.2964
1 40 | 0.9368 | 0.6086 | 2.79 | 0.9016 | 1.1142 | 2.15 | 0.8655 | 1.4872
0.05 | 100 | 0.9416 | 0.0193 | 67.56 | 0.9179 | 0.0438 | 51.97 | 0.9026 | 0.0605
0.2 | 100 | 0.9438 | 0.0772 | 16.89 | 0.9156 | 0.1761 | 12.99 | 0.9048 | 0.2433
1 100 | 0.9406 | 0.3864 | 3.38 | 0.9178 | 0.8762 | 2.60 | 0.9008 | 1.2095
0.05 | 400 | 0.9487 | 0.0097 | 85.44 | 0.9076 | 0.0303 | 65.72 | 0.9102 | 0.0453
0.2 | 400 | 0.9471 | 0.0388 | 21.36 | 0.9139 | 0.1217 | 16.43 | 0.9166 | 0.1813
1 400 | 0.9476 | 0.1941 | 4.27 | 0.9084 | 0.6119 | 3.27 | 0.9132 | 0.9103
0.05 | 700 | 0.9491 | 0.0073 | 92.70 | 0.9215 | 0.0262 | 71.30 | 0.9260 | 0.0406
0.2 | 700 | 0.9480 | 0.0294 | 23.17 | 0.9241 | 0.1056 | 17.83 | 0.9192 | 0.1623
1 | 700 | 0.9488 | 0.1470 | 4.63 | 0.9197 | 0.56279 | 3.57 | 0.9204 | 0.8121

Tabla 4.10: Resumen de resultados del estudio de simulacién para el caso del proceso
de nacimiento lineal.
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Capitulo 5
Comnclusiones

En esta tesis se mostrd el uso del enfoque de verosimilitud para hacer inferencia
estadistica sobre los parametros involucrados en las tasas de intensidad de dos pro-
cesos markovianos de salto, el proceso de Poisson y el proceso de nacimiento lineal,
con base en escenarios observacionales tanto sin censura (informacién completa del
proceso) como con censura (informacién parcial del proceso). Ademés en ambos es-
cenarios se explord, mediante estudios de simulacidn, la frecuencia de cobertura y la
longitud media de los intervalos de verosimilitud-confianza.

En relacién al caso de simulacién del capitulo anterior se concluye que:

1. Proceso de Poisson

» Tanto para el caso sin censura como con censura, la frecuencia de co-
bertura de los intervalos de verosimilitud-confianza es aproximadamente
el valor de la probabilidad de cobertura nominal (0.95), en todos los es-
cenarios explorados. Es importante mencionar aqui que para el caso sin
censura se requiere un tamano de muestra pequeiio (n = 20) para alcanzar
de manera aproximada la cobertura nominal.

= En el caso sin censura, la estimacion puntual de la longitud media del
intervalo de verosimilitud-confianza decrece conforme aumenta el tamano
de la muestra, en todos los escenarios explorados. Esta misma situacién
ocurre en el caso con censura cuando se incrementa el tiempo méximo de
observacion.

= La estimacién puntual de la longitud media del intervalo de verosimilitud-
confilanza obtenida en los escenarios sin censura es menor que la corres-
pondiente longitud media estimada en el caso con censura.

2. Proceso de nacimiento lineal

= En el caso sin censura, la frecuencia de cobertura de los intervalos de
verosimilitud-confianza es aproximadamente el valor de la probabilidad
de cobertura nominal (0.95), en todos los escenarios explorados. Esto se
cumple inclusive para un tamafio de muestra pequeiio de n = 20.

» En el caso con censura, la manera de especificar los tiempos fijos que
definen la censura puede afectar negativamente la frecuencia de cobertura
de los intervalos de verosimilitud-confianza; es decir, pueden producir
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frecuencias de cobertura que esten por debajo de la probabilidad de la
cobertura nominal.

= En el caso sin censura, la estimacién puntual de la longitud media del
intervalo de verosimilitud-confianza decrece conforme aumenta el tamano
de la muestra.

= La estimacion puntual de la longitud media del intervalo de verosimilitud-
confianza obtenida en los escenarios sin censura es menor que la corres-
pondiente longitud media estimada en el caso con censura.

Con base en lo presentado en este trabajo, se concluye que es importante explorar
a través de simulaciones las propiedades estadisticas de las inferencias que se hagan
sobre los pardmetros involucrados en los procesos markovianos de salto, indepen-
dientemente del metodo estadistico elegido para hacer inferencias.
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