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Introduccion

Las desigualdades han sido un factor fundamental en el desarrollo de la matemética.
Muchos teoremas importantes v famosos, que han sido el punto de partida de teorias
matemadticas, estdn basados en alguna desigualdad clave. Por ejemplo, las desigualdades
de Minkowski, Holder v Schwarz en el andlisis; las desigualdades de Frobenius y de Schur
para el rango v la traza de matrices, respectivamente, en el dlgebra lineal; la desigualdad

de Cauchy- Schwarz en varias dreas de la matematica, entre muchas otras.

El 4rea de Probabilidad no ha sido la excepcién. Por ejemplo, tenemos las desigual-
dades de Markov, Chebyshev, Bernstein y Lyapunov, las cuales han sido la base para
demostrar varios teoremas limite como las Leyes de los Grandes Numeros y el Teorema
del Limite Central, que han sido fundamentales en el desarrollo de la probabilidad y la
estadistica. Estas desigualdades han sido ampliamente estudiadas asi como otras que son
consecuencia o variantes de ellas, las cuales han tomado mayor importancia cuando se

desea estimar una probabilidad o un pardmetro de una distribucién.

El objetivo del presente trabajo de tesis es estudiar v establecer desigualdades en la
teoria de probabilidad fuera de las tradicionales. Para esto dividimos el trabajo en dos

partes.

La Parte 1 consta de tres capitulos v corresponden al estudio de desigualdades de
sumas de variables aleatorias independientes, para lo cual trabajamos principalmete con

el libro [8] para el desarrollo de esta parte. En el Capitulo 1 presentamos desigualdades



para el maximo de sumas de variables aleatorias independientes. Luego, en el Capitulo
2 establecemos cotas exponenciales para la probabilidad de sumas de variables aleatorias
independientes. Por 1ltimo, finalizamos esta parte con el Capitulo 3 estudiando desigual-

dades para momentos de sumas de variables aleatorias independientes.

Las desigualdades presentadas en la Parte I toman mayor importancia en el estudio de
los teoremas limite donde se involucran las sumas de variables aleatorias independientes.
por ejemplo en los teoremas de las Leyes de los Grandes Ntimeros y el Teorema del Limite
Central. En este sentido, muchas de las desigualdades presentadas en este trabajo se

pueden utilizar para refinar los resultados de convergencia.

La Parte IT consta de dos capitulos. En el primero de ellos, que corresponde al Capitulo
4 del trabajo, presentamos las desigualdades tipo Bonferroni. Estas desigualdades surgen
del problema de conteo al calcular la probabilidad del niimero de eventos que ocurren en
una familia de ellos. En este caso podemos encontrar desigualdades en los dos sentidos,
tanto inferior como superior. Para ilustrar la importancia de este tipo de desigualdades
exponemos de manera general algunas posibles aplicaciones. Para el desarrollo de este

capitulo nos hemos basado principalmente en el libro [3].

Finalizamos la Parte II presentando en el Capitulo 5 desigualdades para colas de dis-
tribuciones de variables aleatorias donde la cota superior esta determinada por la densidad
de la variable aleatoria correspondiente. Esta propiedad observamos que, en principio, la
satisface la distribucién normal, sin embargo nuestro objetivo es extenderla a otras dis-

tribuciones.



Parte 1

Desigualdades para Sumas de
Variables Aleatorias

Independientes



Capitulo 1

Desigualdades para el Maximo de
Sumas

En este capitulo nos interesamos en estudiar desigualdades para la probabilidad del
méximo de sumas de variables aleatorias independientes. Para ello, en la primera seccién
se establecen ciertas condiciones para los cuantiles de las sumas de variables aleatorias in-
dependientes. Mientras que, en la segunda seccién, las desigualdades para la probabilidad
del méaximo de sumas dependen de condiciones sobre el primer y el segundo momento de

cada sumando.

Para el desarrollo de este capitulo consideremos el espacio de probabilidad (€. F, P)

donde estdn definidas las variables aleatorias independientes X1, Xo, ..., Xy, y denotemos
k
Sp=130_ X

1.1 Condiciones sobre los Cuantiles

Definicién 1.1. Sea X una variable aleatoria y sea 0 < ¢ < 1. Un cuantil de orden q de
una variable aleatoria X es cualguier nimero real. denotado por kg (X), que satisfaga las

siguientes desigualdades
P(X <k)>q PX>k)<l-g
Teorema 1.1. Para cada valor g € (0,1) y para cada z € R

1
P (lrsn@n{sk kg (85— Sw)} 2 :c) <IP(S 29 (1.11)
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Demostracién.

Denotemos los siguientes conjuntos

Skzlrggxk{Sg—kq(Sg—Sn)} = 1.2 )

Dl = [51 —kg (Sthn) Zx]
Dy = [Sk-1 < 2,8, — kg (S — Sn) > 7] (k=2,3,...,n)
Ek:[Sn—Sk—kl_q(Sn—Sk)zm} (k=1,2:...,n.)

Observemos que los eventos Dy, v Dj, para j # k, no pueden ocurrir al mismo tiempo. En

efecto, tomando k < j v 7 < n, si el evento
Dy = [Sk_1 < 2,85 — kg (85 — ) > z)

ocurre, se sigue que [Sy — kq (Sx — S,) > z] también sucede. Mientras que si el evento
Dj = [8j-1 < x,8; = kq (S; = Sn) > 2]

ocurre, se sigue que [Sg — ky (Sy — Sy) < z] también ocurre, ya que j > k.
De esta manera se concluye que los eventos Dy y D;, para j # k, no pueden ocurrir al

mismo tiempo, y por lo tanto
P, Dy} = P =10,
donde Dy, D; = Dy N D;. Ademas, por lo anterior, ahora podemos poner
[S”n Z 1] = Ug=1 Dk,

y de aqui se obtiene

P8, 2z)=> P(Dy). (1.1.2)
=

Ahora mostraremos que
P(E;) = g, parp, k=12, ..8 (1.1.3)

Para ello, primero observemos lo siguiente. Sea X una variable aleatoria, y sea ¢ el orden

de su cuantil, entonces

PIX<k(X)2g y PX2k(X)21-g
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de aqui se tiene que
P(-X2-kg(X))2q y PX<-kX)>1-g

por lo que —k4 es un cuantil de orden 1 — g para la variable aleatoria —X, es decir,
g (X) = h1_q (~X).

Aplicando estos argumentos en nuestro caso, podemos cambiar
/Cl_q (Sn = Sk) 2 —kq (Sk e Sn),
y. de esta manera, nos queda lo siguiente:

By = [Sp— Sk + k1-q (Sn — Sk) > 0]
=[8n = Sk = —k1-¢ (Sn = Sk)]
= [Sn = Sk = kq (Sk - Sn)]

Por la definicién de cuantil podemos concluir que
P(Ex) 2 q.
Ahora, observermos que se cumple
Uizt [Pk, Ex] C [Sn 2 2],

por medic de las siguientes relaciones:

[Di, Bx] = [Sk—1 < &, Sk — kg (Sk = Sn) 2 2,80 > Sk + k1—g (Sn — Si)]
= [Sk—1 < 2,5, = T+ kg (Sk = Sn) . Sn = Sk — kg (Sk — Su)]
= [S’k,l <z,85, 2 2+ kg (S — Sp) — kg (Sk — Snﬂ
= [Bpes < 8,8 2 z]

T [Su= 4.

Ademas, podemos notar que los eventos [Dy, Ey] y [D;. E;], para k # j, son ajenos de

la. misma manera que los eventos Dy y D; son ajenos, para k # j. Entonces

P(Sp212) > P(Up D Be) = Y P (Dy, Br).
k=1
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La igualdad se debe a que los eventos son ajenos, v mas atin, cabe notar que los eventos
4 . . 2 ’
Ey y Dy son independientes ya que dependen de las variables aleatorias Xs, las cuales

por hipétesis son independientes. Aplicando esta 1iltima observacién se obtiene

Y P(DiEx) =) P(Dy)P (Ey).
k=1

k=1

Para finalizar, retomemos las Desigualdades (1.1.2) v (1.1.3) con las cuales se obtiene

lo siguiente:

De esta manera queda demostrado el teorema. ]

Definicién 1.2. Una mediana mX, de una variable aleatoria X, es el cuantil k% (X).

Teorema 1.2. Desigualdades de Lévy.

Para cada x € R se cumple que:

P(ﬁ?}f‘? {Sr —m(Sk— Sn)} 2:1:) < % PUBy, S , (1.1.4)
y para cada x > 0 tenemos que:
P(lrélkag( Sk-m(Sk—Sn)fzz> < 2P (|55 = &) (1.1.5)
<k<n
Si X1, X5, ..., Xy son variables aleatorias independientes y simétricas (ver la definicidn

en Apéndice (A)), entonces para cada z € R se satisface la siguiente desigualdad:

P(max5k2x>§2-P(Sn2:r), (1.1.6)

1<k<n

y para cada x > 0 se cumple que:

P max 152 ) < 2-P (150 2 2) (1.17)
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Demostracion.

La demostracién de la Desigualdad (1.1.4) se sigue inmediatamente del teorema (1.1), al
sustituir ¢ = 1 en la Desigualdad (1.2.4).

Para demostrar la Desigualdad (1.1.5) notemos que el evento

[max 1Sk — m (S — Sa)| > x]

1<k<n

ocurre si uno de los siguientes dos eventos ocurre:

Caso (i): Lrﬁn@ﬂ{Sk —m (S —Sp)} 2 z] :

Caso (i) : ngg(x {Sr—m (S, — S,)} < —;r:j| ;

Para el caso (i), por la Desigualdad (1.1.4) tenemos que

P(max {Sk—m(Sk—Sn)}E:r) £ 2+ P (6 24)

1<k<n

para r = 0.
Ahora, para el caso (ii), tenemos que

1<k<n 1<k<n

{ma&c {Sk—m(SkSm)}<~m} - {- max {Sk — m (Sk — S} 31}

entonces,

1<k<n

P (Igfgn{sk ~m(Sk = Sm)} < I) = 7 (~ meax {8~ m (8 — Sm)} 2 I)

v, por la Desigualdad (1.1.4) se obtiene que

P (— Irsnkasxn{sk —m(Sg—Sm)} 2 1) <2.-P(-8S,2x)

= 2P (5, < —-1)

para x = 0.

Para la demostracién de la Desigualdad (1.1.6) debemos considerar los siguientes dos
puntos:
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o Toda variable aleatoria simétrica tiene media igual a cero.

e La suma de variables aleatorias simétricas es una variable aleatoria simetrizada (ver
definicién en Apéndice (A)).

Ahora, podemos observar la Desigualdad (1.1.6) se obtiene de la Desigualdad (1.1.4),
va que m (S; — Sp) = 0.

Finalmente, la Desigualdad (1.1.7) se obtiene siguiendo la demostracién de la Desigual-
dad (1.1.5) y tomando en cuenta la Desigualdad (1.1.6). |

Teorema 1.3. S5t P (S, — Sy > —C) > ¢, donde k = 1,...,n— 1, para alguna constante
C>0yqg>0, entonces

P(Spz2z-C) (1.1.8)

| =

P(maXSkEZC)S
1<k<n

para cada z € R.

Para la demostracién del Teorema (1.3) ocuparemos el Lema (A.1) del Apéndice (A)

v del siguiente lema.

Lema 1.1. Sea C una constante no negativa y un conjunto de cuantiles:
ke (S1—8n), - kg (Sp—1— Spn)

de orden q, con 0 < g < 1, tal que

kq(Sk—8,)<C, para k=1,--- ,n—1 (1.1.9)

Entonces se cumple la Desigualdad (1.1.8) del Teorema (1.3).

Demostracion.

Por la desigualdad (1.1.9) tenemos que:
[Sk—C>vy|C [Sk‘kq(sk_gn) >yl
para cada y € R.

Asi,

max 8e-Ch 2 0] © | max (5= ko (8- 520} 23,



12 Desigualdades para el Mdximo de Sumas

v de aquf se obtiene que

P[max skzwc] <PL§153 (S — kg (Sk — 5w} 2

1<k<n
para y € R.

Por otro lado, recordemos que por el Teorema (1.1) tenemos que:

1<k<n

P { s 6 g (B~ sn)}} < ép(sn >y),

lo cual implica que

i
> <= > P
Pllr%al?é{nsk_y+0} < qP(SnMy)

Por titimo, tomando x = (y + ¢) obtenemos la desigualdad deseada. ||

Demostracion.
Acontinuacién se demuestra el Teorema (1.3), v para ello es suficiente mostrar que se
cumple la Condicién (1.1.9) del Lema (1.1).

Primeramente observemos que
P(S,— 5, >-C)>gq, PaTG: & =Ly = T
Luego, por el Lema (A.1) sabemos que existe un cuantil k1_, (S, — Si) tal que
ki—q(Sn— Sk) > -C, para k=1,...,n— 1
Entonces tenemos que
—k1_g(Sa— Sk) £C, para k=1,...,n—1.

Y como

Moy g (5, —-B5) = By (5 =),

nos queda que
ks (8 —8q) £C, para k=1,...,n—1

Es decir, las hipétesis del Lema (1.1) se satisfacen, y por lo tanto obtenemos la Desigual-
dad (1.1.8). &
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Para llegar a la desigualdad para la probabilidad del maximo de sumas de variables
aleatorias ocupamos el primer teorema de esta seccidn, el cual no involucra condiciones
sobre cuantiles pero en su demostracién ocupamos una implicacién directa de la definicién
de cuantil. Asimismo, empleamos un lema el cual si requiere condiciones sobre los cuan-
tiles, ¥ con el cual se puede concluir la demostracion de la desigualdad para la probabilidad

del maximo de la suma de variables aleatorias independientes.

La cota que obtuvimos para la probabilidad del méximo de sumas es una cota superior
que depende de la probabilidad de la suma de las variables aleatorias independietes, esto
representa una gran ventaja yva que esta probabilidad se puede aproximar por el Teorema
del Limite Central.

1.2 Condiciones sobre Momentos

Teorema 1.4. Sean > 2, EX, =0, EX,% < oc, parak =2,....n. Denotemos

b=y EX}.
k=2

Entonces para cada g € (0,1) y 2 € R tenemos:

Sp>z— (f”q)i} (1.2.1)

P{max ngzcc] SEP
1<k<n g

Demostracion.

Observemos que

E (Sn - Si)?

# 2
E ( Z X?)
i=k-+1

E i XP+2) XX,

i=k+1 i

> EX?+2) EXX,
i=k—+1 i#j
n

= Y EX}

i=k+1
by.

IA
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Por otro lado, si 1 < k < n — 1, por la Desigualdad de Chebyshev (A.1) tenemos que

1

By W%| 1~

|Sn = Skl 2 (1 ”q) }S 3 B (Sp-S1)? <14,
g n

v ademas, como:

Sn—skz( i )} >1-P
lL—g

entonces se obtiene que

1
P{Sn—Skz—(lb”(J)ﬂzq, para k=1, ...,n—1.

g

Por tltimo, aplicando el Teorema (1.3) con C = (Tz{?) ? se llega a la Desigualdad

(1.2.1). ®

Observacién 1.1. Aplicando la Desigualdad (1.2.1), con g = —%, obtenemos
P (max 8 :c) <2p (Sn >z (2bn)%) (1.2.2)
1<2<
para cada x € R.

Notemos que en este resultado tenemos la ventaja de que la cota superior para la
probabilidad del méximo de sumas depende de la probabilidad de la suma de las variables

aleatorias.

Sea Y una variable aleatoria discreta definida en (€, F, P) y sea B € F tal que P8 >
0. Se define

E[Y|B)= Zy —y,B)

Ahora, consideremos a ¥ una variable aleatoria no negativa, sea { By}, una familia de

eventos ajenos en F, con P(By) > 0 para toda k € N. Entonces, por la definicién de
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esperanza, para m,n € N, tenemos

> P(BLEY|By] = ZZuP =y, By)

k=m k=m ¥

“ZJZP =y, Bx)

Y k=m

<> yP(Y =y)
Y

=E[Y],

es decir,

E[Y]> Zn: P(Bi)E[Y|By). (1.2.3)

k=m

Este resultado es vdlido también para variables aleatorias en general.

El siguiente teorema trata de ampliar un poco la desigualdad para la probabilidad del
méaximo de las sumas a la desigualdad para la probabilidad del méaximo de los multiplos

de sumas de variables aleatorias independientes.

Teorema 1.5. Desigualdad de Hdjek-Rényi.
Sea EXy =0, EX? < 00, parak =1,...,n, y sean las constantes 0 < ¢p < ¢po1 < -+ <

c1, entonces:

PLI?% ck|5k>z} <z (CmZEXH Z ckEXk) (1.2.4)

k=m-+1

para cada x > 0 y cada entero positivo m < m.

Demostracion.

Comenzaremos definiendo la siguiente variable aleatoria

n—1
¥ = Z _Ck+1 BE +e282,
k=m
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entonces
n-=1
EBY =Y (& - ) ESt+ES]
k=m
n—~1 k 2 # .
S (@-dn)E (zxi) rdp (ZX?,)
k=m i=1 i=1
n—1 k n
=N (G-4)> EXH+ad E(X])
k=m i=1 i=1
=& E@D+ 3 dB(xD),
k=1 k=m+1
es decir,
EY=c,) E(X})+ ) GE(X}). (1.2.5)
k=1 k=m-+1

Ahora definamos los eventos

Bl = {bw|8qm| = 2},
Bri= { max o |G| < & ek |8kl = a:}., para k=m+1,...,n.
m<r<k-1

Es claro que

P (nggaén cx | Sk > '.U) = ;;P (By) . (1.2.6)

Por otro lado, aplicando el resultado (1.2.3) en el contexto de este teorema, obtenemos

que

EY > Zn: P (By) E (Y|By).

k=m
Notemos que si 7 > k. la independencia de las variables aleatorias X; implican que

E [X;Sk|Bx] = E [X;|Bx] E [Sk|Bk]

mientras que

E [X;|Bx] E [Sk|Bx] = 0,
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vaque EX; =0paraj=1,...,n.
De aqui,

E(S}|By) > E (S;|Bk)

(s kalBk) E (SiIpg|By)
(SEIB,|Br)
(

|5x|*|Bk)

v

()

E
E
E
E
x

IV

'_2.
Ck

Luego, para k > m tenemos

5
|
—

E(Y|Be) = ) (cf - c41) B (S7|Bx) + ciE (S7|Bx)

T
= 3

(cf = ¢f+1) B (S7|B) + c1E (S7|By)

n—1

2
Z CI . cH—l Cn
=k

(A4
1% [

IV
R

y por lo tanto, EY > z23°7 P (By).
Finalmente, sustituyendo las Igualdades (1.2.5) vy (1.2.6) en la ultima desigualdad

obtenida, queda desmostrado el teorema. [ |



Capitulo 2

Desigualdades con Cotas Exponenciales

A continuacién presentamos desigualdades para la probabilidad de la suma de las vari-
ables aleatorias independientes. Estas desigualdades representan cotas superiores dadas
por una expresion exponencial y se establecen bajo el supuesto de que la funcién generadora

de momentos de cada sumando esta acotada superiormente por una cota exponencial.

Sea el espacio de probabilidad (€, F, P) donde estan definidas las variables aleatorias

independientes X1i,..., Xy, y denotemos S, = 3 1_; Xi.

Teorema 2.1. Supongamos que existen constantes positivas g1, ...,gn y T tal que
- f2
EetXr < e9%7 (2.0.1)

parak=1,...,n, y0<t< T, y denotemos G,, = > ko1 9k Entonces

P(S,2z)<e 2Ca si 0<2<G, T (2.0.2)

P(8,>z)<e 2 si x>2Gy-T (2.0.3)

Demostracion.

Si0 <t < T, como e es una variable aleatoria no negativa, por la Desigualdad de

18
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Markov (A.2) tenemos

P(8n 2 z) = P(e% > /%)
=P (e—tmetSn > 1)

S e—t.’(Eet,Sn '

para cada x € R.
Por otro lado, por el hecho de que las variables aleatorias Xi,--- , X, son independientes

se obtiene lo siguiente

Eetsn — Eet(X1+"-+}§-n) = B [et}f] i etXn]
n
oo EetXl --<EetX" - HEeth

k=1
i 2
<o
k=1

2
— 8(91+-'*+gn)%

0| %

De esta manera se sigue
= 28 28n _
PSnzz)se™. 8 =7 (2.0.4)

paracadaxzy 0 <t < T.
Ahora, para un valor fijo z, consideremos la funcién

_Cn

t? — zt
2 3

ft)

y minimizaremos la funcién ef®), lo que corresponde a minimizar la funcién f (t), va que
la funcién exponencial es creciente.

Si0 < 2z € G,T, entonces la ecuacién [ (t) = 0 tiene una iinica solucién en t = -C:%,

que corresponde al valor donde alcanza su minime la funcién f (t). Notemos que esta

solucién satisface la condicién 0 < t < T, por lo cual podemos sustituir el valor de t = Gin

en la Designaldad (2.0.4) y de aqui obtenemos la Desigualdad (2.0.2).

En este caso podemos observar que si z = 0 también se cumple la desigualdad (2.0.2).
Siz > G,T, entonces f'(t) = Gpt —z < 0, y asi la fucién f (t) es decreciente. Por

consiguiente, la funcién ef®) alcanza su minimo cuando t = T. Sustivendo el valor donde

se alcanza el minimo en la Desigualdad (2.0.4) obtenemos la Desigualdad (2.0.3).
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Notemos que el teorema establece las designaldades para las probabilidades de la suma
de variables sélo para valores no negativos de la suma de las variables. La siguiente
observacion nos sirve para ampliar estas desigualdes a los valores negativos de la suma de

las variables.

Observacién 2.1. Notemos gue si la Condicidn (2.0.1) se cumple para —T <t < 0 y para
algunas constantes positivas T, g1, ..., gn, entonces podemos obtener de manera andloga a

la demostracion del Teorema (2.1) las siguientes desigualdades:

[N

-

P(S,<-z)<eZn s 0<z<G,T (2.0.5)

=T

Para demostracion de las desigualdades anteriores cabe notar que si las variables aleatorias
Xi,..., Xy satisfacen la Condicion (2.0.1) del Teorema (2.1) para =T <t < 0, entonces

las variables aleatorias —X1,...,—X, también la satisfacen pero para 0 < t < T, y por

tanto se cumplen las Desigualdades (2.0.2) y (2.0.3) para la variable aleatoria —S,.

Los resultados del Teorema (2.1) junto con la Observacién (2.1) nos llevan al siguiente

teorema.
Teorema 2.2. Supongamos que existen constantes positivas g1,...,gn y T tal que
; 2
EeXr < g9'7

parak=1,...,n, ylt| <T.
Entonces se cumplen las Desigualdades (2.0.2), (2.0.3), (2.0.5) y (2.0.6).

Veamos un ejemplo en el que los sumandos corresponden a variables aleatorias nor-
males, y aunque de antemano sabemos que la suma de variables aleatorias independientes
con distribucién normal también tiene una distribucién normal, el teorema anterior nos
ayuda a estimar la probabilidad sin necesidad de calcular su distribucién y la integral para

obtener la probabilidad deseada.
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Ejemplo 2.1. Supongamos que Xy ~ N(0,01), para k= 1,...,n. Entonces
Eetxk - E’UE"I;,

y asi la Condicidén (2.0.1) se cumple para g, = o} y para cada T > 0.

En este caso tenemos que Gn, = Y 1_, 07, y por el teorema (2.1) obtenemos P (S, > z) <
2

e_%‘n, pare cada x > 0.
Teorema 2.3. Desigualdes de Bernstein.
Supongamos que EXy = 0,07 = EX} < oo, parak =1,...,n, y B, = S.r_, 0}. Ademds

supongamos que exriste una constante positiva H tal que:

1
|EX]| < Em!aﬁHm-Q, k=1,...,n), 200
pare todos lo enteros m > 2.
FEntonces
== B,
P(S,>z)<e®n si OSxS—}—I—- (2.0.8)
=z ] Bn
P(Sn > x) <eTH 8 T Z -ﬁh (209)
—22 Bn
P(S,<—z)<e®Bn g 0<z< T (2.0.10)
—z Br
P(Sp<—2)<eTH s z> T (2.0.11)
Demostracion.
Consideremos la identidad
. tz t3
Eet%k = 1+t-EXk+EJ§+€EXS+---
para k= 1,...,n. Luego, como EX; = 0, tenemos que
" 2 3 1
BetXe =14 %gg ¥ %Exf +o-g14 §t2g§ (I+Ht|+H*¥+--),  (2012)
donde la desigualdad se sigue del hecho de que
tm - |t'm| -
EEEX;C & WIEX;% |
[ A —
=T (77
m
- Ii_lgggm“{

2
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lo cual implica
i EXM < ‘tm‘ 2Hm—2
— —0 .
T
Ahora, si |t| < 5} entonces H[t| < 1. y por lo tanto

1
B2 o=
1+ Hlt| + + T
Sustituyendo la igualdad anterior en la Desigualdad (2.0.12) nos queda
Gl 1 5.8 2,2
1+ — — | <1 te = gTR,
+20k(1—|t|H)_ + ot < e

Resumiendo tenemos hasta aqui que
5 242
Eef,)&k < e”kt

para [t| < .
Luego, denotando gr = 20} tenemos que Gy, = 3 7_, 207 = 2B,, lo cual implica que
se cumplen las hipétesis del Teorema (2.2), lo que nos conduce ficilmente a obtener las

desigualdades deseadas. [ |

La condicién del teorema claramente no es sobre la funcién generadora de momentos
de cada sumando, como hemos visto en resultados anteriores, sin embargo lo implica y

con ello se pudo concluir la demostracién del teorema.

Observacién 2.2. La Condicidn (2.0.7) es conocide como la condicion de Bernstein.

Acontinuacidn presentamos dos condiciones suficientes para la condicién de Bernstein.

Condicién 1. Eziste una constante positiva C tal que P (|Xi| < C) =1 y E(X}) =0,

para k =1,... n. En este caso observemos que

|IEXT| = J/_mede(x)

c
¢ / 2 dVi(z) = O™ %0}
-C

para toda m > 2, donde Vi(z) es la funcidn de distribucén de la variable aleatoria Xj.

Entonces la Condicidn (2.0.7) se cumple con H = C.

Condicién 2. Las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes e idénticamente
distribuidas que satisfacen la condicion de Cramér. Es decir, existe la funcidn generadora
de momentos de cada variable aleatoria Xy en algiin intervalo con centro en el origen. En
este caso, esta condicidn implica que existen los momentos de todos los ordenes de cada

variable aleatoria Xy, y por lo tanto se cumple la condicidn de Bernstein.



Capitulo 3

Desigualdades para Momentos de
Sumas

Los momentos de una variable aleatoria X nos permiten tener una mejor idea sobre
las caracteristicas de la distribucion de la variable. El ejemplo mas aplicado es la varianza
de una variable aleatoria, la cual se expresa como el segundo momento con respecto a
la media y nos describe, en promedio, la acumulacién o dispersion de los valores de la
variable aleatoria con respecto a su media. Otro ejemplo es la medida de asimetria de X,

dada por
E[X - E(X)P,

la cual nos sirve para estimar la falta de simetria de la distribucién de la variable.

En este capitulo presentamos desigualdades para los momentos de una suma de vari-
ables aleatorias independientes, en particular para momentos mayores que el primero, ya
que en todos los resultados que se exponen la hipdtesis es que cada sumando tiene media
cero. De esta manera, el segundo momento de la variable aleatoria representa la vari-
anza de la misma y, asimismo, el tercer momento representa la medida de asimetria de la

variable aleatoria, etc.

Consideremos un espacio de probabilidad (2, F, P) donde estan definidas las variables

aleatorias X1, ..., X, no necesariamente independientes, entonces:
e
E|S.P < > E|XylP si 0<p<l, (3.0.1)
k=1

23
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E|Saff < nP 1Y E|IXiff si p> 1 (3.0.2)
k=1

& T
donide Sy = 3o 4 X
Nétese que aunque algin momente F|X|P sea infinito las desigualdades anteriores
siguen siendo validas. En el caso en que ninglin momento sea infinito las Desigualdades

(3.0.1) ¥ (3.0.2) se derivan de las siguientes desigualdades:

n P n
Zan Sz‘an}p si 0<p<l,
Ho=1: k=1

n P n
S an| <Py anlP si p> 1,
k=1 k=1
que se cumplen para cada entero positivo n y nimeros reales arbitrarios aq, ..., an.
En adelante supondrémos que X1,..., X, son variables aleatorias independientes.

Teorema 3.1. (Desigualdad de Rusenthal)
Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes y Supongamos que EXy, = 0, para

k=1,...,n, yseap>2 Denotemos

T il
Myn=> E|Xif, B,=) EX}.
k=1 k=1

Entonces
z
E|Sul" < C (p) (Mpn+ B (3.03)
donde C (p) es una constante positiva que depende sélo de p.

La demostracién del Teorema (3.1) es consecuencia de los siguientes resultados.

Lema 3.1. Sean X1,...,X, variables aleatorias independientes con funciones de dis-

tribucidn Vi(z), ..., Vp(x) respectivamente, y sea y numero positivo. Denotemos

pw) =Y [ eV
k=1"2<Y
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Entonces

P(Sy>2) <> P(Xk > y)+e:vp{§ (”‘""(yoo’ - B(-,;O' y)) fog (”ﬁ”

ol
l
+

para cada x > 0.

Demostracién.

Consideremos las siguientes variables aleatorias:

X si Xp<y
Ly =
0 81 szy

T = i .
k=1

Si S, > x entonces i, X > =, para cada * € R. Ademds si X} < y para toda
k=1,...,n, entonces > ;' Xp =3 7_12Z; =T, > z. Encambio, si X; >y para toda

k=1,...,n, entonces 22:1 Zy =T, =0, lo cual es diferente al valor de S,,.

De aqui concluimos que

(Sn > 2} C{Tn > 2} U{Sn # T},

es decir
PlSu2e) < P(Tn>z)+ PS8, #£T,) (3.0.4)
para cada x € R.
Por otro lado:
P2 d=P™3 )
= ( ), para h >0,
_ ( (Trn—z) ) (3.0.5)
< BelTn-z)
~ —hz g ohTn

vy esta manera, juntando la desigualdad (3.0.4) ¥ (3.0.5) nos queda la siguiente desigualdad

P(Sp>z) <e MEerTn 4 ZP Xp2>y). (3.0.6)
k=1
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Luego, es facil mostrar que la funcién

e? —1—=x
2

es no decreciente para x > 0, lo cual implica que para z > 0 la funcién

e —1-hx

——, dolide B30,
T

es también no decreciente para z > 0.

Ademas, notemos lo siguiente:
; 4 e
Eeh%k = / e dVy (z) +/ e"0dVi(z)
= v

=fy ehdek(:n)-i—/ydek(ff)

—oQ

_/_'y M qVi(z) + 1 — /.,, dVi(z)
=1+f (e*w—1) dVi(z) (3.0.7)

:1-I-/_y (eh‘”—1+h:c—hm)dvk(:c)

oc

:1+/y (ehm_l—hm) de(x)+h/y zd V()

—o -0

¥ ¥
<14 h.f zdVy(z) + (eh’y -1- hy) v i / z2dVi(z).

—00

La dltima desigualdad se debe a que tenemos que = < y, entonces

e" — 14 hx o e — 14 hy

3

72

26'“—1—{-]11’
i e S o

2€hy"‘—1+hy
5 e
r

y2
También observemos que las variables aleatorias Zi,...,Z, son independientes ya que

S

estdn en funcién de las variables aleatorias X7,. .., X,, las cuales por hipétesis son inde-

pendientes. De esta manera:

e~ penTn _ e hep (Eh‘zl . -eh'Z">

n
=g H EehZr,
k=1
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Por la cota (3.0.7), obtenida anteriormente para Ee"%*, se sigue que:

5 n
HEelszg H(l+h/y xd‘[/}q(gy)-k(eh)’—l—h)") y_Q/y
k=1 k=1 o

—00

a:%zvk(r)).

Denotando wy = h [¥  zdVi(z) + (e" — 1 - hy) y=2 [¥_ 22dVi(z), podemos abreviar la

desigualdad anterior como sigue:

-

T
HEehZ" < (14 wg)
k=1 k=1
™
2 ek
k=1
— ez:fl:l Wi

5 A zdVi(2)+(e™ ~1-hy )y 2 i focy T2 dVi(2)

— phi(—00y)+ (MY —1-hy)y 2B(-o0,y)

zh

Vamos a multiplicar la expresién anterior por e~ *" en ambos lados de la desigualdad, lo

cual queda como sigue:

mn
E-:mH Eehée < e—mheh;,z(—oc,y)+(ehy—l—h.y)y' 2B(-o0,y)

k=1

Ll

para luego tomar el valor de h de la siguiente manera h = %log (1 + T_"ﬂi—y)), yva que asi

tenemos la siguiente equivalencia:

hy o Ty
P P ) 3.0.8
Bl D8

Luego, mediante la resta de hy y la multiplicacién de y 2B (—oc,y) en ambos lados de la
igualdad de (3.0.8) llegamos a la siguiente igualdad:

(ehy -1~ hy) y 2B (~o00,y) = (ﬁ_;j = h}’) Yy 2B (-00,y)

_*_B(-y), 24
Y y? lg(1+B(-oo=y))'

Hasta aqui hemos mostrado

e—hz pehTn _ {-helliz, Bk}

< o1~ Zlog (14 5y ) +HE2 W 10g (14 gritry )+ 2 - EogWiog (14 i ) |
I B M

(3.0.9)
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Por dltimo, combinando la Desigualdad (3.0.9) con la Desigualdad (3.0.6) se llega a la
desigualdad deseada. &

Observacién 3.1.

e Por hipdtesis tenemos que EXy = 0 para todos los valores de k, por lo cual p (—00, y) <
0, es decir —u (—o0,y) > 0.

e Por la definicion de By, se sigue que 0 < B (—o0, y) < By,

Con el punto anterior y este llegamos a la siguiente desigualdad:

i (B -1 Do (14 ) < 3-(5) o (14 5).

e Por el resultado del Lema (3.1) y por el punto anterior se obtiene lo siguiente:

P(Sﬂzm)gip(xkzw_'_emp{%_(.’n~;f(oo.y)+B(—yzo=y))gog(1+B(ry )}

= Y —00,y)

SéP(XkE y)-&-emp{g— (;) log (1+B_)}’

T

y de aqui

P(|Sn| 2 z) < iP (IXxl 2 v) + 2ea:p{§ - (j—) log (1 + %)} (3.0.10)

k=1 &

para cada T Y Y positivos.

Como ejemplo del Lema (A.2), tomemos g(z) = |X|P, donde p > 0. Esta funcién

claramente satisface las condiciones del Lema (A.2), por lo cual tenemos que

EIX\p:P] P(X| = z)z*~'dz, (3.0.11)
0

para una variable aleatoria albitraria X .

Acontinuacién se presenta la demostracién del Teorema (3.1).
Demostracién.

Sustituyamos y = Z, con r > E, en la Desigualdad (3.0.10), con lo cual resulta:

n 1,2
8. = P(|X > 2y 4.8, — T ;i
P(|Sn| > 2) g (1 Xk = =)+ exp{r rlog <1+TBH>}
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Ahora multiplicando por pz?~! en ambos lados de la desigualdad anterior y después inte-

grando sobre la parte positiva de la recta real se obtiene lo siguiente:

o0 o
/ P(|Sy] = z)pzP~ldz < p/ ZP (| Xk > a:p 1dr+2p[ ezp{r —rlog (l + .
Jo 0

aQ

a2

mn

Aplicando la Igualdad (3.0.11), obtenemos

L e s) 2
E[8,? £ p/ ZP(|Xk| > ;)x‘“*]cm + Qp/O exp{?" — rlog (1 - IB )}rp_ld:c
0 “

TDn

o 2
- / ZP Ir Xl = 2)2f " da +2P/ ere_ﬂog(l"'m)miﬂ-ldr
0

oo D—
Etf’Xﬁc'p -+ QPBTf I—“d.’l’l
© (1+4)

i oc 7p-1
:rpZE\XkIP + QpeT/ —dzx.
|

22
k=1 1+T£Tn)

Para simplificar esta expresién podemos usar la identidad obtenida de [4]:

oo .,"'Jp_l Tng P P
/ —dr = ﬂ'B(—..rf—),

donde B(a,b) = [} 2971 (1 — 2)*"" dx es la funcién Beta.

.k=l

Por lo tanto, sustituvendo nos queda que:

n i3
E|S, P < TPZE‘XMP-FPTEB,—%B(‘;—),T— g) (3.0.12)
k=1

y tomando C(p) = prPe"B (§,7 — §), se obtiene la desigualdad deseada del Teorema (3.1).

||
Teorema 3.2. Sean X1, ..., Xy, variables aleatorias independientes con media cero, y seq
p > 2. Entonces
n
E|S.]P < Clpin2~ Y BIXiP, (3.0.13)

k=1

donde C(p) es una constante positiva que depende sélo de p.

g ) } 2P dz.
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Demostracién.

Primeramente apliquemos la Desigualdad de Lyapunov (A.3) a la variable aleatoria S,
como sigue:

(BISa[2)? < (BIS4P)?,

para cada p > 2. Luego, por un lado tenemos lo siguiente:

(BISa2)? = (B|X) + - + X, )}

n 3
= (Z E!sz)
h=1

1
(o
k=1

= (Bn)?,

y ademés

o=

(BISalP)? = (BIXy + -+ + Xn[?)

n v
= | 2_BIXkP
k=1
1
= (Mpnp)?,
donde By, y My, estén definidos como en el Teorema (3.1), y de este modo tenemos que

(Bn)

=
=

< (M)

L]

) <)

2 8.5
Bi <n2" " Mps,.

es decir,

V en consecuencia

Por ultimo, tomando en cuenta el resultado del Teorema (3.1) llegamos a que
Elsﬂ lp < C(p) (]\Jp,n =+ n'g_lﬂﬁrp,'n)

< Clp) (ng‘l]l{p,n + n'g'lMpm)
371C(p) My,

:2’,’12

con lo cual se concluye la demostracién.
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Observacién 3.2.

e La Desigualdad (3.0.13) es muy parecida a la Desigualdad (3.0.2), sin embargo la

Desigualdad (3.0.2) es establecida sin la condicion de independencia.

e Podemos obtener una mejor desigualdad si en lugar de basarnos en la Desigualdad
de Lyapunov (A.3) en el Teorema (3.2) usamos el Teorema (A.1).

En efecto, sea Y una variable aleatoria con funcidn de distribucion
1 T
Fy(z)=P(¥ <z)==) P(X)<az).
B e
De aqui
1 n
ElY == EIX",
e k=1
para cualguier v > 0, y ademds
1 n
P(Y #£0) = ;ZP(Xk £ 0).
" k=1

Ahora, aplicando el Teorema (A.1) a la variable aleatoria Y, conr =2 ys=p > 2,

obtenemos

(BIY ) = (% ZElxkig)
" k=1

(Z P(X; # 0)) (EY )

k=1

= (Z P(X) # 0)) o (%mekw) -
k=1

b
g |-

IA

Notemos que

(%) (; Elelz)% : (%) (; P(Xi #0)) k

o
[~]=
&
>
ol
o
N
1B
A
T
e
i R
[~]=
i
>
=
e
&
Sy
M;’»—n
e
A
i[>
&
s
X
s
-
B
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Por lo cual

[S1
bRl

2
Mzn. (3.0.14)

B} < (Z PX, # 0)) |

k=1

El siguiente resultado es una consecuencia de la Observacién (3.2) y de la Desigualdad
(3.0.3) del Teorema (3.1).

Teorema 3.3. Sean X1,..., Xy, variables aleatorias independientes, con EXy = 0 para
cada k=1,...,n, y sea p > 2. Entonces
n g_l
E|SP<Cp) |1+ (Z P(X; # o>) My (3.0.15)
k=1
Demostracién.

Elevando a la p en ambos lados de la Desigualdad (3.0.14) resulta que

B~z

BE < (Z P(X # 0)) My .
k=1

Por otro lado, aplicando el Teorema (3.1), la Desigualdad (3.0.3) se cumple, y por lo tanto
[

EIS,P < C(p) |

B
Mt Bf%]

n j22_'1
<C(p) ]Mp,n + (ZP(Xk # O)) Mpy

k=1

T %_1
=C(p)Mpn |1+ (Z P(Xp # 0))

k=1

Observacién 3.3.
Sila suma 3 31 P(Xy # 0) crece mds lento que n, entonces la Desigualdad (3.0.15)

del Teorema (3.3) nos proporciona una mejor estimacion que la Desigualdad (3.0.13) del
Teorema (3.2).
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Capitulo 4

Desigualdades tipo Bonferroni

4.1 Introduccidon

Sea el espacio de probabilidad (Q, F, P) donde estan definidos los eventos y las variables

aleatorias que estaremos usando a lo largo de este capitulo.

Sea A = {4;,....A,} una coleccién de eventos y definamos la variable aleatoria v,
que representa el nimero de eventos Ajs, 1 < j < n, que ocurren. Ademés, se define
So=Son=1,yparak > 1,

G=8n= 3, Pl ds) (4.1.1)
1<4 < <<
donde Aj, A= Aj N Ayg.

Por otro lado, para m > 0, denotemos
Pyy=Pun2m) y Pyy=Pvn=m). (4.1.2)
En términos generales, a las desigualdades de la forma

Z at(n)St < Py < Z be(n) Sy

t>0 t=0

S

> ai(n)S; < Py < ) bi(n)S;

>0 20

33
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para ciertos coeficientes a¢(n) y b;(n). se les conoce como Desigualdades tipo Bonfer-

roni.

Este tipo de desigualdades, en su forma maés simple, aparecen en la teoria basica de

probabilidad. En efecto, observemos que si n = 1, es decir cuando A = {4}, entonces
Pm :P(I/n =D) =P(V1 =O} =.P(A§) = 1—P(A1) = Sg-" Sl.,
y para n = 2, tenemos
P(l) = P(in > 1)
= P(A1) + P(Az2) — P(A14,)
= Sl e ‘921
lo cual implica que

Luego, por las propiedades de la medida de probabilidad tenemos que para n > 2
n
P (A1 UAz) < P(A1) + P(A2) < > P(A4;) = Sip.
=1

Aplicando argumentos de induccién podemos mostrar que se cumple
Piy=P(n21)< S, nel

El objetivo del presente capitulo es desarrollar desigualdades tipo Bonferroni més gen-
erales para valores arbitrarios de n y m. Para esto aplicaremos un método bésico para
obtenerlas, al cual se le conoce como el Método de las Indicadoras. Este método surge
del Algebra Booleana y. en general, consiste en aplicar técnicas de andlisis combinatorio
para establecer desigualdades no probabilisticas que sean equivalentes a desigualdades de

nuestro interés.

Al final del capitulo expondremos algunas ideas generales sobre las posibles aplicaciones

de este tipo de desigualdades.

4.2 El Método de las indicadoras

Sea I(C') la variable indicadora del evento C, esto es:

1(C) = { 1 si C ocurre. (42.1)

0 si C no ocurre.
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Observemos que se satisface lo siguiente:

Ay, Aig, -+ Ai) = T(A)T(Ay) - T{A4:), (4.2.2)
I(C% =1-I(C), (4.2.3)

¥
EI(C)] = P(C), (4.2.4)

donde E es el operador esperanza.
Por otro lado,

Sk=E[J], (4.2.5)
donde Jy = > I(Ay; ) I(Aiy)---I(As,), con la sumatoria sobre 1 <41 < -+ < i) < m.

Aplicando las propiedades de linealidad y monotonia de la esperanza, tenemos que la

desigualdad
Z Cksk < P(m) $ deSk (426)
k=0 k=1
se sigue a partir de la desigualdad
n n
S e <Inzm) <Y didi. (4.2.7)
k=0 k=0

Entonces, la idea es determinar los coeficientes ¢) y dy para obtener la desigualdad tipo
Bonferroni (4.2.6) a partir de la Desigualdad (4.2.7) aplicando técnicas de andlisis combi-

natorio. Este procedimiento se sigue como consecuencia del signiente teorema.

Definicién 4.1. Funcidn Booleana.
Sean Ay, . ... Ay conjuntos en la sigma dlgebra F. Una funcién Booleana F de n variables
se define como

Faz FlAgpe: spllnds

donde f opera con los conjuntes A1, ..., Ay, de tal manera que F es cualquier combinacidn

de uniones e intersecciones entre los mismos.

En el Apéndice (A) se presenta el Ejemplo (A.1) de una funcién Booleana.

Teorema 4.1. Sean las funciones Booleanas arbitrarias de n variables sobre F:

F‘i:f'i(Als"‘aAﬂ): para Z':]-at*
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¥ SEar Byyss » ¢t numeros reales arbitrarios.

La condicidn necesaria y suficiente para que se cumpla la desiqualdad
> aP(F) >0 (4.2.8)
i

para cualesguiera elementos Aj. .. .. Ay de F, es que la Desigualdad (4.2.8) se cumpla en

los casos especiales donde Aq, ..., Ay, son iguales a Q 6 0.

Demostraciéon.

(=) Si la Desigualdad (4.2.8) se cumple para cualesquiera A, ..., A, en F, entonces se
cumple para los casos especiales en los que Ay,..., A, son iguales a 6 0.

(«<) Supongamos que la Desigualdad (4.2.8) se cumple para Aj,..., A% en A* = {00, (1}
Consideremos Ai,..., A, arbitrarias en F. Vamos a demostrar que para cada w € Q, la

desigualdad

> el (Fi)(w) 2 0
k

implica la desigualdad
> eP(F) 2 0.
k

Por definicién, cada funcién Booleana de Ay, ..., A, puede ser escrita como una unién
de conjuntos del tipo Ay Ay, - A AS - A

g n?
una coleccién N de subconjuntos de {1,2,--- ,n}, con los subindices de cada producto

entonces la coleccién de las Fs generan

de conjuntos. Por ejemplo, un subconjunto serfa {1,2,..., A}, tal que para cada w €

podemos encontrar una tnica J = J(w) € N con:
Y el (Fr)(w) = Cw) - I (H A; - HAg) =C(w) (4.2.9)
k i€ igJ

donde }} ¢ = C(w), mientras que 3" es sobre todas las k con:

T4 []45cm

= igJ

Observemos que C es una variable aleatoria ya que depende de J = J(w).

4 = 0 si 1e€J
2 0 si i¢J

Por otro lado, haciendo:
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y F = f7 (A}, ..., A}), por la Igualdad (4.2.9) tenemos que:

>l (F)(w) =Cw) - I (H A T] A;{‘“) = C(w).
k

ied  agJ

Tomando esperanzas por ambos lados de la igualdad anterior se obtiene por hipdtesis que:

Y exP(Fy) = E(C) 2 0.

k

Asimismo, tomando esperanzas por ambos lados de la Igualdad (4.2.9), tenemos que:
S axP(Fy) = E(C),
k

entonces se cumple que:

> exP(Fi) > 0,
k

para cada w € £,

Observacién 4.1. Una consecuencia inmediata del Teorema (4.1) es que para funciones

Booleanas arbitrarias Fy,, la desigualdad del tipo
Z ckP(Fy) >0
k
se obtiene a partir de la desigualdad
> ekl (Fr) > 0.
k
El usar esta implicacion para obtener las desigualdades probabilisticas se le conoce como

el Método de las Indicadoras.

4.3 Desigualdades tipo Bonferroni

En esta seccion demostraremos algunas desigualdades por el método de las indicadoras, y

para ello primero introduciremos algunos resultados preliminares.

1 st k>
B = st > s
0 51 k<s

Denotemos
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Lema 4.1. Para k > 0.

Demostracion.

Para k = 0, recordemos que Sy = 1. Por otro lado, se tiene que (é) =1y por lo tanto

ZP Plvn<n)=1-Plu, >n) =1,

con lo cual se cumple la desigualdad,
Para k > 1, observemos por un lado que:

Z@ Z,U =i ):EK’;:)]_

i=k

Ahora veamos que J; = (i:)

Para v, = j, con k < j < n, tenemos que:

Por otro lado, si el evento [, = j] ocurre, entonces ocurren j eventos, por lo cual:

Jp = ZI 11 "I(Aik)
= Z (AHA'L:: ¢ 7'.'r)

1< < Sig<n
7!
k(G — k)l

Por lo anterior tenemos que J; = (i:) v usando la Igualdad (4.2.5) se llega a que

s=2((2)]
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Observacién 4.2,
Sk se le conoce como el k-ésimo momento binomial de la variable aleatoria v, o de los

eventos Ay, ..., A,.

Lema 4.2, Para 0 < k <n —1 tenemos que

Sk > Sk+1
n T
W ()

Por el Lema (4.1) y el Teorema (4.1) debemos demostrar que para un entero no negativo

Demostracién.

arbitrario k, con k < n— 1y 0 < v, < n, se cumple:
(), (e5)
k > k41 .
n 7
k) G

Para ello notemos que

7 !
(k+1) T+ Dl - (k+ 1))
1 vy !
T k+1 K- (k+ 1)

4 Vp — k vp!
k41 \vn— k) &l — (B + D)
_Un—k Vp!

T k+1 Kl (vn—k)!

_Vn_k Un
T k+1 \k)

y por otro lado,

7 n!
(k+1> T+ 1)(n- (k+1)
n-—k n!

T k+1 K(n-k)n- (k+1))!

_n—k_ n
k41 \k/)
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Por lo tanto, para completar la demostracién debemos mostrar que

Cr), (r)st
k+1
k > k '

es decir, que

va que vp < n. |

Desigualdad 4.1. Para 0 <m <mn, conn > 1, y para enteros d > 0 yr >0 se cumple

2r

2d+1
E+m k+m
> (-1)k< . )5k+m < Plup=m) < _(—1)k( o )S;Hm, (4.3.1)
k=0 k=0 i
Y
2d-+1 o
k+m-1 k4+m-—1
Z (~1)‘“( g )SHm < Pl 2m) < Z (—1)’“( )S;Mm. (4.3.2)
k=0 i k=0 m =l
Demostracién.

Consideremos la siguiente identidad de anilisis combinatorio:

() erm) = ()(57) w9

Por otro lado, demostraremos por induccién sobre b que se cumple la siguiente igualdad:

é(—l)k (* P B e ) (43.4)

k

para a > m.

Para b = 1, por un lado tenemos que

S () 1= (1) - 1ema

0
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Mientras que por otro lado

(—1)1(“'T'1> =1+m-a.

Ahora suponemos que la igualdad se cumple para b = n, es decir,

5 (M) = (T,

k=0

v mostraremos que se cumple para b = n + 1, para lo cual tenemos lo siguiente:

n+1 n

(437 (i) ()

=k ( 1)+ M(HT)

- |27 - (3]

(0]
(7

Por lo tanto se cumple la Igualdad (4.3.4).

Combinando las Igualdades (4.3.3) y (4.3.4) se obtiene que:

o fm) (ra—m—1 o 5 B
S| TEOTD e

k=0 .
0 st vp<m

Tomando esperanza en ambos lados de la igualdad anterior y aplicando el Lema (4.1) se

sigue que:

b e
P (k T m) B = Pl =)+ (1) (”” A 1) SPlvn >m)  (4.3.6)

k=0

De aqui, para b = 2r, esta expresién toma la forma

(1) (f» ;m) Skam = Plvn = m) + (=1)2" ( i 1) SmP(vn > m),
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lo cual implica

= c+m
Pl = m) & Z (—l)k(iL " T)Skim. (4.3.7)

T
k=0

Similarmente, para b = 2d + 1, en la Identidad (4.3.6), obtenemos

2d+1 it g
;D(‘l)( . )5k+m+( 9d + 1 )5 P(vn > m) = P(vn =m),

y por lo tanto se cumple

2d-+1 k_er
=m)> —1yE ) St 3
P(v, =m) > kz_o( 1)( . )skm (4.3.8)

Combinando las Desigualdades (4.3.7) y (4.3.8) se concluye que:

2d+1 27

k+ k+m
E (*l)k( mm>sk+m§ P S E ( & )Sk+ma
k=0 ‘ k=0

lo cual demuestra la Desigualdad (4.3.1). La Desigualdad (4.3.2) se demuestra aplicando

argumentos similares. |

Desigualdad 4.2. Para enteros 0 < m < n,conn>1,d>0yu>0 se cumple que:

2d+1
- k+m 2d+2/2d+m+2
Plyy=m) = Z (Uk( >5k+'m+n_m( - )52d+m+2
k=0 )
2 k+m 2u+1/2u+m+1
< (—1)k( , )Sk+m s ( ) Soutmt1
=0 T i—1m m

Demostracién.
Primeramente mostraremos que se cumple la cota superior. Para ello, sea A un ndmero

real con el cual se cumple:

= :é(_l)k (k ;m) (kim) _'\(2u+;+1) )

parat=0,1,...,n.

Si0 £t < m+ 2u, entonces

i
(2u+m+1> =%
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por lo cual la Desigualdad (4.3.9) no depende del valor de A y nos queda:

B (7))

Entonces, tomando esperanzas en ambos lados de la desigualdad anterior se obtiene:

Plvp=m) < Z ('Uk (k ;m) Sk4ms

k=0

lo cual se cumple por la Desigualdad (4.3.1).

Ahora, para m + 2u + 1 € t < n, aplicando la Igualdad (4.3.6) con v, = ¢, tenemos que:

(M L) = () (R e

Luego. considerando de nueva cuenta la Desigualdad (4.3.9) se obtiene que:

t t—m-—1 L
= —
Ot < (m)( 2u ) A(2u+m+1>’

v como b, ¢ > 0. se sigue que:

A\ t < t t—m-—1
u+m-+1/ ~ \'m 2u '
t t—m-—1
5 < Am 2u _2u+1(2u+m+1)

. i T t—m ™m
2u+m—+1

por lo cual, el valor mds grande que puede tomar A es

de aqui:

)\*

n-—m

C2utl{2u+m+1
= - .

Por tltimo, sustituyendo A* en la Desigualdad (4.3.9) y luego tomando esperanza por

ambos lados nos queda:

2u
k+m u+1{2u+m+1
P(i/n = ’m-) = kz:_o(_l)P( )Sk-l-m o o~ m( - >S2H+m+11

con lo cual queda demostrada la cota superior.
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Ahora, para demostrar la cota inferior de P(v, = m) consideremos de nueva cuenta

un nimero real A tal que se cumple la siguiente desigualdad:

2d+1 L
me2 ) (1) (A :’;m> (kt'm) e (Zd + in + 2) )

pdra i =40, ...,n.

Para 0 <t < 2d +m + 1, tenemos

B =0
Qd+m—+2)

por lo cual la Desigualdad (4.3.10) nos queda:

St > de (‘W(k ;m) (k jm>

k=0

Por lo tanto, tomando esperanzas en ambos lados de la desigualdad anterior, se sigue

que

=y k+m
P(z»n:m)>§<—1)k( N )Sﬂm:

lo cual se cumple por la Desigualdad (4.3.1).

Por otro lado, para 2d + m + 2 < t < n, aplicando la Igualdad (4.3.6) con v, = t,

tenemos que:

S (1)) = () () e

k=0

Sustituyendo lo anterior a la Desigualdad (4.3.10) nos queda:

t t—-m-—1 t
i = = £
< (m)( 2d +1 )+’\(2d+m+2>—0’
% t 5 % t—-m-—1 7
2d+m+2/ ~ \m 2d+1

v de aqui

es decir:

) (2% )
5> Am/\ 2d+1 _2d+2(2d+m+2)‘

= t Ct-m m
2d +m+ 2
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Asi, el minimo valor de A esta dado por:

2d + 2 /2d +m + 2
t—m ’

P

m

v por lo tanto, sustituyendo el valor de A* en la Desigualdad (4.3.10) y tomando esperanzas

en ambos lados se obtiene que:

T
k+m 2d+2 /2d+m + 2
Plvp=m) > ; ( )Sk-rm iy W ( - )82d+m.+2-
Con lo anterior queda terminada la demostraciion. |

Para establecer la siguiente desigualdad haremos uso de los siguientes hechos los cuales

se encuentran en [5].

Para enterosn>1.m=0,..,n—1,d>0,vt=0,1,---,n, denotemos
2d
m+k—1 t
2d;m;t) = —1)* , 4.3.11
f(2d;m;t) kZ—;J( )( m—1 )(k—l—m) ( )

Ademads, esta expresion se puede representar como:

f2d;im;t) =1+ (-1)*%(2d + 1)(m + 2d + 1) (i‘ii?) (m N ;d N 1) (4.3.12)

/ / 2d+'rn )2d(1 Iy)t_m—zd_ldrdy.

De aqui, observemos que:

ym;t) — 2d L it
__..._—f(’?d’ Wit t)—1 = (2d+1)(m+2d+1) ( m+T) /U /0 xz‘”’m(l - y)Zd(l —xy) T2 zdy.
(m 42d + 1)

Notemos que 0 < y < 1yque 0 <z <1, porlocual 0 < (1—zy) < 1. De aquf se tiene

(4.3.13)

0 < (1 _ xy)t—m—Zd—l Z 1.,
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De esta manera, se puede observar que a medida que ¢ crece, la expresién (1 — zy)t-m-2d-1

decrece, por lo cual el minimo se alcanza cuando t = 7,

Desigualdad 4.3. Parg enteros 0<m<n, conn> 1,d>20, yr>0 se cumple

A k+m-—1
Plvy > Tn) > Z (—I)k( )Sk+m + M (2d + 1:m; n)52d+m,+2
— m—1

2d+ e §
< ; (‘1)’9( iy )S}c+m — M(2d; m; n)52d+m+1

O ()2

s - >
r+j+1

Primeramente demostraremos la cota superior de P(v, > m). Para ello, sea £ un ntimero

donde

Demostracién.

real que satisface la desigualdad

2d
Z L+ k-1 t t
& k[ m+ _ 314
ZXt’m¥.’c=0( 1) ( = k"\‘”l 3 2d+7”+1 (431)

parat=0,...,n.

t
Sio<t<ad , =0, 1] igual 3.1
10 <1 < 2d+m, tenemos que <2d . 1) 0, por lo cual la Desigualdad (4.3.14)
se convierte en

Atm < f(2d;m;t).

Tomando esperanzas en ambos lados de la desigualdad anterior se obtiene

2d
Plrn2m)< > (—U’f(mﬂ“:f; 1) Sktm,
k=0 )

lo cual se cumple por la Desigualdad (4.3.1).
Si2d+m+1<t<mn, comot> m, de la Desigualdad (4.3.14) v usando la Igualdad
(4.3.11) podemos obtener

8 < f(2d;m;t) -1

i t *
(2d+m+1>
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El argumento de la Igualdad (4.3.13) implica que el valor 8 mas grande que puede

tomar estd dado por:

ge. JREE) 1
n
(m +2d + 1)
donde
M(2d;m;n) = f(2d; n; A — 11
(m +2d + 1)

con lo cual queda demostrada la cota superior.

Ahora demostraremos la cota inferior. Sea o un nimero real que cumple la siguiente

desigualdad:

2d+1

E4+m-—1 t t
> 1)k ’ £
Mg 2 3 | 1)( o ><k+m)+°(2d+z+m)' (4.3.15)

k=0

t

0<t<2d : se ti =0 ' d
Para 0 < t < 2d + m + 1, se tiene que (Qd e 2) , por lo cual la Desigualda

(4.3.15) nos queda:

2d+1

k+m—1 14

& =) :
At‘m‘;?:%( D( m—1 )(k«i—m)

Tomando esperanzas en ambos lados de la desigualdad anterior llegamos a que:

2 k+m-—1
Plra2zm)> Y (—1)"( o )Sk+m,,
k=0 )

lo cual se cumple por la Desigualdad (4.3.1).

Consideremos ahora el caso cuando t > 9d + m + 1. Aqui podemos reescribir la

Desigualdad (4.3.15) como sigue:

t
>f S ¢ ;
1wj(2d+l,mzt)+a(2d+m+2)

Entonces
— f(2d+1;mst
Lo R Lymud) (4.3.16)

&
@ = ¢
2d +m+ 2
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Recordando la representacién para f(2d+1;m;t) dada por la Igualdad (4.3.12) y por la
Igualdad (4.3.13), podemos inferir que el lado derecho de la Desigualdad (4.3.16) también
decrece a medida que ¢ crece, con lo cual se concluye que el mayor valor para a estd dado

por:
» 1~ f(2d+1;m;n)

o)
2d4+m+2

donde M (2d + 1;m;n) = _Hif;—l_m”_)

2d+m-+2

Q

A continuacién presentaremos desigualdades para Py en términos sélo de Sy ¥ So.

Desigualdad 4.4. Para n 2]

S 81 Slsz_ISg y m>1.

m(m—1)
P(vp = m) <

mtn—1¢g 2 = 2 )
—ﬂan—'S]*mSQ 51 Sl<?11_182 ¥ sl

Ademds las cotas presentes son las mejores entre las cotas del tipo:
{aS1 + bS5} (4.3.17)
donde a y b son nimeros reales.

Demostracidn.

Sean a y b ntimeros reales con la propiedad de que
aS, +bS; > P(m)- (4.3.18)

Por otro lado, tomemos

con lo cual tenemos quet—l=v,-1y

t(t; 1) _ (:/2,1)'




Desigualdades tipo Bonferroni 51

Por la Observacién (4.1) podemos obtener la siguiente designaldad
b
at + Et(t — 1) 2 Agm (4.3.19)

para t = 0,...,n, la cual es equivalente a la Desigualdad (4.3.18).

Denotaremos el lado izquierdo de la Desigualdad (4.3.19) por f(t):
b
f(t) =at+ 5?{% -1). (4.3.20)

Ahora vamos a determinar las constantes a y b con los siguientes casos.
8i b =0:
Bajo esta situacién tenemos que f(t) = at, y entonces, el mejor valor para a sera aquel

que sea la menor constante que cumpla:
at>1 si t=2m.

Por lo cual, en este caso, la mejor eleccidon es tomar a = F}{ Por lo tanto se concluye que

para b =0 se tienea=;}1—.

Sia=0:

La funcién dada en (4.3.20) nos queda:

1) = %t(t —i)

Luego, el mejor valor para b serd aquel que sea la menor constante que cumpla:
b .
Et(tﬁl)zl si t 2 m.

Entonces, si a = 0 se sigue que b = ___m(ﬂi_“n'

Sia,b # 0:
Observemos que para t = 1 tenemos que f(1) = a, y como f(t) = 0 entonces se tiene que
a> 0.

Sib>0:

Tomando a = entonces podemos tomas cualquier valor para b > 0, ya que se sigue

q
™
cumpliendo: ;
a,t+§t(t—1)21 si L > m.

En cambio, si tomamos b = = Tiwl) entonces podemos tomar cualquier valor a > 0, va
que se sigue cumpliendo la desigualdad. Por lo cual, si b > 0, podemos tomar a = % v

b= —2

m(m—1)"
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Sib<0:
Notemos que en este caso f(t) es un polinomio de segundo grado. Especificamente estamos
tratando con una pardbola con f(0) = 0.
Fijando f(m) = f(n) = 1 podemos determinar de manera dnica los coeficientes a v b

resolviendo el siguiente sistema de dos por dos:

b
am + ém(m -1)=1

b
an + En(n— 1y=1,

del cual obtenemos que
A —1 2

=— 0y -_——

mn mn
Ahora analizaremos los casos anteriores con el fin de encontrar los mejores valores para

a v b que hacen una mejor cota en la Desigualdad (4.3.19).
Primeramente veamos que la los valores obtenidos al suponer que a > 0 v b < 0 correspon-
den a una mejor cota que los valores obtenidos al suponer que b = 0, es decir queremos

mostrar que:

1 ) —1 2
—gyy Bty e (4.3.21)
m mn mn
Para ello vamos a suponer que
2
51 < Se oy m>1,
m— 1

con lo cual tenemos que
(?‘TL = I)S]_ < 8,

v multiplicando por (»n—iﬁ) en ambos lados nos queda

-1 2
n S1 > ——.
mmn

mn

m+n-1
mn

Por 1iltimo sumando en ambos lados la constante 51 en la desigualdad anterior,

obtiene la Desigualdad (4.3.21) con la condicién S7 < %Sg vm> 1.
Ahora veamos que los valores obtenidos en el caso que a > 0y b < 0 son los mejores

que cualquier otra cota superior tipo Bonferroni de la forma:
a"S1+b"S2 con a* y b <.

Denotemos
tt—1
gt) =a't + b*(—2*),
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y observemos que

g(t) 2 Agm.

Con esto podemos inferir que la menor g(t) que cumpla lo anterior estd dada cuando

glm) =1y g(n) =1, por lo cual tenemos que:

g(t) = f(t)

parat=0,1,...,m.

Para finalizar la demostracién, por tltimo veamos que los valores obtenidos en el caso
a = 0 son mejores que los obtenidos en el caso o > 0 y b < 0 con la suposicién inicial de

que S; > —2555 y m > 1. Es decir queremos demostrar que

2 ] —1 2
52<ﬂ+m Sy —

mm-—1) ~ 7 mn mn

Sa.

siempre que S1 > %52 ym> 1.
Notemos lo siguiente:

m+n—

1 2 =1 2
Sp— =8 = {1 )8~ 55
n n
-1 2
=5+ £ Sy — 552
-1 2
= Ss i S1— —95s.
—1 n
Es decir, hasta aqui tenemos que
 4+n—1 2 =1 2
w—sl — =8 2 By et g, . Bge
m 7 m—1 n n

luego, por hipdtesis se tiene gue mT'lSl — %52 > (. Entonces se sigue que

2

4+ n—1 2
YRR e
n

SQ}

1

con lo cual, multiplicando en ambos lados por -, se finaliza la demostracion. I

La Desigualdad (4.3.17) establece cotas superiores para P, ahora estableceremos

cotas inferiores en términos de S; v Sa.
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Desigualdad 4.5. Para todan > 2 se cumple

Plug 2 2) % mSg,
y para m = 3,4,....,n se satisface:
0 si 51> 255,
P(vy >m) >
—n('nﬁzgm) S1+ 'n(n+21—m}52 si 81 < 7255

Ademds las presentes cotas son las mejores entre las cotas del tipo {aS1 + bSa}, donde a

y b son numeros reales.

Demostracién.

Sean las constantes a,b € R tal que cumplen la desigualdad:
aS; + bS; < P(m)

lo cual, por la Observacién (4.1), es equivalente a la desigualdad

b
parat=0,1,...,n.

A continuacién buscaremos valores para a y b que cumplan la Desigualdad (4.3.22).
(i) Sib=0:
La Desigualdad (4.3.22) nos queda como

at S At,‘ma

gont = U, 1, 70

(i.1) Sit > m, en este caso,
at < 1.

v el mejor valor para a es el mayor valor que cumpla que
at<1l con t2>m.

Para lo cual con a = %, lo anterior se satisface.
(1.2) Sit<m,
at < 0.
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Podemos ver, de aqui, que el mayor valor para a que cumpla la designaldad anterior para

t < m es a = 0. Sin embargo, con a = 0 se cumple que
at < Apm con t=0.1,...,n

Por lo tanto, si b = 0 entonces a = 0.

(ii)  Si a=0: En este caso, la Desigualdad (4.3.22) se convierte en

Silf ) & B

gonit =010 pfs
(i4.1) Parat > m, resulta que

gt(t =1y £ 1,

v el mejor valor para b es aquel que satisface
b
51‘.('& -1)<1 con t=m.

Tomando b = T{(n%fj se cumple lo anterior, y , més aun, se cumple paratodat=0,1,...,n.
(4i.2) Parat < m, obtenemos de la Desigualdad (4.3.22)

b
—t(t—1) <0.
Stlt-1) <

Sim =2, entoncest = 0,1,y as{ t(t—1) = 0. Con ello se puede tomar cualquier valor para
b, va que se seguird cumpliendo la desigualdad. En particular podemos tomar b = ﬁ
Sim > 2, entonces t(t—1) # 0, por lo cual el mayor valor para b que cumpla la desigualdad
esb=0.

Como resultado tenemos dos casos:

e Para m = 2 tenemos que con b = Wﬁi’—_ﬁ se cumple la desigualdad deseada.

e Para m > 2y con b= 0 también se satisface la desigualdad deseada.

(iii) Sia,b#0:
Sustituyendo t = 1 en la Desigualdad (4.3.22) se obtiene que a < 0.

(14.1) Para b < 0, notemos que en este caso se puede tomar cualquier valor para

b < 0, ya que se seguira cumpliendo la Desigualdad (4.3.22).
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(i4¢.2) Para b > 0, definamos
b
7(t) = at+ 51t~ 1),

v notemos que f(t) es una pardbola con f(0) = 0. Luego, poniendo f(m — 1) = 0y

f(n) = 1 podemos determinar de manera tnica los valores de a y b resolviendo el sistema:

alm — 1)+g(m— 1)(m—-2)=0

an + %n(n -1)=1

m— 2 2
0=——— Yy b=——-——
n(n+1-—m) n(n+1—-m)
satisfacen la Desigualdad (4.3.22).
Ahora analizaremos cudles son las mejores cotas.

(I) Veamos que la cota obtenida en (ii7) es mejor que la obtenida en (7) suponiendo

que S§; < %Sg y m > 2, es decir demostraremos que

m— 2 4 2 -0
nn+1l-—m) nn+1-—m) )

Para esto, de la hipdtesis resulta que:

(m —2)51 £ 28,,

1

luego, multiplicando en ambos lados por v

) e sigue la desigualdad deseada.

(IT) La cota obtenida en (ii) es mejor que la cota obtenida en (ii4) cuando Sy >

_2_

—=582 y ™ > 2, en otras palabras veamos que:

_ (m-2) " 2
nn+l-m) nn+1-m)

SQ(O,

lo cual se sigue inmediatamente de la suposicién que Sy > %_2-5'2.

(III) La cota obtenida en (i7i.2) es la mejor cota inferior del tipo:
a*S1 + b* S,

con gt < Qb >0,

Para demostrarlo consideremos g(t) = a*t + b*t(t — 1), del cual notemos que g(0) = 0, y
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g(t) debe cumplir que g(t) < Ay parat=0,1,...,n.
Con esta observacién podemos inferir que la maxima funcién que cumpla lo anterior esta

dada cuando g(m — 1) =0y g(n) = 1, por lo cual

g(t) < f(),

parad =0, L st

Con el analisis anterior queda demostrada la desigualdad. ||

Desigualdad 4.6. Parar > 1 y2r <k <n tenemos que

i o 2r Sq‘
P(unznzg(q) ](J e (4.3.23)

()

Demostracion.

Consideremos

2r
; 2r
— _1)i+1
g(t) 72( 1) ( : ) - (4.3.24)
1
Necesitamos mostrar que
Q(t) S At,l t = 01 15 2 AP 7n' (4325)

Como g(0) = 0, entonces se cumple la desigualdad para ¢ = 0. Ahora vamos a demostrar
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que se satisface para t > 1. Para ello observemos lo siguiente:

‘1(_;:"2(_1)? f (kk—;r/
2r
1 [(k-t
=1‘T(2¢>* por 7]
. (’zlr) {(k—t)(fc—f—l)-'-(k—f—2T+1):|
(é’;) 2r!
1 (t—k)(t—k—1)(t—k—=2r+1)
= { 2r! }

e Si0<t<k—2r+1, entoncest—k—1+42r <0,y por lo tanto tenemos:

E=k)t—k-1)--(t—k-2r+1)
[ 2! J>U’

ya que contiene un numero par de términos negativos.

e Sik—2r+1<t<k, entonces:

= 0.

{(t——k)(t—k—l)A-.(t‘k—2r+1)}
2r!

e Sit >k, el término dentro del corchete es positivo.

Esto muestra que para t > 1 se tiene g(t) < 1, es decir se cumple la Desigualdad (4.3.25),

y aplicandole a la misma la Observacién (4.1) se completa la demostracion. |
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Desigualdad 4.7. Para enteros k y r. con 2r < k < n, se satisface que:

P(V'RZ]‘)SS:{AZ ; 2T*'I+1 (k) (k>52’r+1
i=2

2

2r . ;
(_11(2r)7.k—(2r+1)(1—-1) S +2”r‘+1
)

Demostracidn.

Consideremos la equivalencia de la cota inferior probada en la Desigualdad (4.6):

i(—l)““(ir)a(a <1 t=12....n

=0

Luego, si multiplicamos en ambos lados de la designaldad por (1 — t) v enseguida le

sumamos a ambos lados t se obtiene:

es decir

(1 ‘)i (1)z+1(2":r_><9_ =1, (4.3.26)
j=1

para t = 1...,n. De aqui, aplicando la identidad:

r(g = (”1)(iil> H(t)

podemos llegar a que la Desigualdad (4.3.26) es equivalente a:

t?i(?l)(ir)ik—(%—l-l}(i1) G) +2r+1( t )zAm
i=2

2r—i+1 k k 2r +1
7 21

parat=1,...,n. Sin embargo observemos que también se sigue cumpliendo para t = 0.

De esta manera, aplicando la Observacién (4.1) a la tltima desigualdad se finaliza la

demostracion. H
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4.4 Aplicaciones

Teoremas Limite

El siguiente teorema es una aplicacién de la Desigualdad (4.3.1), ya que es una her-

ramienta fundamental en la demostracién de dicho teorema.,

Teorema 4.2. Sean Ay, AN, s Apn, n o= n(N),N > 1, sucesiones de eventos
sobre un espacio de probabilidad (. AN, Py), donde n = n(N) = oo cuando N — co.
Sea v n la variable aleatoria que mide el nimero de eventos Ag_Ns que ocurren y sea Sy n

el k-ésimo momento binomial de vy, n. Supongamos que

lim Sy n=alk)<oo, para k>0 fijo, (4.4.1)
N—oo
U que
p(r) = Z Uk( )a(k +7r), r>0entero, (4.4.2)
k=0

converge. Entonces

lim Py (vpn=1)=p(r), r>0.
N—=oo :

Demostracién.

Inicialmente tenemos que

2d+1 2d

Z(—l)"(kjr)sﬂm < Py (vpn =1) <Z( 1) ("T?)SH,W

k=0

con d > 0 fijo. Ahora, tomemos limite cuando N — oo en cada desigualdad de la expresién

anterior:
2d+1 2d
- - k k
lim (‘l)k( +F )S;H.r N < hm PN(Unny=r1)< lim (—l)k( + T) Skar N
N—ec —0 T N—=oo =0 3 -

v por hipétesis, lo anterior nos queda como sigue

Mil(_l)k(k+T) k+7)< hm Py (pn=1)< Z (k-l-r) a(k+r),(4.4.3)

r

lo cual se obtiene para cada d > 0 fijo.



Aplicaciones 61

En seguido, hagamos d — oo en la expresién (4.4.3), y por hipétesis obtenemos lo
siguiente

p(r) £ lim Py (van =71) < p(r),

N—-oo
por lo tanto,
lim Py (vpn =7)= p(r).
N—oo

Podemos observar, este teorema establece convergencia en probabilidad de la variable

aleatoria v, v en el limite de la sucesion de las familias dadas.
Corolario 4.1. Teorema de la Convergencia de Poisson.

Si en el Teorema (4.2) tomamos en particular a(k) = %‘i com algun 0 < A < co, entonces

U
lim By (tpp=7) = ;
Nl—inoc N (vaN =17) vl

7 2

Demostracion.
k 7S 1l .
Como a(k) = %, en nuestro caso, p(r) tiene la siguiente forma

Ak+r

=B ()

= (b4-r)l  AFtT
*I;H)k rlkl (k+r)!

= —€

Por tltimo, sustituyendo el valor de p(r) en el resultado del teorema (4.2) se obtiene que

r

Ah_ﬁo P(ugn=r)=—e

—A
7! ’

El resultado del corolario nos expresa que podemos obtener la distribucién de Poisson
como un caso particular de la convergencia en probabilidad de la variable aleatoria vy n
en el limite de la sucesién de las familias dadas. Lo cual es natural suponerlo por como
esta definida la variable aleatoria v, n, y ademés concuerda con la aproximacién de la

distribucién de Poisson por medio de la distribucién Binomial.
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Construccién de intervalos de confianza para parametros desconocidos

A continuacién se presenta con un ejemplo general el uso de las desigualdades tipo

Bonferroni para la construccién de intervalos de confianza para cantidades desconocidas.

Sea 6 = (61, ...,8;) un pardmetro k-dimensional desconocido. Estamos interesados en
establecer intervalos de confianza para cada valor ; de 6, para lo cual podemos definir a
cada evento A; como el intervalo donde no se encuentra el valor de §;. De esta manera.
Flg) = P(vx(A) = 0) proporciona cotas para la probabilidad de que cada intervalo estable-
cido en A; esté el valor del pardmetro 6;. Notemos que la més simple aproximacion para
Py esta dada por

P(vi(4) = 0) > 1- 8.

Problema de conteo

Se tiene una caja con n cartas etiquetadas con los niimeros 1,...,n. Las cartas son
repartidas aleatoriamente una por una v sin remplazo. Cada reparticién tiene la misma
probabilidad de ser seleccionada, esto implica que cuando todas las n cartas son repartidas,
hay n! posibilidades de reparticiones distintas y cada una de éstas tiene una probabilidad
de # para. ser seleccionada.

Diremos que una coincidencia ocurre en la J—ésima reparticién si la carta escogida csté
marcada con j. Calcularemos la probabilidad de que no haya coincidencias en la eleccién

de las cartas.
Para resolver el problema, sea A; el evento que representa que en la j—ésima repartida
hay coincidencia. En estos términos nos interesa estimar el valor de

Py = P(vp, = 0).

Notemos que para algiin 1 < i; < tg i < n se tiene que:

(n—k)!

P(AhA?'Q = Aik) = P

Luego,

s=Y (7)==

En este caso S; representa la probabilidad de todas las posibilidades en las que se

puede encontrar k coincidencias en una reparticion.
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Ahora, aplicando la Desigualdad (4.3.1) para m = 0 se obtiene:

2d+1 2r
> (~1FSk S Plon =0) < D (1) Sk
k=0 k=0
Para estimar estos valores, observemos que tenemos:
¥ U l 1 U 1
1-854+8 -8 ++(-1) Su=1—1+§—g—§+---+(—1) mE

lo cual es una cota superior o inferior de Fjg), dependiendo si u es par o impar, con u < n.
De aqui, si hacemos tender n — oo, y por consiguiente u — 00, obtenemos:

lim Py, =0)=e ',

n—0oo

Notemos que ¢! es una buena aproximacién a Pp) para valores pequenos de n, con-

siderando que tenemos la siguiente expresion:

1

IP(VH =0)_€-1| £ W



Capitulo D

Cotas para Probabilidades de Colas

5.1 Introduccién

Sea X una variable aleatoria con distribucién normal N (p,02). Es bien conocido (ver [2])
que esta distribucién tiene la siguiente propiedad:
20(k)

PlIX = p| > ko] < ===y kg, (5.1.1)

donde (k) es la densidad de una variable aleatoria normal estdndar.

En la Desigualdad ( 5.1.1) se observa que la funcién de distribucién y la densidad estdn
relacionadas de tal manera que se pueden calcular cotas para la probabilidad de la cola

de la distribucién de una variable aleatoria normal en términos de su densidad.

El objetivo del presente capitulo es introducir desigualdades de este tipo para una
clase mas amplia de variables aleatorias. Especificamente, daremos condiciones bajo las
cuales la cota para la probabilidad de la cola de la variable aleatoria puede expresarse en

términos de su densidad.

Este tipo de desigualdades son consecuencia de un resultado general el cual es estable-
cido en la Seccién (5.2). Después, en la Seccién (5.3) presentamos ejemplos de desigunal-

dades para distribuciones especificas.

64
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5.2 Cotas en términos de la densidad

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f(z). En esta seccién mostraremos

que bajo condiciones apropiadas existe una constante D(k)=D(k, f), con k > 0, tal que
P[1X| > 2] < D(k)I (k).

Proposicién 5.1. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribuciin F(z), |X|

tiene una funcién de densidad f(z), y E|X|” < oo para algin r > 0. Suponga que [ es

diferenciable y que ¥ (z) := —%%2 es creciente para T > 0. Entonces para cualquier k tal
que (k) > 1
k
P(X|> k) £ ————=Ff(k). 521
(X1 > ) < Sy =3 /) (5.21)
Demostracién.
Definamos

G(z) = 2" P(|X| > z),
donde z > 0y r > 0. Observemos que la funcién G satisface las siguientes propiedades:
(a). G(0)=0.
(b). G toma la forma:
G(r) =z"P(|X]| > z)
=" [1 - P(X| < 7))

=z" — 2" Fix|(z)

(c). Denotando Y = |X| tenemos,
OO
By = [ yarw)
UDC
> / y"dFy (y)
T
> [T rarv )
Z

=" P(| X|> =)
= G(x),

para z > 0. Con lo cual G(z) < E|X|".
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(d). Por el punto (c¢), se obtiene

¥y como

entonces se concluye que

lim G(z) = 0.

T—2C
Por los puntos (a)-(d) concluimos que G(z) tiene un maximo en [0, 00). Para encontrar

s - ¥ ’ .
el maximo se calculard la derivada de G, usando que F| Xl(z:) = f(z), como sigue

'

G (z) =rz" ! —ra" 1 Fy(z) — 2" f(z)
=rz"™1 (1- F\Aj(f)) -z f(z)
= Tmr—lp(p{” o CC) = -Trf(mJ

Haciendo G’ (z) = 0 se obtiene que el sup,..q G(z) se alcanza en el punto 7, = x4 (F,7) tal

que

P(X|> a) = 2L2:)

por lo cual

supG(zx) = 51;18 12" P{X| > )} = —w

z>0 r
Ademis, como
() _ a0 {27H11(@)
T - T ’
obtenemos r1 }
su B ]
P(1x]>y) < a0l ) (5.22)

cony >0y r>0. Ahora, en particular tomemos r — Y(k) — 1, con k tal que ¢ (k) > 1, y

definamos J(z) = z"*1f(z). Derivando con respecto a . se llega a que
J(2) = (r + )2 f(z) + 2" f (x)
=" [(r+Df(x) +2f (@),
v, de nueva cuenta, haciendo .J' (z) =0, la funcién J se maximiza cuando

_ 2f()
/)

—1=9(z)-1
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Sin embargo, usando el hecho que 7 = (k) — 1, tenemos ¥(z) = ¥ (k), y como ¢ es
creciente para z > 0 se concluye que k = x. Por ultimo, sustituvendo lo anterior en la

Desigualdad (5.2.2) nos queda

F\"H'] f(k)

<
P(XI> 8 <

]

v en particular si y = k se tiene que

o B RFR)
P(X]> by < S = o

lo cual demuestra la propisicién. E

5.3 Desigualdades para probabilidades de colas

Desigualdad 5.1. Sea X una variable aleatoria con densidad t de Student fo(z) y con
o grados de libertad. Entonces para todo k > 1,

k(a+ k%)

falk)- (5.3.1)

Demostracion.

Primero, por definicién tenemos que

para z > 0, y asi
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Con lo anterior podemos caleular

Il
8
o~
lf}
rol -
fhi
—
o)~
'k\:’
=2
S—

_ (a+1)
 a+ 22
Observemos que () es creciente, v ademds

. a(z? — 1)
D) — ]_ T e
vie) a+ z?
Entonces, para k > 1 se tiene que (k)

> 1. Por lo tanto, se cumplen las condiciones de
la Proposicién (5.1) y de esta manera obtenemos

k(o + k%)
P(X > k)< ;(kz—__l—)-fa(k),
para todo k > 1.

Desigualdad 5.2. Seq X una variable aleatoria con den

sidad Gamma
AC&

— p— =1
Jaa(z) =e"2 @) z >0
Entonces para todo k > E(X)

>R

PlX > k)< 8

(@) (53.2)
Demostracién.
Derivando f, 5 () obtenemos
/ A%
— AT =2
Jap(@) = ez lla)(-xz+a—1)
De aqui,
. o 2
#e) = 2 g0 de ta-
- - AT a—1_A%
e=AT g 1m

Y
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Es facil ver que ¥{x) es creciente, y para k> 2 ge tiene que ¢(z) > 1. Por lo tanto, por
q P a que 1 p

la Proposicién (5.1), obtenemos la desigualdad deseada. |

En general, la técnica para obtener este tipo de desigualdades es partir de la densidad
correspondiente y verificar si cumple las condiciones de la Proposicién (5.1). A contin-
uacién presentamos dos desigualdades méds, para la distribucién F v Beta, las cuales se

obtienen aplicando argumentos similares a las desigualdades anteriormente obtenidas.

Desigualdad 5.3. Sea X una variable aleatoria con densidad F, denotada por )

con o y B grados de libertad. Entonces para kol

2k(8 + ak)

Desigualdad 5.4. Sea X una variable aleatoria con densidad Beta(a, 8), fa,g. Sig>1,

fa,p(k). {5:3.3)

entonces para todo k > 7753

k(1 - k)
(a+8-1)—a

P(X>K) <7 fap (). (5.3.4)
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Apéndice



Capitulo A

En el presente apéndice se establecen resultados sin demostracién que se usan para el
desarrollo de la tesis. En algunos de estos resultados se hace referencia de libros en los

cuales se encuentra su demostracion.

Definicién A.1. Variable Aleatoria Simétrica.
Una variable aleatoria X 1y su distribucion son simétricas st X y —X tienen lo misma

distribucion.

Definicién A.2. Variable Aleatoria Simetrizada.

Sea X una variable aleatoria con funcién caracteristica f(t). Consideremos la variable
aleatoria X5 = X — Y, donde Y es una variable aleatoria independiente de X vy tiene
la misma distribucion que X. La wvariable aleatoria X es llamada lo variable aleatoria

simetrizada.

Lema A.1l. Sea X una variable aleatoria. Sea a,b € R, 0 < ¢ < 1.

(i) Si P(X < a) > q entonces cada cuantil ky de la variable aleatoria X satisface la

condicion kg < a.
(i) Si P(X > b) > q entonces cada cuantil k1_q satisface la condicidn ki—q > b.

(i) Si P (X < a) > g entonces existe un cuantil kqde la variable aleatoria X que satisface

la condicidn ks < a.
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(iv) Si P (X <b) > q entonces existe un cuantil ki—q tal que ky_, > b.

Este Lema es establecido en [g].

Desigualdad A.1. Desigualdad de Chebyshev.

Sea X una variable aleatoria con esperanza finita yu. Entonces, para todo k > 0,

Var(X)

P(X —pl 2 k) < 252

Desigualdad A.2. Desigualdad de Markov.

51 W es una variable aleatoria no negativa, entonces

E[WT]
T'k '

PW>r]<
para toda k,r > 0.

Lema A.2. Sea g(z) una funcion no negativa, no decreciente en la parte positiva de la
recta real y tal que g(0) = 0. Sea X una variable aleatorig albitraria. Si Eg(X) < oo,

entonces

lee]
Bo(X) = [ P(X| 2 2)dgta)
Este Lema es demostrado en [8).

Desigualdad A.3. Desigualdad de Lyapunov.
Sea Y una veriable aleatoria albitraria ¥ sea 0 < r < s, entonces
1 1
(EYT) < (BlY )=,

Teorema A.l. Seq la variable aleatoria X, Br=EXTy0< 7 < s. Luego se cumple
que
1 1 1 4
’BT:lr S 7;_;}355!
donde vy = P (X #0).
Este se demuestra en [8].

Ejemplo A.1. Funcién Booleana.

Consideremos el mismo espacio de probabilida (0, F, P) definido en el Capitulo (4). Sean
Aq, AQ, /-‘13 = .F; deﬁwamos

F=[(A1, A2 43) = A1 4, U 43,



