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INTRODUCCION

En el presente trabajo discutiremos algunos principios
de optimizacidon que dan Tugar a Métodos Combinatorios para
la determinacion de maximos 0 minimos de funciones defini-

das sobre un conjunto numerable de puntos.

La aplicacidn de estos métodos la haremos a través de
varios problemas de interés, a los cuales podemos reducir
muchos problemas que se presentan en la vida diaria, como
es el famoso Problema del Agente Viajero que debe encontrar
el itinerario de minimo costo que le permita recorrer un -
conjunto de ciudades en donde conoce las tarifas de trans-
porte entre cada par de ellas. Evidentemente el nimero de
itinerarios posibles corresponderia al nlmero de permutacio
nes del conjunto de ciudades, el cual es un conjunto numera
ble que puede ser muy grande. Es claro ver que cualquier mé
todo enumerativo para un nimero suficiéntemente grande de
ciudades es casi imposible de aplicar, sin embargo éste pro
blema puede resolverse facilmente mediante la aplicacidn de

métodos combinatorios.

Estos métodos provienen de senc¢illos principios de op

timizacidn utilizados iteradamente como en el caso del Méto



todo de Cota y Rama cuyo principio de optimizacidn nos dice
que si tenemos una funcibn definida en un conjunto numera-
ble de elementos y dicho conjunto, de alguna manera, pode-
mos dividirlo en dos subconjuntos y ademéds podemos encontrar
de alguna forma una cota para cada uno de estos subconjuntos,
al tomar Ta minima de ellas estamos encontrando una cota para
los dos subconjuntos y también para todo el conjunto. La apli
cacidn iterada de este principio permite disefiar algoritmo -

para la solucidn de esos problemas.

Asimismo presentamos el M&todo de Programacibn Dind@mica
basado en el Principio de Optimizacidn de Bellman que dice -
que si se tiene un proceso que se determina mediante la apli

cacidn encadenada de n decisiones a partir de un estado ini-

cial po y si ademds el costo total del proceso es igual a la

suma de funciones de costo para cada decisidn, entonces si -
(975955935...5q9,) es una sucesidn de n decisiones Optimas -
partiendo de p, se tiene que (qZ’q3""’qn) es una sucesion
de decisiones dptimas en (n-1) etapas para el estado inicial

resultante de la aplicacion de 47 @ Poe

La aplicacidon iterada de este principio transforma el
problema de optimizacidn en n etapas en una sucesidn de pro
blemas de optimizacidn en una etapa dando Tugar al 1lamado

Método de Programacidn Dindmica.
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En el capitulo I hacemos varias aplicaciones del M&todo
de Cota y Rama y presentamos algunos algoritmos a que da -
lugar, E1 de Little que nos resuelve problemas de blisqueda -
de circuitos y caminos hamiltonianos de grdaficas completas y
con pesos las cuales plantean el problema en términos de ma-
trices y preguntdndonos que optimizariamos, seria la suma de
los términos resultantes de la eleccidon de un elemento de -
cada rengldon y de cada columna. En particular podemos resol-
ver con &ste algoritmo el Problema del Agente Viajero y un -
problema similar de Seriacidn en Arqueologia el cual analiza
mos en é&ste capitulo, Con este algoritmo resolvemos también
un problema de afectacidn que aunque no nos define ni un cir
cuito ni un camino hamiltoniano sin embargo la eleccidn de -
un elemento en cada renglén y en cada columna sigue definien

do Tos elementos del conjunto de opciones.

Presentamos también el 1lamado "Problema de Ta Orques
ta" que da lugar a un algoritmo aplicable a problemas de asig
nacidn en el cual a partir de una mxn matriz deseamos escoger
r renglones r<m tal que la suma de los mdximos por columnas -
que estos r renglones definen sea minima. E1 problema de 1la
Orquesta es aquel cuyos mﬁsicos a partir de un repertorio de
m obras desean dar un concierto de r obras de tal forma que -
el nﬁmero de ellos sea minimo, sabiendo ademés el nimero de

misicos en cada instrumento que se necesita para interpretar



cada obra. Aqui el conjunto de conciertos es equivalente a
las combinaciones de las m obras en grupos de r, los métodos
enumerativos en esta caso también son casi imposibles de apli
car para un nimero suficientemente grande de obras y de misi-
. €cos, Como un ejemplo de este problema resolvemos el problema

de los Profesores,

En capitulo II presentamos el M&todo de Programacién Di
ndmica el cual nos permite plantear y resolver muchos y muy
variados problemas. En particular presentamos su aplicacidn -

a un problema de ruta y al Problema del Agente Viajero.



CAPITULO 1
METODO DE COTA Y RAMA

Sea E= {51,52,.u..,5n} un conjunto numerable de pun-
tos y f(Si) una funcidén real no-negativa. E1 problema con-
siste en determinar el conjunto Em de puntos de E donde f

alcanza su minimo valor.

Consideremos una propiedad separadora PA que permita‘
establecer una biparticidon de E en los conjuntos A.y R (A
complemento de A relativo a E). Supongamos que por algiin
método podemos encontrar una cota inferior b, para el con-
junto E, una cota inferior blzbo para el conjunto A y una
cota byab, para el conjunto K. Evidentemente el min {b,,b7}
serﬁ una cota para A,A y E. Supongamos que b; es igual min

: {bl :bi}.

Consideremos ahora otra propiedad separadora PB gue
establezca una biparticidn del conjunto A en los conjuntos
ANB y ANB y supongamos que por algln método podemos encon

trar una cota b,ab, para ANB y una cota bsxb; para ANB,

2
Evidentemente el min {bz’bé} serd una cota para ANB,
AnB_ y por lo tanto una cota para A. Si ademds &ste G1timo

minimo es menor 6 igual que bl, entonces serd una cota para



todo el conjunto E.

Si esto G1timo no se presenta entonces by serd una coO
ta de E y en tal caso el proceso de biparticidon que hemos

ilustrado lo trasladaremos hacia el conjunto A.

Si repetimos este proceso prodremos ir obteniendo co-
tas inferiores para el conjunto E con solo obtener cotas
para subconjuntos de E con menor nimero de elementos. Si en
algiin paso de éste proceso podemos determinar exactamente
el minimo de la funcibn entonces éste serd el minimo para
todo el conjunto E. En particular si en algilin paso del pro-
ceso de biparticidn el subconjunto resultante consta de un
s6lo elemento entonces el valor de la funcidn sobre &1 serd

el minimo para todo el conjunto E.

Una manera de ilustrar grdficamente a éste proceso es
mediante una aroboresencia a partir del conjunto E, y genge

rada por propiedades separadoras. Como se muestra en la si

guiente figura.



i’ by bo
' — b!s b
bl E pl 13 o
A ’/// “Hﬁﬁw:g: by= min {bj,b;}
b / b!
2 2_ b, bl
ANB ANB
blx 'b
" b g*® ¥y
ANBNC ] ANB NC \ b,= min {b],b,.b5}
b3> b2
bé; b2

1 = 1 L} ] i
E1 proceso anteriormente ilustrado se conoce como el
método de rama y cota en investigacidn de operaciones y
tiene una amplia gama de aplicaciones algunas de las cua-

les presentamos enseguida.

o B



1.1 PROBLEMA DE LITTLE

DETERMINACION DE LOS CIRCUITOS HAMILTONIANOS
OPTIMOS DE UN GRAFO.

Sea[ZVij:]una n x n matriz con entradas no negativas y
sobre cuya diagonal principal sus entradas toman el valor «,
Consideremos el problema de elegir n entradas, una sobre cada
feng16n y sobre cada columna y tales que la suma de sus valo-

res sea minimo., Este es el problema de Little.

E1 problema anterior es equivalente al problema de deter
minar sobre una grafica A completa y con pesos el circuito ha
mi]toniano optimo. Ilustraremos esto G1timo: Si A es una gra-
fica completa con n vértices y Viy es el valor sobre el arco

(xixj) que une el vértice X_i con el vértice Xj’ y ademas Vg 47
entonces la matriz definida por éstos valores es una matriz

C9mo la matriz de1‘pr1nc1p10‘[:vijj.

Recordemos ahora que un ﬁircuito hamiltoniano sobre una
grafica completa es una eleccidon de n arcos (Xi’xj) tales que
cada vértice aparece una vez como vértice inicial de algin -
arco y una sola vez como vértice final de algiln otro. En tér
minos de la matriz[:Vij:]corresponde c1aramenfe a una elec-

cion de una entrada sobre cada rengldn y cada columna.

E1 problema de determinar el circuito hamiltoniano opti-

mo serd entonces equivalente al problema de Little.

= &
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1,2 ALGORITMO DE LITTLE

Sea[:Vij:]una N ox nomatriz con Vijog ¥ Viy T

Sea E= {(Vl,il, V2,12,a,o,vn,1n) con 1j+3 y (11n2,...nn)
una permutacién de {1,2,3,...,n}}el conjunto de circuitos ha

miltonianos y f(Vy 51 Vo 40 v Veamos

n
oy . 1'1,1'n)= je1 ¥

313"
como el método de cota y rama puede ser aplicado para obtener

€1l circuito hamiltoniano dptimo.

A) Se calcula primero una cota inferior para los cir-

cuitos hamiltonianos de la siguiente forma:

n
a) Sea ai = m1n{v1j,3=1, nt y o= ;I of
claramente el valor de cada circuito hamilto-

niano serd mayor 6 igual a p.

b) Sea[:V‘T.jJ=[:V1j-ai]; entonces el valor de
un circuito hamiltoniano en[V_iJ.__]_seré igual

al valor de ese mismo circuito en[:V'ij:j+o

n
: I == = 1 I 1 = = ]
Consideremos [ V ij-J’ Bj= min{V ij*l l,n}ly ¢ jElBJ
entonces el valor de cada circuito hamiltoniano en[:V'ij:]

serda mayor 0 igual que ¢ .



B) Una cota inferior para el conjunto de circuitos hamil

tonianos de[\',ijjes o+,

C) Sea ahora,[\!"ij:|=[\!'1.j—8j:| dsta matriz tendrd

al menos un cero en cada renglon y en cada columna.

Un circuito hamiltoniano en[:V"ij:] con valor H, ten-
drd valor como circuito hamiltoniano en[:Vij:]igua1 a H+p+d
de ésta manera vemos que el problema se reduce a determinar
el circuito hamiltoniano dptimo para[:V"ij:]qUe es una ma-
triz que tiene al menos un cero en cada rengldn y en cada

columna.

En la nueva matriz[:V"ij:]consideremos para cada arco
(Xi,Xj) con valor ¥ s igual a cero, los circuitos hamilto-
nianos que no 1o incluyen, Cada uno de ellos tendra valor
mayor o igual al Yij= ?1? v'ik + E;q v'kj, determinemos -
ahora para cual de es0os arcos su coirespondiente Yij ante-

riormente obtenida es maximo y sea ése el arco (Xk,X1).

D) Con el arco determinado anteriormente definamos la
propiedad separadora Pk 1 Qque parte el conjunto de
Tos circuitos hamiltonianos de[:V"ij:]en el subcon

junto A de los circuitos que contienen a (Xk,X]) y



en el conjunto A de los circuitos que no lo con

tienen, al que le corresponderd la propiedad Pi7.
Para los circuitos en A una cota inferior sepd Ti1

E) Para los circuitos en A, estos quedardan determina-
dos con una eleccion de un circuito hamiltoniano
en 1la n-1 x n-1 matriz obtenida al eliminar en

[yuij:}E] rengldn k y la columna 1 y hacer V, = «.

Una cota para los caminos hamiltonianos en ésta matriz
reducida se establece aplicando el procedimiento del inciso

A).

F) Obtenidas las cotas para A y A escogemos la mini
ma §.
a) Si &8 era la cota para A esto quiere decir que
el camino hamiltoniano 6ptimo no puede incluir
a (Xk,X1) en cuyo caﬁo regresamos a la matriz
[:V"ij:] y hacemos v, , igual a « y continuamos

el procedimiento a partir de esa nueva matriz.

b) Si 8§ era la cota para A continuamos con la ma-
triz reducida tomando en cuenta que (Xk,X1) es

parte del circuito hamiltoniano Optimo.



A partir de las matrices obtenidas ya sea en el caso
a) 6 b) se repite el procedimiento hasta obtener una matriz
1x1 con lo que habremos encontrado una cota para E, es decir
un circuito hamiltoniano en A y un elemento en cada renglon
y en cada columna de matriz[:vij:]cuya suma de valores equi

valdrd a la cota obtenida para E.




1,2,1 ALGORITMO DE LITTLE PARA CAMINOS
HAMILTONIANOS CON ORIGEN

Un camino hamiltoniano es una eleccidn de n-1 arcos
donde cada vértice salvo dos de ellos corresponden al pun-

to inicial de un arco y al punto final de otro.

En términos de una matriz[:QLj]r1x n con « en la dia
gonal principal un camino hamiltoniano corresponde a una
eleccion de un elemento sobre cada renglon salvo en uno de

e110s y 1a eleccibn de un elemento sobre cada columna sal
Vo en una de ellas.

Si consideramos el conjunto de los caminos hamiltonia
nos con origen en el vértice Xk los valores de cada uno
de ellos serdn los mismos que los valores de los circuitos

hamiltonianos obtenidos de la matriz[:Q'ij:]con Q'ik igual

si j$k

L 5 1 =
a_cero 1=1l,n y Q ij Qij
A ésta nueva matriz[:Q'ij:]podemos aplicarle el algo

ritmo de Little, y determinamos asi el camino hamiltoniano.



1.2.2 ALGORITMO DE LITTLE PARA CAMINOS HAMILTONIANOS

En general obtener un camino hamiltoniano en un grafi-
ca A completa y con pesos seri equivalente a encontrar un
circuito hamiltoniano en 1a grafica construida a partir de
ésta afiadiéndole un nuevo vértice S cuyos arcos de entrada

y de salida {S’Xi) y (Xj,S) tienen peso igual a cero.

La matriz[]ﬂj 1 asociada a la nueva grifica se forma
a partir de la anterior aumentdndole un renglén y una colum
na de ceros. Un circuito hamiltoniano en 1la nueva n+l x n+l
matriz nos definird un camino hamiltoniano para la n x n ma
friz original, cuyo vértice inicial correspondera al renglén
ae1 elemento del circuito hamiltoniano sobre 1a columna de
ceros agregada y cuyo vértice final correspondera a la colum
na del elemento del circuito hamiltoniano sobre el renglon

L4

de ceros agregado.

- 10 -
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- 1.3 EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

Un agente viajero tiene que recorrer un conjunto de m
ciudades unidas entre si por carreteras. Si conoce el costo

de transporte entre cada par de ellas se quiere,

a) Recorrer todas las ciudades sin pasar 2 veces
por alguna de ellas, volviendo a la ciudad de
origen, y que el costo de dicho recorrido sea

minimo. (Circuito hamiltoniano).

b) Recorrer todas las ciudades sin pasar 2 veces
por alguna de ellas, que el costo del recorri
do sea minimo comenzando por una ciudad dada,
sin regresar a ella. (Camino hamiltoniano' con

origen).

c) Recorrer todas las ciudades, que el costo del
recorrido sea minimo y que la eleccidn de 1la
ciudad de origen sea 6ptima (Camino hamiltonia

no).

Consideremos 1la matriz[:Vij:]m X m donde m es el nimero
de ciudades que hay que recorrer Yy sea Vij el costo de ir

de Ta ciudad i a la cjudad j, ademds los Vi ; son igual aw,

s



ET problema del agente viajero equivale a encontrar un
circuito hamiltoniano de valor minimo que una las m ciudades.,
Es decir equivale a escoger una entrada de cada renglén y de
cada columna en 1la matriz[:Vij;]ta1 que la suma de ellas sea

minima, lo cual corresponde al problema de Little.

= 12



1.4 UN PROBLEMA DE SERIACION EN ARQUEOLOGIA ;

Consideremos una coleccidn de depbsitos que contengan
artefactos que hayan sido ordenados en tipos considerando
funciones, materiales, formas, productos de trabajo, estilos

de decoracion etc.

Se formard a partir de éstos depdsitos la matriz m x n
de incidencia A de ceros y unos donde m es el nfimero de depd

sitos, n el nlimero de tipos y ademas

1 Si el depbsito i contiene al tipo j

a. .
1d
0 si no

Cada rengldén de A corresponde a un depdsito, los depd-

sitos estan numerados de acuerdo a un orden inicial.

Se ordenaran ahora 6 depfsitos IIIC, IIIB, IIIA, IB, IC
y IIC. |

Las piezas de cerdmica encontradas en los depésitos fue

ron clasificadas en 8 tipos diferentes entonces la matriz

E‘ij jmxn quedarfa:

- 13 -



ITIC 1 o0 o0 1 s A 1 1 0
ITIB | L L ¥ 3 3 i 1 i

A = ITIA 1 0 1 0 0 i 0 1
IB |1 0 1 1 1 i 1 0

IC 1 0 1 & 1 1 1 1

0 1 0 0 0 1 1

IIC 1

it
Al mu]tip]icar-A-AT obtendriamos la matriz m x m de co-
rre1ac16n a la que 1lamaremos S donde m es el nimero de de-

pésitos y los Sij corresponderian a los tipos de cerdmica -

que el depdsito i tiene en comiin con el depbsito j.

111C ITIB ITIA IB IC IIC

ITIIC | 5 5 2 5 5 2

1118 | 5 8 4 6 7 4
AOATes=IIIA 2 4 4 3 4 3
IB | 5 6 3 6 6 3

IC | 5 7 4 6 7 4

TIE | 2 4 3 3 4 4

Una forma de dar una medida de 1a distancia en el tiempo

entre el depdsito i y el depbsito j serd el nimero Vg = n-Sij

- 14 -



[
donde n es el total de tipos de cerdmica y Sij los ‘tipos

que el depdsito i tiene en comlin con el depdsito j.
Entonces el problema de seriacidn en el tiempo es equi
valente a encontrar el camino hamiltoniano minimo para la

grdfica N asociada a la matrTZ[:vij_Jm X M.

ITIC ITIB ITIA IB IC IIC

ITIC| 3 8 6 3 3 6
ITIB| 3 0 4 2 1 4
V= IIIA b 4 4 5 4 5
IB| 3 2 5 2 2 5
IC| 3 1 4 2 1 4 |
IIC! 6 4 5 5 4 4

Aplicaremos el método de cota y rama por medio del al
goritmo de Little para el caso de la biisqueda de un camino

hamiltoniano éptimo para 1o cual:

1) Se afiadirid a 1la matriz[:vij:]un renglén y una colum

na S con valor en los (S, Xi) y (Xj,

To que equivale a afiadirle a la grdafica N un vértice

S) igual a cero,

S conectado a todos los demds vértices con arcos de

valor cero,

- 15 -



2) En la diagonal principal de 1la matriz[:vij:]es decir

Vl=

en los vi; se colocard « , podemos hacerlo ya que la
informacién en la diagonal corresponde a los tipos

que tienen cada uno de los m depdsitos

S IIIC IIIB " IIIA IB IC TIIC

S | = 0 0 0 0 0 0
I11C | O = 3 6 3 3 6
IIIB | 0 3 o 4 2 1 4
IIIA | © 6 4 o 5 4 5
IB | 0 3 2 5 o 2 5
IC | 0 3 1 4 2 = 4
IIC | 0 6 4 5 5 4 o

Aplicamos el algoritmo de Little a 1a matriz vy.

A)

a)

b)

Calcular.-una cota inferior para E el conjunto de
todos los posibles caminos hamiltonianos de la
grafica N. Los o, se escribirdn en una columna
aumentada a la matriz Vl

m
p=3L10;= 0 y los B; en un rengldn aumentado a
la matriz vy

m
¢=}“§1sz 0



S B
IT1IC 0(3)
ITIB 0(1)
Vl = TIIA 0(4)
IC 0(2)
1ic | ot%
Bj 0
B) Cota de E
C) Lbs Yij
dientes
Max Yij =

S

1 LTE
o(3)

[+

3
6

ITIB
o(1)
3

Lo}

4

ITIA
04)

6
4

2]

“I11B
0(2)

3
2

5

hi >

o ©O O

o o o o

lTos colocaré arriba de los ceros correspon

en la matriz Vl.

4 para (S, IIC), (IIC, S), (S, IIIA) y

‘(ITIA, S). Escojo arbitrariamente (S, 11IC)

D) Cota para E

s

5;L1C

=0+ 4

0

4

S.L1E

= L) -



E) Eliminar de la matriz V; l1a columna IIC y el ren

g1on S y colocar = en (IIC, S).

S IIIC IIIB IIIA IB IC o
ITIC| o w 3 6 3 3
ITIB| 0 3 @ 4 2 1
V2 = IIIA| O 6 4 w 5 4
v IB| 0 3 2 5 o 2
IC| o 3 1 4 2 o
IIC| o 6 4 5 5 4 | 4
le 2 1 1
cota para ES,IIC =0+ 8=8
0
4 E 8
Es, 110 &g T

F) & =min {4,8}= 4 para Es 11c retomo la matriz vy
colocando « en (S, IIC) y restando 4 a 1a columna

11G. :

w 18 =



S 1EIC ITIB ITIA IB IC 11C

s e o2 G e @)
111¢ | 0(2) 3 6 3 3 2
1118 | 0 3 @ 4 2 1 0
Vs = 1A | ol1) ¢ 4 0 5 4 1
18 | o(l) 3 2 5 o 2 1
It lo 3 1 4 2 = 0
11¢c | o(4) 6 4 5 5 4w

C) Max Yi5 = 4en (s, IITIA) y (IIIC, S) escojo
(S, IIIA),

D) Cota para ES,II€\ ES,IIIA = 444 = 8

E |
4 4 T\
Es,11c ‘ Es 11¢ |
| 8
E |
Es 11c/Es, 111 |

E) Eliminar el renglén S y la columna IIIA en la

matriz V3 y colocar = en (IITA, S)

= 18 &



S IIIC 1IIB 18 1€ IIC o
ITIC| 0 e 3 3 3 3z
ITIB| 0 3 @ 2 1 0
TIIA| @ 6 4 5 2 11
vq:= IB| 0 3 2 o 2 1
Ic| o 3 1 2 © 0
1IC| 0 6 4 5 b e
Bjr 3 1 2 1
cota para ES,IIC ES,IIIA= 4+8 = 12
0
E
4 r///” \\\ 8
8, L1 | E5 110 ]
/ 8 12
Es 11¢MEs, 111a Bs rre’ ee. taya

F) é=min{8,8,12}

escojo ES,IIC

= 8para Eg 11 Eg 111a Y Es qqc
para lo cual de Ta matriz Vo, resta

mos Tos ay y Bj‘

= 24 =



S ITIC ITIB IIIA IB IC

ric! ol?) o 3 5 2 3
r1ig| ofl) g @ 3 11
1r1a| of4) 4 4 - 4 4

Bl ol1) 2 4 ® 2

¢ ol " 3 1 =
11c!| e ol1) (1) ,(3) 0{1)4(1)

Max yij=4 para (IIIA, S)

Cota para E NE 8+4= 12

g ITIA,S

Eliminar el rengldn IIIA y la columna S y colo

car « en (IIC, IIIA)

ITIC IIIB ITIA IB L o

I11IC o0 3 5 2 3 | 2
ITIB 1 e 3 1 1 1
IB 4 2 4 © 2 2
IC 1 1 3 1 0 1
11 0 0 ® 0 0
B | 2
Cota para E NE = 8+8= 16

3 4l IX ITIA,S
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F) 6=min {8,12,12,16}= 8 para

c)

E)

" A |
ES’IIC ES,IIIA para 1o cual en Ta matriz V,

coloco » en (S,IIIA) y resto 4a Ta columna IIIA.

S ITIC ITIB ITIA IB IC IIC

5 | 0(3) LER 0(2) of1) -
iric | ol?) 3 2 3 3 2
I11B | 0 3 = 0 2 1 0
1A | ol1) 6 4 - 5 4 1

18 | ol1) 3 2 1 = B 1

IC| 0 3 1 0 5 =
rrc | ofl) 6 4 1 5 4w

Max Yi§™ 3 en (S, IIIC)

M =
Cota para ES,IIC E MNE 8+3= 11

S,ITIA 'FS,IIIC™

Suprimir de Ta matriz V., el rengldén S y la colum

na IIIC y colocar «en(IIIC, S)
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§ 1IIB ITIA IB IC IIC a

IIC | 3 2 3 3 2| 2
IIIB |0 @ 2 1 0
I11A o 1
% - 0 4 5 4
B[O 2 1 o 2 1
Ic|lo 1 0 2 o 0
Ic|o 4 1 5 4w
B, 1 11
J

Cc 5} n = =
Cota para ES,II& \“S,IIIA Es;IIIC 8+5= 13
7 - )
F) Min {11,13,12,14}= 11 para ES,IIé ‘ES,IIIAF\ES,IIIC

pafa 1o cual coloco « en (S,IIIC) en la matriz V7 y

resto 3 a la columna IIIC

5 ITIC ITIB ITIA IB IC IIC

S | w - oll) 0(2) 0(1) .

111c | 04?2 w 3 2 3 3 2

IIIB | 0 0 . 0 2 10

Vo= 111a | ot!) 3 4 = 5 4 1
o o 2 1 - 2 1

IC|o0 o0 1 0 2 ® 0

tre | of1) 3 4 1 5 b ow

e S



C) Max Yi5° 2 para (S, IB) y (IIIC, S) escojo
(S, IB) cota para ES,IICKTES,IIIAr‘ES,IIIC(‘
ES,IB = 11+2= 13

E) Elimino el renglén S y la columna IB y coloco

© en (IB, S)

S IIIC IIIB IIIA Ic IIC
IIIC| 0 o 3 2 3 2
IIIB| 0 o m 0 1 0
Vip = 111Al 0 3 4 o 41
IB| » ¢ 2 1 2 1
ICl 0 o0 1 0 © 0
11c| o 3 4 1 4
B 1 1
Cota para E NE MNE NE = 11+2= 13

8,11¢C S,IITA S L1110 S,IB

F}) Min {13,12,16} = 12 para ES,IICK\EIIIA,S y
Es,11¢MEs 111a escojo Es,11¢MEr1p,5 Para
lo cual en la matriz V5 coloco «» en (IIIA, S)

y resto 4 al renglén IIIA.

- PR



S ITIC ITIB ITTA IB IC

r11c] 0?2 « 3 5 2 3
r1igl o) & 3 11
= 1118 = - 0 0
Vi1 0 0

18] o'1) 2 4 & 3
1c! otl) 1 3 i .m
1ic| « o 0 3 o

C) Max Vi =3 para (IIC, ITIAJ

D) Cota para ES,IICfWEIIIA;ngIIC,IIIA = 12+3= 15

E) Eliminar de la matriz V17 el rengldn IIC y Ta
columna IIIA y colocar « en (IIIA, IIC)

S TILE ITIB 1B LE

|
111¢| 0¢2) o 3 3
rrig] of1) - 1 1

Vig = 111A| = of1) (1) (1) 4(1)
| 18| o) 2 @ 2

' |

tota para Eg y1eNErria,sNErre 1114”12
F) Min {13,12,16,15}= 12 para Es,111¢MEs 1118 ¥

Es,11¢ME1r1n,s NErc, 1114 eSCOd0 este GTtimo

. - 25 -



C) Max Yi:= 2

1J

D) Cota para ES,IICKNE

E

IILC,;S

= 1242= 14

para (IIIC, S)

NE

ITIA,S IIC,ITIA

E) Elimino de 1a matriz Vip el renglén IIIC y

Ta columna S y coloco = en (IIIA, IIIC)

ITIC

IT11B] 1

Vi3 =

IB
IC

Cota para E

Gs B

1

ITIC

IIIB

qu= ITTIA
IB

IC

IIC

C) Max Yi4® 3 para

ITIA

S
ol1)
0

'co

0

0
0(3)

ITIC

(o]

w O o NN o

ITIB

o

IB

1
0

o«

1

[ee]

s, 11¢7E1r1a,sNE11e, 1117
F) 8=min{l5,13,12,16}= 12

1

1
E

111C,S”

12+3= 15

pard kg 116/ 15s, tra
para lo cual tomo la matriz Vg y resto las

ITIB 1B
2 1
3 0
2 2
1 oo
oll)
3 3
(1IC, S)

116

o P O O M

D) Cota para Es,zlc“Es,IIIAnEnc,s: 12+3= 15

- P26 -



E) Eliminar de la matriz Vg el renglon IIC y la

columna S y colocar « en (IIIA, IIC)

ITIC IIIB IB IC L1G o,
: I11c| = 2 1 2 2 |1
ITIB| 0O @ 0 0 -0
Vic = 111A] 2 2 2 2 |2
IB] 0 1 © i 1
1€t O 0 0 © 0
Cota para E NE NE 12+43= 15

2. D16 . IEAT Y i 8™

F) é=min {13,14,15,16}= 13 para

E NE

s,TIC NE

E

S,IIIA S,IIIC(\ES,IB; S,IICr‘ES,IIIAr1

Es,111cNEs 15 Bs,11cNEs, 111aNEs, 111c  ©5€0d0

esta G1tima para To cual tomo la matriz Vg restan

do las s, Bj.

S ITIB ITIA IB IC IIC
I11C | » g 0 oll) ¢ 0 |
II1IB 0 ® 0 1 0 0
Vig = I11A | oll) 3 o 4 31
16 - (1)
IB 0 1 1 o 1 1
IC 0 0 0 ® 0
IIC 0(1) 3 1 4 3 -

= 27 -



C) Max Y1j= 1 en (TIIC, IB), (IIIA,S)
(IB,S) y (IIC, S) escojo (IIC, S)

NE NE 13+1= 14

D) Cota para E NE -0 5 ol Wi o

8;11C S,ITIA

E) Eliminar en la matriz Vig €1 rengldn IIC y Ta colum

na S y colocar « en(IIIC, IIC)

I11B IIIA  IB I

¢ 1IC o
111C| 0 0 0 0 o
Voo = ITIB] = 0 1 o0 0
17 1114l 3 - 43 1] 1
B! 1 1 & 1 1|1
1c| o 0 o 0
Cota para ES,IICI]ES,IIIAr‘ES,IIICerIIC,S= 13+2= 15

F) 6=Min{13,14,15,16}= 13 escojo ES,IIC{WES,IIIAnES,IIIC

ES IBP para 1o cual en la matriz Vq coloco = en(S,IB)

Yy resto 2 a 1la columna IB

S ITIC ITIB ITIA IB IC 'TIC

S| w - 0(1) - - 0(1) -

el 0 3 2 103 2

IT1B| 0 0 " 0 0o 1 0

Vig = 111A o(1) 3 4 . 3 41
e B8] 0 o0 2 1 © 2 1
icl o o 1 0 0 0

ric| of1) 3 4 1 b ow
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c)

Max Yi;® 1 para (S, IIIB), (S, IC), (ITIA, S)

(IIC, S) escojo ( IIC, S)

P) Cota para Eg ;1o NEg 111aNEg, 111e NEg, 15 MEqpc, 5™
13+1= 14
E) Eliminar el renglén IIC y 1a columna S y colocar «
en (S, IIC)
I LG ITIB IIIA IB LC IIC O
S o0 0 o © 0 e
IIIC! = 3 2 1 3 2 1
4 ITIB| ¢ © 0 0 1 0
Vlg =IIIA{| 3 4 w 3 4 1 1
IB| O 2 il e 2 1
IC' 0 1 0 0 o 0
vota para s, 11es, 1114 s, Tr1e MEs, 18 MEr 1e 6"
13+2= 15
F) 6=Min {13,14,15,16} = 13 para

ESsIICr\ES,IIIAr\ES,IIIC(\Es,IB para 1o cual a la

matriz VlO le resto las Bj



s IIIC  IIIB  IIIA  IC TIIC
rrrclo(2) o 2

2 2 2

11180 0 - 0 0l1) ¢

Vog = 111 oll) 3 3 . 31
- oll) g 1 11

1clo 0 0(1) 0 © 0
riclo(l) 5 3 1 3 =

C) Max Y5 2 para (IIIC,S)

P) Cota para Es ;1eNEg 111pMEs 111c MEs, 18 Errrc,s™ 15

E) Eliminar 1a columna S y el renglén IIIC y colocar =

en (IB, IIIC)

IIIC - ITIB IIIA IC IIC o

"I1IB| 0 ® 0 0 0

ITIA| 3 § o 3 1. F B

ca=  IB| w 1
V21 1 1 1 1
IC| 0 0 0 ® 0

IIC| 3 3 1 _ 3 w | 1

Cota para ES,IICAES,IIIAnES,IIICnES,IBAEIIIC,S= 16

F) &=Min 114,15,16} = 14 para

-

Es,11¢MEs,111n NEs 111cNEs 18NE11c,55 Eg 11c M

Erroa,sMEs 111¢PErrc,s 5 - Es,11cNEr11p,5 N

frrc,1r1aMErrpc,s escojo Es,11cME1118,5 MEr1c, 111A
EIIIC,S para lo cual en la matriz Vio

_30-



coloco = en (IIIC, S) y resto 2 al renglon IIIC.

s IIIC 1118 1B IC
IFIEf = 1 oll) 4
1r18] ofl) s 1 1
Vo= 111A| = ol1) (L) 4 = (1)
22 o) 4 2 " 2
IB o
1
el € 1 1 1 o

C) Max Yij® 1 para (IIIC, IB), (IIIB, S), (IIIA, IIIC),
(ITIA, ITIB), (IIIA, IC), (IB, S) y (IC, S) escojo

(LIIC, IB)

D) Cota para E
E

s,IIcﬂEIIIA,snEIIC,IIIAnEIIIC,s N
111¢c,18~ 19

E) Eliminar el rengldn IIIC y T1a columna IB y colocar

o en(IB,IIIC)

S ILIC ITIIB
I1IB 0(1) 1 © 1 |
Voz = IIIA | = o1} 4(1) (1)
23 (2)

IB | 0 % 2 2

1c | ofl) 4 1 "
Cota para
E

s,11¢NErr1aLs MErre,rr1aOFrr1c,s MErrrc, 1™ 14
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C)

D)

§=Min {14,15,16}= 14 escojo

E NE N

s,11¢ "Errra,s MErre, 111a MErrc,s MErrrc, 18

Ma x Yis® 2 para (IB,S)

M

Era,sNF 11c,1118 NEr11c, 8!

Cota para ES,IIC

Erric,18MEyp 5= 16

Eliminar el renglén IB y la columna S y colocar

o en (IIIA, IIIC)

- IIIC  IIIB  IC
ITIB | 1 w 1

ITIA | = 0 0
It | 1 1 e
By |1
Cota para ES,IICIWEIIIA,SwaIIC,IIIA(\EIIIC,S
E NE = 15

T1TC,1B 1B,S

F) 8=Min {14,15,161 = 14 escojo

E3.1520 By, rras Es,111¢ NErpc,s Para To cual

en la matriz Vig coloco = en(IIC,S) y resto 1

al rengldn I1IC

- 3Y -
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S IIIB  ITIA 1B IC IIC
I1IC| o 0 0 o(1)

0 0 |
1118] 0 ® 0 1 0 o0
Vo5= 1118] o(1) 3 - s 31
18| ol1) @ 11
c| o 0 ® 0
11¢| 2 o(2) 3 2 =

C) Max T 2 para (IIC,IIIA) cota para

D) Es,11¢ MEs, 111aMEs, 111 MEp1c.s Errc,1r1a™ 16

E) Eliminar el renglén IIC y Ta columna IIIA y co-

locar « en CEITA, ITE6)

S IIIB 1B I¢ I1C
IT1ICH w 0 o) 0
IT1IB| 0 @ 1 0 0
Vpg=111A 0(3) 3 4 3 w
| ol o 1 1
IC| 0 0 1 w 0
tota para Eg 11¢MEg, 111 NEs, 11¢ ME1c, 1rpa™ 14

F) 8=Min {13,15,16} = 14 escojo
Es,11cMEs, 1118 NEs 111¢ Errc,111A
C) Max Yijz 3 para (IIIA,S)

D) Cota para ES, IIC(\ES,IIIAIWESsIIIC(\E Ilc,IIAnEIIUhS= o

= 238 o



E) Eliminar el renglén IIIA y la columna S y

colocareen (IIIC,IIC)

ITIB IB 16 IIC

ITIC | 0 0 =
= IIIB | = 0 0
Va7 ‘
IB | 1 o 1 11
IC | 0 1 o 0
vota para B 11¢MEs,111a NEs, 111¢ "E11c, 111

NErrrp,s= 15

F) é=Min {14,15,16,17} = 14 para

coloco en la matriz V18 © en (IIC, S) y re sto 1

al rengldn IIC .

5 ITIC ITIB ITIA IB IC TIIC

S £ © 0(1) 0 o 0(1)00

11ic| of1) o 3 2 1 3 2

1T18| 0 0 % 0 0 1 0

= 111A] (1) | o

V28 Al 0 3 4 3 4 1
18| ¢ 0 2 1 o 2 1

1c| o 0 1 0 0 © 0

FLEl w 2 3 0 2 3 =

. B4 -



c)

D)

E)

F)

Max Tys® 1 para (S,IIIB), (S,IC), (IIIC,S)(IIIA,S)

escojo (S,IIIB)

Cota para E NE

s,11¢ " Es, 111a MEs, 18 NEq1c,s NEs, 11187 15

Eliminar el rengldén S y 1a columna IIIB y colocar

© en (IIIB,S)

S ITIC ITIA 1B IC IIC

ITIC| O o 2 i 3 2
ITIB| = 0 0 0 1 0
ITIA| O 3 o 3 4 1
IB| 0O 0 1 © 2 1

IC| O 0 0 0 © 0
IIC| o i 0 1 3 o

1
Cota para E E NE r\EIIC,S(\ES,IIIBz 15

s,11¢"Es,111aMEs, 18

6= min {15,16,17} = 15 escojo

Es,xrc”Es,IIIA“ES,IIIC”EIIC,IIIA”EIIIA,S para

la cual la matriz V26 le resto Qo

- BB .



1118 IIB  IC  IIC

111c] o ol1) o

Vg - I11B| 1 0 0
1Bl 0 a4 0 0

1c| o 1 - 0

C) Max Yi5° 1 para (IIIC,IB)

D) Cota para ES,IIC’1Es,111Af7Es,111c’"EIIC,IIIA’\EIIIA,S

NErr1c, 1= 16

E) Eliminar el renglén IIIC y la columna IB y colocar

© en (IB,IIC)

ITIB IC 1IC
IIIB’ w 0 0 l
V31 = IB| O 0 o
IcI 0 oo 0 l
Cota para E (‘EES’IIIA”‘ES,IIICﬂEIIC,IIIAn

Sy1 I

E 15

111A,s VErr1c, 18 ©

F) 6= min {15,16,17} = 15 escojo

Es,IIC’\ES,IIIA(\FS,IIIC’“EIIC,IIIA"EIIIA,S”EIIm,IB'

C) Max Tk 0 escojo (IIIB,IC)

aqui podemos observar que la cota para E es igual
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a 15 ya que todas las Vi son cero

D) Cota para

E NE

s,11¢"%s,111a " Es 11re “Erre, 1r1a™ 1118, NE1c, 18

NErprp,1c= 15

E) Eliminamos el renglén IIIB y Ta columna IC y colo

camos « 1 (IC,IIIB)

IIIB  IIC
Lo .
-32 IC’ w 0

Cota para

3
Ssll;mEs,IIIA“Es,uIc”EIIC,IHA”EIIIA,S

A partir de la matriz V31 podemos darnos cuenta cuales
son los arcos posibles (IB,IIIB) y (IC,IIC) repartir de estos:
arcos podemos encontrar el circuito hamiltoniano de E con mi

nima cota igual a 15
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fc

( mA

w

e
mc

Al eliminar el vértice S tenemos el camino ham1]ton1a

no minimo de E con cota igual a 15,

ITTC, 1B, IIIB, IC, IIC, ITIA.
Con To cual tenemos un orden en el tiempo de los 6 de-
positos iniciales. Sj retomamos la matriz de incidencia A y
escribimos el nuevo orden obtendriamos la matriz A' al compa

rarlas observariamos que ha disminuido el nlimero de ceros -

entre unos

i1 & 2 &3 § § 7 8

ITels & I 3 1 .1 § @

Ble 0 2 1 1 1 3 @

pr= ITIBJL 0 1 1 1 1 1 ¢
I 1 1 1 1 1 1 1

TIE(L 0 1 1 1 1 1 1
IITA[1 0 1 0 o0 1 o 1

~ 38 -



Lo que en la matriz V¥ de diferencias seria equivalen
te a escojer un elemento de cada columna salvo en una de
ellas que corresponderia al vértice inicial Y uno en cada
renglon salvo en una de ellas 1o que corresponderfa al vér

tice final.

ITIC ITIB ITITA 1B IC IIC

I1C 3 3 6 [3] 3 6
ITIB 3 0 4 S E 4
V=1II1A & 4 4 5 4 5
IB 3 [Z] 5 2 2 5
IC 3 o 4 2 1 4]
IIC 6 4 5] 5 4 4
La suma de estos valores serfa iguai a 15 que es 1a

cota de E.

Cabe hacer notar que el camino hamiltoniano antes en-
contrado no es e] dnico, pueden haber mias, si continuamos
la arboresencia, en algln vértice pendiente podriamos en
alglin momento encontrar otros caminos hamiltonianos con -

cota igual a 15,
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1.5 PROBLEMA DE AFECTACION

Consideremos p obreros Xl’ X X .5 X 'y p traba-

2% "3* - p
Jjos Yl’ Y2, o 6 Yp, definamos Tij igual al tiempo, costo,
etc. que el obreroitarda en hacer el trabajo j, a partir de

ésto podemos formar la matriz[:Tij:].

ET problema es asignar a cada trabajo un obrero de tal
forma que Ta suma de 1los tiempos, costos, etc. sea minimo.
Esto equivale a escoger un elemento de cada renglon y de
cada columna de la matriz [:Tij:]’ por lo que podemos apli-

car el algoritmo de Little,

En el caso en el que el nimero de trabajos sea menor
que el de los obreros el problema serd escoger una entrada
en cada columna para lo cual se aplicara el algoritmo de
‘Little teniendo en cuenta que los pasos A), B) y C) sdlo

‘podran aplicarse a las columnas.

- 80 -



1.6 APLICACION DEL METODO DE COTA Y RAMA
A~ UN PROBLEMA DE ASIGNACION

Una orquesta posee un repertorio de m obras, cada una
de las cuales requiere una configuracidn propia de instrumen

tos.

La orquesta se propone dar un concierto de r obras rgm.
Si cada mlsico sabe toca  un s6lo instrumento se desea selec
cionar r obras de forma cue el total de milsicos necesarios

para su ejecucidn sea minimo.

Consideremos 1la m x n matriz[:Tij:}donde m es el ndmero
‘de obras y n el niimero de instrumentos distintos de 1la orques
ta y sea Jij el nilmero de instrumentos del tipo j que requie

re la obra i en su interpretacién.

E1 problema de 1a orquesta equivale entonces a elegir r
reng]qnes de la matriz[:Tij:]tal que sea minima la suma de
Tos mdximos valores que sobre cada columna definen los r
.reng1ones; Es decir si (11,12,...,ir) es una eleccidn enton-

n

ces Ta funcidn de costo es f(il,iz,...ir)= K1 max T..

. Se
i ijk

trata de minimizar éste valor,

- 41 .



En este problema el conjunto de repertorio posibles es

igual a (T) las posibles combinaciones de m en r.

Apliquemos el método de cota y rama al prob]ema‘ante—
rior, |

A) Calculemos una cota inferior para E fijdndonos que
para cada posible eleccifn de r renglones, el mixi-
mo valor definido sobre cada columna serj mayor 0
igual que el nimero que en orden ascendente, se colo
ca en la r-ésima posicibn (si hay dos 0 mas valores
iguales se cuentan cada uno de ellos en posiciones
distintas), A esos niimeros rj le 1lamaremos minimos

efectivos,

A la matriz[:Tij:jle afiadiremos un renglén formado por
n
1os minimos efectivos Yy una columna formada por sIg Tij ¥
n
321 ry a la cual Te Tlamaremos columna de totales., Cada una
n

de Tas j21Tj5 nos dard el nimero de mdsicos que se necesita
n

para interpretar cada una de las m obras y 351”j nos dari

una cota inferior al nlmero de mlsicos que se necesita para

interpretar r obras,

Es claro que al tomar el r-€simo t&rmino de cada una de

lTas n columnas estamos tomando una cota inferior para el ni-
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mero que de cada instrumento se necesita al escoger cuales-

quier r obras.

n
Tll L) L] L T'ij . . L) Tln jngij
o L] r']
T= | T2+« Tyg o Tin | 321745 ,
. : f
Tml mj Tmn jngmj
n
ry v ¥y jglrj

Se forma a partir de la matriz[:Tij:]la matriz[:Kij:]

de excesos m x n donde K= max {0, Tij - rj }. Se le afiade

: n
una columna formada por '§1Kij

b )
[¥]

I~ =
—
-~

n

ml ° ¢ @ mj v e ® mn j;lK

mj

Entonces una cota para el conjunto E a 1la que llamare-

mos M sera



n
M= 5217 +(i-Esimo valor en orden ascendente
» n
de las jglKij)

que no es otra cosa que el minimo efectivo de misicos que se
necesita para interpretar r obras mis el exceso sobre éste mi

nimo, para interpretar r obras.

B) Se fija en el minimo de ]as.jglKij y en su renglédn
correspondiente en la matriz[:Tij:]y aqui se tomar§
la primera propiedad separadera, supongamos que é&sa
eleccion es la obra B y formemos dos subconjuntos -
del conjunto E, el conjunto EB aquel que contenga -
Ta eleccidén B con la propiedad Pg y al cual le aso-
ciaremos la matriz Tg ¥ EB aquel que no contenga -
la eleccidén B al cual le asociaremos la propiedad

PB y la matriz TBo

C) Calculemos ahora una cota inferior para EB’ La ma-
triz }B'seré igual a la matriz T menos el renglon
correspondiente a la eleccign B, a 1a cual le afia-
diremos un renglén formado por lTos r-ésimo términos
en forma ascendente sobre las m columnas (ya que -
alin no tenemos ninguna eleccidn hecha) 1lamados rj
y afiadamos una columna formada por jngi.o

J
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11 o o -] -] e . Tln j=1 .ij

a
29

. n
_ b"'].]. ¢ ©o © o o Tb_ln jngb"lj
TB= | Then [btin| 3T

; ° e o ® ° ; n j:l n+1J

° n

Thl oo o o o o T 3%1n;

n
1 ]
3 " n jE1T J

Nuevamente se forma a partir de la matriz TB la matriz

B

anade a dicha matriz una columna formada por las jélklij

de excesos Ky donde Tos K'ii = max[ 0, Tij - r’j:1y se le

sobre cada renglé6n 1.

n
] ] ]
S F AL IR SR ij
. K! K' Q K!
Gom S Kl B
K ¢ :

|
ml LI ® e e . mn jglej

Entonces la cota para EB a la que 1lamaremos M' seri
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n
M' = jélrlj t(r-ésimo valor en forma ascendente
n
]
de las 5E1K ij)
es decir el minimo efectivo de mlsicos que se necesita para
interpretar r obras sin tomar en cuenta a la obra B mis el

eéxceso sobre este minimo que se necesita para tocar r obras.

D) Calculemos ahora una cota para Ep. La matriz Tp esta
2 . . ] = o .
ra formada de la siguiente manera ]OS'Tij""mx[p;Hj TbJ]
es decir T'ij es el nimero de midsicos adicionales que

se necesita en el instrumento J para la obra i.

A dicha matriz se le afiadird un rengldn formado por el
(r-1)-&simo término que en orden ascedente se encuentra so-
bre cada columna, A ese término le denotaremos r“j ya que aho

ra necesitamos hacer una eleccidn de r-1 obras

n

] ! 1

T 11 © o ° ° o o Tln jélle
T, ' -

TB = b-ll e ©° o e e Tb_ln J.;].Tt;—].‘}

';' T-' : T!

ml mn jﬁl mj

1] n
" L jglrrJ
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Formemos ahora la correspondiente matriz de excesos

n & ! . o
donde los K T max {0, T i3 r J}
n
n n 1]
K 11 Q 9 ¢ o o o K ln jélK _ij
! : "
Kp o= | Mbe1n e e e e Kihan | gEKny
B : :
3 n
n 1] 1)
K ml ® L[] o ® ° © K mn j§1K m‘}'

n
MY = .Lq Tbj +(r-1-ésimo valor en forma ascendente

de los términos

Lo que equivale al niimero de misicos que se necesita
para interpretar la obra B menos los r-l-ésimos valores de
Tos excesos sobre Ta obra B mds la suma de los minimos efec

tivos para interpretar r-1 obras.
E) Tomamos S=min {M', M"}

F) Supongamos que S corresponde a M' para EB’ enton-

ces'escogemos una nueva obra C que defina una par
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ticidn sobre EB a partir de las propiedades PC y
PC; Esta obra se escoge como en el paso B) y se con

tinua aplicando el algoritmo.,

G) Supongamos que S corresponde a M'' para Eps enton-
Cés escogemos una nueva obra C que defina una par
ticidn sobre Ep a partir de propiedades Po Yy PC ’

ésta obra se escogerd como en el paso B).

a) Formemos la nueva matriz TBf\TC a partir de Ta ma-
triz TB eliminando en esta el rengldn correspondien
te a la obra C, Ap]icaﬁos a esta nueva matriz el
paso C) con la diferencia gue los minimos efectivos
r'*j corresponderdn al valor colocado en la r-1 posi

~cidn al colocar en orden ascendente los elementos de
cada columna. Una cota para EB(\EC que Tlamaremos

M''' seri .

n
MYtE= Lz r™ 5 4(r-1-&simo valor ordenado en forma

n n
i
ascedente de las j§1 K i )+j§1Tbj

b) Formamos la matriz TgNT. a partir de Ta matriz g
eliminando el renglén correspondiente a 1a eleccidn

C y donde 1los T"j5 = max[ 0, ™ - ch:] a esta
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matriz se le afiadird el rengldn de minimos efecti-
vos r'g' formado por los valores colocados en 1la
r-2 posicidn al ordenar en forma ascedente los ele
mentos de cada columna y la columna de totales. Se
forma a partir de ésta matriz la correspondiente

matriz de excesos K con K'%j= max{0, T'?.

TBnTC iy

-r'g} mds la columna de totales.

Entonces una cota para EgNE. a Ta que 1lamaremos M'V

n
-+ ; s
serd M jLp max {Tbj’ ch} +(el valor colocado en la r-2

posicibn en orden ascedente de los 501

n
Ml I Bl ptie
KTJ ) j=1" j

Escogemos el minimo de 1las cotas anteriormente obte-

nidas y repetimos el procedimiento hasta obtener las r obras.

O w



1.6.1 APLICACION DEL ALGORITMO DEL PROBLEMA DE ASIGNACION

Aplicaremos el algoritmo del problema de asignacibn al

siguiente ejemplo:

La Universidad desea ampliar su oferta educativa median

te Ta apertura de 3 carreras en una nueva plaza del Estado.

La institucidn dispone del siguiente cuadro que muestra

las necesidades de profesores que requieren los cursos de -

ilas distintas carreras, cada profesor atenderd los cursos que

le correspondan en todas las carreras

Algebra ! Calculo | Mecénica ! Progra- | Geometria | Fluidos [C51CU]0

‘ macidn Analitica Avanzado
Ing. Civil 3 & 5 6 2 6 2
Lic. Mat, 3 8 9 6 8 1 5
Lik.-Fis, 3 3 6 4 5 4 3
Geologia. 2 2 4 2 3 3 3
Ing. Quimi- i/ | 1 3 3 5 3 4

ca

Se desea seleccionar las 3 carreras de forma que el

onlimero de profesores sea minimo. Para lo cual a la matriz

anterior se le aumentari un rengldn correspondiente a los

= A




minimos efectivos es decir el tercer elemento por columna or

denado en forma ascendente y una columna de totales (para ma-

yor facilidad a cada carrera se le asociari una letra C,M,F,

G,Q y a cada materia una letra a,c,n,p,9,f,k) entonces obten

dremos la siguiente matriz T

a c m.o . p g f k
c |3 2 s 62, gl2), 26(4) |
mo| 3 g(5) o(4) 4(2) 4(3) 4 5(2)| 40(17)
T= Fls 0 41, 5 a1y | g8
6 l2 2 4 2 3 3 3 |19
o1 1 3.3 5 3 4] 0
rs13 2 5 a4 5 3 3 | 25

En lugar de escribir las correspondientes matrices Kt

las kij las escribiré sobre las Tij correspondientes encerra

das en un circulo.

A) La cota para E=M sers

B) Aqui aplicamos 1a primera propiedad separadora nos

« 5] &



c)

fijamos en la carrera que corresponda al min jglKij
la cual es G, a partir de esta eleccidén formaremos 2
subconjuntos a partir del conjunto E. E1l conjunto EG
es aquel que contenga Ta eleccidn G con propiedad Pe
y al que asociaremos la matriz TG, y EG aguel que no
contenga la eleccidn G con la propiedad ;G y al que

asociaremos la matriz TG

Calculamos una cota inferior para EG para la cual elj
minamos de la matriz T el renglén correspondiente a

G, y le afiadimos un renglén formado por los 3eros tér
minos ordenados en forma ascendente de cada columna,
ya que alin no hemos hecho ninguna eleccidon, la colum-
na de totales y los Kij encerrados en un circulo arri

ba de las correspondientes Tij'

c |3 2 5 6 2 g2, 26(2)
Mmo| o3 8(8)g(3)g  g(3); (1)} ,o(12)
TF 3 3l0e g 5 g 3 | g0
Q. 1. 1 3 3 & % 4 1‘20(0)
r'sL38 3 6 6 5 4 1 31

- 57 -
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Zs .
M"= jélTGj + el segundo valor en forma ascendente de
7 7
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Ml

Ml

7

7
] : .
I,r gt 3er término en forma ascendente dejglKiJ

D) Calculamos una cota para EG para la cual elimina

i ! = - o] ia
mos de la matriz T el renglfn G y los T 13 nmx{O;HJ TGJ}
A dicha matriz se le afiadird el renglén formado por
el segundo término que en orden ascendente se encuen
tra sobre cada columna. Ya que necesitamos hacer una

eleccidn de 2 carreras

a C...'m p g F =k

1 0 o 22y 2, | s4)
1 6(6) 4(8) ,(2)5(3) §  ,(2) | {g(17)
1 1y (1) 3(3)
0 0 0o o o o 1|1
i 1 0 0 0 0 0 0 i |
Cota para EG-= M
M"= jgiTGj + el segundo valor en forma ascendente ﬁe
7 7
Bt R

M"= 1943+ 1 = 23
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E) Tomamos el min {33, 23} = 23 para EG
G) Nos fijamos en la matriz Tg ¥ tomamos la carrera que
z

corresponda al min jélKij Ta cual corresponde a Q y
partimos el conjunto Eg en dos subconjuntos EGf1EQ
que no incluya a Q con matriz TGKWTQ y EGF\EQ que

incluye a Q con matriz TGr)TQ.

a) Formamos la nueva matriz TGf\TQ a partir de la matriz

TG eliminando de esta el renglén correspondiente a ( y aumen
tando un renglén de 1os segundos términos en orden ascenden-

te en cada columna ya que solo tenemos 1 carrera

a = m p g 14 k

h
C 1 0 0 ? 0 2(2)0 5(2)
K. (0)
~ F 1 1 i 0 0 1 .0 il
r.mj 1 1 1 2 0 18 0 [

Cota para EGr'}EQ =M

7
M = J.glr-'"j+ el segundo valor en orden ascendente
7

de jgl

-~

7
ij * 3E17g;

M" = 6+2+19= 27
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b) Formemos la matriz TGﬁTQ a partir de la matriz Tg
eliminando de esta el renglén Q y donde Tos.T”ij =
max {0, T'j'TQj} se le afiadira también un renglon co
rrespondiente a el primer término de cada columna or
denado en forma ascendente ya que solo falta una elec

cibn

a C m p g ( k
C 1 o o 202y L2)y [5(4)
Taig = " |1 6(6)408),(2)5(3) 5 (1) ],,(16)
Fopr 13y 5 @)y 1,03

rmj 1 0 0 0 0 0 0 i

_ el
Cota para EGr\EQ =M

7
4_ : " B
M y jél max {TGj TQj} + el primer término en orden

ascendente de B Koo & BT,

= 2+2+4+43+5+3+4+3+1= 27

E) min {33,27,27} = 27 escojo arbitrariamente EGnEQ

7
G) Nos fijamos en la matriz TGﬂTQ el min j81K;5 que equi

vale al renglién F.

- K5 .



a) Construimos la nueva matriz TGnTQnTF eliminando el
rengldn F de la matriz TG(\TQ y aumentando un renglﬁn

con los primeros elementos de cada columna.

a G m D g f k

- cl|l 1 0o o 2 o 20209 |2
TG”TQ'”TF s 1 6604080 5 (3, 17414)
rl 1 0 0 2 0 0 0 |3

Cota para ENE N EL = Mo
7 n
MO= 3. max {T.., T..} + .5, r, + primer término de
g=d Gi* QJ 3=l "]
n
§E1%4;

24+24+4+3+5+3+4+2+2= 28

7
b) La cota para TGnTQnTF = j§1 max {TGj’ TQj, TFj}

M~ = 3+3+6+4+5+4+4= 29,

26 para E_NE

E) min {23,26,28,29} a"Eq

1]

F) Escogemos una nueva carrera que corresponderd a fi-
- 7

jarno i i ; s s B

jarnos en la matriz TGnTQ y escoger el min 3§1K1J el

cual corresponde al rengldn F.
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a) La cota para EGnEQnEF que llamaré M’ sera

7
7_ = =
M*= jE1 max {Tej’ ch,ij} 3+8+9+6+8+6+3= 45

b) Construyamos a partir de la matriz TGnTQ la matriz

ij
- TFj} y aumentando un renglfn equiva

TGnTQnTF eliminando el renglén F y las T™

n
max {0, T i3
lente a el primer término en orden ascendente de

cada columna

a c m D g T k

cl o o o 2 o 22 42)
M O 5(5)3(3)2(2)3(3) 0 2(2) 15(15)
Fj 0 0 0 2 0 0 0 2

Cota para EGINEQI\EF que llamaré M8 serd

7
mM8- Tesd + .24 r + primer término

] max {TGj’ Fi 3

J

M~y M >

3By

M8= 3+3+6+4+5+4+3+2+2= 32

E) min {33,28,29,45,32} = 28 para EG EQ EF
- m
F) a) Cota para EGr\EQr\EFINEC = j§1 ma x {TGj’ qu, TCj
= 3+2+5+6+5+6+4
= 31,

- B &
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b) Cota para EGf\EofﬁEF(\E

n
= j§1 max {TGj’ qu, ik

M
mj} = 3+8+9+6+8+3+5= 42

E) min {33,31,42,45,32,29} = 29 para EG EQ EF

Finalmente EG EQ EF corresponde a una solucidn inica
cuya cota es 29 y que corresponde a la eleccidn de las ca-
rreras Geologia, Ingenieria Quimica y Fisica la cual es opti

ma, representada en la fig. 1.

Entre mayor sea el nimero de profesores y de carreras

mids se notard la ventaja del método de rama y cota,

Para finalizar proponemos 1 problema que puede resolver

se aplicando el método anterior.

1) Dada una matriz mxn, construir una algoritmo que per

mita escoger r renglones r<m tales que la suma de las diferen

cias entre el valor mdximo y el valor minimo definidos por

€s0s r renglones sobre cada columna sea minima.
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CAPITULO 11
METODO DE PROGRAMACION DINAMICA

Considérese un sistema dinimico de parametro discreto o

por estapas

X1= g.i(x.i_la U.I) 1=1,u.,?n

donde X; se denomina la variable de estado, es decir resume
toda Ta informacidn del sistema en la etapa i y denotaremos
por Sg el conjunto de estados‘en la etapa i. Asi mismo, u, se
denomina la variable de decisién y denotaremos por Ci el con-

junto de decisiones en la etapa 1.

La funcidn g; se denomina la funcién de transformacién
de estddos y permite determinar el estado en que se encuentra
el sistema en la etapa i dado que se conoce el estado inicial

en la etapa i-1 y dado que se tomd 1la decision us.

Dado un estado inicial Xq se desea determinar la politi-

ca de decisiones



sujeto a

donde las funciones 9; ¥ fi i=l,...,n son conocidas y se

Tlaman funciones de costo.

Una descripcidon esquemdtica del desarrollo del sistema
dindmico de pardmetro discreto con su correspondiente proceso
de evaluacidn se muestra en 1la figura 1. As{ mismo, una expli
cacién de la manera en que se toman las decisiones, se trans
forman los estados y evaldan las decisiones, se tiene a conti

nuaciodn:

ETAPA 1. E1 decisor observa el estado inicial Xg ¥ basa
do en esta informacidn efectia 1a decisibn uq (que deberia es
cribirse ultxo)). Como resultado de esto se obtiene el estado
X1 de acuerdo a 1a transformacién x1=g1(x0;ul) y el correspon
diente valor asociado a tales estados y decisiones, denotado

fl(XO’xl’ul)'

ETAPA k. E1 decisor observa el estado X1 Y basado en
estd informacidn toma 1a decisidn u.. Entonces, 1la transfor
macidn 9y (Xp_1su,) proporciona el nuevo estado X, ¥ se conta

biliza el correspondiente costo o beneficio representado por

- Bl =



el escalar fk(xk-l’xk’uk)'

ETAPA n. ET1 decisor observa el estado Xo.1 Y efectia la
decision u, - Se obtiene el nuevo estado Xp ¥ el correspon-
~ diente costo o beneficio FalXy_ 15 Xps U ).

Lo que se desea en este proceso de decisiones secuencia
les es determinar la polftica T =(u§,u§,u§,°,.,u:) que mini
mice Ta suma total de 13s costos incurridos en cada etapa,

esto es
n

mn B FiGpexgaug)
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Una manera de representar el conjunto de estados Si y
de decisiones C; para i=1,...,n de un sistema dinimico, se

hace también mediante una grafica N donde los estados se Ve

presentardn como vértices y a cada posible decision u, -

i=l,....,n se le asocia un arco que une el estado inicial con
el estado final resultante de esa decisidén. La funcidn de -
costo se representara déndo?e pesos fi(xi-l’xi’ui) a los ar
cos..correspondientes° Entonces z= iglfi(xi-l’xi’ui) represen
ta el costo de Ta trayectoria definida a partir de las deci-

siones u; en Ta grafica N. Minimizar z equivaldra entonces a

encontrar una trayectoria Gptima en la grafica N.

E1 principio de optimalidad de Bellman dice: "un vector
de decisidon Optima tiene la propiedad que cualesquiera que -
sean el estado y la decision iniciales, 1las decisiones res-
tantes deben constitufr un vector de decisién optima con res
pecto al estado resultante de la decisidn inicial”. Es decir
si:

J(xi_, X, ) es el costo de 1levar el sistema en la
J j+1
etapa j del estado X; @ X
J 341
y J?(xo,xn) el costo de 1a trayectoria optima para ir desde
Xq hasta X, entonces la porcidn de ésta trayectoria que co-

mienza en el estado X351 ¥ termina en el estado X, sera la tra

yectoria Optima que une estos dos estados.
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Apliquemos el "principio de optimalidad" etapa por etapa

esto nos 1lleva a:

* - .
J* (xo,xn) min { J(xo,xi ) + J* (x,i : xn)}
i 1 1
1
donde X; representa para todos los posibles valores de 11
|
Tos posibles estados en que puede encontrarse el sistema al

final de Ta primera etapa. Andlogamente:

* ALy 3 -
g (xo,xn)— min {J(XO’xi )+ min {J(xi S X )+ J* (xi,xn)}
i, 1 i, 1 2 2

= min {(xg,x )+ min {I(x; ,x; )+ min} Iy o )

i
3
11 12 1 2 13

*ooo+ min {J(xi s Xoo )+ J(Xi

,xn)}n.. }
1n-1 n-2 n-1

n-1

donde {xi } representa el conjunto de estados al principio

. J
de la etapa j.

E1 método de programacidn dinimica nos 1leva a transfor
mar el problema inicial de minimizacion de n etapas que en-
vuelve una eleccion de Uy i=l,...,n decisiones en una suce-
sidn de un problema de minimizacidén de una etapa que envuel:

ve elecciones de u; entonces u, entonces alguna otra decisidn.
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II.1  UN PROBLEMA DE RUTA

Como una aplicacidn del método de programacidn dindmica,
consideremos el siguiente problema de ruta el cual tiene una
- gran variedad de aplicaciones, Supongamos que tenemos N ciu-
dades numeradas 1,2,...,n en algiin orden y un conjunto de ni
meros J(xi,xj) donde J(xi,xj)= el tiempo requerido para ir -

de Ta ciudad i a la T

Comenzando en la primera ciudad, queremos trazar una tra
yectoria a la n-ésima ciudad la cual sea de tiempo minimo. Po
demos ir directamente de 1la primera a la n-&sima ciudad & pa

sando por cualquiera de las otras ciudades.

En algunas ocasiones no hay coneccidn entre 2 ciudades en

particular, en este caso consideremos J(xi’xj)= &

Si N es muy grande, cualquier solucidn enumerativa direc
ta es imposible. Consideremos el problema general de minimizar
el tiempo requerido para ir de la i-ésima a la n-&sima ciudad,
Sea J(xi,xn)= el tiempo requerido para ir de la i-&sima a la

n-&sima ciudad usando la trayectoria Gptima.
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Entonces
g 2 *
J*(x.,xn)— min {J(xi,xj)+ J (xj,xn)}

1 J+'I

A 1o anterior podemos aplicarle el método recursivo de

la programacidn dindmica.

Busquemos el camino o trayectoria de valor minimo entre

My A de la siguiente grifica

~ BT =



Para 1o cual construiremos una tabla en Ta cual repre
sentaremos el vértice de salida, el vértice adyacente, -

J(xi,xj)&d*(xj,xn), valor de la trayectoria Optima, trayec-
toria Gptima.

Vértice vértice J(X.,x.)+ J*(x,,x_) valor de trayectoria
de 1" e la trayec- "y ‘
salida adyacente toria optima Optima
B A 4 4 B-A
C A 2 2 C-A
D B 5+4=29 9 D-B-A
- c 8+ 2= 10 | 10 6-C-A
E D 3+9 =12
A 8 8 E-A
F E 8+ 8= 16 ‘
B 2+ 4 =68 6 F-B-A
o D 9+ 4 =13
F 8+6=14
G 1+10=11 11 I-G-C-A
H D 3+9=12
E 8+6-=14
F 4+6=10
il 5 +11 = 16 10 H-F-B-A
L Fooip 5 s ‘2411 =-13 13 L-I-G-C-A
J B 8+ 4=12
“'H 3:'+10 = 13 12 J-B-A
K H 11 410 = 21
I 5 +11 = 16
F 7'+6=:13 13 K-F-B-A
~M J g #12=, 21 .
i 6 +10= 16,
L 8 +13= 21
K 13 +13= 26 16 M-H-F-B-A

La trayectoria optima para ir de M a A sera M-H-F-B-A con valor igual a 16.
' - 68 =



1.2 APLICACION AL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

E1 problema del Agente Viajero que discutimos en las apli
caciones del Capitulo I, puede también ser resuelto por el mé
todo de programacidn dindmica aplicado al &rbol que definen las
distintas permutaciones de las N ciudades. Por ejemplo si tene
mos 4 ciudade;\y costos de transporte entre ellas dados como en

Ta figura que sigue

podemos construir el drbol de la figura 2.

Aunque el método de programacién din&mica puede aplicar
se a éste problema, el método de cota y rama es mas eficien-
te ya que si el nimero de ciudades en muy grande el &drbol
correspondiente seria diffcil de construir, pues constaria

de N!vértices finales.
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