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INTRODUCCION

La finalidad de este trabajo es el de contribuir de alguna
manera en el desarrollo gue ha tenido en Gltimas fechas nuestro
estado y esto es debido a la firma del acuerdo de libre comercio
firmado por los paises de México, Estados Unidos de América Yy
Canada. Nuestro estado por estar situado en la parte fronteriza
con Estados Unidos de América, es una de las rutas por donde pasan
los diferentes productos que se comercializan en los tres mercados
mas grandes del mundo. Por lo anterior las conpafiias
transportistas requieren que los centros de investigacién
consideren y formalicen teéricamente el problema de distribucién
de articulos de las fuentes de suministro a los puntos demandantes
lo mas eficiente posible para poder competir con las demas y asi
dar un mejor servicio al usuario.

El objetivo de esta tesis consiste b&sicamente en mostrar y
demostrar la convergencia de algunos algoritmos gque nos sirven
para resolver el Problema de Transportar un determinado producto
de varios puntos suminitros a un ntmero dado de puntos demandantes
a un costo minimo y también consideramos un algoritmo que nos
resuelve el problema de la distribucién de algtin producto de un

nimero dado de puntos origenes a varios puntos de consumo en un
tiempo minimo.

En algunas materias de matemdticas del &rea de ciencias e
ingenieria se tiene el problena gue UGnicamente se contempla la
parte tedrica y el estudiante no tiene una visién de las

aplicaciones de ésta. Ante esta necesidad de materias, considero



que esta tesis ayudard a mostrar a los alumnos que cursen la
materia de Algebra Lineal, un tipo de problemas que pueden

resolverse utilizando el contenido teérico de esta asignatura.

Al inicio de cada uno de 1los capitulos hacemos una
introduccién del contenido a contemplarse y después los
desarrollamos ejemplificando y justificando los resultados
obtenidos.

Los contenidos de cada capitulo lo podemos resumir de la
siguiente forma:

En el capitulo I presentaremos algunos ejenplos para tener
una idea del tipo de problemas que podemos resolver utilizando 1la
teoria contemplada en este trabajo, haciendo el andlisis para cada
uno de los ejemplos y, basados en éstos, hacemos la generalizacién
para problemas de m origenes con n destinos; posteriorqente,
formulamos el modelo matemdtico para el problema generalizado.
Finalmente, hacemos algunas observaciones de las diferencias del
Problema de Transporte con Respecto a los Costos Y el Problema de
Transporte con Respecto a los Tienpos.

En el capitulo II analizamos la estructura de 1la matriz de
coeficientes tecnolégicos del Problema de Transporte y las
propiedades de triangularidad, unimodularidad Yy el rango de las
matrices béasicas, demostramos adenas gque en el proceso que se
sigue, para llegar a la solucidn, Optima siempre se deben
considerar arreglos aciclicos.

El capitulo II es el marco tedrico del Problema de
Transporte que nos garantiza que el Método que utilizaremos para

resolverlo realmente converge a la solucidn optima y que es una



modificacién del Método Simplex en donde se aprovecha la
estructura especial que éste tiene.

En el capitulo III enunciamos la condicidén de factibilidad
del Problema de Transporte, el Método de Minimo Costo para
encontrar la solucidén inicial, demostrando gque con este Método
siempre obtenemos la asignacidén a m+n-1 variables, con arreglos
aciclicos, presentando ademds un criterio para conocer si la
solucién inicial es la optima y el proceso de generar otra
solucidén basica, en caso de que la solucién inicial no lo sea y
posteriormente enunciamos los pasos del Método de Combinatoria
para obtener la solucién o&ptima de Problema del Transporte con
Respecto a los Costos y finalmente tenemos un apartado dedicado al

Método para determinar los ciclos en la Tabla del Problema de
Transporte.

En el capitulo IV consideramos el Problema de Transportar un
determinado producto de varios puntos suministros a un nimero dado
de puntos demandantes a un tiempo minimo en su distribucidén total.
En la primera seccién estudiamos distintas formas de llegar a la
solucidén basica inicial y elegimos el proceso mds conveniente (La
Tabla Pequefia) . En la segunda seccidn enunciamos el algoritmo para
encontrar la solucién o6ptima y en el Gltimo apartado, demostramos
que el algoritmes de solucidén Optima del Problema de Transporte
con Respecto al Tiempo realmente converge.

Como conclusidén de este apartado, guiero recalcar que el
objetivo de este trabajo fundamentalmente es el de presentar,
explicar e ilustrar los algoritmos para resolver el Problema de
Transporte con Respeto a los Costos y el Froblema de Transporte
con Respecto a los Tiempos, para después seguir trabajando en un

paquete computacional que nos facilite los cdlculos en problemas
practicos de regular tamafio.
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CAPITULO |

EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE

En este capitulo mostraremos algunos ejemplos gue nos ayuden
a formarnos una idea del tipo- de problemas que estudiaremos en
este trabajo. En Lkase a estos ejemplos modelaremos en forma
natural el Problema del Transporte con Respecto al Costo (PTRC),
también llamado el Problema Clasico del Transporte, de una manera
general, es decir, donde se tenga que hacer la distribucidén de un
producto determinado de m puntos de suministro a n puntos de
demanda a un costo minimo. Para el andlisis del Problema del
Transporte con Respecto al Tiempo estudiaremos los ejemplos
elementales a los que hacemos referencia en la primera seccidn y
apoyados en éstos, formularemos matemdticamente el problema,de
manera general, donde se tenga que hacer la distribucién total de
un determinado producto de m almacenes a n puntos de demanda y que
se efectie a un minimo tiempo.

Finalmente basandonos en los ejemplos y modelos de cada
problema, se enumeraran y analizardn las caracteristicas gque hace

diferentes a cada problema en particular.



1.1 ANTECEDENTES

El Problema del Transporte es una de 1las aplicaciones mas
exitosas de la Programacién Lineal por sus métodos de solucién,
las diferentes formas de plantearlo y 1la gran variedad de
problemas que se pueden adaptar al proceso de solucidn.

El primer trabajo enfocado al Problema del Transporte fué
desarrollado por L. Hitchcock en 1941 titulado "The Distribution
Of A Product From Several Sources To Numerous Locatities". En este
trabajo Hitchcock trata de resolver el Problema del Transporte
utilizando el WMétodo Simplex sin aprovechar la estructura que
tiene la matriz de los coeficientes tecnoldgicos del Problema del
Transporte. Posteriormente en 1947 T.C Koopman presentd su trabajo
"Optimun Utilization Of The Transportation System" en forma
diferente a lo gque trabajoé Hitchcock. Este utilizé detalladamente
la estructura que tiene el Problema del Transporte.

Las anteriores contribuciones ayudarén al desarrollo de
los modelos de Transporte, que comprenden muchos sitios de
enbarque y muchos puntos destinos. E1 planteamiento general y
la utilizacién de 1a estructura para determinar 1la solucidén al
Problema del Transporte fué hecho por G. B. Dantzing que modificé
Y adaptdé el Método Simplex al Problema del Transporte para
encontrar la solucién éptima.

Otro investigador que contribuyé en esta direccién fué E.
Egervary, quien trabajdé con la matriz de 1los coeficientes
tecnoldégicos haciéndole permutéciones de ceros y unos.Fué hasta
1955 cuando H. w. Kuhn, ayudado por el trabajo de Egevary,
desarrolld un método alterno en la solucién al problema llamado

Método de Ford Y Fulkerson.



En la actualidad existen una gran diversidad de métodos para
encontrar la solucién éptima al problema, y cada uno de ellos es
de alguna manera una modificacién al Método Simplex para

aprovechar la estructura del problena.

1.2 EJEMPLOS DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON RESPECTO AL COSTO Y
CON RESPECTO AL TIEMPQ.
El objetivo de esta seccidén es mostrar algunos ejemplos para
que tengamos una idea més clara de lo que abordaremos en este
trabajo.

Consideremos el siguiente ejemplo del PTRC donde se tienen

dos origenes y tres destinos.

EJEMPLO 1,.2.1
Supongamos que tenemos el problema de distribuir el producto
de dos almacenes a tres lugares de consumo, las cantidades de
producto que se tiene en cada almacén son conocidas, de igual
manera, los requerimientos de los puntos de consumo, y el costo
unitario de embarque de cada almacén a cada punto de consumo.
La tabla 1.2.1 muestra los costos de transportacién de cada

origen a cada destino.

PTOS. DE CONSUMO

1 2 3
1 1 2 7 e
ALMACENES
2 8 4 6 15

REQUERIMIENTOS -» 5 29, 3 1————————-~—-SUHINISTRDS

Tabla 1.2.1

En la tabla 1.2.1, el ntmero cuatro que se encuentra en el



segundo renglén y segunda columna representa el costo al enviar
una unidad de producto del segundo origen al segundo destino, una
interpretacién andloga se le puede dar al resto de los nlmeros de
la tabla.

El objetivo es encontrar un plan de transportacién de tal
manera que el costo de distribucién total sea minimo. Este es un
ejemplo de un Problema del Transporte con Respecto al Costo, el

planteamiento de cada ejemplo los analizaremos en la seccién i P

En el siguiente ejemplo no interesa el gasto econdémico en la
la distribucién del producto, sinc el tiempo ‘que tarda en 1la
colocacion total del producto desde los puntos de suministro a
los puntos de demanda.

EJEMPLO 1,2.2

Supongamos que se tienen corrales de engorda de ganado
localizados en Hermosillo, Culiacin Y Puebla. En cada una de estas
ciudades se sacrifica Y distribuye 1la carne a vendedores
localizados en varias ciudades del pais. La demanda mensual

estimada por pedidos en canales es como sigue.

DEMANDA DE CANALES PARA EIL PROXIMO MES

CIUDAD NUM. DE CANALES
Mexicali 30
Nvo. Leén 55
Nayarit 50
D.F 65

*Las cantidades estan dadas en mlles

Tabla 1.2.2



Los tiempos gque tardan en la transportacién por ferrocarril

entre los corrales de engorda y los vendedores son:

TIEMPOS DE TRANSPORTE

m:sné\\ HACIA MEXIC ALI NAYARIT NVO. LEON D.F
HERMO S ILLO 14 16 12 20
CULIACAN 12 14 10 8
PUEBL A 10 16 8 15

* Los tlempos estan dados en dlas.
Tabla 1.2.3
Actualmente se cuenta con el siguiente suministro de canales
disponibles:

SUMINISTRO DE CANALES DISPONIBLES

CORRALES SUHINISTRO
HERMOSILLO 100
CULIACAN 40
PUEBL A l 60

* Las cantidades estan dadas en mliles

Tabla 1.2.4

El problema seria entonces cémo construir un plan de envio de
tiempo minimo entre los corrales de engorda y los puntos de
demanda. El ejemplo anterior es un Problema del Transporte

considerando el Tiempo.

Si observamos tanto en el ejemplo 1.2.1 como en 1.2.2 el

(62}



namero total de unidades ofertadas es igual al namero totalde
unidades demandadas, cuando los problemas tienen ésta
caracteristica diremos que el Problema del Transporte esta
balanceado,

En el ejemplo 1.2.2 se da el nimero de canales suministrado,
el nimero de canales demandado Yy el tiempo necesario que se
requiere para llevar un cargamento del origen i al destino j (con
i=1,2,3 ¥ 9=1,2,3,4). Siempre supondremos que el tiempo no depende
del nimero de unidades a transportar.

Al leer detenidamente los ejemplos 1.2.1 y 1.2.2 podemos
observar cierta similitud entre los problemas, en otras palabras,
para los dos ejemplos se tiene un determinado nimero de origenes
ofertantes y algunos puntos demandantes de un producto dado y el
objetivo en cada caso es encontrar un plan de distribucién del
producto optimizando alglin recurso. Un Problema donde sea
necesario Transportar cierto producto de varios sitios a un
determinado nimero de destinos se puede plantear de las dos
formas, es decir, considerando los costos y también considerando

los tiempos en su distribucién, como lo ilustraré en el siguiente

ejemplo:

EJEMPLO 1.2.3
Consideremos el enunciado del ejemplo 1.2.2 con las
restricciones de demanda Y suministro dados en las tablas 1.2.2 Yy
1.2.4 repectivamente.
Los costos en 1la transportacién por ferrocarril entre los

corrales de engorda a los vendedores son



COSTOS DE TRANSPORTE

nmmé\\:mcu MEXICALI HAYARIT NVO. LEON D.F
HERMO S ILLO 42 39 40 43
CULIACAN 46- 30 38 34
PUEBL A 50 37 45 40

* Los costos estan dados en miles.

El objetivo en este caso es como hacer la distribucién del
producto de los puntos de suministro a los puntos de demanda de
tal manera que el costo sea minimo.

El problema gque surge ahora es como modelar este tipo de

problemas en notacién matemdtica.

Iniciaremos con 1los dos ejemplos elementales 1.2.1 vy
1.2.2 vistos anteriormente formulandolos para posteriormente
plantearlos en forma general, es decir, con m puntos de suministro

Y n puntos de consumo.

1.3 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON RESPECTO AL
COSTOL
Analicemos el ejemplo 1.2.1 donde se tiene una demanda de 29
unidades de cierto producto con igual nlmero de unidades
suministradas, conocemos ademds los costos de transportar una
unidad del producto de cada origen a cada destino como se

muestra en la figura siguiente:



PTOS. DE CONSUMO

1 2 3
1 1 2 7 3
ALMACENES
2 8 4 6 15

REQUERIMIENTOS - 10 ik 8 ']; SUMINISTROS

Sea X,, es el niGmero de unidades de producto que se envian

del almacen i al punto de consumo e

La demanda de 10 unidades de producto del primer punto de
consumo sera abastecido por dos almacenes, en notacién algebraica
se expresa de la siguiente forma:

X +x =10
11 21

En el segundo punto la demanda de producto es abastecido por
los dos almacenes y ésto lo expresanos:

X +x =11
12 "2z

De la misma forma para el tercer punto de consumo

X, tx__=8
13 23

En resumen las ecuaciones de suministro quedarian

+x =
X11 YZI 10

-+ =
X12 x22 11

+X 8

T

Todo lo gue se encuentra almacenado en los puntos suministros
deberd de ser entregado a los tres puntos de consumo. Por ejemplo,
las 14 unidades de producto con gue cuenta el primer almacén
deberdn ser repartidos en los tres puntos de consumo, en términos

algebraicos

-} =
x“+x12 x13 14

De forma andloga para el segundo almacén



X_  tX__+x =15
21 Tz2 T2
Las ecuaciones de demanda son:
i +x =14
){1 1 x1 2 13
+x_ _+x_ =15
*a1 22 23
Por otro lado,como se conocen los costos de envio de cada
origen a cada destino, el costo de la distribucién del primer
destino quedaria
x +8x
11 21
Y para los dos destinos restantes los costos serian
.*. S .
2x12 4x22,

7x13+6x23

Respecltivamente.

Con 1las vrestricciones anteriores donde se tiene que
distribuir todo el producto de los dos almacenes Yy abastecer las
demandas de cada uno de los puntos destinos a un costo minimo, el
modelo nos gquedaria:

Minimizar Z=x +2x +7x 48X +4x  +6x%
11 12 13 21 22 23

Sujeto a:

X +x =10 Restricclones

11 21
de

X +x =11 Requerimlento
12 22

X +X_ = 8
13 23

Restricciones
de
Oferta

X +x +x =14
11 12 13

X +X_+x =15
21 22 23

El Problema general del Transporte con respecto al Costo con
m origenes y n destinos se puede formular de manera andloga que el

ejemplo ilustrativo anterior. A continuacién veremos su



generalizacién.

Consideremos el problema de distribuir cierto producto de
m-puntos de suministro a n-puntos de demanda, como se muestra en

la grafica que sigue

0 - : D
R E
I " 5 s
G T
E T
N J 3 N
E ) : 0
s : ; s

Se conoce la produccién de cada uno de los puntos origenes y
la demanda de cada uno de los puntos destinos, ademds, setienen

los costos unitarios de cada origen a cada punto de consuno.

El problema seria encontrar un plan de distribucién de tal

manera que el costo sea minimo.

1.3 PLANTEAMIENTO DEL  PROBLEMA GENERAL ~ DEL  TRANSPORTE CON

RESPECTO AL COSTO.

Supongamos que se tiene cierta cantidad de un producto
distribuidos en n almacenes, donde el almacén uno puede abastecer
a unidades de producto, el almacén dos puede abastecer a,
unidades de producto Y asl sucesivamente hasta el almacén m-é&simo
que tiene a unidades disponibles de este producto. De la misma

forma se tienen n puntos de consumo con una demanda de b1 unidades

10



de producto el primero, b2 es la demanda del segundo punto de
consumo y asi sucesivamente hasta el n-ésimo punto de consumo que
tiene una demanda de bn unidades de este producto, conocemos
ademis el costo de transportar una unidad de producto de cualquier
almacén a cualesquiera de los n punto de consumo.

Consideremos el PTRC donde cada origen puede abastecer a 1lo
nas el nOmero de unidades que se demandan Yy los puntos de
abastecimiento le deben de surtir a lo mds las necesidades gue se
tiene de este producto.

El problema planteado de esta forma es como en la realidad se
nos presenta.

El  interes primordial es determinar cuantas unidades de
producto se van ha enviar de cierto origem a un destino
determinado de tal manera que la distribucién total se efectud con

un minimo costo.

1.4 FORMULACION ~MATEMATICA DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON
RESPECTO AL COSTO.
La formulacién del Problema del Transporte clasico planteado
en forma general, como se describié en la seccidén alterior donde
se tienen m puntos de suministro de algan producto y n puntos de

demanda de este producto qguedaria expresado:

i1



i = + +.o..t X +c +c. X +...+tc x +
Min 2 cilxli c12X12 cin 1n 21x21 22 22 2n 2n

cC ¥ +c ¥ +...+.¢
1 m1 m2 m2

X .
m mn mn

Sujeto a:
X + X +...+ X =a (1)
11 12 in 1

+ Fe0ot =a 2

X21 xaz Hai 2 (2)

X +x +...+ x sa (m)

1 m2 mn

+ zb (m+1
xi 1 * XZI xml 1 ( )
-+ + + % zb (m+2
X12 xzz m2 _ 2( )

+ X + x . + X =b (m+n)
mmn n

Donde 7 es la funcién objetivo que tratamos de minimizar Y
representa los costos en la distribucién total. La ecuacién (1)
representa gque todo el producto existente en el primer almacén
tiene que ser distribuido en los n puntos de demanda, la ecuacidén
(2) representa que todo el producto existente en el segundo origen
tiene que ser distribuidos en los n puntos de demanda, el mismo
significado tienen las otras ecuaciones hasta la m-ésima. La
ecuacidén (m+l) significa qgue la demanda gue tiene el primer punto
de consumo tendrd que ser abastecido por los m almacenes, la
ecuacidn (m+2) significa que el déficit que tiene el segundo punto
de demanda tendrda que ser abastecido por los m almacenes y asi
sucesivamente hasta la (m+n) ecuacién gque nos indica lo que se
requieré de producto en el n-ésimo punto de consumo sera
abastecido por los m almacenes.

Para el Problema del Transporte existen m+n ecuaciones

12



guecomo veremos mas adelante en este trabajo, son Linealmente
Dependientes (L.D), es decir, alguna de ellas se puede expresar en
términos de las restantes.

Después de agregar variables de holgura, el médelo del

problema se transforma en un Sistema de Ecuaciones Lineales de la

forma:
Min 2= ¢ x +¢ X +...+¢c x +c¢_ x +c_x +...+tcCc_ X +
11711 12712 in" 1n 21721 g2 02 2n" 2n
¢ X ¢ ¥ e aFaC .
ml ml ma2 m2 mn mn
Sujeto a:
X + X +...+ X =a
11 12 1n 1
X M . et K =a
21 Zie 2n 2

X 4+ ¥ + X =P
11 21 ml 1

12 e 2 m 2 2
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En forma compacta quedaria:

m n
Min Z= ) ) ¢ x
1) 1)
1=1)=1
Sujeto a:
n
Z X‘ = ai 1=1,2,3,...,m (Restricciones
J=1 J de suministro)
m
Z X = b J=1,2,3,...,n (Restriccliones
1=1 J ] de demanda)
IJZ 4] (Restriccliones de no
negatividad)
Donde:

le— Es el nlmero de unidades del producto a transportar del
origén i-ésimo hacia el destino j-ésimo.

S 5 Es el costo de transportar un cargamento del i-é&simo origen
al j-ésimo destino.

a - Es el namero de unidades disponibles de un cierto producto en

el origen i-ésimo.

bj— Es el nimero de unidades de producto requeridas por el j-ésimo

destino.

En forma matricial el Problema del Transporte gquedaria

expresado:
Min 2Z=CX
Sujeto a:
AX=Dh

X=0

14



Donde:

C

.o & B C [ 84 PR C
117 Taz’ P Fint T2 Tz22f ! Toan w1’ Tm2f e mn)

t
XK=(X _, X _ 40004 X , X

& x * ® & x
12 X uiF ’ m)

11

1t T2

a a a a a a
11 12 in 21 22 2n ml m2 mn
1. 3 1 G 5es@ s ows 0 0 “;W
0o 0 1 L. wamid s aes 0 0 .0
0 0 0 0 ) OF o sions 50 i 1 «a

A=

1 0 0 1 1 o TR 1 0 0
Q0 1 0 1 e ) P e 4] 1 (4]
0 o i 0 0 i 0 ...1

como se observa, la matriz A de los coeficientes tecnoldgicos
del Problema del Transporte, tiene una estructura especial, es
decir, sus componentes constan Unicamente de ceros Yy unos.
Aprovechando esta configuracidn posteriormente, se nos facilitaran
los calculos para llegar a la solucidn &ptima, como se expondré@ en

este trabajo.

En la siguiente seccién plantearemos el PTRT donde se tienen
un produéto determinade en m almacenes y se tienen n puntos de
demanda, conocemnos ademds el tiempo gue se requiere paraenviar un
cargamento del origen i-ésimo al destino j-ésimo. Se dquiere
conocer qué almacén debe surtir a gué punto de consumo, de tal

forma que todos los puntos de demanda sean abastecidos en el menor

tiempo posible.



1.5 PLANTEAMIENTO DEL PROBLE.MA DEL TRANSPORTE CON RESPECTO AL
TIEMPO.

Para numerosos problemas practicos, el tiempo en 1la
distribucién de algin producto juega un papel de gran impertancia.
Por mencionar algunos ejemplos; la distribucién de ganado, frutas,
hielos, granos, etc. De alguna manera se requiere gque su
distribucién se efectué en el menor tiempo posible debido a que
son necesarios para su procesamiento, o que el costo esta
relacionado con el tiempo de entrega y, como es sabido, entre mas
se tarde su distribucién, mayores serdn las perdidas para el
productor.

Antes de hacer wun planteamiento del PTRT en forma general
analizaremos el ejemplo 1.2.2 explicado en la seccidén 1.2.

Para este ejemplo conocemos la cantidad de producto que puede
suministrar cada uno de los puntos origenes y la cantidad de
producto que demandan los puntos de consumo. Como se nuestran en
las tablas 1.2.4 y 1.2.2 respectivamente. conocemos ademas el
tiempo que se requiere para enviar un cargamento de cada origen a
cada punto de demanda, como se cbserva en la tabla 1.2.3.

Los puntos de suministro son Hermosillo, culiacdn y Puebla
gque tienen disponible 100, 40 y 60 mil canales respectivamente,
gue van a ser repartidos en Mexicali, DNuevo Lebn, Nayarit,
Distrito Federal y tienen una demanda de 30, 55, 50 y 65 mil
canales respectivamente.

Supongamos gue tenemos todas las posibles soluciones [X1J] Yy
su matriz asociada de tiempos T=[t:J]’ Se elige, de entre todas
las soluciones, aquella en la cual, el viaje gue requiere méas

tiempo en su distribucidén sea el mas corto posible y ésta serd la

16



solucidén optima.

Con ayuda del ejemplo jlustrativo anterior, podemos ahora
hacer descripcién del PTRT en forma general, es decir, donde se
tengan varios origenes de suministros y varios puntos de demanda.
A continuacién hacemos este planteamiento.

Supongamos gue tenemos m-origenes con una oferta de un
determinado producto de al'unidades en el primero, a, unidades en
el segundo,..., a_ unidades en el m-&simo respectivamente, Yy se
tienen ademds n puntos de destinos con una demanda de este
producto de b1 unidades en el primer punto de demanda, b2 unidades
el segundo punto de demanda,...,bn unidades en el n-ésimo punto de
demanda respectivamente y sea X, la cantidadrenviada del origen i
al destino j ¥y tlj el tiempo (Medido en minutos, hrs., dias, etc.)

-

que se tarda en la distribucién de un cargamento del i-ésimo
origen al j-ésimo destino, con sus respectivos tiempos tlJ para
cada uno de los embarques.

El problema consiste en encontrar de entre todas las
soluciones factibles [XU] y su matriz asociada de tienpos
T=[t”], aquella en la cual el viaje que requiere mas tiempo sea
el mis corto posible.

Observese gue el nimero dé unidades de producto que pueden
ser abastecidos por los tres puntos origenes, es igual al nimero
de unidades demandadas por los cuatro puntos de consumno, es
decir,el Problema del Transporte estd balanceado.

Por lo general, todos los algoritmos existentes para resolver
el Problema del Transporte requiere due el Problema esté

Balaceado. Cabe sefialar que cuando un problema es no balanceado se

puede modificar para obtener otro balanceado y equivalente.



El objetivo en la siguiente seccidén, es como modelar este
problema en términos matemdticos, para después dar el método que

nos dé la solucidén al Problema.

1.6 FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON
RESPECTO AL TIEMPO.

Antes de hacer el planteamiento general del PTRT,
consideraremos el ejemplo 1.2.2 descrito en la seccién anterior.
Para este caso se tienen tres puntos de suministro que van a
abastecer los cuatro lugares de demanda, suponiendo que todo lo
que se suministra de producto en los tres origenes se distribuyen
en los cuatro puntos de demanda y que todas las necesidades son
satisfechas.

La ciudad de Hermosillo puede abastecer a los cuatro puntos
de consumo y se expresa come sigue: \

(1) ewow 2 F3. 3% _+x_ =100
HHM HL HN o
De igual forma para Culiacdn y Puebla
(2) ... x_+x  4x +x =40
CH “cL “cN Tcp
(3) siswoe X ¥ 4% FX =60
P PL PN TPD

Las ecuaciones anteriores son restricciones de suministro.

La ciudad de Mexicall tiene una demanda de 30 mil canales que
seran abastecidos por les tres puntos de suministro, lo anterior

se puede expresar:

(d)wosnms X, X _+X
Hu “cu “PH

<30

I

De manera andloga para Nuevo Ledn, Nayarit y Distrito Federal

(5)icven X 43 k%X =55
HL CL P L

(B).s 94w xH“+xCN+xpN=50

(T) swsn xnu+xcn+xpD:65

18



A las ecuaciones (4), (5), (6) y (7) se le llama
restricciones de demanda.

conocemos ademis los tiempos para transportar un cargamento
de cada origen a cualquier destino, en otras palabras, se nos da
la matriz de Tiempos T=[tlj].

Al iterar algGn método de solucidn, para cada solucidn

] * L]
X =[X1J] se tiene asociada una matriz de tiempos T=[tiJ ] gque

satisfacen

t" >t si x >o; £t =0 si x =0
1) 1) 1) 1] 1)

Encontrando todas las soluciones X=[xij] y su asociada matriz
de tiempos T:[tiJ] elijiremos aguella en la cudl el viaje dque
requiere mayor tiempo en su distribucidén se efectue en el menor
tiempo posible.

La formulacién del PTRT, en forma general, se puede modelar
en forma andloga al ejemplo ilustrativo.

Conocemos la cantidad de cargamentos que puede suministrar
cada uno de los m puntos origen a los n puntos de demanda (como en

el PTRC). Las restricciones de suministro son:

¥ F ® FewatP X =a
11 12 in 1

X ¥ K Feest X =a
21 22 2n 2
X +x +...+ X =a
ml m2
En el PTRT al igual gue cuando se consideran los Costos,
conocemos las demandas de cada uno de 1los puntos destinos. Las

restricciones de demanda son:
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11 21 ml 1
12 22 w2 2
+ R + X + x =b
in 2n mn n
Otras de las restricciones gue se imponen al PTRT es que esté
balanceado, es decir:
a +a_+...+a =b_+b_+...+b
i § 2 m 1 2 n
Se da inicialmente una matriz de tiempos

t ;B peesst. ]

m 2 mn

P, » By eesep £ LIPS -

5 o
it in'’ 21F Top! t m1

Cualquier solucidn al problema tiene asociada una matriz de

tiempos.

El problema es encontrar una distribucién de tal manera gue
el viaje que requiere mayor tiempo en su distribucidén sea el menor
posible.

El mddelo anterior lo podemos expresar en forma compacta de

la siguiente manera:
Las restricciones de suministro
I
Z ¥ o=a 1=1,2,3,...,m (1)
Restricciones de demanda

X =b JEL 2B, e il (2)

Las constantes a .y bj satisfacen la condicidén

20



m n
z a= z bJ (3)

Se da inicialmente una matriz de tiempos
T=( t, ]
Toda solucidn [xlj] tiene asociada una matriz de tiempos
L] ] L "
T =[t1j] cuyos elementos tlj satisfacen:

*
t . >E
i

. ’ .
si x  >o0; t . =o si x =0
i) i]

j 1) 1y
El problema es encontrar entre todas las posibles soluciones

X'=[xlj] y su asociada matriz de tiempos T’=[ti ], alguna de la

J

1 * 3 L L] s s - L]
cual el t1 gque es el mayor tiempo en la distribucidén del 1-ésimo

J r
origén al j—ésimo destino este tome el valor nas pequefio.
b
Observacién: La condicidén (3 restringe a que el Problema
del Transporte esté balanceado, en caso de que
no lo esté, se le puede aumentar un destino &
un origen, ficticio como se explicara en la
seccidén 3.1.
En la siguiente seccién con el planteamiento y formulacién
del PITRC y del PTRT analizados anteriormente, estamos en
condiciones para enumerar las diferencias y caracteristicas de

cada problema en particular.

1.7 DIFERENCIAS ENTRE EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON  RESPECTO AL
COSTO Y EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON RESPECTO AL TIEMPO.

Tanto enel PTRC como en el PTRT se minimiza algGn recurso,
para los dos problemas se utilizan algoritmos diferentes de

solucién, ya que al tratar de minimizar los tiempos en la
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distribucién de algGn producto, la expresién t usando el

inlJ
algoritmo para minimizar costeos, no tiene sentido. Por ejemplo,
eslo mismo enviar 10 unidades a enviar una unidad de cierto
producto si se consideran los tiempos.

In el PTRC, es de interés primordial determinar cuantas
unidades de producto se van a enviar de cierto origen a un destino
determinado suponiendo gue se tiene un costo por transportar una
unidad de producto de cada punto suministro a cada punto de
consumo, en cambio en el Problema del Transporte tomando en cuenta
el Tiempo no interesa el nimero de unidades a transportar, pués se
supone que el tiempo de transporte no depende del tamafio del lote
a transportar.

Cuando trabajamos con el Problema del Transporte considerando
los Costos nos interesa que la distribuciodon total se haga con la
menor inversion econdmica posible, enlcambio, cuando se toma en
cuenta el tiempo se requieré hacer ciertos ajustes en 1la
distribucidén de tal suerte que el viaje gue requiere mayor tiempo
en su distribucidén sea en el menor posible.

Al analizar los ejemplos 1.2.2 y 1.2.3 observamos que lo
nico gue se modifica es el objetivb a optimizar, guedando las

restricciones del problema iguales por lo tanto, para encontrar la

J

solucién factible inicial wutilizaremcs el mismo proceso y al
iterar el proceso de solucidn optima en los dos problemas, se pasa
de una solucién factible a otra mejorando la funcidn objetivo en
cada paso, como estudiaremos mads adelante en este trabajo. Debido
a gue los procesos de solucidn son muy parecidos, contemplaremos
primero tedricamente el PTRC y después lo haremos con el Problema

del Transporte considerando los Tiewmpos.
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CAPITULO 1I

TEORIA BASICA DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON RESPECTO A LOS
COSTOS.

En este capitulo presentaremos una estruqturacién tedrica del
Problema del Transporte, demostrando algunas propiedades que
satisfacen la matriz de los coeficientes de las restricciones del
problema, que nos ayudardn posteriormente en el capitule III a
encontrar la solucidn optima del Problema.

Una vez logrados los objetivos que nos proponemos en este
capitulo, habremos construido un marco tedrico del Problema del
Transporte que nos garantice matemdticamente que los resultados
obtenidos son realmente una solucién éptima del problema.

Cabe agregar gqgue los aspectos teoricos de este capitulo se

utilizan tambien para resolver el PTRT.
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2.1 ESTRUCTURA DE LA MATRIZ DE LOS COEFICIENTES TECNOLOGICOS DEL
PROBLEMA DEL. TRANSPORTE.

En esta seccién analizaremos las restricciones gque se
obtienen en la formulacidén del Problema del Transporte con m
puntos de suministro y n puntos de consumo. Aprovechando la
estructuracién gque tiene la matriz de coeficientes tecnoldgicos
del Problema del Transporte, obtendremos un método alterno al
Simplex para obtener la solucidn o6ptima del Problema, con nenos
cdlculos en cada iteracidén, como veremos en el capitulo III de
este trabajo.

Las restricciones del Problema del Transporte después de
agregar las variables de holgura forman un Sistema de Ecuaciones

Lineales que tiene la siguiente forma:

¥.% R Pt B F =a
11 12 in 1

¥+ K he ewF K =a
21 22 2n 2
+ X + X +...F+ X =a
ml m2
X + + =b
11 x21 xml 1

+ X ==
12 * XZZ i xmz bz

La matriz de los coeficilentes para este Sistema de

Ecuaciones Lineales tiene la forma:
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11 12 in 21 22 2n ml ma mn
igamanamad e

1 1 ...1 0 6} (o R 0 0 o

0O 0 ...0 1 1 TSR 0 0 0

0 0 .0 0 0 " AN i 1 i

A=

1 0 0 1 0 s QR 1 Q 0

o 1 0 0 1 sl um oes 0 1

0 o i 0 0 I i B el
S e

A la matriz anterior suele. llamarsele matriz de Transporte.

OBSERVACIONES DE LA ESTRUCTURA DE LA MATRIZ A.

a) Las componentes de la matriz A constan Gnicamente de
Ceros y unos.

b) cada columna de la matriz A tiene dos unos y los
dends coeficientes son ceros.

c¢) En la parte inferior de la matriz A se forman
submatrices identidades de tamafio nxn.

d) En cada renglén, de los m primeros de la matriz A, se

tienen n uncos consecutivos y los demds son ceros.

Como se observa, la matriz A de coeficientes tecnolégicos del
Problema del Transporte tiene una estructura especial, este hecho
es de suma importancia, pués nos facilitard los calculos para
llegar a la solucidn Optima del problena.

Por su estructura la matriz A tiene diversas propiedades,
entre ellas estd el que cualgquier rengldn de los mtn de la
matriz A, se puede expresar en combinacién lineal de los

m+n-1 restantes, lo qgue nos indica gque son Linealmente



Dependientes.
Por ejemplo, de la matriz A, el rengldédn uno se puede expresar
en Combinacién Lineal de los min-1 restantes, como sigue:
R =R 4R Fa o R -R_-R_-R -...-R
i m+1 m+ 2 m+n 2 3 4 m
Esta propiedad es debido a que todo lo que se suministra en los m

origenes es igual a lo que se demanda en los n destinos, en otras

palabras

H~18

5
1 1al:JZ1bJ

En los problemas de Programacién Lineal las bases Jjuegan un
papel muy importante en la solucidén del problema gque se esta
trabajando, y siendo el Problema del Transporte un problema de
Programacion Lineal cléasico, la estructura determinara propiedades
adicionales de las bases, por lo tanto, a continuacidén

comentaremos sobre las bases del Problema del Transporte.

2.2 RANGO DE LA MATRIZ DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE.

En el Método Simplex se empieza con una solucidédn inicial
completando una base ficticia. Después, se implementa este método
Simplex hasta llegar a una solucién éptima (si es que‘existe) Y en
cada paso se cambia de una base a otra. Por lo anterior cuando se
trabaja con un Problema de Programacién Lineal es de interés
saber cuadles vectores componen la base. Para el Problema del
Transporte el nGmero de vectores Linealmente Independientes que

se involucrédn en cada solucidn es igual a m+n-1 como lo muestra el

siguiente teorema.

26



Teorema. Una base en el Problema del Transporte consta de m+n-1

vectores Linealmente Independientes.

Demostracién. Para la prueba del teorema basta encontrar una
submatriz B de A de min-1lxmin—-1 que tenga inversa‘.

De la matriz A del Problema del Transporte podemos eliminar
algin rengldén, pués como comentamos anteriormente 1los m+n
renglones son Linealmente Dependientes. Por tal razdn descartemos
el primer renglén y escojamos algunas columnas de la matriz A, de

tal manera que nos queden unos en la diagonal principal. Por

ejemplo, elijamos las columnas P__, P

- i P , Yy asi

31 41

sucesivamente hasta P : ¥ continuamos con las columnas P1 P Yy

g4 s -

asli sucesivamente hasta la columna P1 y obtenemos la subnatriz B
n

de A con la siguiente estructura

sz P31 P41 : "'Pml P11 P1z - "'Pln

1 0 0O ..e.0 0 O J—" 2

o
o
=
L]
o
{=]
=}
o
=9

B=l o 0o o .... 8 B wiss m
1 1 4 sssed I 0 wams mt1

0 0 0 st wisel) (4] 1 5w s m+2

L—U 0 [¢] P 0 0 0 e v e m+n

* Resullados de Algebra Llneal.

27



Observese que B es de mitn—-1 renglones con m+n-1 columnas, la
matriz B se puede expresar en forma campacta de la manera

siguiente:

U
m=1xm=-1 m=-1Xn

1Xm—1

nxn
n-1xXm-1

Donde:
I -Es la matriz identidad.
0 -Es la matriz cero.
1 -Es la matriz renglén que consta de unos.
Como B es triangular, su determinante es el producto de los
elementos de la diagonal principal y por lo tanto es diferente de

. . »
cero entonces B tiene inversa y con esto se demuestra el teorema.

Ilustraremos el resultado anterior con un ejemplo donde se

tienen dos puntos de suministros y tres puntos de consumo.

% X X =6
11 12 13
X__|+x_ +x_ =4
21 22 23
=5
XH le -
X L =
12 }22 2
X ® =3
13 23

Tomemos la submatriz B de A que la obtenemos de los

coeficientes de las restricciones de las variables encerradas en

el recuadro del ejemplo prototipo y veamos que la matriz B es no
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singular ya que su determinate es diferente de cero.
Para encontrar una submatriz B de A de tamano

2+3-1x2+43-1 (m+n-1lxm+n-1), denotemos por PlJ a la columnna de la

matriz asociada a la variable X,,r para el ejenplo, escojamos las

columnas P11’ P

- P13 b4 P21 de la matriz A, obteniendose

PP P P
1 711 12 13

copRrpRPr
copro
orCco
=OoO0Oo

Observese que si se cdlcula el determinante de B a lo largo

de la columna P21 su determinante es distinto de cero lo cual nos

garantiza gue tiene inversa.

otra de las propiedades con las que goza la matriz A del
Problema del Transporte, es que el valor del determinate de
cualguier submatriz cuadrada es 0, 1 6 -1 gue es una de las
caracteristicas mids importantes. Debido a esta propiedad, es
posible encontrar un método alterno al Simplex cbn el cual,se
puede llegar a la solucién O6ptima con menos iteraciones.

En la siguiente seccidn detallaremos la demostracidon de este

hecho.

2.3 UNIMODULARIDAD DEL LA MATRIZ A DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE

La matriz A del Problema del 'Transporte, por su estructura

tiene un gran nuimero de propiedades entre las cuales se encuentra
la UNIMODULARIDAD 'TOTAL. Una mnatriz A diremos gue es de

unimodularidad total si para cualquier submatriz B su determinante

es +1, -1 O 0. Para el caso de la matriz A del Problema del
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Transporte, como sus componentes son ceros y unos entonces, para

toda submatriz de 1X1 el valor de su determinante es cero & uno.

En el caso de que la matriz B sea de tamafio mtnxm+n el valor de su

determinante es cero puesto que sus renglones son Linealmeﬁte

Dependientes. Lo que restaria demostrar que el determinante de B

cunple con esta propiedad donde el tamafio de B es de kxk con
O<k<min=-1

Demostraremos gue toda submatriz L de A cumple con 1la
condicidn de que su determinante tiene el valor de 0, +1 & -1. La
demostracién se haréd por el Método de Induccién Matematica.

S5e sabe que el determinante de B cuando su tamafio es de 1X1
es igual a 0 6 1. Consideremos verdadera la propidad cuando B es
de tamafio K-1XK-1. En La matriz B puede ocurrir que cada columna
no tenga unos, gue tenga un uno & que posea dos unos. Si alguna
colunmna tiene solo ceros entonces el determinante de la matriz B
es igual a cero. En el caso de qgue alguna columna de B contenga un
sd6lo uno entonces, desarrollando el determinante por menores

obtenenos:

det B = ' detB
kxk k-1xk-1

Yy como la matriz B de tamafio k-1xk-1 cumple con esta propiedad

entonces el det B . también la cumple. En el caso de que cada

columna conste de dos unos entonces un uno ocurre en un renglén

origen y el otro uno en el renglén destino, en este caso la suma

de los renglones origenes es igual a la suma de los destinos, por

lo tanto los renglones son Linealmente Dependiente, es entonces

que el determinante de la matriz B es igual a cero y es lo que se

queria demostrar.



2.4 TRIANGULARIDAD DE LA MATRIZ BASICA

como es sabido de Algebra Lineal, si se tiene un Sistema de
Ecuaciones Lineales (SEL) Yy se 1lleva a la matriz de sus
coeficientes en su forma escalonada con operaciones elementales,
es muy facil encontrar la solucidén del Sistema Ecuaciones Lineales
en forma recursiva de sustitucién hacia atras. A continuacién
demostraremos que si se tiene una submatriz basica B de la matriz
A de coeficientes de las restricciones del Problema del
Transporte, siempre es posible llevarla a la forma escalonada.
Este resultado facilitard los calculos cuando utilizemos el método
Simplex en la solucién del Problema del Transporte, ya dque se
tienen que resolver tres Sistemas de Ecuaciones Lineales, en

particular el Sistema BXE=b.

Proposicién 2.1 Sea A la matriz de los coeficientes de las
restricciones del Problema del Transporte y B una submatriz
Basica de A, entonces aplicando permutaciones en los renglones y

las columnas siempre se puede llevar a la matriz B a su forma

escalonada.

Demostracidn. Sea B una matriz badsica del Problema del
m+n-1xm+n-1

Transporte y como su determinante es diferente de cero entonces en

alguna columna deberd existir sélo un uno, porque de otra forma su

determinate seria igual a cero, pero por la propiedad de 1la

secciédn anterior esto no puede pasar. Haciendo intercambios de

renglones y columnas obtenemos
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m+n-2

Trabajando con la submatriz B .. debera tener esta alguna

-2

columna con un solo uno ya que el determinante de la matriz B es

diferente de cero, intercambiado renglones Yy columnas obtenemos

il

n+n-2

m+n-3

Siguiendo este proceso para la submatriz Bmm_3

1 e

I

m+n-3

m+n-4

Consideremos a r=(r1, r,, r3) Y s=(sl, sz) agrupandolo en una

matriz tenemos que

1 i r ¥

1 2 3

L 0 1 s s
1 2

0 0 1 t

Siguiendo con este proceso y dado que m y n son finitos
llegaremos después de hacer varias iteraciones, a la matriz en
forma triangular y es lo que se queria demostrar.

Consideremos el ejemplo de la seccién 2.2 para ilustrar la

anterior proposicién. Sea A la matriz del Problema del Transporte

con dos origenes y tres destinos
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g
av)
)
T

PP
11 12 713 T21 22 23

i 1 1 0 0 0
o 0 o0 1 1 1
A= 1 0 o ¥ 0 0
0o 1 0o o 1 0
o 0 1 o 0 1

Por comentarios que hemos vertido anteriormente, el primer
renglén se puede omitir, ya gue se puede expresar en combinacidn
lineal de los denmas, es decir, IH=R3+R4+R5—R2, con esta

modificacidén obtenemos:

-
1l
cor o
or oo
= Oo0Oo
cop e
OO
oo

De la matriz A’ elijamos las columnas P, P P

P
1 ! 12 ! 13 Y Yo

para obtener la matriz de min-lxmitn-1, que en este caso seria:

:11 PIZ 13 jalz__u
0o 0 0 1
| 1 0o o 1
B=l 0 1 o o
o 0 1 o0

En el ejemplo, la solucién para las variables basicas las

obtenemos del conjunto de restricciones siguiente

X =4

21
X X =5

11 21
X =2

12
X =3
13

Observese gque son los coeficientes de las restricciones



encerradas en el recuadro del =jemplo prototipo cuya solucidn es

X_ =4
21
X =h-x
11 21
X, =2
12
X.=3

Como se observa podemos resolver este Sistema de Ecuaciones
Lineales en forma recursiva, pof la triangularidad de la matriz y
se obtendra una solucién para las variables béasicas.

La propiedad de triangularidad de las matrices bdasicas es de
gran importancia ya que se pueden conocer répidamente los valores
de las variables béasicas.

cuando utilizamos el Método Simplex en cualquier Problema de
Programacién Lineal, se tienen que resolver dos Sistemas de
Ecuaciones Lineales, un izquierdo y un derecho en cada iteracién
del método. En el Problema del Transporte por ser un Problema
clasico de la Programacién Lineal, y por tener la propiedad de
triangularidad se ahorran considerablemente cdlculos excesivos al
resolver los Sistemas de Ecuaciones Lineales.

La solucidn del Problema del Transporte siempre asumiré
valores enteros si las ofertas y las demandas son entercs. Lo
anterior se justifica, ya que para arreglar a la matriz bdsica a
su forma triangular fGnicamente se utilizarén intercambios de
renglones y de columnas, ademds los coeficientes de las Xs son
unos, es por ello gue siempre obtenemos valores enteros. Otra
forma de visualizar lo anterior es utilizando la regla de Cramer,

para conocer el valor de cada una de las variables basicas por

medio de la expresidn:
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det B
k

b4 = B —

babis det B

Donde bk se obtiene reemplazando la Kk-ésima columna de B por la
columnna P” de la matriz A.

Por la propiedad de unimodularidad de la matriz A, el valor
de los determinantes serdn +1 & -1, por lo anterior cualquier

variable basica asumira valores enteros.

En la siguiente seccidén expondremos algunos conceptos
elementales de los que haremos uso en los siguientes apartados de

este trabajo.

2.5 DEFINICIONES BASICAS Y PROPIEDADES DE LOS ARREGLOS

Consideremos la tabla 2.5.1 que suele llamarsele tabla del
Problema del Transporte, que es una forma préactica que simplifica
Y ahorra considerablemente espacio en los cédlculos, para llegar a
la solucidén éptima del Problema del Transporte, y apoyados en ésta
ilustraremos las definiciones y propiedades que a continuacién

enunciaremos



DEMANDAS

J
" b b b TR b
1 1 2 3 n
C Cc [ 84
S 11 12 13 vow in
U a X X % X
M 1 11 12 13 in
: c (o] le] c
I 21 ) 23 35 = 2n
a b4 X X X
N 2 21 22 273 2n
I C c C C
31 32 33 P 3n
s a ® R be o lx
3 31 32 33 3n
"
R : . . : @ s G
0 L] L] - - . L]
5 CRI 1 = 2 cm3 cmn
m
a X X x r— X
m ml m2 m3 mn

tabla 2.5.1

En el primer renglén de la tabla 2.5.1 se escriben cada una
de las demandas de los puntos destinos y en la primera columna la
cantidad de producto gue puede abastecer cada punto de suministro,
en los demds rectangulos de la tabla nos nuestran el precio que se
tiene al transportar una unidad de producto de cierto origen a un
determinado destino y la cantidad de producto que se debe enviar,
es decir, en la tabla del Problema del Transporte a cada
celda le corresponde una variable XU de la matriz solucidén X y un
S5 de la matriz de costos C.

Por ejemplo en el rectingulo ¢ue se encuentra en el cuarto

renglén tercera columna de la tabla 2.5.1

032.‘

K
32

nos indica el costo de enviar una unidad de producto del tercer
origen al segundo punto de demanda y ademds la cantidad de

producto que deberia enviarse. La interpretacién para los demas
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rectdngulos es andloga.

Para desarrollar algunas definiciones supondremos que msn, ya
que, por lo general, cuando se trabaja con Sistemas de Ecuaciones
Lineales, el nGmero de ecuaciones es menor 6 igual al ntmero de
variables.

Definicidén 1. Una celda es una pareja de nlmeros naturales ikjt'

Graficamente:
jt
+ : . ¢
La pareja de nameros 1.3,
i representa la celda que
k - ikj

esta en el renglén ik co-

lunmna jL.
tabla 2.5.2

Definicidén 2. Un arreglo es una coleccidén de celdas. A un arreglo

gue tenga la forma:

+ . . ] ] s

j J . e e .
ot 10,0 1.7, se le llama cadena
Ilustraremos geometricamente el anterior concepto, ayudado

con la tabla 2.5.3

1 2 3 4 L]
1 . T .
|
2 * *
|
3 R
4 * i
|
|
5 *

tabla 2.5.3
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La cadena que se representa en la tabla 2,5,3 seria:

Tadge 14350 006 20,0 Tadar Ldge 1,06 1,350 1gdye
Observese que para formar una cadena es nhecesario que
cuando menos dos renglones y dos columnas consecutivos sean

considerados en la tabla del Problema del Transporte.

Definicidn 3. A una cadena gue tenga la forma

i, 3 i jz,...,i j : |

g S ¥ 1 ¥ g

le 1llamaremos cadena cerrada.

Definicién 4., A cualquier cadena cerrada le llamaremos ciclo Yy los

ciclos los denotaremos con @.

Definicién 5. Diremos que un arreglo es ciclico si tiene por 1lo

menos un ciclo de lo contrario 1le llamaremos

aciclico.
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 e
i
2 % *
|
3 % % i *
l
4 i_“__*
|
5 * Ulr %*

figura 2.5.4

La figura 2.5.4 muestra una cadena ciclica. El ciclo de 1la

figura estaria representado por:
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Los elementos de un ciclo se enumeraridn en el sentido del
movimiento de las manecillas del reloj.

Definicidn 6. Sea el ciclo:

i I I 4.
l1]1’ 1o rlydye v

Los elementos con indices de la forma ikjk

comprenden la Semicadena Impar @1 de otra forma
comprenden la semicadena par @p.

De tal forma que de la cadena anterior los elementos

1,30 10,0001 3,
Son los elementos de la Semicadena Impar @1, Y los elementos

restantes comprenden la Semicadena Par @p.

Consideremos la figura 2.5.4 para aclarar las anteriores

definiciones.

Para etiquetar los elementos del ciclo se elige el primer
elemento arbitrariamente y a partir de éste se siguen etigquetando
los demas siguiendo el moviminento de las manecillas del reloj.

Para nuestro ejemplo elijamos como primer elemento la casilla i5j8

gr 1,313,173

Y enumerando las demds casillas quedaria isj ij 53,1,3,

5/ 74
& F 4
1.3

0

g donde los elementos isjs, i4j5, 1334, i3j8representan la
semicadena impar y 1los elementos restantes comprenden la
semicadena par.

En el proceso para encontrar la solucién del Problema del
Transporte los arreglos aciclicos de mtn-1 Juegan un papel muy
importante ya que hacen las veces de una base del Método Simplex
para un Problema de Programacién Lineal Y como el Método de
Combinatoria que utilizaremos en 1la solucién del Problema

del Transporte es una modificacién del Método Simplex
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dedicaremos esta seccién a definir y Jjustificar algunas
propiedades gque tienen los arreglos y en la seccidn 2.6
discutiremos la analogia que éstos tienen con las Bases.

Antes de dar una definicidén formal de lo gque es una solucidn
basica, ilustraremos la relacidédn entre un vector columna de 1la
matriz A y una celda en la tabla del Problema del Transporte.

Consideremos nuevamente la matriz A de 1los coeficientes de

las variables del Problema del Transporte

P P P P P
11 12 in 21 22 2n ml m2 mn
1 A . 0 B s o 0 0 o
0 o 0 1 1 ) [ 0 0 0
0 0 0 0 [ N S i 1 i
A=
1 0 0 1 0 ...0 ,..,..1 o 0
0o 1 0 0 O 0 1 0
0 o i 0 0 I | i o 1

La celda (s,t) corresponde a un vector columna de la matriz A

gque tiene la siguiente forma:

(Donde m es el
# de origenes
; del PT)

Qe P O+ 1 OO 0O

Las definiciones y propiedades siguientes tienen una estrecha

relacion con el conjunto de vectores Linealmente Independientes,
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esta relacidén la estudiaremos en la siguiente seccidn.

Definicién 7. Denotaremos con M a un Arreglo aciclico de m+n-1

celdas.

Propiedad 1. Sea M1 un arreglo de longitud (wm+n-1) aciclico y
supongamos que (1,3) ¢ M . Entonces el
arreglo M obtenido agregando (i,]j) al M contiene
uno y solo un ciclo.

Demostracién. Consideremos el arreglo M1 aciclico como el conjunto

de vectores Nh={P1, Poreee P } Linealmente Independientes en

m+n-1

. -1 . .
el espacio R}'" lo que se tiene que demostrar es que cualquier

arreglo que tenga la forma M;=UH,A2,...,AK} con k>m+n-1 en al
menos un nimero entero es Linealmente Dependientes en el espacio
R™™ ' y tiene al menos un ciclo.
Como A1'A2""'AK son Linealmente Dependientes, es decir, que
en la combinacidén lineal
0<1A1+0<2A2+. . .+0<kAK=O (1)
existe al menos algin x # 0 A=1,2, B e g K
Por ser M, Linealmente Independiente se tiene que cada vector
de M lo podemos expresar en combinacién lineal de los vectores de
Hl, es decir
A1=a11P1+a12P2+.. .+a1mﬂP1PmﬂP1

A=a P+a P +...+a :
2 21 1 22 2 2mtn=1 m+n-1

. (2)

A=a P +a P 4...+a P
k k1l 1 k2 2 km+n~1 m+n-1

Del Sistema de Ecuaciones Lineales (2) 1la igualdad (1) 1la

podemos expresar de la forma:
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« (a, P +a P _+...%+a }#
R € Tl (Rt § -l

im+n-1 m+n-1

« (a_ P +a__P_+...+a P JEsw s F (3)
2 21 1 22 2 2m+n=-1 m+n-1

o (P

. P +.,.+a P 1=0

+a
k1 1 k2 2 km+tn-1 m+n-1

De la igualdad (3) tenemos gue

a « +a e I, - | x =0
11 1, 21 2 k1 k

a o« +a I T | o« =0 (4)
12 1 22 2 k2 k

a o +a « ¥

[+ o =
1 m+n-1 1 2 m+n-1 2 k m+tn-1 k

Por demostrar como mencionamos anteriormente que a}gﬁn « * 0
5 - . T

Dado este Sistema de Ecuaciones Lineales (4) tiene mas
variables que ecuaciones, entonces,por un resultado de Algebra
Lineal, este Sistema de Ecuaciones Lineales tiene nas soluciones
que la trivial, por 1lo tanto el arreglo M, 6 es Linealmente
Dependiente y por el resultado de la proposicidén 2.2 tiene al
menos un ciclo y es lo que se queria demostrar.

Lo anterior lo podemos visualisar geometricamente, es decir,
en la solucién gue tenemos, existe un conjunto de arcos de los m
origenes a los n destinos y al agregarle otro, alguno de los que
ya tenemos tiene que ser eliminado.

Para aclarar la anterior propiedad consideremos 1la

siguiente tabla:
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== e ==

w— =

|

W—w

Tabla 2.5.5
Analizando esta tabla observamos que no tiene ciclos y que es
un arreglo de longitud m+n-1. Si le sumamos una celda
cualesquiera que estu sea obtenemose uno y solo un ciclo.
Por ejemplo, agregandole la celda (i4, jl) obtenemos la

tabla 2.5.6 con un solo ciclo

1 2 3 4 5
1 B——{—B
}
2 B B
|
|
3 B——{—-B
|
4 B B L
|
|
5 B

Tabla 2.5.6

Propiedad 2. Suponga que (ik, jt) # (i, 3 ) y que (ik,jt) e @
entonces el arreglo M  obtenido a partir de M,
excluyendo 1la celda (ik,jt) nuevamente es un
arreglo de longitud m+n-~1 aciclico.

La demostracidén de esta propiedad es de forma andloga que la

prueba de la propiedad anterior.
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Esta propiedad se puede verificar en la tabla 2.5.6
Observese que los arreglos H1 Yy M2 de las tabla 2.5.5 y 2.5.6

respectivamente difieren de una sola celda.

Cuando se trabaja con un problema de Programacidn Lineal y se
utiliza el Método Simplex, para resolverlo a cada solucidn
factible es asociada una base. Cuando se pasa a otra solucién
cambia la base en un vector y se dice entonces que las bases son
adyacentes. Las definiciones siguientes nos muestran como se

relaciona el método gque usaremos con los conceptos anteriores.

Definicidén 8. Dos arreglos de longitud (m+n-1) aciclicos gue
difieren de wuna sola c¢elda se dice que son

Adyacentes,

Definicién 9. Los X, iguales a cero y para los cuales (i,]J)e M
ge llaman ceros seleccicnados. (para algin M de
longitud m+n-1)

Los xlj#O de una solucién béasica X junto con los ceros
seleccionados (Para algln arreglo M de longitud mitn-1 aciclico que

contiene todas aquellas (i,j) para las cuales x!J¢O) se le llama

SELECCION DE X,

Los elementos e, ; de la matriz C correspondiente a los elementos

de una seleccidn X se denomina SELECCIONADOS POR X.

Cuando estamos trabajando con el método Simplex para resolver

un Problema de Programacidén Lineal se cambia de una base a otra de
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tal manera que la solucidén se mejore en cada iteracién.

En la siguiente seccién analizaremos como cambiar de base
utilizando la tabla del Problema del Transporte sin resolver
Sistemas de Ecuaciones Lineales, utilizando arreglos aciclicos de
nm+n-1 elementos, ilustrados en la tabla de Problema del
Transporte. El interés en su estudio, es debido a 1la gran
importancia que enmarcan en la solucién del problema que estamos
estudiando, pués corresponden a un conjunto de vectores
Linealmente Independiente y los arreglos ciclicos en la tabla del
Transporte se asocia un conjunto de vectores Linealmente
Dependientes.

2.6 SOLUCIONES BASICAS EN EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE

Como en cualquier problema de Programacién Lineal, las
iteraciones del Problema del Transporte estan basada en cambios de
base para cada solucidn posible.

La siguiente definicién nos muestra qué columnas & celdas

elegir de la matriz A para tener una solucién factible.

Definicidn 10. Le 1llamaremos Solucién Basica a cualquier vector
de min-1 conponentes gque satisfacen las

restricciones del Problema del Transporte.

Proposicidén 2.2 Una Solucién Basica X, presentada en la forma de
una matriz cuyos elementos diferentes de cero,
forman un Arreglo Aciclico en 1la tabla del
Problema el Transporte.

Demostracidn. Probaremos por contradiccién, es decir, supondremos

que los vectores béasicos forman un ciclo en 1la tabla del
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Transporte y se llegard a una contradiccién.

Consideremos el ciclo de la sigyuiente tabla

u lu* Jw lu J

%*
T I T T v
2 1
& %13 J

t
e
-
id
s
o
id

El ciclo representado en este cuadro es

& @ 5 I i i i 4 4
lujwl lqur 1r]qr lrJz' t]z' tjw
Al expresar los vectores del ciclo en combinacién 1lineal

obtenemos

(er+emﬁq)~(er+em+z)+(et+em+z)~(er+em+u)+(eu+em+u)-(eu+em+q)=0

Lo cual nos indica gque 1los vectores son Linealmente
Dependientes (LD) es por eso gue estos vectores no pueden estar en
una base.

En conclusidén, ninguna base del Problema del Transporte,
representadas en la tabla del transporte puede contener ciclos, y
por 1lo tanto las Soluciones Basicas tienen gque ser arreglos
aciclicos de min-1 componentes, como lo demostraremos en la
siguiente seccidn.

En el método Simplex para cada solucidédn factible se tiene

asociado un conjunto de vectores Linealmente Independientes,
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cuando se cambia de solucién, en el fondo lo que se hace es sacar
un vector de este conjunto y cambiarlo por otro, mejorando asi 1la
solucién del problema. Para el caso del Problema del Transporte se
sigue un proceso énélogo al Método Simplex. Por ejemplo,supongamos
que el vector ny no se encuentra en la base y el objetivo es
expresarlo en términos de los que estan en la base, debe existir
un vector basico le con un +1 en la posicién i. Luego debe
existir un vector de la forma P, con un -1 en la posicién m+l en
la representacién basica. Ademds debe existir otro vector basico
de la forma P~ que tenga un +1 en la posicién w, para eliminar el
-1 de la suma basica del vector anterior, este proceso se continua
hasta encontrar en la base el vector Pky con pn +1 en la posicién
m+y. Lo anterior lo podemos resumir en:
Px y=Px 1 -P“ 1+Pw u_Pku+Pky
Expresado cada vector en forma canonica se tiene

e +e :Qx+e

e —e
x m+y W

+e +te g +e +e
m+ 1 m+ 1 W m+u k m+ u k m

+]
En forma compacta lo podemos representar de la forma
m+n-1 K
P = Z o
B
k=1
k
Donde B" son los vectores que estan en la base Yy los « . son los
coeficientes de combinacién lineal gue asumen el valor de +1 &
—-1. Tomara el valor de cero si existe algin vector gue estd en la
base que no se utilizdé para representar al vector P
xy

Lo anterior, podemos representar en la tabla del Transporte,

utilizando para ello la reprentacién en celdas como lo muestra la

siguiente figura:
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Tabla 2.6.1
En la tabla 2.6.1 la celda ix jy' que no esti en el arreglo
acicliclo (tiene un esterisco), es expresado por las celdas que
estdn en el arreglo aciclico (celdas que tienen una B).
Observese que se han incluido Gnicamente aguellas celdas del
arreglo que se utilizaron para representar la celda ixjy gque no se

encontraba en la base.

2.7 CONDICIONES QUE DEBEN CUMPLIR LAS SOLUCIONES BASICAS

Para llegar a la solucién o6ptima es necesario considerar

arreglos de m+n-1 celdas en las cuales no existan ciclos, esto lo

fundamentamos c¢on la siguiente proposicién.

Proposicién 2,3 Sea X una solucién ciclica de elementos xlJ
entonces existe Y otra solucién con un arreglo
ciclico de elementos diferentes de cero Psi la
cual es tal que CX=CY y ademds la solucién Y tiene

mas elementos diferentes de cero gue X.

Donde C es la matriz de costos del Problema del

Transporte.
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Demostracidén. Antes de entrar en detalle en la prueba de 1la
proposicién aclararemos la notacién a usar:

Consideremos sin perdida de generalidad, que Y tiene un solo
ciclo de elementos diferentes de cero. Haciendo una comparacién de

las sumas de costos en el ciclo 2 c

e
P

Yy z c una debe ser mayor a
1) B 1]
1

la otra, enumeremosla de tal manera que

p i

A partir de la matriz solucidén Y, generamos otra solucién Y’

haciendo los siguientes artificios en los elementos del ciclo @:

min

min 'i —— +
g5 170 med Ly i g, y“.

J

min

Y =yi - Y=y g -y
Y 10,5y, yu R B N VR yu -

¥ IIJI:YIIJI-‘_Y

Donde: i j ,i_j

I 2,...,itjt, son la celdas de la semicadena impar @1

e 1132,1233,...,1tj1 son la de la semicadena par @p; YU es el
valor del menor elemento de la semicadena par @p.

Para todas las celdas ij que se encuentra fuera del ciclo Y

sustituyamos y'ij=yij.

La matriz ¥’ gque se obtiene de ¥ sumando Y restando el

1
elemento XTJ“

, también sera solucidén al Problema del Transporte,
esto es debido a gque a cada celda lo que estamos haciendo es
sumando y restando la misma cantidad, dependiendo, claro, si esta
es par e impar.

El ntmero de elementos diferentes de cero en Y’ es por lo
menos, uno menor que el nimero de esos elementos en Y. Ademis

(CY’)=(CY)

La desigualdad anterior se puede verificar desarrollando las
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sumatorias matriciales de los elementos que estan en el ciclo y de
los que no estdn incluidas en el ciclo para cada uno de 1los
productos CY’ Y C¥, es decir

= NO ESTAN EN EL CICLO ESTAN EN EL CICLO
#
CY’ = CY + CY
NO ESTAN EN EL CICLO ESTAN EN EL CICLO

Lo que tengo que ver es que:

)

= Y
ESTAN EN EL CICLO ESTAN EN EL CICLO

* e XY min _.,mln
& . - Z (y1j+ylj )cu+'z (ytJ Yy )cij
ESTAN EN EL CICLO g &

;lcijxx Tl ;pcuxu*' %:(:l 3 };:1 3%

Y como
). €,ym ) ¢, <0
l!‘i J EP )

de aqui que
CY 20X

Asi pues, repitiendo este proceso y después de un nimero
finito de pasos, se llega a una solucién X para la cudl no existen
ciclos de elementos diferentes de cero. Como los arreglos
aciclicos forman una Base, en otras palabras, son un conjunto de
vectores Linealmente Independientes que geométricamente
corresponden a las esquinas de la regidén factible y como estamos
trabajando con ecuaciones lineales, en alguna de las esquinas
encontraremos el 6ptimo del Problema del Transporte, en base a lo

anterior surge el siguiente corolario.



Corolario, Para hallar una solucién 6ptima, es suficiente
considerar las matrices con arreglos aciclicos de

elementos xlj diferentes de cero.

En los capitulos siguentes aplicaremos los resultados
tedricos obtenidos hasta ahora a problemas préacticos, haciendo
referencia a gqué modificaciones se tienen que hacer para gque
nuestra teoria se ajuste a problemas de transportar algtn producto
de varios puntos suministros a un nimero dado de destinos, en el

menor tiempo posible.
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CAPITULO il

SOLUCION OPTIMA DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON RESPECTO AL COSTO

En el capitulo anterior estudiamos las caracteristicas que
hacen especial al Problema del Transporte y gue debido a éstas
hace que tenga su propio método de solucidn, que es mas eficiente
que el Método Simplex. Al métodc gue hacemos referencia es al
Método de Combinatoria gue, para problemas con pocos origenes y
destinos, se puede trabajar manualmente.

Este apartado y el siguiente, tienen como finalidad darle una
aplicacién a la teoria desarrollada en el capitulo II de este
trabajo. En 1la primera seccidn mostramos la caracteristica
principal que debe cumplir el Problema del Transporte para dque
tenga solucién y en las secciones 3.2 y 3.3 desarrollamos el
Método que utilizaremos para encontrar la solucidn béasica de
inicio. En las secciones subsecuentes estudiamos la forma de
encontrar la solucidn éptima del Problema del Transporte
aprovechando las caracteristicas que éste tiene para 1la

simplificacidén del proceso.



3.1 BALANCEQ DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE

Para encontrar la solucién basica inicial al Problema del
Transporte utilizando cualquier método, es necesario gue el namero
de unidades de producto que suministran los m origenes sea igual
al nimero de unidades de producto gue demandan en los n destinos.
cuando cumple esta condicidén entonces decimos que el PT esta
Balanceado.

En problemas précticos pueden suceder los siguientes casos:
a) Que la oferta sea mayor que la demanda, cuando esto sucede
agregamos un destino ficticio que absorve el excedente de producto
con un costo de envio de cada punto de suministro al destino
ficticio igual a cero, es decir, cuando z a > z hJ entonces, la
cantidad de producto Z a - Z bj serd enviado a bml con cl’n+1 =0
F=dys o w0 gl
b) Cuando se presenta la situacién en que la demanda sea mayor gue
el suministro, para balancearlo agregamos un punto suninistro a.

1
gque abastecera la demanda T bJ" z a .

Normalmente cuando no se cumple con la demanda de un producto
asignamos valores adicionales a la distribucidn, ya gque se han
pagado mano de obra en el procese del producto no abastecido, por
cuestiones tedricas consideraremos los costos de envio iguales a

cero, es decir c =0 j=1,...,N
m

+1, ]

Cuando tenemos el Problema del Transporte balanceado se
garantiza gue al menos el Problema tiene una solucidn posible,

como lo muestra el siguiente teorema.



teorema 1. Bajo la suposicién de gue la demanda es igual al
suministro de un determinado producto entonces el
Problema del Transporte siempre tiene una solucidn
factible.
Demostracién. Por demostrar que las restricciones del Problema del
Transporte se satisfacen.
Dado que el Problema del Transporte esta balanceado tenemos

que

y sea la solucidn

] A
SR, S-S voo(i,
X, » (i,3)

Las restriccionnes de suministro se satisfacen, como se puede

ilustrar algebraicamente, sumando en la solucion sobre todos los

destinos, es decir

n
i .
ZXU= S S —— =a  i=1,2,3,...,m
=1 k
] j=1 z b
J
De igual manera podemos verificar gque las restricciones de
demanda se satisfacen, sumando sobre todos los puntos suministros

de la solucidn, comoe se observa

m rn_‘ a b sz ai

Y %, = l___j__J - 151 = b ,

& 1] k m J 1=1,2,3;,.+¢,N
I=1 a

mas aidn, si X es un vector factible cada componente xij estéa

acotado, es decir By = min {a,, bj} y por resultados de

Programacién Lineal, tenemos que todo Problema de Programacidn



Lineal acotado con solucién factible tiene solucidén éptima.
Faltaria por demostrar gque si el Problema del Transporte
tiene solucidn factible, entonces esta balanceado.
Dado que el PT tiene solucién factible cumple con las

siguientes restricciones:

n
Zx = a 1=1,2,...,m (1)

i){ = b 35020 ek (2)

En la ecuacién (1) sumando sobre todos los origenes y en la

ecuacidén (2) sumando sobre todos los destinos obtenemos:

i}( = a ) (3)

x=Zb (4)

Observese la parte izguierda de las ecuaciones (3) y (4) son
iguales, esto implica que:

-y

s

n
a=)b,
151 =1

Lo anterior nos indica que el PT esta balanceado y esto es lo gque

queriamos demostrar.

3.2 SOLUCION BASICA INICIAL.
Cuando se trabaja con un Problema de Programacién Lineal,
para resolverlo es necesario empezar con una solucién inicial,
obtenida con el Método de las Dos Fases & por medio del Método de

la Gran M, y después continuar el proceso utilizando el Método

N
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Simplex para llegar a la solucidén éptima.

Para el Problema del Transporte, por ser un problema clasico
de Programacién Lineal, también se requiere encontrar una solucidn
inicial, pero por estructura y propiedades con que goza, no
utilizaremos los métodos anteriores mencionados.

En la actualidad existen una gran variedad de métodos para
obtener la solucién inicial del PT, entre los mas usados estan: El
de la Esquina Noroeste y Método de Vogel. Una de las desventajas
al utilizar estos métodos es que la solucidén que generan esta muy
alejada de la solucidn optima.

E1 Método de Minimo Costo que presentamos en este trabajo
para encontrar la solucién basica inicial, tiene la ventaja de que
la solucién gue genera estd prdxima a la solucién éptima, otra de
las virtudes del Método de Minimo Costo es gque la solucidn
inicial, siempre el nimero de variables bésicas es igual a m+n-1.

Lo anterior lo explicaremos en detalle después de presentar los

pasos del método.

3.3 METODO DE MINIMO COSTO PARA ENCONTRAR LA SOLUCION INICIAL

En esta seccién estudiaremos el Método de Minimo Costo dque
~usaremos para encontrar la solucién inicial al Problema del
Transporte.

Para empezar a utilizar el Método de Minimo Costo, es
necesario que el Problema del Transporte este balanceado.

El procedimiento de Minimo Costo realiza iteraciones a partir

de los renglones de la matriz solucidén X.



PASO 1. Se examina el primer renglén de la matriz de costos C y
encontramos el elemento minimo. Supongamos que es el
Cljl, entonces sustituimos

x1)1=min(a1,h11)

PASO 2. Si a1>bj, encontramos el siguiente elemento C1j mas
pequefic & igual al anterior en el mismo rengldén, que
satisfaga la condicién c J,=C 1, ¥ escribimos

x1jz=min(a1~x1j1, bj

)

PASO 3, Se continua con este proceso hasta gue el primer

2

sumninistro se halla agotado, es decir

»

En caso de que el residuo de a, sea igual a algln bm'

entonces sustituimos X 3, igual a este residuo, X1j =b ~y ponemos

Jk
ceros en la siguiente celda, es decir, en la siguiente en magnitud
@1

A continuacién pasamos al segundo rengldén, repitiendo este
procedimiento, después al tercero, y asi sucesivamente. Los ceros
no se escriben en las columnas cuya cuota ya se ha llenado.

Consideremos el siguiente ejemplo para ilustrar los pasos del
Método de Minimo Costo antes descritos, y a partir de ahora lo

tomaremos como el ejemplo prototipo para el analisis en las

siguientes secciones.

Sea el Problema de Transportar un determinado producto, desde

tres puntos de suministro a cuatro puntos de demanda, los
suninistros, las demandas de cada origen y cada destino son

conocidos, como se muestra en la tabla 3.3.1.



El objetivo es encontrar la primera seleccidén basica.

D1 Dz D, Dq )
2 3 4 2
01 20 5
u
o 1 3 5 4 10 m
2 i
n
o 2 1 4 7 5 1
3 8
t
r
Requerimiento - ! 5 20 5 5 35 ]
Tabla 3.3.1
‘ ,
En la tabla 3.3.1 el Adltimo renglén de nGmeros nos

indican las demandas de producto gue tienen los cuatro puntos de
consumo y la Gltima columna de nimeros nos sefialan la cantidad de
producto que puede suministrar cada uno de los origenes. Los
nimeros ¢gue se encuentran en los cuadros de la tabla son los
costos por enviar una unidad de producto de un determinado origen
a un destino dado. Por ejemplo, el nimero siete que esta en el
tercer renglén cuarta columna, nos indica que para enviar una
unidad de producto del tercer origen al cuarto destino se tiene un
costo de siete unidades, la misma interpretacién tienen los otros

nameros.

Iniciaremos por encontrar la solucién inicial de este

problema.
PASO 1. Analizemos 1los costos del primer renglén (2,3,4,2).

Observese ¢ue el minimo es el dos que se encuentra en el
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FPASO 2.

PASO 3.

8

posicién uno y en la posgicién cuatro, en este caso existen
dos minimos, por lo que tomaremos arbitrariamente el que
esta en la posicidn uno y a la variable‘x11 le asignarenos
el minimo de (20 y 5) en este caso es cinco. Como 1la
demanda del primer punto de consumo ya se abastecid, esta
columna no volverd a involucrar en el proceso del Método

de Minimo Costo.

Como el a, no se agotd, entonces buscamos el siguiente
costo que sea mayor & igual en magnitud al costo de 1la
casilla elegida anteriormente, en este caso es el dos que
se encuentra en la posicién i1j4 entonces, asignamos a 1la

variable X0 el minimo entre (15 y 5) en este caso es el

cinco.

Nuevamente como el a no se agotd buscamos el siguiente
costo que sea mayor & igual en magnitud al costo de 1la
casilla elegida anteriormente, en este caso es el tres que
se encuentra en el primer renglén segunda columna, y a
esta variable se le asigna el minimo entre (10 y 20) que
para este caso es el diez. Como se ha suministrado todo el
a, entonces las variables restantes de este renglén
quedan sin asignacidén, adends, a partir de ahora ya no se
utiliza el primer renglén, la primera y tercera columna

(En el Método de Minimo Costo), como se muestra en 1la

tabla 3.3.2.



1 2 3 4 J,

0 2 3 4 2 20
| S

5 10 5

u
o 1 3 5 4 10 m
2 1
n
0 2 1 4 7 5 i
3 8
t
r
Requerimiento - 5 20 5 5 35 o

Tabla 3.3.2

PASO 4., A continuacién nos pasamos a verificar los costos del
segundo rengldén que son (1, 3, 5, 4) y observamos que el
minimo es el uno, pero la demanda de esta columna ya se
agotd, por lo tanto nos pasamos al siguiente costo mayor 6
igual al anterior y este es el tres, asignamos el minimo
de (10 y 10) que son el suministro y consumo del segundo
origen y segunda demanda respectivamente, en este caso es
el 10, por esto asignamos a X, =10, como el a, y el b2 se

2
agotarén simulataneamente, entonces, buscamos el siguiente
costo que sea mayor 0 igual en magnitud al costo de 1la
casilla elejida anteriormente, en este caso es el 5, que
se encuentra en el segundo origen tercer destino vy

sustituimos x2§=0, como se ha agotado todo el suministro

del segundo origen tenemos 1la siguiente distribucién

nostrada en la tabla 3.3.3.
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4 2
0 . = 20 i
1 5 10 5

u
3 4 m

0 ! . 10
2 i

10 0

n
1 4 7 i

0 B 5
3 8
L 3
r
Requerimiento - 5 20 5 5 35 o

Tabla 3,3,.3

Pasamos al tercer renglén para hacerle el mismo andlisis y asi
sucesivamente para obtener la distribucién bésica inicial dada en

la tabla 3.3.4

D D D D
1 2 3 4 [
2 3 4 2

o 20

1 s
5 10 5
u
0 1 3 5 4 10 m
2 1
10 0

n
2 1 4 7 1

0 5
3 s

5
t
5
Requerimiento - 5 20 5 5 35 o
Tabla 3.3.4
La solucidén basica inicial es de x =5, x,=10, x =5, Xx,

El costo para esta distribucién es:
c,=2(5)+3(10)+2 (5)+3 (10) +5(0) +4 (5)=100.

Se observa en la tabla 3.3.4 que la solucidén inicial
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obtenida no tiene ciclos y ademds el namero de variables que le
fuerdén asignado valores es igual a min-1, es decir, 3+4-1=6.
si a la primera solucién le asociamos otro elemento no

escogido, digamos xij se forma uno y solo un ciclo (esta es una de

las propidades de los arreglos),

Observaciones a) Segln el proceso gue se sigue en el Método de
Minimo Costo, la solucidn inicial obtenida nunca
tiene ciclos, ya que para gque exista un ciclo es
necesario que un determinado rengldén dos columnas
en cuya variable se le haya asignado algin valor no
sean canceladas. Analizando el proceso de Método de
Minimo Costo esto nunca sucede, es decir en cada
iteracién siempre existe una y solc una columna
gue no se cancela, exepto en el Gltimo paso ya gue
agotamos toda la oferta y abastecimos toda la
demanda.

b} Utilizando el Método de Minimo Costo siempre
asignamos valores a mtn-1 variables donde m es el
ninero de origenes y n el ntimero de destinos. Lo
anterior se puede observar siguiendo el proceso del
Método de Minimo Costo. Después de cada iteracidn
el nimero de celdas asignadas siempre es igual al
ndmero de columnas canceladas mds uno, donde este

+1 corresponde a una columna gue nunca se cancela

exepto en el Gltimo paso, es decir
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Asignacién Columna

de cada iteracioén cancelada

];{2 Jz'!' 1 (——|_Est.os son

m+n-1 unos

Como la asignacidén no tiene ciclos, entonces las n columnas tienen
una asignacidén, en otras palabras
J1+J2+...+J1+1+Jm=n
por lo tanto
J1+J2+...+Ji+1+Jm+m-1=n+m—1

Cuando usamos el Método Simplex para resolver un Problema de
Programacidén Lineal y conocemos la solucién inicial asociada con
un conjunto de vectores Linealmente Independientes, obtenida a
partir del Método de las Dos Fases & El Método de la Gran M, ¢l
proceso que sigue el Simplex es buscar qué vector debe entrar y
decidir cudl debe salir, de tal manera qgue la solucién mejore.

Para encontrar la solucién basica inicial en el Problema del
Transporte no es necesario usar los métodos utilizados en el
Simplex y esto se debe a las caracteristicas especiales con las
que goza la matriz de las restricciones del Problema, estudiadas
en el capitulo II.

En la siguiente seccidén determinaremos un proceso para
conocer si la solucién Basica inicial es 6ptima y en caso de no

ser asi, al igual que el Método Simplex, cémo decidir qué celda
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debe entrar en el arreglo y cudl debe salir, de tal forma que la
nueva solucidn basica este mds proéxima a la optima.
3.4 CRITERI0 PARA CONOCER SI LA SOLUCION BASICA INICIAL ES OPTIMA.

En la seccidén anterior se analizd el Método de Minimo Costo
para encontrar la solucidén inicial. El proceso que sigue es de
mostrar con el ejemplo prototipo como pasamos a otra solucidn mas
préoxima a la solucién 6ptima, y en las secciones siguientes
generalizaremos el Problema del Transporte con m origenes y n
destinos, demostrando los aspectos tedricos que contemplamos en el
proceso.

Sea el ejemplo prototipo de Transportar desde tres origenes y
cuatro destinos un determinado producto y consideremos la solucién
bdsica inicial obtenida en la seccidn anterior, como se muestra en

la tabla 3.4.1

Dl Da I:’3 Di
2 3 4 2
6} 20
1 S
5 10 5
u
1 3 5 4
0 10 N
a 1
10 o
n
2 i 7
o 4 5 i
3 s
5
t
r
Requerimiento - 5 20 5 5 35 0

Tabla 3.4,1

El costo para esta distribucidn es
c,=2(5)+3(10)+2(5)+3 (10)+5(0)+4(5)=100.

Observese que la primera seleccidén es un arreglo aciclico,
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que al unirle un elemento que no este contenido en el arreglo, se
forma uno y solo un ciclo.

Empezaremos uniendole al arreglo de la solucién inicial una
casilla que no tiene asignacién, para verificar si el costo en la
distribucidén total disminuye y para ello seguiremos los siguientes
pasos:

PASO 1., Al ejemplo de la tabla 3.4.1, uniendole a este arreglo
cualesquiera de las casillas qué no estan en la base, se forma un
ciclo, por ejemplo la casilla izjl, formandeose el ciclo mostrado

en la tabla 3.4.2

2 3 4 2
5 10 5
1 3 5 4
0
10
2 1 4 7
5

Tabla 3.4.2
PASO 2. enumeremos las componentes del ciclo, de 1la siguiente
forma: al costo ¢, =1, dque unimos al arreglo le asignamos el
nimerc uno y continuamos etiquetandc siguiendo la secuencia de las
manecillas del reloj, de esta forma a los costos siguientes 2,3 y
3 le corresponden las etiquetas 2,3 Y 4 respectivamente.
Los costos de la semicadena impar y par son:
Costos Impares 1 y 3.

Costos Pares 2 y 3.

Observacidn. Como se recordarid de las secciones anteriores, los

elementos en un ciclo los enumeramos empezando por el
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elemento que se estd uniendo y siguiendo las
manecillas del reloj.
PASO 3., Con los costos impares y pares obtenidos en el paso 2
hacemos el cdlculo de la diferencia de la suma de los costos

impares con la suma de los costos pares, gue los denotaremos por

A, es decir
21

A= (143)-(2+3)=-1
PASO 4. Cuando verificamos cada una de las casillas no basicas
utilizando los célculos del paso 3, y si todos ellos resultaran
positivos, entonces la solucién actual es la &ptima. En nuestro
ejemplo es negativo, lo cudl nos indica que al entrar a la base la
variable X, la solucidén del problema mejorara.

Al igual que el Método Simplex cuando estamos minimizando un
prcblema, escojemos el coeficiente del costo mds negativo lo que
nos garantiza gque, al entrar a la base esta variable, el método
convergera més réapido a la solucidn éptima. En nuestro problema,
al hacer todas las evaluaciones de las casillas no basicas (paso
3), algunas de estas son negativas, entonces seleccionamos aquella
casilla jque tenga el valor mds negativo para gue entre a la base.

La transformacién la efectuamos buscando el minimo de 1los
envios de los elementos pares, después sumamos esta cantidad a los
impares y finalmente restamos esta cantidad a los pares (A esto le
llamaremos transladar) dando comor resultado la distribucidn

mostrada en la tabla 3.4.3



15 5

o

Tabla 3.4.3

Obteniendo los siguientes costo en la distribucién:
CX=3(15)+2 (5)+1(5)+3(5)+5(0) +4 (5)=95

Observese gue el costo disminuyé en 5 unidades y para
conocer si estamos en el Optimo tenemos que aplicar nuevamente
los pasos uno, dos y tres para las casillas que no consideramos en
la segunda solucidn bdsica. Finalizaremos con‘el proceso hasta que
en alguna iteracidén los cédlculos del paso 3 son todos positivos,
es decir, todos los Aifﬂ.

Observese que este proceso tiene que terminar dado que
existen un nimero finito de casillas.

Cuando hacemos los cdlculos de la diferencia de la suma de

los costos impares con la suma de los costos pares (paso 3)
By = ZCU'— Zcij

reviste gran importancia en el proceso de encontrar la solucién

éptima del problema, como se ilustrard en las siguientes

secclones.

Después . de ilustrar el proceso con el ejemplo anterior,
estamos en condiciones de hacer una generalizacién en la secuencia
seguida para obtener la solucién éptinma.

Consideremos el Problema del Transporte con m origenes y n
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destinos de la manera siguiente:

Supongamos que hemos construido la primera solucidén basica X
con el arreglo M1 y su respectivo producto escalar cxl, uniéndole
un elemento clj al arreglo M, (que no se encontraba en el
arreglo), formamos un ciclo.

Denotemos por AU a la diferencia que forman las sumas de los
términos impares c,,» con los términos pares c” del ciclo, es

decir

En la enumeracidén de los elementos del ciclo tomamos como

primer término del ciclo el c,, 9que unimos al arreglo M . En el

caso de gue algQn ALJ sea menor gque cero nos indicaria gque 1la

solucidn anterior no es la oOptima.

Se construye una segunda solucidén béasica X, tomando el

. i . . - .
elemento minimo x?ﬁ de la primera solucién basica vy

transladandolo de la semicadena par hacia la impar.

Entenderemos por transladar, al proceso de buscar el elemento
xiJ minimo entre todos los que tienen etiqueta par del ciclo,
sumandoselos a los impares y restandoselo a los pares.

En el caso que en la semicadena par, existan varios elementos

min

1)

gue encontramos primero cuando recorremos la semicadena par en

X, iguales al x' ., pasamos entonces del arreglo M aguel XTT

el movimientos de las manecillas del reloj, substituyendo por la

celda 1y correspondiente al clj, encontrado anteriormente X2
11

se diferencia de X sdlo con la presencia del elemento c

i ’
ijl
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entonces sz sera menor a cxl en:

" min
min__ (o5 Il =] X
[AU]XU" [%‘121” -

Yy serd positiva la expresidén anterior si

Yoo ]
c ZC
EiJ@!‘J
P i
i ’ B d
Cono xT; puede resultar cero, entonces CX>C X _. Repitiendo
este proceso encontramos gque la secuencia de soluciones basicas:

X X?"“'Xk"" tales que

1'
1 2 k .3 "

¢ X1 =z C Xaa e e xkz ... Es una funcién decreciente.

Las soluciones basicas X, con arreglo Mk es 6ptima, si para

todo elemento ciJ gque no es miembro de Mk tenemos que

Cuando calculames los AU para saber si estamos en el éptimo,
realizamos un proceso andlego a calcular los costos normalizados
en el Método Simplex.

Nétese que en cada iteracién es necesario encontrar todos los
ciclos en la tabla del P.T y este proceso resulta complicado
cuando el problema es de regular tamafio, es por ello que en la
seccidn 3.8 estudiaremos un Método para determinar los ciclos en
la tabla del transporte.

Cuando obtenemos una solucidén basica inicial aciclica el

proceso de unirle una celda a esta solucién es la clave para

encontrar la solucidén &ptima.

69



3.5 CRITERIO DE DEGENERACION
En el caso cuando transferimos algln xl.J # 0, la funcién
objetivo disminuye, como analizamos anteriormente con el ejemplo
prototipo. Es de pensarse que al transferir un xa; =0 la solucién
no mejora, es decir, los costos no disminuyen aparentemente, pero

esto no sucede, como lo mnostraremos en el ejemplo prototipo.

Consideremos la solucidén basica dada en la tabla 3.4.3

2 3 4 2
15 2
1 3 5 4
0
5 5
2 1 4 7
5

Tabla 3.4.3
Observese que a la variable X le asignamos el valor de
cero, decimos entonces que es un problema Degenerado. Para este
problema al calcular los AU existen algunos menores que cero, lo
cual nos indica que no estamos en la solucién éptima.
Construyamos wun problema alterno al anterior donde 1la
variable X,, 1le asignemos un valor mnuy pequefio, digamos e

diferente de cero. Notese, que los problemas son semejantes cuando

el valor de la € es demasiado pequeiio. Lo anterior se ilustra en

la tabla 3.4.4.
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15-2¢€ 5+3&

5 5+2€ o

5+€

Tabla 3.4.4

La solucidén basica para el problema alterno es de:
CX=3 (15~€)+2 (5+3€)+1(5) +3 (5+2¢€)+5(~€) +4 (5+€)=95+5¢.

Calculamecs los A” para saber si estamos en 1la solucién
optima y en caso de que no lo esté, decidir gué variable es la que
entra a la base.

Para este problema los AU son:

B L By Ly B2, B3, B L Y B =4

Se observa gue las variables candidatas a entrar a la base
son x . Yy X con igual prioridad, ya que el valor que se le
asigna a los A” de estas variables, es el mismo.

Elijamos arbitrariamente X . obteniéndose la nueva solucidn

mostrada en la tabla 3.4.5

2 3 4 2
15-3€ S 5+3€
1 3 5 4
5 5+€
2 1 4 !
5+3€

Tabla 3.4.5

La solucidn béasica para este caso es:
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CX=3(15-€) +4 (~€)+2 (5+3€)+1(5) +3 (5+e) +4 (5+¢€)
=95

Para el problema anterior, aunque la solucién no ha mejorado,
el hecho de que todas 1las variables que estan en la base x”
tienen asignacién diferente de «cero, el problema se ha
transformado a uno gue es no Degenerado y como al hacer las
transformaciones de las variables bésicas transformando un le #
0, la solucidén se aproxima en cada iteracidn cada vez mas a la
solucién éptima, es decir, el costo disminuye en cada iteracidn.

El andlisis hecho en el ejemplo anterior, lo

generalizaremos con el resultado del siguiente teorema.

Teorema. Para la matriz Cm[c1 ] dada, con elementos reales, Yy

;)
al>0, bj>0, la sucesidn de soluciones bésicas AR SRERY
X rees Conduce, después de un nimero finito de pasos, a

una solucién optima.

Demostracién. La prueba de este teorema la dividiremos en dos

partes, ya que puede suceder:

Primero. que en la sucesidén de soluciones béasicas no existan

elementos cero.

Segundo. gque en la sucesidén de soluciones béasicas existan

elementos cero.
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CASO 1.

CAS0 2.

Sea la sucesidn de soluciones basicas xl,xz,...,x

§yeoe

k
donde ninguna de ellas tiene término cero, entonces el

término xT:n gue transladamos a lo largo de la cadena,
deberd ser diferente de cero, y como m y n son finitos
s6lo puede haber un nGmero finito de arreglos M y cada uno
de ellos determina una solucién bédsica correspondiente,
donde existen un nGmero finito de términos en la sucesidn.
Dado que xT:“>0 entonces C€X disminuye en cada paso,

entonces, después de un nGmero finito de pasos llegaremos

a una solucidén optima.

Sean X ,X_,... soluciones basicas en las que en algunas

i?=0 tenemos el problema en gque el producto

existe x"
escalar CX no disminuye aparentemente.
Consideremos el problema original y un problema artificial

donde la matriz de costos C es la misma a la del problema

original y sea:

a’=a +e 1=152; 560 v
1

bf=hb 3=1,2, .4 ,0-1
3 J :

b’=b +me
n n

Donde el nimero € > 0 es suficientemente pequeiio.

Construiremos las soluciones béasicas Xy Xf para los dos
problemnas dados. Come € es muy pequeho entonces el arreglo
Moy el arreglo del problema artificial, donde se usa g,
gque es MT coinciden y no existiran xf =0. Los elementos
cero del problema original s6lo se presentan cuando
existen combinaciones de columnas y renglones, es decir,

cuando la suma de algn subconjunto de las a es igual a
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la suma de algin subconjunto de las bj, en otras palabras,

cuando

En el problema donde relacionamos el nimero e, sdélo pueden

ocurrir los elementos cero en uno de los casos siguientes:
=1 i=)

1) a, tge = b

N
o))
+
2
m
I

b_||+b n-tme

Si seleccionamos un € menor que las raices de cualquiera de
las ecuaciones 1) y 2), se excluye la posibilidad de tener
elementos cero en la seleccién XT. Como la matriz de costos C es
la misma para los dos problemas y los elementos Alj con los

mayores valores negativos coincidén, lo mismo pasa con los ciclos

€

formados por estos elementos y los elementos X Y X1

’

' I, €
respectivamente, las posiciones en los arreglos M1 Yy M1 de los

i €ni
elementos x?}“ y xlT ® que deben pasarse en la cadena. De esta

manera la transferencia de X hacia Xz en el primer problema es
exactamente paralela a la transferencia de xf hacia Xz del segundo
problema.

Debido a gque los problemas coiciden en cada iteracién vy

como en el segundo problema (donde hacemos mencién del €) no



existen elemento cero y esta acotado por mn, entonces usando la
argumentacidén del caso 1 se llegara a una iteracidén en la cual

estaremos en el o6ptino.

3.6 TRANSFORMACIONES DE EQUIVALENCIA EN LA MATRIZ DE COSTOS

El proceso para encontrar la seleccidédn o6ptima visto en la
seccién anterior es bastante tediosa, ya gue son necesarios un
gran nmero de calculos.

Lo que pretendemos en esta seccidén, es buscar un proceso en
el cual encontremos la solucidén éptima al Problema del Transporte
con nmenos calculos y en menos iteraciones que el expuesto en la
seccidén anterior.

Para lograr el objetivo trazado es necesario utilizar el
concepto de Transformaciones de Eguivalencia de una matriz, y
después Jjustificar 1la invarianza de las transformaciones de

equivalencia en el problema gque estamos estudiando.

Definicién. Supongamos ¢gue se da la matriz C=[CIJ] y 1los

nimeros reales arbitrarios E oY aeee X i 8

; S ,+4+.,8 . Decimos
m 1 2 n

que la matriz D=[d1j] es eguivalente a la matriz C si

s n

d =c +r -+ i= - =
1) 1) ri SJ i=1,2, y m j=1,2,

La expresidn d”=c”+rl+sJ nos indica que la matriz C=[d”]
es equivalente a la matriz D=[dLH, si ésta (la wmatriz D) la
obtenemos a partir de la matriz C sumandole los nlmeros reales X

con i=1,2,...,m y los nimeros reales s, con J=1:24 ¢ ve ;05 €8 decir,

las matrices C y D cumplen con:



Cc ¢ _...c ] T Cc. 4r +s € 4+r 48 ....C +r +8 ]
11 12 in 11 1 71 12T L D in 1 " n
C.. € e c_+r +s_ c<c_ +r +s ....C_ +r +s
21 22 2n 21 T2 "1 T22 T2 Ta 2n ~ 2 " n
C = D =
€. C eaulC ¢c +r 48 Cc +r +s ....C +r +8
— ml m2 mn ~— '~ m1l m 1 m2 m 2 mn m n—

Diremos entonces que las matrices C Y D son equivalentes.
Para aclarar la definicidén anterior consideremos la matriz de

costos C y los valores reales para los r.y 8, dados por:

r1=1, r2=2 y r3=3
s =5, s8_=6, 3=7 Y 3428
Y sea la matriz
e -
1 2 3 4
“ls 6 o 7
2 3 1 4
1+1+5 2+1+6 3+1+7 44148
D=| 5+2+5 6+24+6 0+4+2+7 7+2+8
2+3+5 3+3+6 1+43+7 4+3+8
7 9 11 13
D= 12 14 9 " D es equivalente a C.
10 19 11 15
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3.7 JUSTIFICACION DE LA INVARIANZA DE LAS TRANSFORMACIONES DE
EQUIVALENCIA.

Ccon el siguiente teorema demostraremos la invarianza de 1la
sucesién de selecciones en Transformaciones de Equivalencia de la

matriz de costos.

Teorema. Una sucesidén de selecciones es invariante bajo las

transformaciones de equivalencia de la matriz de costos.

Demostracién Dada la matriz de costos € y una matriz equivalente D.
Construyamos la seleccidn X:'xz""’xu adyacentes y Xk es oOptima.
Con la seleccidn X1’ construyamos una sucesién de selecciones

X;,X;,...,X; para la matriz D y X; es Optima. Por comprobar que la

c

diferencia entre los valores de dos elementos correspondientes c1J

D . ) . .
Y c1J gue no son miembros de la seleccidn Xx’ es lgual a cero:

C D__‘c_"c_ i c - c
ij Alj—l_% ciJ % cl;] [:% (clj+rl+sj) Z (clj+ri+sj)]
i P i P

Q

Afj— A':J= 2; c”-- E@:lc”— ch”+ };p i Zl(ri-rst ;p(r1+sj)

1
= Z (rl+sj)-; (r1+sj)=0
P i

Los dos Gltimos términos son iguales en magnitud y opuestos
en signo, dado gue cualquier r, ( © sj) contenido en la semicadena
par, también estan contenidos en la semicadena impar ya gque los

valores de los elementos de las dos matrices C y D coincidén, de
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igual manera con los elementos del valor minimo .

Podemos concluir entonces, . que la transferencia de xl hacia
X, enel primer sistema es idéntica a la transferencia de X hacia
Xz en el segundo sistema y de agui szXQ. Continuando con este
proceso tenemos gue xk=x; gque es una solucidén éptima.

El proceso de encontrar la matriz de equivalencia D a partir
de la matriz de costos €, nos permitira saber si la solucién
bdsica en la gue nos encontramos en esa iteracidén es la optima y
en caso de no ser, decidir cudl casilla debe entrar como basica,
de tal forma que mejore la solucién.

La matriz de equivalencia D 1la obtenemos enviando 1los
elementos seleccionados por X hacia cero. (Los elementos
seleccionados por X son los clj correspondientes a los elementos
de la seleccidn X). Para lo cuidl es suficiente, sumar a los
elementos de cada columna (6 rengldén) un nimero igual en magnitud
y opuesto en signo a la suma algebrdica del nGmero agregado al
renglon (6 columna) y el elemento seleccionado por X (c”), que
debe enviarse hacia cero, entonces la matriz Transformada es
aquella en la cual todos los elementos seleccionados por X son
cero.

8i todos los elementos de la matriz de costos Transformada
son positivos, entonces esta matriz es una solucién 6ptima. Como

los costos de la matriz transformada son positivos esto nos indica

que
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y como

demostramos en la seccién 3.4, hemos llegado a la solucidn

basica optima.

En

la siguiente seccidn ordenaremos el proceso y enumeraremos

los pasos a segquir para llegar a la solucién éptima del Problema

del Transporte.

PASO

PASO

PASO

PASO

PASO

PASO

PASO

1.

s

3.8 PASOS PARA HALLAR UNA SOLUCION OPTIMA

Escribase la informacién del Problema del Transporte en
una tabla, como la gue mostramos al inicio del trabajo.
Determinese la primera solucidén con el procedimiento
visto en la seccién 2.7

Llevar los elenentos seleccionados por X de la matriz de
costos hacia cero. en caso de que los elementos restantes
de la matriz de costos transformada son positivos,
entonces estamos en el optimo.

Si la matriz de costos transformada tiene elementos
negativos, seleccione el méas negativo y foérmese el ciclo
que contiene ese elemento negativo junto con los elementos
seleccionados por X.

ConstrQyase la segunda seleccidn transladando el término
menor x1J en la semicadena par del ciclo del paso 4.

Dado que el mayor elemento negativo en la matriz de costos
ahora se ha transformado en seleccidn por X, le aplicamos
otra transformacién de equivalencia que lo lleve hacia
cero y deje iguales a cero a los demds elementos
seleccionados por X.

Repitiendo estos pasos y hasta que lleguemos a una



seleccidn para la cudl la matriz de costos transformada
tenga todos los elementos selecionados por X iguales a
cero y el resto positivos, entonces esta sera la seleccidn
optima.

PASO 8. Para calcular el costo del Transporte correspondiente a
esta solucién o6ptima, tomaremos el producto ascalar de la

matriz de costos original y la matriz solucién.

Analizando los pasos anteriores con el ejemplo prototipo al
que ya le calculamos la solucidén béasica inicial empleando el

Método de Costo Minimo, obtenemos la distribucién de la tabla

3.7.1
2 3 4 2
5 10 5
1 3 5 4
10 0
2 1 4 7
5

Tabla 3.7.1
Transformando los elementos seleccionados por X a cero,

sumando y restando nGmeros enteros, como se observa en la tabla

3.7:2
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2 3 4 2
5 10 5
1 3 5 4
10 0
2 1 4 7 +1
5
-2 -3 =5 -2

Tabla 3.7.2

Haciendo estas operaciones en la tabla 3.7.2 se transforma a

la tabla 3.7.3

] 0 -1 0
5 10 5
-1 0 0 2
10 0
1 =1 0 6
5

Tabla 3.7.3
Observese que existen tres nimeros negativos entonces esto
nos indica gue no estamos en el 6ptimo. Como existen tres nlmeros

que tienen igual valor absoluto, tenemos que formar tres ciclos,

como se muestra en la tabla 3.7.4.

l¢] 0 =1 0
5 10 5
-1 o] 0 2
10 0
1 =1 0 6
5

Tabla 3.7.4

Haciendo los cédlculos para excluir en cada caso el x” minimo
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en la semicadena par de cada ciclo, es decir, en cada ciclo
buscamos xlj minimo de los elementos de la semicadena par sumando
este elemento a los elementos de la semicadena impar vy
restandoselos a los ¢que tengan etigqueta par, obtenenmos la

distribucién mostrada en la tabla 3.7.5

-1
0 0 0 -1
5 0 5
-1 0 0 2 -2
5 5
1 -1 0 6
5
+1 +1 +2 +1
+2

Tabla 3.7.5

Transformande los elementos negativos a cero, sumando vy
restando nimeros enteros en columnas y renglones como se muestra

en la tabla 3.7.5 obtenemos la tabla 3.7.6

2 0 0 0
5 0 5
0 -1 0 1
5 5
4 0 2 7
5

Tabla 3.7.6
Como en la figura anterior obtenemos nimeros negativos en
la transformacidn, esto nos indica que no estamos en el optimo,
marcando en la tabla 3.7.6 el ciclo con un cuadro Yy buscando el
minimo de los elementos de la semicadena par, cuando recorremos en

el sentido de las manecillas del reloj y transladandolo de 1la

82



semicadena par hacia la impar, como explicamos en los parrafos

anteriores obtenemos la distribucién mostrada en la tabla 3.7.7

2 0 0 0
5 5
0 -1 0 1
5 5 0
4 0 2 7
=
5
+1L

Tabla 3.7.7
Transformando los elementos de la seleccién de X a cero

sumando y restando nimeros enteros en renglones y columnas como se

muestra en la tabla 3.7.7, ésta se transforma a la tabla 3.7.8

2 1 0 (o]
5 5
0 o] o] 1
S 5 0
3 0 1 6
5

Tabla 3.7.8
Notese que en la tabla anterior no existen nGmeros negativos

esto nos garantiza que estamos en el éptimo.
Cambiando los costos de la tabla 3.7.8 a los

s costos

originales, se obtiene la tabla 3.7.9.
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4]
n

]
[&5]

5

Tabla 3.7.9

El costo mds econdémico en la distribucién para este problema
es:

CX=4(5)+2(5)+1(5)+3(5)+1(5)=55 unidades.

El costo anterior se debe a la distribucién de cinco unidades
de un producto del primer origen al tercer destino, cinco unidades
de producto del primer origen al cuarto destino y asi
Sucesivamente hasta distribuir cinco unidades de producto del

tercer punto de suministro al segundo consumidor.

3.9 DETERMINACION DE LOS CICLOS EN LA TABLA DEL TRANSPORTE

Cuando en el Problema del Transporte existen gran nGmero de
origenes y destinos 1los ciclos en la tabla del Problema del
Transporte no los observamos a simple vista, es por ello que es
necesario encontrar un algoritmo para descubrir los ciclos donde
incluya el elemento mas negativo de la tabla.

El procedimiento al que hacemos mencién es el siguiente:

PASO 1. Basado en la tabla del Transporte tachamos todas las
columnas gque contienen un solo cero (Con exepcién de

la columna en la cual se en cuentra el elemento mas

negativo de la tabla).

PASO 2. Se examinan los renglones y tachamos aquéllos en los
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cuales queda un solo cero.

PASO 3. Se observa nuevamente las columnas y hacemos lo mismogue
en el paso 1.

PASO 4. Se construye el ciclo, empezando en el elemento mas
negativo y trazando una linea a travez de &l y de todos
los demds ceros, uno por uno yendo en el sentido del
movimiento de las manecillas del reloj.

Ilustraremos los pasos anteriores con el siguiente ejer;lo:

Supongamos gue en un problema determinado tenemos 1la
siguiente tabla.

Observese que no podemos detectar a simple vista los ciclos.

Utilizando los pasos anteriores eliminamos algunos ceros como
se muestra en la siguiente figura (Los ceros gque tienen un

astérisco son los que fuerdn eliminados).

1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11
* »
1 0 o]
* #*
2 0 o 0 -7
L] # %
3 0 0] 0
4 * " *
0 (4] (4]
5 L
0
6 »
0
7 #*
0
8 »
0 O (4]
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Con el objeto de que se comprenda mejor los métodos
utilizados para encontrar la solucidén optima del Problema del
Transporte describiremos en detalle un ejemplo encontrando
inicialmente la solucién basica de inicio, por medio del Método de
Minimo Costo, para después, utilizar el Método de Combinatoria que

nos llevara a la solucidn 6ptima del problema.

Ejemplo., Encontrar wun plan para transportar un determinado
producto de cuatro origenes hacia seis destinos, el suministro de
cada origen es conocido, la demanda de cada destino también es
dada y de igual forma los costos en la distribucidén. La

informacién es dada en la figura 1.

b
a J 5 2 3 5 4 2

5 4 1 3 8 2

6

4 3 1 3 2 3 3

7 5 4 1 2 5 1

4 6 3 3 1 4 3

Figura 1

Encontremos la solucién basica inicial usando el Método de
Minimo Costo para este problema.

El proceso inicia revisando los costos en el primer renglén y
estos son (5,4,1,3,8,2) eligiendo entre ellos el minimo, en este

caso es el uno, entonces le asignamos el minimo de a =6y b§=3 el
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cual es el tres. Como el a no se agotd, entonces pasamos a
revisar nuevamente el primer renglén de costos para elegir el
costo minimo de los restantes 6 igual al anterior, en este caso es
el dos y a la variable x . le asignamos el minimo de lo gue quedo
de a digamos a;=3 Y bg=2 y el dos. Como se observa el a, no se
agotd, entonces buscamos el siguiente costo minimo & igual al
anterior en el primer rengldén, en este caso es el tres y a la
variable X, le asignamos el minimo de a‘’=1 y ku=5 y éste es el
uno. Como el a se termind pasamos al segundo rengldédn y hacemos el
mismo proceso gue en el rengldén uno, y después pasamos al
siguiente hasta terminar «con todos ellos obteniendo 1la

distribucién mostrada en la figura 2.

5 4 1 3 8 2
3 1 2
3 1 3 2 3 3
2 2

5 4 1 2 5 1
5 2 0

6 3 3 1 4 3
4

Figura 2

El proceso que sigue es determinar si 1la distribucién
anterior es la méds econdmica y para ello utilizamos el Método de
Combinatoria gque consiste en transformar los costos de las
variables bédsicas a cero sumando y restando nlmeros enteros en las

columnas y renglones de la distribucién anterior cono se muestra

en la figura 3.
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5 4 1 3 8 2
3 1 3
3 1 3 2 3 3 +1
2 2
5 1 1 2 5 1 +1
5 3 0
6 3 3 1 4 3 +2
4
-5 -1 -1 -3 -6 -2
-1 -2
Figura 3

-1 2 0 0] 2 0
3 1 2
-2 Q 3 0 -2 2
2 2

0 3 1 0 0 0
5 2 0

2 3 4 0 0 3
4

Figura 4

Como en la figura 4 existen nQmeros negativos, entonces no se

estd en el Optimo y dado que son dos los nGmeros negativos de

igual magnitud, marcamos dos ciclos con un cuadro en la figura 4.
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Para cada ciclo transladamos el minimo de las asignaciones de
las varibles béasicas de la semicadena par hacia la semicadena
impar, ésto es, sumar el minimo de la asignacién de las varibles
con etiqueta par a los que tienen etigueta impar y restar este
valor a los de la semicadena par. Haciendo los cdlculos anterior

tenemos la distribucidén mostrada en la figura 5.

-1 2 0 0 2 0
-2
3 1 2
-2 0 3 0 -2 2
2 3 0
0 3 1 0 0 0
-2
3 4
2 3 4 0 0 3
-2
4
+2 +2 +2 +2 +2
Tabla 5

Transformando los nlmeros negativos de la figura 5 a cero
sumando y restando nlmeros enteros en las columnas Y renglones de

la tabla 5 obtenemos la figura 6.
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~1 [s] 0 0 2 0
3 1 2
] o 5 2 0 4
2 2 0
0 1 1 0 0 0
3 4
2 1 4 o] 0 3
4
Figura 6

En la transformacidn de la figura 6 obtenemos un nimero
negativo, lo cual indica gue no estawmos en el d6ptimo y marcamos el
ciclo correspondiente ilustrado con un cuadro en la figura 6 ¥y

haciendo el translado para este ciclo obtenemos la figura 7.

-1 0 0 0 2 0
3 2
0 0 5 2 0] 4
2 2 0 =%
0 1 1 0 4] 0
-1
1 5
2 1 4 0 0 3
-1
4
+1 +1 C o+l +1
Figura 7

Transformando a cero el nGmero negativo sumando y restando

nimeros enteros en los renglones y columnas de la figura 7 se

obtenemos la figura 8.



0 1 0 1 3 0

1 3 2
0 0 4 2 0 3

2 2 0
0 1 0 0 0 -1

1 5
2 1 3 0 0 2

4
figura 8

Como en la figura 8 existen nGmeros negativos entonces no
estamos en el &éptimo, por ello marcamos el ciclo con un cuadro
como se muestra en la figura 8 y haciendo el translado para este

ciclo cbtenemos la distribucién mostrada en la figura 9.

0 1 0 1 i2) 0 w1
2 3 1
0 0 4 2 0 3
2 2 ] -~
0 1 0 0 0 ~1
5 1
2 1 3 0 0 2 =
4
+1 +1 +1 +1 +1
Figura 9

Transformando a cero el nlmero negativo de la figura 9

sumando y restando nlmeros enteros en la tabla anterior obtenemos

la figura 10.
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%3]
=

figura 10

Siguiendo el mismo proceso se obtienen las figura 11 y 12.

0 1 0 0 3 0
3 3
0 0 4 1 0 3
1 2 1
1 2 1 0 1 0] -1
! 4
2 1 3 -1 0 2
1 3
+1 +1
Figura 11
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0 1 0 1 3 1
3 . 3
0 0 4 2 4] 4
1 2 1
1 1 0 0 0 0
4 4
2 1 3 0 0 3
1 3
Figura 12

Observese que en la figura 12 no se tienen valores para los
costos transformados negativos, entonces, ésto nos garantiza dque
estamos en la distribucidn Gptima.

Volviendo a los costos originales y con la distribucidn para

las variables obtenidas en todo el proceso anterior se tiene 1la

figura 13.
5 4 1 3 8 2
3 3
3 1 3 2 3 3
1 2 1
5 4 1 2 5 1
4 4
6 3 3 1 4 3
1 3
Figura 13
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Finalmente la distribucién total del productd mids barata para
este problema es de:
CX=5(3)+1(3)+3 (1) +1(2)+3(1)+2(4)+1(4)+1(1)+4(3).

=51 unidades de costo.

En el analisis del ejemplo anterior se ha utilizado 1los
aspectos tebéricos del PTRC contemplados en los apartados
anteriores.

En el siguiente capitulo estudiaremos el PTRT, que consiste
en transportar un determinado producto de varios origenes a un
nmero dado dé puntos de demanda en el menor tiempo posible.

Los aspectos tedricos para este problema son una
modificacién de los que utilizamos en el PTRC, como lo

corroboraremos en las siguientes secciones.
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CAPITULO 1V

SOLUCION DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON RESPECTO AL TIEMPO

El objetivo de este capitulo es presentar y justificar un
algoritmo que nos permita encontrar un plan optimo en 1la
distribucién de algtn producto de varios suministros a un nfimero
dado de puntos demandantes, de tal manera que el tiempo en 1la
distribucién total sea minimo.

El contenido de este apartade reviste gran importancia en
problemas practicos, por ejemplo, cuando tenemos un producto
perecedero o que por necesidades de demanda se requiere que la
transportacidon de los origenes a los puntos de consumo se efectde
en el menor tiempo posible, para que asi las pérdidas econdmicas

se reduzcan al minimo.
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4.1 SOLUCION BASICA INICIAL DEL PROBLEMA  DEL  TRANSPORTE CON
RESPECTO AL TIEMPO.

En el Problema del Transporte con Respecto al Tiempo PTRT, al
igual que cuando consideramos el Problema del Transporte respecto
al Costo, tenemos una tabla que nos facilita el manejo de 1la
informacién y nos ayuda en el proceso de resolucién. La tabla a la

que hacemos referencia tiene la siguiente estructura:

DEMANDAS

J
. b b b & BiE b
s 1 1 2 3 n
U 113 12 13 @ 55 in
M a1 x11 x12 X13 xln
I sz tzz tza =4 t2n
N a X X b4 b 4
T 2 21 22 23 2n
t £ t t
S 31 32 33 5 3n
. a X X X, ble
b1, 3 31 32 33 3n
R - - L] L] L] -
o] : : . : g ¢ .
B £ £ E £
nmi m2| . m3 mn
a X X X @ X
m m1 m2 m3 mun

Tabla 4.1,1
Observando la tabla 4.1.1 vemos que el primer renglén es para
la demanda de cada uno de los puntos de consumo y en 1la primera
columna de la tabla estan las cantidades que puede ofrecer cada
punto de suministro. En cada uno de los cuadros restante se
indica, el tiempo requerido para la distribucién de un cargamento
de algln origen a un determinado destino.
Retomemos el ejemplo que hemos analizado en las secciones

anteriores para aclarar 1la interpretacién de 1los datos de la

tabla.

Supongamos gue tenemos tres almacenes con un determinado
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producto para distribuirse en cuatro zonas de demanda,
conocemos ademds el tiempo que se tarda en llevar un cargamento de
cada almacén a cada punto de demanda.

La informacién se resume en la tabla 4.1.2

Requerimiento = 5 20 5 5
20 2 3 a 2
10 1 3 S 4
5 2 1 a 7

L Oferta

Tabla 4.1.2

En la tabla 4.1.2, el primer rengldn de nmeros nos indican
la demanda de producto que tienen los cuatro puntos de consumo y
los nGmeros de la primera columna nos sefialan la cantidad de
producto que puede suministrar cada uno de los origenes. Los
nGmeros qgue se encuentran en los cuadros de la tabla, nos indican
el tiempo qgue se requiere al enviar un cargamento de producto de
un determinado origen a un destino dado. Por ejémplo, el nlmero
siete que estad en el cuarto rengldén quinta columna nos indica que,
para enviar un cargamento de producto del tercer origen al cuarto
destino es necesario siete unidades de tiempo, de manera andloga
podemos darle una interpretacién a los otros ntmeros.

Para encontrar la solucién inicial en al PTRT utilizaremos el
Método de Minimo Costo analizado y utilizado en el capitulo
anterior, el proceso que se sigue es el mismo, lo fGnico que
modificamos es la tabla ya gue en lugar de trabajar con la tabla

de costos ahora lo hacemos considerando los tiempos.
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Para nuestro ejemplo prototipo la primera solucién BAsica
obtenida a partir del Método de Minimo Costo se muestra en 1la

tabla 4.1:3.

5 20 5 5
2 3 4 2
20
5 10 5
1 3 5 4
10
10 0
2 1 4 T
[ =4
= 5

Tabla 4,.1.3

En esta solucidn béasica inicial, el tiempo gue se utiliza en
la distribucidén total de los cargamentos, es de 4 unidades de
tiempo, observando la distribucién obtenida a partir de Método de
Minimo Costo mostrada en la tabla 4.1.3 nos damos cuenta que el
tiempo que se utiliza en la distribucién total de los cargamentos
es de 4 unidades, aunque la vafiable X, esté en la base, en esta
direccién no fué enviado ning(n cargamento, es por ello que este
tiempo no es tomado en consideracioén.

La anterior solucién factible también la podemos encontrar
utilizando otro artificio, el cual consiste en plantear el
problema como un Sistema de Ecuaciones Lineales.

Para aclarar este proceso, analizemos el ejemplo prototipo.

Consideremos las restricciones del problema
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= + + +X
i xl 1 % 12 * 13 14
Restrlicciones
1 =2 * +x X
5 10 le XZ 2 X23 24
Suministros
5 = X +x +X +x
| = 31 32 "33 34
;
= X X
3 xl 1 21 31
Restricclones 20 = % X X
de 12 22 32
4
Demanda
= X
a 13 X23 33
5 xl 4 x24 x:u.

Tlempos empleados

para llevar un o 2 3 4 2 1 3 5 4 2 1 4 7

cargamento del
orlgen I al des -
tino jJ.

Figura 4.1.,1

La asignacién de cargamento del primer punto de suministro a
los 4 puntos de demanda, empieza analizando los primeros 4 tiempos
del Gltimo renglén de la figura 4.1.1, observamos que existen dos
tiempos minimos, en este caso es el dos que estdan asignados en las
variables X, Y X ,, se elige cualesquiera de ellos , digamos el
que esta en la posicién X subiendo a lo largo de esta columna
vemos que el valor gque podemos asignarle a esta variable es de 20
© 5, en este caso el 20 no puede ser asignado a la variable X
pués al hacer la resta de la primera ecuacién a la cuarta nos
quedaria un valor negativo, entonces para estos casos se elige el
minimo del suministro y la demanda. .

Para hacer la asignacién X, restamos la cuarta ecuacién a la
primera y al lado izquierdo del cuarto renglén, quedandonos x =5,

como se muestra en la figura 4.1.2
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15 = +x  +x  +x ~ - X
12" 743 a

4 21 31
= + + +
19 xm Xaz X235,
5 = X +X +X +X
31 "32 "33 " 34
= 5 b4 X
i1 21 31
= X
20 x12 xzz 32
3 = x13 %23 x33
5 = X X X
14 24 34

Figura 4.,1.2

Como el suministro del primer punto no se agotd buscamos el
siguiente minimo entre los 3 primerua tiempos (3,4,2), en este
caso es el dos, efectuamos otra transformacién de la misma forma
qgue la anterior.

Trabajar con todas las variables de Sistema de Ecuaciones
Lineales como lo hicimos en la primera iteracién resulta demasiado
tedioso, por lo que es conveniente utilizar lo que suele llamarse
LA TABLA GRANDE que nos permitird simplificar el trabajo.

La Tabla Grande para el ejemplo anterior, consiste en dos
fajas horizontales y tres verticales que coincide con el nmero de
puntos de suministros. En el primer renglén de la primera faja
horizontal se escriben los subindices de las variables Yy en la
primera columna de la primera faja se escriben las capacidades de
suministro de cada uno de los 6rigenes. En la primera columna de
la sengunda faja horizontal se escriben las cantidades que se
deben abastecer a cada uno de los destinos y en el dltimo renglon

encontramos los tiempos requeridois para abastecer un cargamento

de producto, del origen i al destino j.
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Para el ejemplo prototipo la tabla grande se muestra en la

figura 4.1.4.

Variables

11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34

N '8
(9]
R 20 - - = -
1
G A
E 10 — = = -
N
i
S 5 - = L =
? X
11=5 g - -

o

ncz~—ris
i

2| 3| a 2 1 3 s| &)l 2| 1| a| 7 e]
Tiempos

Tabla 4.1.4

Por ejemplo, en la Tabla grande 4.1.4 del problema anterior
el nimero sefialado con un asterisco en la tabla, nos indica que se
requieren cuatro horas para llevar un cérgamento del primer origen
al tercer destino, la misma interpretacién tienen 1los demas
nimeros de este renglén.

Los signos menos gque se encuentran en la primera faja nos
indica lo que sobra en cada origen. Por ejemplo, lo gue restaria
por suministrar en el primer punto suministro seria

zoﬂxxxbxza”x13_x14

Los menos que se encuentran en la segunda faja horizontal
indica el déficit en cada uno de los destinos. Por ejemplo, el
faltante para el primer punto demadante en nuestro ejemplo seria

5= =X =X
1 21

1 31

El proceso para encontrar la solucién inicial utilizando 1la
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tabla grande consiste en lo siguiente:

Se empieza en la primera faja vertical buscando en el rengldn
de los tiempos (Gltimo rengldén) aguel viaje que requiere menos
tiempo, en este caso existen dos, por lo que eligiremos
arbitrariamente a cualesquiera de ellos, por ejemplo el primer
dos, subiendo a lo largo de esta columna vemos gue existen dos
menos, en la parte izquierda de estos, estidn dos nlmeros, 20 y 5
(primera columna de la tabla), de los cuales escogemos el minimo,
este es el 5, gque se encuentra en el guinto renglén de la tabla,
en la parte izquierda de este nimero escribimos X,y atodo este
renglén se lo restamos al primero y los signos de la columna 11 se
borran, el proceso anterior es anidlogo a restarle a la primera
ecuacién la ecuacidén cuarta y borrar los signos de la columna 11

. ]

significa que a la variable de desicién x , se le asignd algtn

valor gquedandonos como se muestra en la tabla 4.1.5

11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34

15 = = - + +

10 i R

X
11=5 — -

20 = s 2

2 3 4 2 1 3 5 A 2 3 4 7

Tabla 4,.1.5

Como el suministro del primer origen no se ha agotado

buscamos en el Gltimo rengldén de la primera faja otro tiempo
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-

igual al minimo anterior 6 mayor a éste,

entre los restantes, en este caso es el dos

que sea el mas pequefio

y hacemos lo mismo

gque en la primera iteracién, como se observa en la tabla 4.1.6

11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34
10 = = + * + +
10 .y = o -
5 - s a s
X =5
11 - -
20 = — =
5 — _— —_
=5
14 -~ =
2 3 4 2 1 3 5 4 2 1 4 T

Tabla 4.1.6

Como el suministro del primer origen no se agotd,

a hacer otra iteracidn obteniendose la tabla 4.1.7

11 12 13 14 21 22 23

24

31

32

33

34

x =10
12 - +

10 _— - o

Tabla 4.1,7

volvemos

En la tabla 4.1.7 vemos gque el abastecimiento del primer

origen se ha agotado, puesto gue en el primer renglédn ya se le

asignd algln valor a la variable de desicién (x12=10),
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pasamos a la segunda faja (segundo suministro) y hacemos el mismo

proceso, para después pasar al siguiente y asi sucesivamente hasta

obtener la distribucién mostrada en la tabla 4.1.8

11| 12| 13| 1afl 21| 22| 23| 24| 31| 22| 23| 34
=10

12 - + + + +
=10

22 - -

x =5

33 =l =

% .25

11 - -
=0 +

23 0 0] = - -
0=5 0 0 ol o] o 0
=5

14 - a

2l 3] a 2 1 3| s| af =z| 1M 7

Tabla 4.1.8

Antes de continuar analizando el problema haremos algunos

comentarios referentes a los datos obtenidos hasta ahora.

Observaciones: a

b)

)

Las distribuciones iniciales obtenidas en 1la
tabla grande 4.1.8 y en la tabla pequefia 4.1.3
coinciden, por 1lo tanto podemos utilizar
cualesquiera de las dos tablas (dependiendo del
tamafio del problema).

Al final de la distribucién inicial en la tabla
grande (4.1.8) al mencs uno de los renglones
consta exclusivamente de ceros y esto es debido

a que el Problema del Transporte esta

balanceado, es decir:

La=Lh

¢) Revisando la distribucién inicial, se observa
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que el tiempo maximo en la distribucidén es de
cuatro unidades de tiempo (marcado en la tabla

con un recuadro).

4.2 SOLUCION OPTIMA DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON RESPECTO AL
TIEMPO.

En esta seccidén mostraremos un proceso que nos ayude a
decidir si, dada una solucién arbitraria, ésta es éptima y en caso
contrario como obtener otra solucién de tal forma gque el tiempo en
la distribucién total disminuya.

Antes de hacer una generalizacién del proceso para obtener la
solucidn 6ptima del PTRT, retomemos nuevamente la Tabla Grande
4.1.8 para analizarla y adecuarle un proceso gque mejore la
solucién inicial obtenida, para decidir si la solucién actual es
la optima. En la tabla 4.1.8 observamos que la variable X,, (con
t33=4), el tiempo puede decrecer sélo si esta varible es cambiada
por x_. [5) X,, Ya que para formar un ciclo, al cancelar una varible
(0 casilla) es necesario que en ese mismo renglén otra wvariable
sea considerada. Las otras variables no son candidatas a entrar a
la base ya que tienen tiempos mayores a la que se tienen en 1la
solucién actual. La mejor candidata de las variables anteriores

(x y %,

_— ) para gue entrara a la base es x ya gque t32<t .

2 32 31

Observando en la tabla 4.1.8 la columna del X, tenemos que no
existen signos positivos, 1o que nos indica que no puede hacerse
una transformacién de tal forma cque gﬂ entre a la base. Para que

una variable pueda entrar a la base es necesario que en esa

columna existan signos mds y signos menos, lo cual nos indica que
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se puede hacer una transformacién, pero si checamos los nGmeros
que estan a la izquierda de los signos menos, el minimo de ellos
es el cero, por lo tanto al hacer la trasformacién, el tiempo no
decrecerd, lo anterior nos lleva a suponer gue se estd en el
optimo.,

El criterio es el mismo que en del Simplex pero sin tomar los
costos normalizados.

Las conclusiones anteriores también pueden ser obtenidas a
partir de la tabla pequeiia Y el proceso es como sigue: Primero se
eligen 1las posibles variables que son candidatas, es decir,
aquellas que tengan tiempos menores gue el tiempo méximo, obtenido
en la solucén actual y que esten en el mismo rengldén que 1la
variable de tiempo maximo, se elige aquella que tiene el wenor
tiempo y formamos el ciclo correspondiente, analizamos este ciclo
para ver si a la variable que tiene el mayor tiempo, la cantidad
que tiene asignada puede ser restada a las variables que tienen
etiqueta impar del ciclo y sumada a las variables qgue tienen
etiqueta par. Si en esta transformacién no existen asignaciones
negativas, hemos obtenido una nueva solucién biasica. A este tipo
de transformaciones es a lo que se le llama CADENA DE DESCARGA

como lo precisaremos en la siguiente definicién.

Definicién. Se le llama cadena de descarga a toda cadena que tiene
la propiedad de que todo elemento de 1la semicadena

\
impar es menor que el elemento tij maximo de la

solucidén actual que debe excluirse.
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Consideremos la solucién inicial obtenida por el Método de

Minimo Costo mostrada en la tabla 4.1.3

b 20 5 5
2 3 4 2
20 5 10 5
; 1 3 5 4
&8 10 0
5 2 1 4 T
5

Tabla 4.1.3
Analizando la tabla 4.1.3 tenemos gue tm=4 puede decrecer

solo si x316 t32 se le asigne valor. Formando los ciclos para

estos tiempos obtenemos la tabla 4.2.1

2 3 4 2 2 3 4 2
5 10 5 5 10 5
1 3 5 4 1 3 5 3
10 O 10 Q
2 1 4 7 2 1 4 7
5 5
a) b)

Tabla 4,2.1
En la tabla anterior vemos que al hacer la tiransformacién
correspondiente el tiempo no decreceri, lo que nos indica que la
solucidén actual es la dptima.
A continuacién resumiremos el proceso que se sigue para

resolver el Problema del Transporte con respecto a los Tiempos.

PASOS PARA  ENCONTRAR LA SOLUCION OPTIMA  DEL PROBLHWA DEL
TRANSPORTE CON RESPECTO AL TIEMPO.

Los pasos que a continuacién exponemos son los gue se llevan
a cabo para encontrar la solucién éptima del PTRT, utilizando 1la
tabla pequefia, ya que para problemas de tamafio regular no se

pueden trabajar utilizando la tabla grande, esto es debido a que
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al usar esta tabla se requiere demasiado espacio, aungue tenga la
ventaja de poder visualizar facilmente la variable que debe entrar
a la base y la que debe salir de ésta.

PASO 1. Resumir la informacién del problema en la tabla pequefia.
PASO 2. Calcula la solucidn inicial utilizando el Método de Minimo

Costo.

PASO 3., De las variables que figuran en la solucién inicial se

max
1

determina el valor méximo t
PASO 4. Tachar con una cruz todas las celdas que contengan tirt';“lx
PASO 5. Revisar si tTm puede ser uno de los miembros de una

cadena de descarga cuyos otros miembros estdn en la tabla.
PAS0 6. En caso de gue exista una cadena de descarga, se construye
una segunda solucién.

PASO 7. 81 se demuestra que no se puede reducir a cero el

max

contenido de 1la celda correspondiente al t

(es
decir, reducir a cero la X, correspondiente), entonces la

solucién que se tiene es la éptima.

max

PASO 8. Si 1la celda correspondiente a t

puede descargarse
completamente, hallar t?“ en la nueva solucidn.
En el caso de que no se optenga la solucién 6ptima en el paso

8, se empieza de nuevo en el paso 4.

Consideremos el siguiente ejemplo para mostrar el proceso

descrito anteriormente.

Una compafiia tiene cuatro almacenes y cinco tiendas. Los

almacenes juntos, tienen un exceso de 120 unidades de un producto
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dado, que se divide entre ellos como sigue:

Almacen Exceso
i. 30
2 25
3 45
4 20

las cinco tiendas juntas, necesitan 120 unidades del producto. Los

requisitos individuales son:

Tienda Requisitos
1 15
2 5
3 30
4 25
5 45

Los tiempos de enviar un cargamento de producto del almacen

i a la tienda j se presentan de la siguiente manera

Tienda
5
1 5
Almacen 9 4 3 2 0 1 *Lom tlempos entan
dados en horas.
3 3 4 3 1 2
4 1 5 6 4 7

El problema ahora es encontrar entre todas 1las posibles,

distribuciones aquella en la cual la entrega total del producto de
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los cuatro almacenes a las cinco tiendas se efectue en el menor

tiempo posible.

Para el ejemplo

algoritmo.

anterior,

apliquemos los pasos del

PASO 1. Resumiendo la informacién del problema en la tabla

4.2.2

CRHLHZ=ZCch

5 2 1 9 3
30
4 3 2 0 1
25
3 4 3 1 2
45
1 5 6 4 ¥
20
15 5 30 25 45
DEMANDA
Tabla 4,2.2
La interpretacidén de los datos de la

explicd en la seccién 4.1.

tabla 4.2.2 ya se

PASO 2, Aplicandole el Método de Minimo Costo para encontrar 1la

solucidén inicial y se obtiene la distribucién mostrada en la tabla

4.2.3.

5 2 1 9 3
0 30 30

4 3 2 0 1
25 o| 25

3 4 3 1 2
i 0 a5 45

1 iﬂ I3 4 7
is s 20

15 5 30 25 45

oFHuHEZNICW

DEMANDA
Tabla 4.2.3

110



PASO 3, En la solucién inicial el tiempo necesario para la antrega
total del producto es de cinco horas, indicado en la tabla 4.2.3

con un recuadro.

PASO 4, Eliminamos 1las celdas que contengan t1j> 5. En nuestro

Caso marcaremos de negro las celdas eliminadas como se muestra en

la figura 4.2.4.

5 2 1

0
4 3 2

25 0 !

3 4 3 1 2

0]
1 5 2

15 5

Tabla 4.2,4

PASO 5. Revisando 1la tabla 4.2.4 se observa gue Gnicamente se
puede formar un ciclo Ya dque en el cuarto renglén existe una
casilla sin asignacién (x44)_y afortunadamente es una cadena de
descarga lo que nos permite decrecer el tiempo.

PASO 6. Como si pudinmos formar una cadena de descarga, hacemos la
transformacién de la siguiente manera: enumeramos las componentes
del ciclo en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj
enpezando por la casilla a eliminar, después, restando la cantidad
asignada a la casilla que se quiere eliminar, a las que tienen
etigqueta impar Y sumando esta cantidad a 1las gque tienen etiqueta

par, obtenemos 1la transformacién mostrada en la tabla 4.2.5.
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4 3
T
1 5

15

Tabla 4.2.5
En la segunda solucién basica obtenida, la distribucién total

del producto se efectia después de 4 horas, como se sefiala en la
tabla 4.2.5 con un Yecuadro, decreciendo el tiempo de la primera
solucidén basica a 1a segunda en una hora.

PASO 7. En la distribucién de la tabla 4.2.5 existen dos tiempos
miximos iguales a 4, lo gque nos indica que deben existir dos
cadenas de descarga bpara que el tiempo en 1la distribucién
decresca, pero al tratar de formar una de ellas tomando a 1la
casilla del tiempo t44a4, Obsevamos (ue no existen tiempos menores
que 4, por lo tanto no podemos formar una cadena de descarga, lo
que nos indica que la segunda solucién es la Optima, entonces el
tiempo necesario para hacer la distribucién total del producto es

de 4 unidades de tiempao.

La siguiente proposicién justifica que, dada una solucién
bédsica y existiendo una cadena de Descarga el tiempo en 1la
distribucién de un recurso de varios origenes a un ntmero dado de
destinos disminuye.

4.3 JUSTIFICACION DEL ALGORITMO DE SOLUCICN  OPTIMA DEL PROBLEMA
DE TRANSPORTE CON RESPECTO A LOS TIEMPOS.
PROPOSICION. Sea X una solucién béasica aciclica e iqu ¢ ¥ con su

respectivo t < t con
Pq ps
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tps= max { tlj} 121, 2 q M JEL, 2, we o B Y supongamos

que al unirle a X la celda iqu se forma una cadena
de descarga entonces al hacer la transformacién, el
tiempo total en la distribucién del producto es menor

que en la anterior distribucién..

Demostracidn. Supongamos que un subconjunto de celdas de X tiene

la estructura mostrada en la tabla (*)

q s
r * *
p k4
Tabla (%)
El correspondiente tps de la celda que uniremos a X tiene la
caracteristica que tpq< 'tpB dondea tps =max {tIJ } 1=1,2,...,m

i . SR

Al unirle la celda iqu se forma una cadena de descarga, es
decir, lo que tiene asignada la variable xps (que es la variable
del tiempo méximo) se puede hacer cero restando esta cantidad a

los que tienen etiqueta impar y sumandosela a los de etiqueta par.

En la nueva solucidn cambia Es :maxl{tlj } 1=1,2, 00,1
D
j=1,2,...,n por tpq, donde tpq se obtuvo de 1la cadena de descarga
tal que t < t , es decir, tmax =max {t J<taian d=), 2. 0050
rPq ps 2 2 1] 1

j=1,2,...,n y es lo gque se guerla demostrar.
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CONCLUSIONES

En el tiempo gue trabajamos en este texto me he dado cuenta
de la basta aplicabilidad de las matemdticas y en especial el area
de la Programacién Lineal. Desgraciadamente, debido a la ecrisis
por la que atraviesa el pais y mas concretamente nuestro estado,
son pocas la compafiias gue utilizan 1la Programacidén Lineal para
optimizar recursos & 1la programacién de estrategias para mejorar
las ventas, salvo algunos centros de investigacién. Si bien es
cierto que estamos avanzando en esta direccién, ya que existen mas
trabajos publicados en el area de Investigacién de Operaciones,
mds centros de computo enfocados en el area de investigacidn, un
gran nimero de profesionistas interesados en el area de 1la
Programacién Lineal.

Considero que el hecho de gue gran nidmero de compafiias
extranjeras estén estableciendose en el estado, serd, en un
futuro, una fuente de emplec para la gente gue estamos trabajando

en el area de Investigacidn de Operaciones.

Como en cualquier trabajo de investigacién, siempre existen
objetivos sin contemplarse, en nuestro caso nos faltaria por hacer
un paguete computacional para resclver el Problema del Transporte
con Respecto a los Costos Y el Problema del Transporte con
Respecto a los Tiempos y una combinacién de estos, es decir,
contemplar la parte tedrica del Problema del Transporte donde
relacione la distribucidn de un articulo a un minimo costo y que
se saltisfaga la condicién de que la entrega sea efectuada en el
nenor tiempo posible. Finalmente enriguecer la parte tedrica del
Problema del Transporte con Respecto a los Tiempos yYa que en la

actualidad existe una escasa bibliografia que contempla este tema.
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