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INTRODUCCION

El concepto que el hombre ha tenido de la matematica, como
es légico, ha evolucionado a traves de la historia ; desde la
concepcién y uso de la matematica como una simple herramienta de
calculo que tuvieron los egipcios vy babilonios hace cuarenta
siglos hasta la concepcién actual de un cuerpo estructurado vy

formalizado de conceptos y proposiciones.

En la evolucion de este concepto la geometr-ia ha jugado un
papel de primera importancia, pues no solo es el campo de la
matematica que primero se  axiomatiza, lo que sucedio hace
veintitres =siglos en la Grecia Antigua, con Euclides: sino que la
concepcién moderna de la axiomatica formal es tambien un resultado
de trabajos hechos en geomet.r.\{a. Especialmente Ila intencion de
probar el famoso V Postulado de la Geometria de Fuclides, cosa que
durante veinte siglos intentaron un gran numero de matematicos
famosos, Yy que a la postre dio lugar al nacimiento de las
Geometrias no Euclideanas, influyt; en la moclificacié:n del concepto
de axioma desde una axiomatica material hasta una axiomatica
formal. Asi mismo el objeto de estudio de la geometria de_jé de
ser las formas espaciales y las relaciones del mundo material,
para pasar a ser las propiedades que permanecen invariantes bajo
la accio de un grupo concreto de transformaciones (definicion de
de Klein en =su programa de Erlangenl; y el espacio fisico aparece
ahora solo como un posible modelo de alguna de las g-eometrias e

incluso no euclideana.

Describir el proceso a traves del cual evelucionaron estos
-
conceptos sera el objeto de este trabajo, de tal manera que se

tocaran los siguientes temas:
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—=La primera axiomatizacion de la geometria

(siglo VI al Siglo III a.C).

~Algunos intentos de demostracion del V Postulado
Euclides {del siglo IIl a.C al siglo XVIIID.

=El nacimients de las Geometrias no EBuclideanas,

(ziglo XIX>

=Influencia de las deometr i as no-EBuclideanas

# - “ E
axiomatica formal y la concepcion del espacio fisico
Conclusiones:

Apéndicea.
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CAPITULO I
LA PRIMERA AXIOMATIZACION DE LA GEOMETRIA

1.1 PERIODO DE LA MATEMATICA PREHELENICA

' -
En esta parte se considerara como el conocimiento
Ed Ed s
practico-empirico de la matematica se transforma en una ciencia

sistematica y deductiva basada en definiciones y axiomas.

Indudablemente que fue on la antigua Grecia donde la

matematica se convierte por primera vez en una ciencia deductiva.

Las primeras ideas geométricas se remontan a épocas muy
antiguas y las formulaciones de las mismas se atribuyen a las
culturas de Babilonia y Egipto. La historia nos sefala los
principios de 1a geometr ia en las préuct.icas primitivas de
ingenieria y agricultura; los registros mas antiguos en el campo
de Ia geometr'ia son unas tablas inscritas de arcilla cocidas
enterradas en Mesopotamia, que datan de los tiempos sumerios de
aproximadamente 3000 afios antes de nuestra era, entre ellas se
encuentran la tablilla Plimpton 322 gque da muestras que en
Mesopotamia =se conocia ya relaciones entre los <catetos ¥ la
hipotenusa, seme jante a la formulacién del teorema de Pit.:;.g;oras.

Asi mismo la= tablas cuneiformes babilonicas de per iodos
posteriores donde vemos que la geomet.pia antigua babilonica esta

s - -
intimamente relacionada con la medicion practica

LLos babilonios de 2000 a 1600 afios antes de nuestra era ya
estaban familiarizados con las reglas generales para la solucion
de problemas sobre perimetros, areas Y volumenes de figuras vy
cuerpos geomét.ricos; llegaron a una gener-alizacia;n implicita va
e utilizaban el mismo metodo de solucién para problemas
seme jantes. De igual manera se desarrollo la geomet,r-ia en Egipto
hacia el afic 1850 a 1650 antes de nuestra era. Veintiseis de los

110 problemas de los papiros de Moscu y Rhind son geométricos
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involucrando areas y volumenes.

Es interesante obs=ervar ia naturaleza emp irica de La
- -
matematica prehelenica que sin haber llegado a la demostracion
-
logica, y la poca importancia que dieron a la diferencia entre
verdad exacta vy aproximada, atacaron con exito una extensa

diverzidad de problemas.

12 EL NACIMIENTO DE LA DEDUCCION

El periado de desarroclle de la gagmetria por los cientificos
griegos comienza a partir del siglo VII antes de nuestra era. En
el =siglo VI y V se obtuvieron muchos resultados geamétricos
fundamentales, época en que =e con=cli dé el concepto de
demostracion de teoremas. Anterior a la fecha en gque aparecieron
los Elementos de Euclides (siglo III ac.), solo  han llegado
hasta nosobtros dos eobras completas de matematicas, escritas por
un contempurénea mayor gque Euclides, Autolico de Pitane; fuera de
esto, la matematica griega pre-EBuclideana debe ser reconstruida a
partir de fragmentos. La fuente mas antigua de informacion es la
llamada Sumarie de Eudemo de Proclo <410-485 d.c.). Un extracto
de e=sta obra perdida aparece en el comentaric de Procle el primer
libro de Euclides en el siglo V dec, sme trata del famoso
Cat..élog:n de Geometras de Froclo; en el se considera a Tales de
Mileto fundador de la matematica griega, ez decir, de Ila
geametria; a el se le atribuyen los giguientes resultados

geometricos:

1. Un diametro bisecta a un circulo .

2. Lo= éngulas en la base de un triéngulo isosceles son
iguales.

3. Lo=s éngulms opuestos por el vértice, en dos lineas que se
cortan, son iguales,

4. Dos trié\ngulas son congruentes =i se tLiene un lado y dos
éngult}s iguales,

5. El éngulm inscrito en una semicircunferencia es un éngulo

recto (esto era ya sabido por los babilonios unos 1400



afios antezs).

Lo importante de Tales es gue usaba razonamientos légiccs
para hacer ver gue eran ciertos estos resultadoz y ne lo hacia por
medic de la intuicion, la experimentacién y la comprobaﬁi()n
repetida, como hasta esas ;pccas se habia hecho. Tales de Mileto
adquirié sus conocimientos en Egipto en el =iglo VI ac, y al
regresar a Orecia aplic:} a la gemmebria los procedimientos
deductivos de la filosofia griega. Su merite no es tanto por el
contenido gecmétri-::m sino mas bien por el apovo de cierfo

razonamiento logico en lugar de intuicion y experimento.

F‘ibé,gor‘aﬁ: quien tambien vivio en el sigleo sexto a.l. continua
con el cambio iniciado por Tales en la matematica griega v en
particular en el ejercicic de la geomatria, permitiéndale formar
parte de lo= ciudadanos libres, as decir, el congcimiento
matematico de caracter préctico-empiricﬂ se convirtio en teorice y
adquir*ié un carécter intelectual, esto es; la matematica se
transforma en una ciencia deductiva. Esta matematica trata de
encontrar los principios “independientemente de consideraciones

concretas, por medic del intelecto".

For los comentarios de Proclo sabemos gque mucho antes de
Euclides se habian egscrito obras matematicas sistematicas
s=eme jantes a los Elementos. El primer matematico que ::::mstmuy:;
tal sistema fue Hipécrates de Quias en el =iglo quinto a.c., dquien
se dedico a la ensefianza de la genmetria, redacto el libro
Elementos en donde aparece la sistematizacion racional de esta
disciplina; otra de sus obras digna de mencionarse eas la
Quadratura Lunularum; luegoe sabemos de Leon en la primera mitad
del siglo cuarto y de Teodocio de Magnesia en la segunda mitad del

mismo.

Investigaciones recientes sobre historia de la mat*emr;mic:a.
independientemente del informe sobre Hipocrates, han llegado a la
conclusion de que algun texts matematico sistematico debio existir

en el giglo quinto ac. En este renglon debemos mencionar los



trabajos de O. Becker publicade en 1936, guien observée gue los
frines dieciowis beerewss Odel @t &l 45 d¢l LibPe IX del
Euclides asi come el trigesimo septimo apendice del libro X,
relacionado con les anteriores, constituyen un apéndice a la ocbra
de Euclides, en forma por demas informal, a los elementos, ya sea
por el autor misme © por un escriba antiguo. Desde este
descubrimiento, a este conjunto de diecisiete proposiciones se les
llama "“Las Ensehanzas Pitagéricas Sobre el Par y el Impar”
mostrando tambien que estos ieoremas deben ser considerados las
mas remotas M o9 n 4 o griegas conocidas hasta el momento ya

gue se originaron en la primera mitad del siglo gquintoc a.c.

Asimismo B.L. Van Der Waerden en su trabajo publicade en 1947
logré probar gue las primeras treintaiseis porposiciones del libro
VII de Euclides habian side compiladas en un texto matematico de
los pitagéricos antes del afflo 400 a.c., es decir, en el siglo

quinto a.c. y que Euclides las tomeo sin cambic esencial.

£ s
En un principio en la geometria griega empirica-ilustrativa

las demeostraciones eran simples '"visualizaciones' metodoe 11lamado
L oT o p t N es decir, como ciencia inseparable de la vision, la
verificacién o refutacion de cualquier afirmacién consistia, en
hacer concretamente visibles los hechos. Los pitagéricos
consideraban a la geometria como L © T © © L N, ©s decir, como

ciencia inseparable de la vision.

El metodo empirico de superposicién en las demostraciones
debic haber sido utilizade en épocas anteriores a Euclides;
posiblemente no es casualidad gque de los cinco teoremas atribuidos
a Tales, cuatro se puedan probar por este metodo y el quinto puede
ser probade indirectamente por el mismo metodo. Es un error

considerar como rasgo caracteristico de la matematica griega su

caracter ilustrativo, pues ya en el sigle quinto a.c., Hipécrates
de Quiocs en su Quadratura Lunul arum, prob6 teoricamente
desigualdades que podrian haberse hecho obvias mediante
ilustraciones, es decir, ya no confiaba en la evidencia de 1la

vizualizacion, y con esto la matematica griega toma un caracter

anti-ilustrativo Y anti"empirico, por ejemplo, en las

10



demostraciones de los teoremas de los nuUMeros pares e impares
conservadas por Euclides, donde los numerocs son representados por
secciones de recta, ocultando ademéls la diferencia entre numeros
pares e impares, la cual anteriormente era félcil hacer notar

mediante la representacion de gui jarros para contar

La tendencia anti-ilustrativa , al menos eh un principio, iba
mas lejos de apoyar la certeza mediante la ilustracién con la
certeza de Ila teoria; pues se privaba aun a los teoremas
obviamente ilustrativos de su caracter ilustrativo y se verificaba
si son correctos c<on teoria pura sin usar metodos ilustratives.
Tal vez, una de las razones, era lograr un mayor grado de

generalidad.

13 METODO DE DEMOSTRACION INDIRECTA

En la mat.em:.;t,ica pitagérica mas antigua, como los teoremas
sobre numeros pares e impares, y las primeras treintaiseis
proposiciones del libro VII de los Elementos, encontramos la forma
de demostracion indirecta. Seis de los diecisiete teoremas de la

. P .
teoria de los numeros pares e impares se demuestran por el metodo
indirecto; igualmente este metodo se usa en quince de los
treintaiseis teoremas del libro VII de los Elementos. Esto hace
sospechar que fue debido al uso de la demostracién indirecta gque

< ' ra
la matematica se convirtio en una ciencia sistematica y deductiva.

En este metodo el teorema no se prueba =ino que su contrario
se refuta; es decir, se prueba que la negacién de lo gque el
teorema afirma es falsa. Por lo tanto, para demostrar
indirectamente alguna afirmacién, primero se formula su negacién A

se procede a mostrar lo absurdo de tal negacion.

Al tratar de encontrar las razones por las cuales los griegos
sustituyeron en la matematica la demostpacién de simple
visualizacién por la demostracién indirecta, no hay explicacién de
zomo hubieran podido lograr construir la forma de d@mostras:ién

indirecta =obre la sola base de su conocimiento de origen

empirico-practico vy  principalmente para uso practico. Se

11



considera que la forma de demostracion indirecta, no fue creada
por matematicos ni fueron ellos los primeros en utlizarla; los
pit,agt’)ricos del sur de Italia la toméron ya hecha de los filosofos
Eleaticos, aungue de acuerdo al conocimient.o actual, este met.odo
fue utilizado primero por Parmenides de Elea. Entonces fueron
Parménides y los Eleaticos quienes hicieron de la ausencia de
contradiccion el criteric para la validez de una afirmac:ién; v es
por esto, que la creacion de la ciencia deductiva matematica puede

atpibuirse a la influencia de la filosofia Eleatica.

Si lo anterior es aceptado, es claro comprender la tendencia
“anti-ilustrativa" v "anti-empirica" de la mateme;ntica griega. De
le eontrario, e piensa que los primeros matematicos griegos
debian estar tranquilos al encontrar que lo que probaban
Iégicamente pod'i a, verificarse mediante l1a pr-:actica, por
ilustracion. Sin embargo, despreciaron el empirismo y las

demostraciones por visualizacion.

Los filosofos Eleaticos usaban el mé‘t,odo de demostra«:ién
indirecta solo para probar aquellos teoremas opuestos a la
experiencia del sentido Gom{;n y a la ilustracién. (Zenén, por
e jemplo, probé indirectamente la imposibilidad del” movimiento” el
cual es real como lo muestran la experiencia y la ilustracion).
Es por esto que los filosofos Eleaticos estaban obligados a oponer
experiencia, préu:t,ica = ilustracién, con el propésito de mantener
la validez de sus demostraciones indirectas; y aunque esta actitud

fue tomada junto a la forma de demostracian indirecta por los

primeros matematicos griegos, la tendencia anti-ilustrativa en

r e
matematicas no era, tan indispensable coOmo en 1a filosofia
Eleatica.

Reidemeister nos dice "la doctrina de los pitagépicos culmino
con la Demost.r-aci(’)n, relacionada con los nUMeros pares e impares,
que prueba que la diagonal D de un cuadrado de ladoe S no pueden
ser medidos con la misma unidad E, es decir, que D » 8 son
inconmensurables’. Este hecho no puede ser ilustrado o
sxperimentado por los sentidos; tal demostracion (Apéndice 27,
Libro X de los Elementos) es una demost—racién indirecta. Como

vemos la aplicacion de esta forma hizo posible la demostracion de

12



un hecho matematico -la existencia de los inconmensurables- el
cual hubiera permanecido desconocido para ellos sin esta manera de

pensamiento.

Los pitagaricos tomaron de los Eleaticos ia forma de
demostracion indirecta con su actitud anti- ilustrativa, porque
ampliaba sus perspectivas vy este es el camino que pudo haber

seguido la matematica para convertirse en una ciencia deductiva.

Fara los pitagéricos fue facil aplicar los principios
eleaticos para los numeros no asi en geometpia; primero, porque
las figuras geométricas eran mucho menos abstractas que los
numeros Cel "t,pir:mgulo", por e jemplo, es mas concreto que el
nl:lmero impar'"); segundo, porque era mas dificil eliminar el metodo
ilustrativo de las demostraciones geométricas que de las
aritmeticas. Euclides solo hizo difuso el caracter ilustrativo de

las demostraciones geometricas.

Los Eleaticos descubrieron estas dificultades; Zenon de Elea,
por e jemplo, podia ennumerar varios argumentos para demostrar que
el concepto de ‘"espacio” es contradictorio, uno de ellos era su
infinita  divisibilidad. Ante esto, los eleaticos no
retrocedieron, nada que sea contradictorio, puede ser parte de la
realidad <d{como "movimiento”, “"devenir", "tiempo'). En otras
palabras, los eleaticos negaban la existencia del espacio, y por
lo tanto, la existencia de Ia geometria. Entonces el espacio
pertenece a la c:ategoria de conceptos; solo se percibe por los
sentidos como el movimiento, ambos son producto de nuestras

Ssensaciones.

14 EUCLIDES Y LOS ELEMENTOS
Las dificultades encontradas para aplicar los principios

eleaticos a la geometria pueden ser e jemplificados por la

definicion euclideana de “punto".

"Un punto es aquello que no tiene partes'. Esta es la primera

definicion de los Elementos; esto recuerda a

13



Zenon de Elea quien hablaba de "magnitudes sin partes"”; tanto el
como Proclo comparan el concepto del "punto" geomét.rico con el
concepto t.emporal de "ahora'.

Ante esto habia dos alternativas. Se reconocia la existencia
del espacio como lo experimentaban los sentidos negando la
existencia de “punto'; o©o bien se adherian estrictamente al
principio de consistencia negando la existencia del espacio, pero
en este caso no pod?ia haber ciencia del espacio "geometria". Es
por esto, que los pit.agér-icos no encontraron para la geometria
fundamentaciones simples y no contradictorias sobre las cuales
construir la teoria de manera no contradictoria, A menudo se les

e Ld
reprocho de haber creado una base falsa para la geometria con su

definicion de punto y linea. Es pertinente citar a K.
Reidemeister: "El punto y la linea no se dan ni para Ila
observacion ni para la reflexion. Algunos conceptos geometricos

son evidentes; tambien es evidente que deseemos incluirlos en un

sistema no-contradictorio. Sin embargo los comienzos de los
s -

cuales la teoria planeada se piensa deducir solo se busca come una

completacién no—-contradictoria de aquello que es evidente'.

Pero i Como  se llego, en el transcurso del desarrollo
historico, a la conclusion de que la matematica como un todo debe

descansar sobre afirmaciones no demostradas?

En este sentido debemos considerar que Euclides solo fue un
compilador cientifico, no fue un genio creador, sino un

sist.ematizador, probablemente una talentosa mente didactica.

Euclides tuvo muchos predecesores, las partes mas importantes
0% mr;s dificiles de su obra provienen de ot.ros autores,
principalmente de Tetetes (ddibros X y II> y de Eudocio <Libro VIII
y X> y prueba de elle es que estas partes estan escritas de una
manera muy precisa no asi otras partes donde hay errores y el
enunciado es confuso. En el Libro I, las definiciones no siempre
coj hciden con la terminologia usada por Euclides en los teoremas vy
dem>Straciones; asi tambien el axioma 7 (axioma de congruenciad
porp ONe un met.odo que Euclides se empela en evitar siempre que le

es peosible.

14



Otra observacion pertinente en la obra de Euclides y en la
matematica griega en general es la importancia que da a la
geometria, tode aquello que no es geometria se relega a segundo
termino. Esta geomet,rizacién debio haber sido necesaria por el

reconocimiento de las cantidades irracionales.

En los tiempos de Euclides la ;g;eeomet,ria habia alcanzado un
desarrollo considerable; lo que propicié, que se diera wuna labor
de sistematizacion del conocimiento plasmado en ‘Los Elementos" de
Euclides; en donde los metodos deductivos de la escuela eleét.ica,
los procedimientos légicos de Aristoteles y el idealismo piaténico

7’ -
se fusionaron y formaron la nocion del sistema axiomatico.

Euclides parte de ciertos objetos indefinidos como “punto",
-
"linea","plano” a los cuales llama nociones comunes, proposiciones
que se aceptan sin demostracion las que divide en dos clases:

"axiomas" y “postulados".

Los axiomas son principios indemostrables de caracter
universal mientras que los postulados son de caracter particular

{esto es geométrico).

Actualmente no hacemos diferencia entre “"axdioma" V%
“postulado’.
Para cbtener nuevas proposiciones, llamadas “"teoremas"

Euclides aplicaba las reglas de inferencia Aristotelicas.

Los Axiomas vy POSTULADOS DE EUCLIDES SON LOS SIGUIENTES:

Axiomas:

1.- Cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si.

2~ Si a cosas iguales se les agrega cosas lguales, las sumas
son liguales.

3~ Si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos

son iguales.
4.~ CGosas gue se pueden superponer una a la otra son iguales

L
entre si.

15



8. - El1 todo es mayor que cualquiera de sus partes.

IX.

L L.

Postul ados:

Desde un punto a cualgquier otro, siempre se puede trazar
una recta.

Toda recta limitada puede prolongarse indefinidamente en
una misma direccion.

Con cualquier centre y cualquier radic se puede trazar
circunferencia.

Todos los éngulos rectos son iguales entre si.

Si una recta al cortar a otras dos rectas forma de un
mismo lado éngulos internos cuya suma es menor Jgue dos
rectos entonces al prolongar indefinidamente estas dos

rectas, ellas se cortan del lado en que estan los éngulos

mencionados.

Para las definiciones y proposiciones, consultar apendice

R

o + ¥ 1) < 18(90
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15 causas DE LA FORMALIZACION DE LA MATEMATICA

sPor que los griegos no Se conformaban con el conocimiento
s s
practico-empirico, ¥ trat.aban de encontrar para Sus teoremas

-
demostraciones teoricas gue tuvieran validez general?

sPor qué creyeron mas en lo que ellos podian probar por
deduccién légica o refutar que lo que la prz;ct.ic:a mostraba como

correcto o incorrecto?

Al tratar de responder a las interrogantes anteriores, se

encuentra que hay razones de caracter matematico Yy extramatematico
s -

gue explican la tendencia a la formalizacion de la matematica

griega.

Entre las causas matematicas se encuentran el surgimiento de
las inconmensurables y las paradojas de Zen()n; estos problemas
hicieron crisis dentro de la mat..em:;tica en sSu época, porque la
teoria, "todas las cosas sSon numeros'" si en algl,.ln lugar deber’ia

4 s s
ser valida era dentro de la matematica misma y es alli donde no

” e
tardo en entrar en contradiccion con hechos simples.

Los pit.agar-icos a mediados del =iglo quinto a.d.,
consideraban que =i tenemos dos magnitudes lineales A y B, siempre
podemos encontrar una magnitud menor, C que “cabe' un NuUMero
entero de veces en A v en B, o sea que A ¥ B son conmensurables;
pero pronto se dieron cuenta gque esto no siempre es cierto, es
decir, gque existen magnitudes no conmensurables vy gque aparecen en
las figuras mas simples como el lado de cualguier cuadrado y sSu
diagonal. El descubrimiento de los inconmensurables causo  un
enorme impacto entre los pit.agéricos, pues destruia de un solo

golpe toda su filosofia . SefRRalan las leyendas que Hippasus fue

expulsado de la secta vy castigado por los dioses ¢murio en un
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naufragio) por haber divulgado el terrible descubrimiento a pesar

de gque todos los miembros de la secta habian Jjurado no divulgarlo.

rd
Esta c¢risis no duro mucho. En las demostraciones de
La ré - 4 i
Hipocrates de Quios, claramente se observa que, la teoria de las 173
[

proposiciones  habia sido adaptada al tratamiento de 105'(-

inconmensurables.

las ideas que ligaban a la Aritmét,ic:a con la geometria, a t.ravés
del estudio de la medicion v del movimiento, y a este estudio
pertenecen las paradojas de Zeném; las cuales segtﬁm Tannery, son
formidables construcciones lé}gicas_, va que no intentaban negar Ila
existencia del movimient.o, sino que quer ia probanr que el
moviemiento era imposible, si el espacio se concebia como una
union de puntos, gque tuvieran magnitud distinta de cero. Zenon se
c:-ponia asi a los ataques de los pitagéricos quienes concebian el
punto como una "unidad que ocupaba cierta posici()n en el espacio'.
Tannery interpreta esta definicion de los pitagéric:os como que un
cuerpo e= la unién de puntos, de la misma manera que un n(unerc:: es
la suma Cunion) de unidades. La posicién de Zenon a este respecto

es la de gque un punto no es una unidad, un 1, sino algo sin

largo, ancho y alto".

Las paradojas de Zenon suscitaron una gran conmocion entre
los griegos, y durante mucho tiempo, al tratar de desentraiar lo
que habia detras de esas "falacias" impulsé el desarrollo del
estudio de modelos aritmeticos del tiempo vy del espacio qgue

s
hicieron posible una descripcion adecuada del movimiento.

Tanta las paradojas de Zenon como el descubrimiento de los
inconmensurables hicieron que la matematica griega volviera sus
ojos hacia terrenos mas solidos que los que la aritmetica ofrecia;

y es asl como la geometria que estaba basada en la aceptacion de

principios que son “evidentes", cuyos elementos ''nos entran por

los ojos™, era el terreno seguro sobre el cual edificar una gran
< £ < : -3 .

tecria. En la que el armazon de la logica impondria sus virtudes

y sus defectos.
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Fd -
Entre las razones de caracter extramatematico se encuentran

las de orden sociolégico y las de orden intercultural

En la estructura de la sociedad griega a la clase poderosa no
solo se le per‘mit;a dedicarse al cultivo del arte, la politica y
la ciencia, sino que las labores relacionadas con el comercio, en
sus aspectos précticos, eran vistos con desprecio y de jados para
las otras clases sociales; y asi a los aspectos de la aritmetica
relacionados con los calculos pr;ct.icos le llamaban log istica,
propia de los esclavos; y a estas mismas ideas tratadas desde el
punto de vista teorico era llamada aritmética ¥y sSu conocimiento

ennoblecia a los hombres libres.

Es indudable que el desarrollo de la cultura influye en cada
unce de sus elementos. Los griegos tenian dos peculiaridades que
los distinguia de los egipcios y los babilonios . La primera es
que se inclinaban a construir grandes teorias a partir de las
pocas evidencias gue sus mét.ados de observacion directa les daban.
Esta inmediatez, aparentemente wuna debilidad, resulta ser su
maxima fuerza. Los pitagéricos por ejemplo, trataron de englobar
en una sola doctrina todos sus conocimientos, ‘todas las cosas son
nﬁmeros"; y segundo, asi como los griegos eran dados a construir
grandes teorias, basados en poca informacion; tambien lo eran a
tratar de comprobar, por todos los medios que tuvieran al alcance,
si tales teorias se ajustaban a la realidad. Esto los lleve a

descubrir muy prontc a los inconmensurables.

Seg(xn AN. Kolmogorov, el desarrollo de la matematica en
Grecia tomo una direcciéon esencialmente diferente de la del Este.
En poco tiempo la matematica griega alcanzo un estado
completamente nueve en la evolucion de la légica. Se exigia

demostraciones matematicas perfectas; =e hicieron los primeros

intentos para construir sistematicamente la teoria de la
matematica. Este cambio debe atribuirse al avanzado desarrollo
socio—politico del Estado @Griego y a su vida cultural. Esto, a su
vez, llevo a un alto grado de desarrollo a la dialectica, arte de

la discusion, donde el objetivo de cada uno de los adversarios es
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llevar al otro a la acept,acién de su tesis. El nacimiento del
pensamiento filoséfico, independientemente de Ia religién, hizo
surgir la necesidad de explicar los fenomenos naturales de manera
racional, lo cual a su vez hizo que la matem;tica se enfrentara a

nuevas tareas.

Van Der Waerden considera que los griegos entraron en
- -
relacion con las prescripciones matematicas de los orientales de
td -~
diferente origen y los conocimientos matematicos siempre podian

- =2} 2
reconciliarse, por ejemplo, los babilonicos wusaban la formula 3»r

para calcular el area del circulo, mientras que los egipcios
td 8 2
usaban la formula < o X 2r)°, ante situaciones seme jantes los

griegos se vieron obligados a decidir cuales de ellas eran mas
correctas. De esta manera, los griegos fueron llegando,
gradualmente, a la idea de deduccion exacta, de demostracion

rs
matematica.

En cambio K. V. Fritz, compara el desarrollo de la matematica
deductiva y su fundamentacion sobre definiciones y axiomas con el
nacimiento de Ila légica aritotélica ;3 la cual =e desarrollo a
partir del arte de la discusion. A afirma algo gue B rechaza;
entonces A, trata de encontrar premisas que B juzgue correctas vy
acepte; finalmente, A muestra que su afirmacion original, la cual
fue rechazada por B al inicio, es implicada légica 4
necesariamente por las premisas aceptadas por B como verdaderas.

Esto es, precisamente, lo que llamamos demostracion.

Este pat.rém, en general, es aplicable a la matematica
euclideana. Las tesis '"complicadas" de Euclides pueden reducirse,
via la demostracié-n, a tesis "simples", es decir, a definiciones
peostulados o axiomas. La matemética es una cliencia deductiva

porque deduce toda afirmacion (todas sus tezsis) de tales premisas;
esto es, porgque reduce toda afirmacion a las premisas aceptadas.
En la discusién, se observa que scl)lo después_, cuando uno de los
contrincantes trata de probar sus afirmaciones, los adversarios
hacen conciencia de sus premisas légicas. Esto debe haber
sucedido con la mayoria de los teoremas de la matematica

euclideana. Muchos de ellos debieron ser conocidos, por medic de
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1a préctica, por los pueblos del Este, aunque ellos no los
pusieran en la forma de teoremas, hasta que los griegos empezaron
a buscar tesis “"simples" de la= cuales deducir las mas
“"complicadas'. A pesar que la matematica como sistema completo es
una ciencia sistematica y deductiva, en sus origenes se trato de
conocimiento inductive o suposiciones basadas en la pré\ctica o en

intentos previos.
Ninguna de las tres explicaciones anteriores esta sustentada

por datos historicos concretos y, por lo tanto, ninguna puede

rebasar el nivel de mera posibilidad.
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CAPITULO II
ALGUNOS INTENTOS DE DEMOSTRACION DEL V POSTULADO DE EUCLIDES

111 ALcUNAs FaLLas DE Los ELEMENTOS DE EUCLIDES.

No cabe duda que la obra de Euclides, "Los Elementos', es la
me jor recopilacién de los resultados geométrieos obtenidos por =sus
predecesores ordenados légicamenbe, partiendo de wun pequeiio grupo
de suposiciones iniciales y el mas ~antiguo intent.o del metodo
axiom.;t..ico, dominando la ensefanza de Ila geometria por mas de dos
mil afos; ha sido el prototipo del metodo matematico moderno. Sin
embargo, =i consideramos la E}{posicié}n de los ‘'"elementos", desde
el punto de vista de la matematica actual, habra que reconocer que
es insatisfactoria en varios aspectos; por e jemplo, en las
construcciones axiomaticas modernas, el punto y la recta, se
introducen como elementos que satisfacen ciertos axiomas, es
decir, se definen por sus propiedades. (Axiomas de Hilbert
1862-1943D. (Ver Apéndice No. 2D. Por otra parte, en el axioma 4
la idea de superposicién lleva implicit.a la idea de movimiento, vy
precisamente, la manera de llevar una (figura sobre otra, para
decidir su igualdad, es una de las caract,erist,icas esenciales de
cada geomet-ria y que es la base de la definicion de la geomet,ria

segun Klein (1849-1925).

En la demost,pac:ién del teorema 21 del Libro I, Euclides
emplea implicitamente lo que mas tarde se conocio como el axioma

de Pasch (siglo XIXD.
“Sean A, B, C tres puntos no colineales y & una rescta d(en el
plano determinado por estos puntos) que no pasa por ningunc de

estos puntos.

Entonces, =i o corta al segmento AB tambien cortara al

zegmento AC o al segmento BG".

Sin garantizar su existencia Euclides acepta los puntos de

interseccion; en el V postulado se garantiza que, bajo ciertas

22



condiciones, dos rectas se cortan, asi come en construcciones
geométricas con rectas vy circules. Este problema puede resclverse
con el axioma de continuidad, que en la forma dada por Dedekind
CSigle XIX), se enuncia: "Si los puntos de una recta estan
divididos en dos clases A y B de manera que todos los de A esten a
la izquierda de cada uno de los de B entonces existe unc y sole un
punto que separa a ambas clases, esto es, que esta de5pués de

todos los puntos de A y que precede a todos los de B'.

No fue necesario esperar a Dedekind para tener una primera
version de continuidad; ya que Arquimides lo habia formulado en su

postul ado:

Postulado de continuidad de Arquimides. "Dados dos segmentos
rectilineocs siempre existe un mﬁltiplo finito de uno de ellos, que
es mayor que el otro". Este postulado puede demostrarse come
consecuencia del postulado de Dedekind aungue haya sido enunciadoe

antes que el axioma de Dedekind. Los postulados noe suministran

ningén dato para fundamentar conceptos comoe “dos puntos se
encuentran a un lado con respecto de una recta', “un punto dado de
una recta se encuentra entre otros dos de ella", "una recta de un
plane divide a este en dos regiones, "el punto se encuentra dentro
de un pol{gono“, etc.esto obliga a recurrir a la intuicion

geometrica, a la hora de utilizarlos en las demostraciones.

Con todos los defectos de la obra, Euclides tiene un merito
extraordinario por haber construido una ciencia deductiva a partir
de conocimientos dispersos vy empfricos en su mayoria. Ademas el
hecho de sefalar como postulado el de las paralelas que dio origen

a tantos estudios Y discusiones durante veinte siglos;
demuestran una genial intuicion acerca de uno de los puntos claves

del pensamiento geometrico.

Desde 1la aparicién de esta obra, hubo opinicnes de los
geémetras griegos en el sentido de que el V Poestulado Cpostul ado

de las paralelas) le falta concision Yy comprensibilidad, es decir,

ne es tan evidente como para aceptarle sin demostracion.



Es probable gque el mismo Euclides haya notade vya esta
diferencia, pues evite el uso de este postulado mientras pudo
hacerle, no lo utiliza en la demostra{:ién de las 28 primeras
proposiciones del Libro I, lo aplica  por primera vez para
demostrar la proposicié)n 29 del Libro L “Una recta que corta a
dos paralelas forma con ellas é\ngulos alternos iguales, un émguio
ext.erno igual al interno no adyacente del mismo lado de Ila
transversal Y los éngulos internos del mismo lado son
suplementarios'; tal vez esta actitud de Euclides justifique Ila
frase de que: Euclides fue el pr-imelr‘ geémetra no euclideano, o©

< s
bien, la geometria no euclideana nacio negando su paternidad.

1.2 INTENTOS DE SALVACION DE LAS FALLAS.

Los comentaristas de la obra de Euclides, hicieron int.entos
por salvar lo gue consideraban una falla en el sistema construido

por el, especialmente en tres direcciones:

1~ Sustituir Ila definicion de rectas paralelas dada por
Euclides cambiando =u forma gramatical negativa por una
af‘irmacién o por alguna otra; pues segﬁn Euclides, las
rectas paralelas son aquellas que “no se encuentran por

mas que se prolonguen Con esta definicion de ja
abierta la posibilidad de que existan rectas asintoticas,
es decir, rectas que, como ocurre con la hipérbola y sus
asgntotas_, nunca se encuentran pero que, sin embargo, no
se conservan equidistantes. Esta observaeién afloro
repetidas veces.

2.~ Reemplazar el V Postulado por otro mas simple o mas
acorde a su concepcién de postulado.

3= Demostrando como una proposicion, partiendo

exclusivamente de los restantes axiomas y postulados.

Las dudas entonces eran sobre el caracter de postulado, no

s
sobre su validez, convencerse los geometras de su validez absoluta
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fue labor de mas de veinte siglos, culminando, como =se vera en el
pm;ximo Capit.ulo, con el descubrimientc de las llamdas "Geometrias
No—-Euclideanas"'.

Los intentos por reducir este postulade como un teorema a
partir de los 9 restantes axiomas y postulados dio como resultado
otras formas equivalentes a él, algunas de las cuales presuponen
la infinitud de la recta <(rectas no acotadas), condicion utilizada
por Euclides <(Prop. I-16), que se considera impl icita en el

postulado II de los Elementos.

Para demostrar la equivalencia del V Postulado de Euclides vy
una alternativa, se debe mostrar, primero, que la alternativa se
deduce como un teorema de las suposigiones de Euclides; y por otro
lado, que el V Postulado se obtiene como un teorema del sistema de
suposiciones de Euclides donde el postulado de las paralelas se ha

sustituido por la alternativa considerada.

I1.3 Los INTENTOS DE DEMOSTRACION ENTRE LOS GRIEGOS.

En sus comentarios al primer Libro de Euclides, Proclo
(410-485 d.C.> menciona las primeras tentativas por resolver el

problema presentado por el V Postulado, entre ellas se encuentran:

1.- "Existe un par de rectas coplanares donde todos los puntos
de una de ellas se encuentran a la misma distancia de Ila
otra <(equidistantes)'”, esta forma se debe a Posidonio
Sigle I aCl, es decir, llaméy paralelas a dos l(ineas
rectas coplanares vy equidistantes. Sin embargo, esta
definicion v la euclideana corresponden a dos hechos que
pueden verse separadamente. Gemino considera esto, como
lo mas paradc,:»gico de toda la geometria y menciona al
respecto los e jemplos de la hipérbola vy la concoide y de
su posicién con las respectivas aslint,otas, para mostrar
que pod ia haber lineas paralelas en el sentido
euclideano, esto es, lineaé que prolongadas hasta el
infinito no se cortan, pero no paralelas en el sentido de

Po=idonio, esto es, no equidistantes.
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Esta equivalencia es muy parecida a la dada por G
Clavius 1837-1612), la cual a su vez tiene muchos puntos

de contacto con la de Nasir—-Eddin 1202-1274).

Tolomeo (Siglo II d.C> por los comentarios de Proclo se
conoce gque Tolomeo intenta resolver el problema tratando
de demostrar la Prop. 129 sin usar el V Postulado y a
partir de el obtener el postulado de las paralelas. Para
elle, considera dos lineas paralelas AB, D Yy una

transversal a ellas FG siguiente figura

Sean a , 2 los dos :;ng'u.los interiores a la izquierda de
? -
FG ¥y al 3, los dos angulos interiores a la derecha de

FG.

Considerande que o + 2 puede ser mayor, igual o menor
que dos émgulos rectos y suponiendo gue si uno de estos
casos se cumple para un par de paralelas (por e jemplo:

o + 3 mayor que dos éng;ulos rectos) este caso debe

cumplirse para otro par cualquiera.
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Come las rectas FB y GD son paralelas entre si, como lo
son tambien las del otro lade, FA y GG, asi:

55 o+ 32> 2 angulos rectos, se sigue que:
o'+ B > 2 éngulos rectos
y entonces a + 3 + o' + 3’> 4 éngulos rectos
Pero esto es imposible, pues la suma de los 4 éngulos es

igual a 4 éngulcs rectos.

En forma similar se puede argumentar que la suma de los

angulos intericres de un lado no pueden ser menor Jque

dos rectos,. Por lo tanto a + 3 debe ser igual
a 2 éngulos rectos. De este resultado se puede
obtener el Postuladoe de Euclides. Proclo sefala la

existencia de una falacia en el razonamiento anterior,

pues Tolomeo supone JuUe a través de un punto se puede
dibujar sole una recta paralela a otra dada y esto es{ﬁ;
|
equivalente a considerar el V Postul ado. CEsta \ ¢
. W

suposicién la hace Tolomeo al considerar que FA y FB son

una misma paralela a CDD.

Db s
OiaLIQ]r e

bims i
&m&ﬁ&wu

Proclo despues de criticar el razonamiento de Tolomeo,  WAiEMAT) s

intenta llegar a la misma meta Cla demostracion del V

Postulado), por otro camino. Su demostracién descansa
sobre la siguiente proposicién, gue el considera
evidente y la cual atribuye a Aristoteles: "La distancia

entre dos puntos situados sobre dos rectas que se cortan
puede hacerse tan grande como se Juiera, prolongando
suficientemente las dos rectas'. Valide siempre gue las
rectas se consideren no cerradas. De esta proposici&n

deduce el lema:

L4
'Una linea recta gque corta a una de dos paralelas, corta

necesariamente tambien la otra".

Observemos que este lema es una modificacion del axioma

de Playfair (1748-18182, que dice:

3. - “"Por un punto exterior a una recta se puede trazar una ¥y

solo una paralela a dicha recta'.
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Esta forma enuncia Ila existencia vy  unicidad de Ila

' rs
paralela y actualmente es la mas comun en los textos de

Geometria.
La demostracion del lema es la siguiente:

Sean AB y CD dos paralelas y EG una linea recta que

corta a AB en F, siguiente figural

A \ B
G

c D

Consideremos un punto P que se mueve sobre FG en la direccion
de @, la longitud de la perpendicular desde P a AB =e incrementa
indefinidamente, y por lo tanto, sera mayor que la distancia entre
las dos paralelas, ya que esta distancia es ‘'finita' Por Ilo

tanto EG debe cortar a CD.

A partir de este lema el postulado de las paralelas de
Euclides puede deducirse légicamente.

La falacia esté en la suposicién, que hace Proclo, acerca de
que las paralelas son en cualquier lugar, equidistantes: o de otro
modo, que las paralelas estan relacionadas de forma que al
prolongarse indefinidamente, la perpendicular desde un punto de

3
una a la otra es siempre de longitud finita. Esta suposicion es

equivalente al V Postulado.
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Proclo muestra otras evidencias sobre discusiones e
investigaciones de los griegos respecto al postulado de Euclides;
como la siguiente par-adéjica argumentacién, con la cual, se
pretendfia demostrar que dos rectas cortadas por una tercera, no se
cortan una a otra, aun cuando la suma de los éngulos interiores de

¥
un mismo lado sea menor que dos angulos rectos.

Supongamos Jque comenzamos con un tringulo ABC y bisectamos la
base BC en D. Entonces en BA tomamos el segmento BE igual a BD, vy
en CA el segmento CF igual a CD, y unimos E con F. Repetimos este
proceso tomando ahora el triangulo AEF con EF como base vy asi
indefinidamente. (Ver Fig.). El vertice A nunca podré ser

alcanzado por este medio, aungue este a una distancia finita.

La falacia de Ila argumentacién reside en el empleo del
infinito, puesto que los =segmentos BE, EH,... podrian, por
disminuciones sucesivas, tender a ceroc y su serie ser finita.
aqu:i observamos que el autor de la paradoja ha hecho uso del mismo
principio con el gue Zenon (495-435 a.C.), pretendia demostrar que
Aquiles no alcanzaria a la tortuga, a(m moviendose con una
velocidad doble de la velocidad de esta ultima. Esto fue
observado, bajo otra forma, por Proclo, diciende gque lo que se

demuestra con este proceso, es que no se pusade alcanzar el punto

r'd 4 La
de encuentro, no que este no exista. El tambien observo que,
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puesto que la suma de dos éungulos de un triémgulo es menor que dos
éngulos rectos (prop. 17), existen rectas que, cortadas por una
tercera, se encuentran hacia el lado que la suma de los éngulos
internos es menor que dos éngulos rect.os; asi, a quien afirme que
para una diferencia cualguiera entre dicha suma y dos émgulos
rectos las dos rectas no se encuentran, se puede responder que

para diferencias menores las rectas se encuentran.

Pero si para alg{m par de rectas formando con una tercera
éngulos internos de un mismo lado, cuya suma es menor Jque dos
r:mgulos rect.os existe un punto de encuentro, falta por ver si esto
ocurre para todos los pares. La duda de Proclo tiene fundamento
solo en el caso en que el segmento BC de la figura anterior
permanezca invariable, mientras los segmentos BA 2y CA giren

alrededor de los puntos B y C, haciendo variar su diferencia.

I1.4 Los INTENTOS DE DEMOSTRACION ENTRE LOS ARABES.

Los é.rabes, tambien estudiaron el V Postulado y le importante
es que mantuvieron sus traducciones de "Los Elementos" apegados al
original y muchas veces es la compar'acian con ellos la gue ha
permitido decidir si una proposicién aparecia en el texto original

r -
o fue aliadida mas tarde. Entre sus aportaciones estan:

Al=Nirizi Siglo IXD quien reproduce una demostracion al '
Postulado, que se atribuye al matematico Aganis y que aparece en
la obra “Introduccion al Libro I de Euclides de Simplicio, un
comentador de Arist.c;t.eles, amigo de Aganis, gque vivio en el siglo
VI. En esta obra se expresan ideas semejantes a las de Gemino ¥
Po=sidonio, afirmando que el Vv Postulado no es evidente Y

refiriendo la demostracion de su compafierc Aganis.

Otros hicieron aportaciones personales a las investigaciones
del postulado de las paralelas, como Nasir-Eddin 1201-1274>
quien, a pesar de que en su demostracion del V Postulado utilizo
el criterio seguido por Aganis, merece ser mencionado por su
original idea de poner explicit.amente el teorema sobre la suma de
los émgu.los de un t,riéngulo y por la naturaleza de su

razonamiento. La parte esencial de la hipétesis que el admite es:
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si dos rectas r y s, son la primera perpendicular y la otra
oblicua el segmento AB, los segmentos de las perpendiculares
bajadas desde = sobre r son menores que AB en la I‘egién en que AB
forma con = éngulo agudo, vy mayores que AB en la reg;i::m en que Ab

s
forma con s angulo obtuso.

A
\r\

II5 Los INTENTOS DE DEMOSTRACGION EN EL SicLo XVI v XVII.

Las primeras versiones de Los Elementos, hechas en los siglos
XII v XIII sobre los textos é\rabes, asi como las sucesivas, sobre
los textos griegos a fines del s=iglo XV y en la primera mitad del
XVI, no llevan observacion critica al v Postulado. Las
discusiones reaparecen a principios del siglo XVII en los paises
suropeos Y entre ellas mencionaremos algunas:
F. Commandino <(1509-1575> afiade, sin justificacion , a la
definicion euclideana de las paralelas el concepto de
equidistancia; respecto al V Postulado, repite el juicio y la

rs
demostracion de Proclo.

C. Clavio (1537-1612)>, critica la demostracion de Proclo v

e ' -
presenta una demostracion, basandose en el teorema: La linea

equidistante de una recta es una recta. El llega a la =iguiente
proposicién:

4. "Si tres puntos estan de un mismo lado de una recta y
equidistan de ella, 1los tres puntos pertenecen a una misma
recta'’.
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P.A. CGataldi (?-1626> es el primer geémetra moderno que publica un
trabajo exclusivamente dedicado a la cuestion de las paralelas.
El parte del concepto de rectas equidistantes y no equidistantes;
perc para probar la existencia de rectas equidistantes recurre a
1a hipéteis de que rectas no equidistantes son convergentes en una

rd
region, y en la otra divergentes.

G.A. Borelli 1608-1679> admite t.ratando de justificarlo, el
axioma XIV): Si una linea recta transportada lateralmente en el
mismo plano sobre otra linea recta la toca siempre con su punto
extremo, y en todo =su curso es perpendicular a aquella, su otro
punto extremo descr-ibiré en su movimiento una linea recta.
Sucesivamente demuestra que dos rectas perpendiculares a una recta

son equidistantes. Sigue la teoria de las paralelas.

Giordano Vitale (1633-1711) vuelve al concepto de equidistancia
formulado por Posidonio; y reconoce la necesidad de rechazar que
las paralelas euclideanas sean lineas asintoticas. Define
paralelas como lineas rectas equidistantes y trata de probar que
el lugar de los puntos equidistantes de una recta es una recta.
Su demostracién no ofrece ventaja alguna sobre sus prodecesores,
sin embargo incluye un teorema que es necesario mencionar, ya dque

contiene una idea que en lo sucesivo adquiere un mayor desarrollo.

Sean ABCD wun cuadrilatero con los éngulos A yv B rectos y los
lados AD vy BC, iguales, ahora, si HK es la perpendicular desde un
punto H del lado DC, a la base AB del cuadrilétero, ent.onces:

1. Los éngulos D yv ¢ son iguales.
2. Cuando el segmento HK es igual al segmento AD, los émgulos

C v D son rectos y (D es equidistante de AB.

D tt »
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Con este teorema giordano reduce el problema de rectas
equidistantes a la demostracion de la existencia de un punto H en

DC, cuya distancia de AB es igual a los segmentos AD y BC.

Muy diferente, pero de gran importancia conceptual, es la
forma de Jhon Wallis <1616-1703> quien abandono el concepto de
equidistancia, explotado inutilmente por sus antecesores,
fundandose en la nocion  comun: Dada wuna figura es posible
construir otra figura semejante a ella de magnitud arbitraria vy
ofrece una demostracion del V Postulado de Euclides, utilizando
una s’uposicién equivalente que dice:

5. "Dado un t.riz:mgulo cualquiera existe siempre uno semejante de
magnitud arbitraria".
Los argumentos esenciales de su demostracion son los
siguientes:
Dadas las lineas AB y CD cortadas por la transversal EF en los
puntos G y H, respectivamente, v con la suma de los é\ngulos BGH
y DHG menores que dos :;mgulos rect.os.
demostraremos que AB y CD se cortan si son prolongadas

suficient.emente. E

A : S

A L*-——-—:::__B—

F

Tenemos gue: < EGB = < EGI + < IGB
pero: < EGI = < GHD

< EGB = < GHD + < IGB
de donde: < EGB > < GHD

Entonces, si el segmento HOE se mueve a lo largo de EF,
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manteniendo HD rigidamente unida a el, cuando H c¢oincide con la

posicién inicial de @, HD toma la posicién de GI, ¥ est,ar-r;

completamente arriba de GB. Entonces, durante su movimiento HD
debe en alg:;n momento cortar a GB en L. Ahora, si uno construye
un t,x*i;:xngulo con base HGE similar al triénngulo GJL ~esto puede

suponerse- es evidente gque HD debe cortar GB.

[1.6 Los PRECURSORES DE LA GEOMETRIA No EUCLIDEANA.

Gerolamo Saccheri <1667-1733) a diferencia de los trabajos de
sSus precursores, Ia idea directriz de sus investigaciones
geométricas es el metodo de reduccion al absurdo el que utiliza,
en su intento de demostrar la validez del V Postulado de Euclides.
Bajo esta idea, toma como datos los cuatro primeros postulados,
las primeras 28 proposiciones del Libro I, y supone como hipétesis
gue el v postulado es falso; esperando, como consecuencia,
encontrar una contradiccion que le autorice la wvalidez del
postulado en si. Tambien adopta la infinitud de la recta <usa la
prop. XVI, el éngulo externo de un Lriéngulo es mayor que cada uno
de los émgulos internos opuestos), asi como el postulado de
Arquimides y la hipétesis de continuidad de la recta y llega la
proposicién:

6. "Si en un cuadril:;t,ero, un par de lados opuestos son iguales vy
si los ::mguios adyacentes al tercer lade son rectos, entonces

e td
los otros dos angulos tambien son rectos'.

La figura fundamental que utiliza Saccheri es el cuadrilatero
birrect:;ngulo isésceles, esto es, el cuadrilatero con dos lados

opuestos iguales y perpendiculares a la base gque llamaremos

"cuadri.l:;t.ero de Saccheri'.

D e
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Saccheri llega a obtener algunas propiedades de esta figura,
como:
F’roposici{’)n 3
1. Si < A = <( B = Un éngulo recto y si AD = BC entonces < € = < D.
2. Si < A=< B = Un angulo recto y si AD = BC entonces < € = < D

y el ::\ngulo mayor es adyacente al lado menor y viceversa.

Para demostrar 1. basta llevar el cuadrilé\tero sobre =i mismo

de manera que la base resulte invertida, es decir, gque A coincida

con B y wviceversa , por el Postulado 1IV; la semirecta AD
coincidira con BC y la BC con AD. Ademas como los siegment.os AD y
BC son iguales, el cuadrilatero coincidira consigo misme  en

' < -4
posicion invertida, y por lo tanto, el angulo C coincidira con el

émg ulo D.

s
La demostracion de 2. la dividiremos en dos partes:

a, Si { A =<B = Un é\ngulo recto y si AD < BC entonces {( D >

< G
A B
Sea E un punto entre BC tal que BE = AD tenemos entonces que

ABED es un cuadrilatero de Saccheri y entonces < ADE = < DEB.
Como < DEB es angulo exterior del triémgulo DEC la ppoposicién XVI

nos permite afirmar que (aqui utilizamos la infinitud de Ia

rectad:

< DCE < < DEB = < ADE < < ADC
de donde: < DCE < < ADC
O bien: <D >»«

b. Si < A=< B = Un éngulo rectto y si AD > BC entonces < D < < C.
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Para demostrar esta parte se sigue el razonamiento anterior,

en la figura siguiente:

Al considerar un cuadrilatero de Saccheri, Y ba jo la
hipét,esis de Euclides <V Postulado), los éngulos ¢ y D son rectos;
pero si suponemos gque pueden ser ambos obtusos o ambos agudos se

niega implicit.ament,e el V Postulado.

Saccheri discute tres hipét.-esis respecto a los émg'ulos ¢ v D

de su cuadrilatero fundamental y las denomina:

a, Hipétesis del éngulo recto: < ¢ = < D =1 < recto.
b. Hipétesis del é\ngulo obtuso: < € = < D > 1 < recto.
c. Hipotesis del angulo agudo: < C = < D < 1 < recto.

Se trata de obtener conclusiones contradictorias a partir de
las hipétesis del éngulo obtuso y del ;ar;gulo agudo, Las obtiene
con la hipét,esis del :::;ngulo obtuso; pero no logra esto, al menos
geomét.ricament.e, con la del r;ngulo agudo. <La negacién de alguna
de las tres hipét,esis de Saccheri implica el cumplimiento de

alguna de las dos restantes).

El primer resultado notable es la Prop. III, que dice:

Sea ABCD un cuadrilatero de Saccheri con los éngulos A yv B
rectos segﬁn se verifique Ila hipét,esis del émgulo recto, del
é;ngulo obtuso o del élngulo agudo, se t.endra respectivamente que:

AB = CD, AB > CD o AB < CD.
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Demostracion:
La hipétesis del émgulo recto se deduce de la proposicion I,

1. Para la hipf’:tesis del émgulo obtuso utilizaremos 2. de Ila

proposicion I.

N &

D

Sea MN la perpendicular por el punto medio del segmento AB,
esta perpendicular divide a la figura en dos cuadrilateros iguales

y recténguios en M y NN Como < D > < A (por el 1‘ecip1‘0c0 de Prop. 2>

tenemos AM > DN, de donde: AB > CD.

Para la hipc;besis del élngulo agudeo las desigualdades cambian

de sentido y por lo tanto, AB < CD.

- - <
La reciproca de esta demostracion tambien es cierta.

Proposicién IV:

Sean ABCD un cuadrilatero de Saccheri con los é‘ngulos rectos

A y B, entonces:

a. Si AB = 0D » < C =< D =1 recto.
b. Bi AB > @D 4 € ¢ = € D > 1 recto,;
. Si AB K< CD » € € = <D <1 rect.o,

Al igual que la pboposicién anterior, demostraremos b. va que
a. no presenta dificultad alguna (se deduce de Ila proposicif}n

1>
b. Supongamos que AB > CD.
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Sea MN la perpendicular por el punto medio del segmento AB,
esta perpendicular divide a la figura en dos cuadrilateros iguales
¥ recténgulos en M y N como AM > DN por la propiedad 2. tenemos
que < D > < A =1 éngulo recto. Por lo tanto, < D > 1 éngulo

recto vy asimismo < C » < B =1 éngulo recto de donde: <C> 1 angulo

recto.

Para la demostracion del inciso c¢. las desigualdades solo

cambian de sentido.

Proposicion V:
Si en un sclo caso es verdadero la hipotesis del angulo

recto, entonces es wverdadero en todos los demas casos.

2
Demostracion:

Sea ABCD en cuadrilatero de Saccheri con sus cuatro éngulcs

rectos.

X Y 9
z N v x

Tomemos en AD y BC los puntos M y N tal gque AM = BN. Si MN es
perpendicular a AD y BC entonces en el cuadrilatero ABNM la
hipétesis del éngulo recto tambien es verdadera. Pero supongamos
que < AMN es agudo, y por lo consiguiente, < DMN obtuso. Entonces

en el cuadrilaterc ABNM por la hipétesis del éngulo agudo, se
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la hipétesis del éngulo obtuso, tendriamos que MN < CD de donde AB
< CD;, lo cual es contradictorio, ya qgque en el cuadrilént.ero ABCD
donde =e verifica la hipé}tesis del .:;ngulo recto, tenemos gue AB =
CD. Por lo tanto, < AMN no puede ser agudo; y con un razonamiento
seme jante se probarz; que < AMN no puede ser obtusc, entonces se
concluye que en el cuadrilatero ABNM tambien es valida la

hipétesis del é\ngulo recto.

Se puede decir lo mismo =i M yv N se toman sobre las

prolongaciones de AD vy BC.

Tomemos Q v P sobre las prolongaciones AD v BC
respectivamente de tal manera que AQ = BP y PQ perpendicular a AD
y BC, En el cuadrilatero ABPQ se verifica la hipétesis del ::angulo
recto, pues =i AQ es mﬁltiplo de AD, la proposicién es inmediata;
y si no, podemos tomar un m{xltiplo de AD mayor que AQ, esto es, n.
AD > AQ <(Postulado de Arquimides), lo mismo sobre BC, consideremos
ahora el cuadrilatero ABHK donde AK = n. AD vy BH = n. BC v ademas
Q esta entre A y K lo mismo P entre B vy H. Como en el
cuadrilatero ABHK se verifica la hipétesis del ngule recto y por
la primera parte de esta demostracion podemos asegurar que en el
cuadrilatero ABPQ tambien se verifica la hipétesis del éngulo

recto.

Por lo anterior, vemos que la hipotesis del angulo recto es
- ”,
valida para cualquier cuadrilatero que tenga la misma base; aunque
tambien puede probarse para un cuadrilatero de base cualquiera, ya

que en la figura puede tomarse por base uno de los lados

perpendiculares a AB.

Utilizando el “Principio de Continuidad" Saccheri demostro 1a

proposicion VI:

’ r -
"Si en un solo c¢aso es verdadera la hipotesis del angulo

obtuso, es verdadera tambien en todos los demas casos'.

<

Asimismo por reduccion al absurdo, demostro la proposicion
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"Si en un caso es verdadera la hipét,esis del .;mgulo agudo, es

verdadera en cualquier otro caso'.

<
Con estas ultimas proposiciones Saccheri aborda el problema
de determinar cuanto vale la suma de los angulos internos de un

triz;ngula bajo cada una de las hipétesis.

Proposici()n VIII:

"La suma de los éngulcrs internos de un triéngulo es igual,
mayor o menor dJue dos éngulos rectos seg;l:m se verifique Ila
hipétesis del émgulo recto, del :;mg;ulo obtusoc o del é\ngulo agudo,
respectivamente’.

Demostracion:

Sea ABC un t,riéngulo r-ectémgulo en B.

D— — —
[
l
|

A

Levantamos la perpendicular al segmento AB por el punto A vy
sobre esta perpendicular tomemos el punto D tal gue: AD = BQC;

uniendo D con C construimos un cuadrilatero y Saccheri DABC.

1. Bajo la hipétesis del .';ngulo recto, los triéngulus ABC vy ADC
son iguales y por lo tanto, < BAG = < DCA vy < ACB = < DAUC de

donde se deduce inmediatamente que en el t.rié\ngulo ABC,

tenemos < A + (B + < Q¢ = 2 émgulos rect.os.

2. Bajo Ia hipét—esis del émguio obtuso, si AB > DC entonces <
ABG > < Cad <(Prop. IV-b), por lo cual en el triéngulo ABC

tendremos < A + < B + < ¢ > 2 .;mg.ulos rectos.

3. Bajo la hipotesis del éngulos agudo, si AB < DC entonces <ACD

< < CAD (Prop.IV-¢d vy de aqui, en el mismo t.ri:,angulo < A + £
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B %< K& énguios rectos.

La demostracion de este teorema se extiende a un triangulo
cualquiera. Al no ser rectangulo, la figura se descompone en dos

- s -
o mas triangulos rectangulos.

Enseguida Saccheri demuestra que bajo la hipétesis del :E—xngulo
recto y del éngulcr obtuso el V Postulado es v::'alido_; lo cual le
permite descartar la hipét.esis del émgulo obtuso y a continuacion

se dedica a tratar de descartar la hipc;t.esis del éngulo agudo,

Lema: Sea ABC un t,riémgulo rect,émgulc- en C vy HK Ila
perpendicular bajada desde el punto medio de AB sobre AC la cual
divide a AC en dos segmentos AK y KC tales que:

a. Bajo la hipotesis del angulo recto AK = KC

b. Bajo la hipotesis del angulo obtuso AK < KC

c. Bajo la hipotesis del angulo agudo AK > KC

Demostracion:
D B
H
A 3 <
K
Sea D tal que DK = BC; entonces DKCB es cuadrilatero de
Saccheri.
a. Bajo la hipotesis d=l émgulo recto; < BDK = 1 éng‘ulo

recto, de donde, DB = KGO y ademas los trié\ngulos AHK y DHB

son congruentes, y entonces AK = DB = KC, por lo tanto AK
= KC.

b. Bajo 1la hipotesis del :;nngulo obtuso < BDK > 1 :.:angulo

recto, por lo tanto la perpendicular trazada desde B a DK
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no puede caer entre D y K vy ademas KC > DB.

A K c
Sea BX la perpendicular a DK, entonces los briénngulcs AKH

y HXB son congruentes y AK = BX, pero DB > BX por ser DB

la hipotenusa del A BXD; y entonces KC > DB > BX = AK de
donde:

KC > AK, o bien AK < KC.

Bajo la hipt;t.esis del :angulo agudo

P

A K C

el éngulo BDK < 1 éngulo recto, por lo tanto, la

perpendicular trazada desde B hacia DK cae entre D vy K v

ademas DB > KC. Asimismo los t,ri.;lngulos AHK y BHX son

congruentes y AK = BX.
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En el cuadrilateroc KXBC tenemos BX y KC perpendiculares a KX
¥ ademas énguh::- BCK = 1 -;.nguli} rect.o, ;nguh} XBG < 1 .‘.;,ng:ula recto,
de donde, por la prﬂposicién I-2., tenemos gque KC < BX y como BX =

AK entonces KO < AK.

El resultado de este lema puede generalizarse en la siguiente
praposiciém Si la hipotenusa de un triangulo rectangulo se
divide en n-segmentos congruentes entre =i y a partir de sus

extremos trazamos perpendiculares a uno de los catetos.

a. Bajo la hipétezis del .’;unguic: recto
AB = BIBEE B B = .. Eﬂn_an
b. bajo la hipétasig del éngulo obtuso

H.Bi < E‘IB < BZBE , SRR En B

2 -1 b

c. Bajo la hipéteais del é\ngulo agudo
AB, ¥ BB, 2 BB, ¥ .. > B__B_

Importantes consecuencias pueden deducirse de est.a
prapmsicién, como la siguiente pr-q::pmsicién:
Bajo la hipébegis del étngulc} recto y del -_;nnguli::r obtuso, dos
rectas gque intersectan a una tercera, una perpendicularmente vy la

otra formando un angulo agudo se intersectan entre si.
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Demostracion: Sean t,s rectas que intersectan a AB formando t un

éngulo agudo con AB y s perpendicular a AB. (ver sig. fig.>

Sobre t tomamoss Ai ¥ Azt.al.es que Ah! = ﬁiaz v tLrazamos AIBt W

AZBE perpendiculares a AB.

En el Lriéngulo A.AEB aplicando el lema anterior, tenemos: con

con la hipébeais del

la hipétesis del é\nguio recto, ABi = E!ilil2 v
2 >
angulo obtuso, 31E2 > ﬁBl esto es, AEIE = 2 ABI

Tomemos ahora sobre L, ﬁ.zaa = A.&E Vv =ea B,; el pie de Ila
perpendicular desde A, sobre AB, =siguiendo el razonamiento
anterior, tenemos gque; AE'& = 2 Aﬂz
esto es: AB_, = ZEAB

v 1

Este proceso se puede repetir cuantas veces sea hecesaric v
asi obtener un punto An sobre t tal gue su proyveccion sobre AR
determine un segmento &Bn que satisfaga la relacion:

AB_ > 2"AB
n 1

51 tomamos n suficientemente grande entonces 2“&31 > AB ¥

entonces ﬁLBﬂl > AB, es decir el punto B esta en el segmento AEn que
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es un lado del triénguln Aﬁnﬂn y entonces la perpendicular s no

puede intersectar otro ladeo del triangulo que no sea la hipotenusa

Al
n

Con este resultadoe Saccheri demuestra el siguiente teorema:
"Bajo la hipétaﬂig del ém.guic recto vy del angulo obtusoc. el V
Postulado es valido",

Demo=stracion:

Sean AB y CD dos lineas rectas cortadas por la recta AC.
Supongamos que < BAC + < ACD < 2 :;ngulos rectosz entonces, al menos
uno de estos dos é\ngulos debe ser agudo; supongamos gue < BAC es

agudo por e jemplo.

Desde € bajamos la perpendicular CH =sobre AB. En el Lrié\rlguio
ACH, con las hipéta*sis trabajadas, tenemos que:

< HAC + < ACH + < AHC 2 2 angulos rectos 1)
perec, < BAC + < ACD < 2 :;ngulos rectos
v < BAC = < HAC

¢ ACD = ¢ ACH + < HCD
o sea < HAG + < ACH + < HCD < 2 r;m-g:uios rectos €25

de 1> y (2> obtenemos < AHC > < HCD y como < AHC es recto,
entonces < HCD es agudo y aplicando la prmposicién anterior, las

rectas AB y CD se intersectan.

Este resultado muestra gque el V Postuladoes valido bajo estas
hipét«egiﬁ v, consecuentemente, los teoremas gque =se deduzcan de
est.e postulade deben tambien ser validos ba jo las mi=mas
hipétesia. en particular el siguiente:

La suma de los :;unguh:-s de un cuadrilatero fundamental es igual a
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cuatro :angulos rectos.

Pero esto es contradictorio con el resultado obtenido bajo la
hip(at,esis del éngulo obtuso, que dice:

La suma de los .;\ngu.los de un cuadrilatero fundamental es mayor que

rs
cuatro angulos rectos.

Saccheri obtiene asi, entre la serie de resultados derivados
de los cuatro primeros postulados de Euclides y la hipétesis del
.’angu.lo obtuso una contradiccion por lo gue descarta la hipét.esis
del éngulo obtuso y se aboca a tratar de destruir la hipétesis del
.émgulo agudo en su afan de probar que el V Postulado es valido en
cualquier caso. En este intento, obtiene los primeros resultados
que podemos llamar de geometrias no-euclideanas, entre las cuales
mencionaremos:

Proposicién

Bajo la hipétesis del éngulo agudo, existen una perpendicular
y una oblicua a una misma recta gue no se intersectan

Su demostracion descansa en la siguiente construccion. Desde
el vertice B del t,r-i:;ngulo ABCG, reoténgulo en G, tracese la recta
BD, de modo que < ABD = < BAC. Entonces por la hipétesis del
éngulo agudo el < CBD es agudo y las dos rectas AC y BD, que no se

encuentran <(Prop. XXVII>, son una oblicua y la otra perpendicular

a BC.

[B

Otro resultado es:

Proposicién:

Bajo la hipét.esis del éngulo agudo, dos rectas coplanares, o
tienen una perpendicular comun o al ser prolongadas en la misma

direccion deben intersectarse a una distancia finita o al menos se
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acercan indefinidamente la una a la otra.

:
En otras palabras, si existen v. lineas rectas coplanares,
4 -
no incidentes y sin perpendicular comun, entonces estas lineas

deben ser asintoticas una a otra.

En la demostracion de esta proposicién tambien utiliza el
met.odo de reduccion al absurdo. En este momento Saccheri concluye
la wvalidez del V Postulado apeg;landose ‘mas a su intuicion vy a su fe
que a la légica; consideraba que el espacio solo podia ser
descrito por medio de la geometria euclideana y expresa:

Proposicién:

La hipétesis del a;ngulo agudo esl absolutamente falsa, por que

repugna a la naturaleza de la linea recta.

Su demostracion se apoya en cinco lemas, desarrollados en 16
péginas; sin embargo se reducen a afirmar que, dos rectas que
convergen asint..ét,icament,e deben tener una perpendicular comun en
un punto al infinito, lo cual es contradictorio a la naturaleza de
la linea recta. Esta demostracién_, esta fundada en la extension
al infinito de ciertas  propiedades, validas para figuras a

distancia finita.

Sin  embargo Saccheri no queda satisfecho e intenta su
rd
demostracion volviendo al antiguo concepto de equidistancia; pero

sus resultados no fueron distintos a sus predecesores.

En realidad obtuve muchos de los teoremas, ahora cl:;sicos, de
la geometria no~euclideana y tal vez =i el hubiera admitido su
incapacidad para encontrar una contradiccion en 1a hipf;tesis del
é\ngulo agudo, se le hubiera acreditado al descubrimiento de las

geometrias no-euclideanas.

Aunque no lograra su objetivo la obra de Saccheri es de gran
importancia, ademas de ser la ménxima tentativa en favor del V
Postulado, el hecho de no haber descubierto contradicciones entre
las consecuencias de la hipétesis del é\ngulo agudo, lo menos que

podia es sugerir la duda de si sobre esta hipotesis se podia
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L4 - x
edificar un sistema geometrico logicamente consecuente y si el V

Postulado es indemostrable.

Los trabajos de  Saccheri publicados en 1733 influyeron

indudablemente en los geémetras del siglo XVIII

4.8, Klugel matematico aleman en 1763 analiza detalladamente
la obra de Saccheri, junto con otros intentos de demostracion del
V Postulado, vy en sus conclusiones expresa dudas sobre su
demostrabilidad; las cuales fueron en las decadas siguientes cada

vez mas frecuentes.

Los +trabajos de Saccheri y Klugel fueron conocidos por el
matematico suizo Johann Heinrich Lambert <d4728-1777) quien en su
"Teoria del Paralelismo" escrita en 1766 y publicada en 17806
('despué-s de su muerte), examina criticamente la "demostrabilidad"
del postulado de las paralelas e intenta a su vez demostrarlo a
partir de las bases euclideanas. Su obra esta dividida en tres
partes; la primera de naturaleza critica v filoséfica, expone la
doble cuestion que podemos proponernos sobre el V Postulado; esto
es, si puede demostrarse con el simple auxilio de los precedentes,
© si, por el contrario, no se exige el empleo de alguna otra
hipétesis. La segunda parte esta dedicada a la exposicién de
varias tentativas, en las que el postulado se reduce a
proposiciones sencillas, las cuales, sin embargo, debepian ser a
su vez demostradas. La tercera contiene un sistema de
investigaciones semejantes a las de Saccheri, por e jemplo, su
figura fundamental es un cuadrilatero trirecténgulo ¥y analiza las

tres hipétesis sobre el cuarto én_guio.

a D
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A la equivalencia que llega es:

- s
7. "Si en un cuadrilatero tres angulos son rectos, el cuarto

4
t.ambien es recto'.

Bajo el V Postulado, el .e,angu.lo D es é\ngulo recto. A pertir
de esto Lambert considera que el suponer el é\ngulo D obtuso o
agudo es negar el V Postulado; y al igual que Saccheri las llama,
hipétesis del é\ngulo obtuso e hipétesis del r;ngulo agudo

respectivamente.

Para rechazar la hipétesis del émgulo obtuso Lambert al igual

que Saccheri da por hecho que las lineas rectas son infinitas vy

recurre a la figura siguiente, donde 1r % s son rectas
perpendiculares a AB, desde los puntos sucesivos B, Bi’ BZ
Bn de = =se bajan perpendiculares BA, BiAi’ BZAZ_, v a  wms B BnAn

sobre r©» vy de muestra primero que los segmentos de las
perpendiculares comprendidos entre r y s van decreciendo a partir
de la perpendicular AB, vy después, que la diferencia entre cada
uno de ellos y el siguiente va decreciendo tambien. De modo que

resulta:

r
& '4' A.‘& T e A-n
BA - B - A > (BA - BAD n
n n
Para n bastante grande , el segundo miembro de la desigualdad

es tan grande como se quiera (por el postulado de Arquimides, que
incluye la infinitud de la recta igual que Saccheri), mientras gue
el primer miembro es siempre menor que BA; y es esta contradiccion

la que permite a Lambert declarar falsa la hipétesis del éngulo
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obtuso.

Utilizande la misma figura Lambert trata de demostrar Ia
hipébesis del é\ngulo agudo, pero ba jo esta hipétesis logra
demostrar que los segmentos BA, BiAi’ BzAz_. L Bn’qn van
creciendo y gque al mismo tiempo crecen las diferencias entre cada
uno de ellos y el anterior; este resultado no le conduce a
contradicciones y al igual gue Saccheri, se ve obligado a seguir
las deduccione=s y encuentra gque la suma de los é\ngulos internos de
un triéngulo siempre es menor que dos émgulos rectos, llamando a
esta diferencia <(positiva) entre la suma de éngulos y los dos
émgu.los rectos ‘''defecto del trié.ngulo". Descubre adem;.s, que al
dividir un t,ri:;ngulo uniendo un vertice con un punto del lado
opuesto en dos t,ri:;ngulos con un defecto dado, se tiene gue el
defecto del tr-iémgulo dado es igual a la suma de los defectos de
los briéngulos en que fue dividido, ‘con este resultado muestra
que: "El defecto de un t,r‘i;angulo es proporcional a su z:n\ea", est.o
es, ad = KA, Observo tambien la seme janza de la geometrria que
sigue de la hipc’)t,.esis del r;ngulo obtuso la geomet.ria esférica,

- - L4
donde el area del triangulo es proporcional a su exceso esferico.

Analizando estos resultados observo que al negar el V
Postulado, con la hipétesis del émgulo agudo, habria una unidad
absoluta de longitud. Lambert. hace uso de su intuicion del
espacio para decir que es imposible medir “absolutamente" todas
las magnitudes geométricas Cadmitir el V Postulado equivale a

negar la existencia de una unidad absoluta para segmentos).

A pesar de estas consecuencias, Lambert no logra demostrar
que al negar el postulade de las paralelas haya encontrade una
contradiccion lt.:.-gic:a y abandona el problema de demostrar el V
Postulado seguro de no haberle resuelto y dice: puedo a lo mas
concluir que la tercera hipét,es*is podria ocurrir en el caso de una
esfera imaginaria; pero no cayé en los mismos errores gque sus
predecesores que proclamaban haber probado el 1% Postulado
considerando que una contradiccion con las ideas intuitivas era
tambien una contradiccion légica. Con esto se observa que en la

-

segunda mitad del siglo XVIII iba ya formandose la conviccion de
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que fuese necesario. Admitir sin demostracion el V Postulado o

algll.m otro equivalente.

Un intento mas por demostrar el postulado delas paralelas de
Euclides por el met.odo de reduccion al absurdo fue ensayado por
Adriano Maria Legendre <{1752-1833)> quien trato de transformarlo en
teorema. Al igual que Saccheri sus intentos descansan sobre las
hipébesis de la suma de los émgulos internos de un triénguln, solo
que el desde un principio considerando tacitamente la infinitud de
la recta, pudo eliminar la segunda hipétesis y se concreta a
demostrar las otras dos, pero a pesar de varios intentos no pudo

desechar la tercera hipétesis.

En su primera demost,racién, hace uso de la afirmacion:

“"La unidad de longitud no afecta la validez de la proposicién
que se va a demostrar'; la cual es equivalente a la suposicién de
Wallis de poder construir figuras semejantes; a pesar de varios

intentos no pudo desechar la tercera hipt;t.esis.

Su obra no afiade nada nuevo al material ni a las convicciones
ganadas por sus predecesores, su mé_-r-it,o esta en la sencillez vy
elegancia que supo dar a sus investigaciones y es por eso que la
difusion de su obra contr‘ibuycl) al aumento del circulo de
cultivadores de estas nuevas ideas, que ent.onces estaban

formandose.

En este momento despues de casi 22 siglos de tratar de
deducir inutilmente el V Postulado de los otros cuatro, que los
geometras empezaron a considerar en serio la posibilidad de que el

V Postulado no era deducible de los otros cuatro.

Pero es hasta el siguiente siglo, unos afos después, cuando
la indemostrabilidad del postulado de las paralelas se aclara,
dando lugar a la aparicion de las geometrias no-euclideanas, lo

que analizaremos en el siguiente Capitulo.
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CAPITULO III
EL NACIMIENTO DE LAS GEOMETRIAS NO EUCLIDEANAS

Gauss BoLyal ¥ LOBACHEVSKI

Hasta la publicacion de los trabajos de Legendre C¢1823D,
todos los intentos de demostracion del V Postuladoe eran inutiles,
solo se lograba sustituirlo por otro squivalente de enunciads mas
o menos evidente vy esto hizo pensar a algunos matematicos de la
épwca gque se btrataba de un verdadero postuladeo ¥ no de un teorama

que pudisra demostrarse con los postul ades precedentes.

Zi el V Postulade de Euclides o 3u eguivalente, es un
verdadero postulade, el hecho de negarle aceptando los demas, no
debe conducir a contradiccion alguna; fue la idea gue madure en la
primera mitad del sigle XIX, provocando el nacimiente de las
geematr{as no-~eucl ideanas, es decir, las gemmetriaﬁ donde el V
Postul ado de ja de ser valide 3 la conclusion de =4

indemostrabilidad, estc es, su independencia con los anteriores.

Como toda idea gque llega a la madurez, estas geometrias
fueron gestadas por todos los matematicos antericres gque
intentaron ver claroc el famoso postul ado W cosechada
simul taneamente por  wvarios matemétiﬁas, entre los cuales se
distinguen: el aleman Karl Friedrich Gauss C1777-1858), el ruso
Nikolai Ivanovich Lobachevski €1793-1858) y el hungaro Jhon Bolyai
C1802-1860D2.

Ellos tomaron como base 2l axioma de Playfair, eguivalente al
V Pestulado de Euclides, gue dice:

"Por un punto exterior a wuna recta pasa una vy solamente una

paralela a dicha recta™.

Si se supone la infinitud de la recta, puede probarse la
existencia de una paralela; pero en este casco, @l postulado no se

refiere a la ewistencia sino & la unicidad. Causs, Bolyai vy



Lobachevski sustituyen =l axioma anterior por sl siguiente:

Lobachevski: "La paralela a una recta por un punto exterior

a ella o es unica™.

Gauss encontro la siguiente equivalencia al V Postulado: "Ne

hay limite superior del area de un triangulo'.

En cambic Belyai: "Una circunferencia puede hacerse pasar

por tres puntos no colineales cualesquiera™.

El axioma con que trabajaron Gauss, Bolyai vy Lobachevski es
equivalente al del éngula agude de Saccheri ¥y con el y los de
Euclides sin el V, obtuvieron wun considerable numerc de

resul tados, sin sticontrar contradiccion,

Fue Gauss el primerc en tener una vision eclara de una
geamatria independiente del V Postul ado, vision que permanecio
encerrada en su mente, durante casi medio sigle y gue salo salio a
la lu=s pﬁblica después de las obras de Lobachevski d1829-20) v
Bolyai (1832 quienes si publicarcon en vida los resultadeos de sus

trabajos.

Las investigaciones de Gauss selo se conocen por la
correspondencia con otros hombres de ciencia de su épcca. COmno
Wolfang Bolvai (1775-18858) padre de Johan Bolvai; a guien envio
una carta =1 17 de Diciembre de 1792 en donde se deduce que no por
una intuicion genial el eminente Gauss reconocio la existencia de
una gecmetria no-euclidena, intachable légicamenta, sino que fue
labor de large tiempo dedicade a esto. Tambien existe testimonio
de sus cartas, con Schumacher, Taurinus, Bessel, Watcher y Otros.
Sin embargo, Gauss no publicé estas ideas por el temor de no ser

comprendidos ¥y fama ya le sobraba por otras investigaciones.

Se sabe que Johan Bolyai inicio sus trabajos alrededor de
1823 por lous comentarios en la correspondencia con sus amigos y su
padre Welfang, pero su publicaeiéh la hace en 1832, la cual

aparece como apéndica de un libro de su padre.



Bolvai se propone construir una teoria absoluta del espacio ¥

en este afan llega a resultados como los siguientes:

~Circuleo y esfera de radio infinito. La gecometria scbre la
esfera de radie infinito es identica a la geocmetria plana

ordinaria.

-La Lrigmnmmatria esferica es independiente del Postulado de

Euclides.

Pge pusde demostrar rigurosamente gue el axioma de Euclides

no @5 una consecusncia de los precedentes?

Bolval no acierta a resolver la indemostrabilidad del axioma.
Durante cierto tiempo creyé gue no se padr{a decidir entre el caso
euclideane v el no euclideano, cual fuese wverdadero. Uespuéﬂ
retome las antiguas ideas en un nueve intento ¥ por un error de

- s L
calculo no logro su proposito,

Mientras gue Lobachevski negando el postulado desarrclla el
contenido analitice de la gecmetria imaginaria, Bolwvai trata la
cuestion de independencia o dependencia de las proposiciones
geamétricas del postulado sucl ideo ; pere ambos colnciden en las

« w -
formulas de la trigoncmetria esferica.

Las primeras publicaciones scbre esta geametria se deben a
Lobachevski en Una memaria presentada a la seccion
fisicomatematica de la Universidad de Kazin el 12 de Febrero de
1826 ¥ cuyo manuscrito se ha perdido, =iguiendo dagpués varias
publicaciones hasta 1840 cuandco aparece la obra "“"Investigaciones
Gecmetricas sobre la Teoria de las Paralelas” obra escrita en
aleman. En 1888, un afo antes de su muerte, ya cliego, dicto ¥
publicé, en ruso v frances la axpmsicién completa de su sistema

geometrico.

Pangeometria o geometria imaginaria es el nombre gue



Lobachevski dio a su teoria geométrica no euclidena, en ella en
lugar de empezar con el plano y la recta come la gecmetria
oerdinaria, parte de la esfera y el circulo b4 ademas las paralelas
no son equidistantes sino asintéticas; demostro también que la
suma de los tres éngulos de un triéngulo rectilinec nunca es mayor
que dos éngulos rectos. Introduciends las nociones de Oricicle
Ccircule de radio infinited y de Orisfera (esfera de radio
infinitol, logré demostrar gque la gecmetrfa euclideana esta
contenida en la Pangeometrfa, como un caso particular. Asi, sobre
la orisfera resulta valida la geometria euclideana, y al mismo
tiempo se cumple la trigonometria plana ordinaria. Ademas
ccmprobés que la trigoncmetria esferica se manitene invariable,
esto es, existen triéngulos rectilineos Crectas) cuyos éngulos
suman dos éngulos rectos, v triéngulos curvilineos C(rectas) CUyos

angulos suman menos de dos angulos rectos.

Lobachevski logré asi desarrollar una nueva teoria geométrica
de mayor generalidad, sus trabajos representan el desenlace de la
crisis que durante veinte sigles habia existido; a la wvez el
nacimiento de la geometrfa no euclideana provocé una nueva crisis
en la ciencia y en la filosofia . Tambien Lobachevski se planteé
el problema de recurrir a la experiencia para decidir si el
espacio fisico es euclideanc © no euclideanc (propuso mediciones
de los éngulos de triéngulos de lados encrmes para verificar si su
Suma era igual o© menor gue dos énguloz rectosl, Lo cual se
dilucidéd hasta nuestro sigle con la comprobacién experimental de
la tecria de 1la relatividad, pues el espacio fisice en sus
dimensiones astrondmicas tiene propiedades distintas a las que
muestra directamente en los objetos gue estan a nuestro alcance,
entre ellas estan las no euclideanas . Asi como la mecanica
newtoniana es el caso particular de la mecanica relativista
aplicada a las dimensiones humanas, asi en la misma escala la
geometria. euclideana es el caso particular de la geometrfa no

euclideana.

Como puede observarse las ideas de esta geometria no
corresponden a una sola persona, pero si por varios afos fue ella

la Unica no euclideana, hasta que Bernhard Riemann (C1826-1866),no



exXigiendo la infinitud de la recta, suztituyé el V Postulado por
el siguiente: "Por un punto exterior a la recta no existe paralela
a dicha recta®. Dando lugar esto a otra geometria ne euclideana,
donde la suma de los éngulos interiores de un Lriéngulo es mayor

gue dos angulos rectos.

Posteriormente Felix Klein (1840-1025), en dos monografias
publicadas en 1871 y 1873 observo la analogia que existe entre la
elipse que por ser una conica cerrada ne tiene puntos al infinito
y la geometria de Riemann donde las lineas tampoco tienen puntos

al infinite, por lo cual la llamo geometrfa eliptica.

=
Asi mismo, dado que la parabola puede concebirse come una

” foK
elipse con un foco al infinito, analoga a las lineas de 1la

geometria euclideana, llame a esta, geometria parabolica.

Y dado que en la geometria de Lobachevski las lineas tienen
dos puntos al infinito lo que la hace similar a la bdpérbola.

llamandole por esta razon geometria hiperbélica.

Tratemos de resumir an un cuadro las caracteristicas

esenciales de cada una de estas geometrias.



nados*'.

V POSTULADO DE EUCLIDES

“Si una recta al cortar a otras dos formas de un mismo
lado éngulos internos cuya suma es menor que dos rectos
entonces al prolongar indefinidamente estas dos rectas

ellas se cortan del ladoe en que estan los angulos mencio-

POSTULADO DE PLAYFLAIR EQUI VALENTE AL v POSTULADO

DE EUCLIDES

“"Por un punto exterior de una recta pasa una y soclamente

una paralela a dicha recta".

Negacianlde la unicidad
CLobachevskild

"La paralela a una recta por un

puntoc exteriora ella no es uni-

ca

Negacion’de la existencia
CRiemann)
"Por un punto exterior
una recta no existe para

lela a dicha recta".




Lebachevski

Cgeometria hiperbélica)

Euclides {Geametria

parabélica)

RBiemann (gecmefria

epliptical

V Pestul ado:

Negacién de la Unicidad

V Postul ado

Unicidad y existencia

V Postulado

Negacién de la

existencia

Las reclas son abiertas
ilimitadas ¥ asintoti--
cas. (Ejemplo las asin-

totas de una hipérbola)

Las rectas son ablier-
tas e infinitas
CEjem. la paralela

Euclideanald.

Las rectas son ce--
rradas e ilimitadas
{ejemplos las cir--
cunferencias maxi--

mas de una esfera,

La suma de los angulos
intericres de un trian-
gulo s menor que dos-

angulos rectos.

La suma de los éngu~
los interiocres de un-
triéngulo @s igual a-

dos éngulos rectos.

La suma de los éngu
los interiores de -
un triangule es ma-
vor gue dos éngulns

rectos.




GEOMETRIA HIPERBOLICA

A continuacion exponemos algunas proposiciones bésicas de la
geomatria hiperbélica la cual se desarrolls con la geometria
absoluta, esto es, las nociones comunes, los axiomas, las 28
primeras proposicicnes ¥y los cuatro primeros postulados de
Euclides dla geometria. absoluta es comun a las tres geomtrias
citadas anteriormented; v &l cambico de V Postulado por el

Postulado de las paralelas lobachevskiano, gque dice:

Si P es un punto fuera de la recta AB y Q el pie de la
perpendicular desde P hasta AB, hay desde P dos rectas, PL yv PM no
colncidentes ¥y no cortan a AB y tales que cualqguier recta PZ desde

P que quede dentro del < LPZ que contiene a PQ, cortara a AB.

A Z o B

Las rectas PL y PM les llamaremos paralelas a la recta AB gque

pasan por P.

Las rectas que pasan por P y no quedan dentro de < MPL que
contiene a PQ les llamaremos hiperparalelas a AB. Las rectas que

pasan por P comprendidas en el < MPL les llamaremos secantes a AB.

Con e=to Lobachevski obtuvo un considerable numero de
s i
resultados sin encontrar contradiccion alguna; perc  7TComo

demostrar formalmente la consistencia de esta geometria? En este



zentido neo propusoe ninguna demostracion fermal, dejando abierta la

posibilidad de la inconsistencia para nuevas investigaciones.

La no contrariedad debe deducirse de la posibilidad de
aritmetizarla, es decir, de la posibilidad de reducir la solucion
de cualgquier problema gecmétrica a caleulos aritméeticos ¥
transformaciones analiticas, utilizando para ello las formulas de

la trigﬂnometria hiparbéli¢a deducidas por el mismo.

Probar la consistencia de un sistema de axiomas no es tan
sancillo. Si en una teoria aparecen dos axiomas © tecremas Jque se
contradicen, entonces su inconsistencia gqueda probada de
inmediato, pero si no aparecen no podemos asegurar la consistencia

o inconsistencia del sistema.

La consistencia de un sistema de axiomas se prueba, entonces,
de una manera indirecta v consiste en dar una intsrpr&tacién al
sistema, esto es, se sustituyen los terminos indefinidos por entes
significativeos, Si la intﬁrpretacién convierte a los axiomas en
enunciadeos verdaderos entonces se tieneg lo gque se llama un
"modelo" del sistema; =i el modelo consta de un numero finito de
objetos reales, entonces gueda probada la consistencia al asumirse
gue la realidad no ez contradictoria. Pero =i el conjunte tiesne
infinitos elementos es imposible exhibir un modele real ¥y entonces
el sistema se modela en otro sistema axiomatico, en donde, los
termincs indefinidos del primero se interpretan come conceptos del
segunde de donde la consistencia del primero depende de la
consistencia del segundo. A esto se le llama prueba de
consistencia relatiwva. Por ejemplc,. la gecmeLria analitica es un
modelo para la geametria evclideana, ¥ la gemmetria suclideana es
consistente si lo es el sistema de los numeros reales, es decir,
la geametria euclideana es tan consistente come €l sistema de los

&

numeros rsales.

Beltrami demostro en 1888 que la gemmetria no-eucl idsana

podia representarse en una superficie euclideana, esto es, la

[ =t



geometria no euclideana puede modelarse en la euclideana, y desde
luego, cualguier inconsistencia en la no-euclideana implica una
inconsistencia en la euclideana; y es en este momento cuando se le
hace justicia a la obra de Lobachevski lo gue criginé numerosas

investigacicnes en las geometrias no euclideanas.

i -
Klein y Poincare hicieron lo mismo con esta geometria dando
modelos en la geometria euclideana y precisamente es el modelo de

- 2 Fl U |
Poincare a traves del cual analizaremos la geometria hiperbolica.

MODELO DE POINCARE

Este modelo consiste en dar una interpretacién a los terminos
no definidos de la geometria hiperbélica dentro de la
geometria euclideana, de tal manera gque las interpretaciones de
los postulados de la geometria hiperbélica son teoremas en la

geometria euclideana.

Para esto se utilizan los postulados de Hilbert CApéndice 22
salisfactorios para la geometria hiperbolica y este conjunto de
postulados no son otra cosa que los postulados satisfactorios para
la geometria suclideana, cambiando Unicamente el postulado de las
paralelas de Euclides por el de Lobachevski resultando asi un

ejemplo de consistencia relativa.

La axiomatica de Hilbert, donde descansa la gaometria
hiperbélica plana es un teotal de cinco terminos no definidos v 18
axiomas. Los términos no definidos son: punto, linea recta, en
Cuna relacidn entre un punte vy una rectad, entre Cuna relacion
entre un punto y un par de puntos) y congruente Cuna relacion

entre pares de puntos y configuraciones llamadas éngulos}
LOS QUINCE AXIOMAS SE DIVIDEN EN CINCO GRUPOS:
2 Incidencia: Estos postulades definen implfcitamente la idea

expresada por el termino "“en" y establecen una relacion entre

los dos entes no definidos: puntos y rectas.



IT. Orden: Estos postulados definen implicitamente la idea
expresada por el termine no definide "entre"”. Nos asegura la

existencia de un numero infinito de puntos en una recta.

III. Congruencia: Definen implicitamente la idea expresada por el
terminoe no definide "congruente" cuando se aplican a pares de

puntos ¥y éngulos.

IV. Paralelismo: Es wuna de las negaciones (unicidad) del
postulado de Playfair, ya que este postulado es equivalente

al de paralelismo de Euclides.

V. Continuidad: El primer postulado de este grupe garantiza gue
si empezamos a medir en un punto de una recta y colocamos
hacia un segundo punto una sucesion de distancias iguales

Ca la unidad de medida) pasaremos por el segundo punto.

El postul ado lineal de Cantor que establece una
correspondencia biunivoca entre los puntos de una recta y el
conjunto de numeros reales, no es necesario para los teoremas de

la geometria hiperbélica.

INTERPRETACION DE LOS TERMINOS NO DEFINIDOS
DE LA GEOMETRIA HIPERBOLICA

Sea w un cirecule fijo de radio r en el plano euclideano, al
interior del circulo lo llamaremos plane de Lobachevski (1l-plancd;
a los puntos anteriores de w llamaremos puntos de Lobachevski
Cl-puntos); a los arcos de circunferencia o a los segmentos de
recta pertenecientes a w y ortogonales a la circunferencia de

radic r, los llamaremos rectas de Lobachevski Cl-rectas).

Punto entre dos puntos: Dadeos tres puntos A, B, <
Cdiferentes) en una l-recta diremes que B esta situado entre A y

C, si y solo si. dCA,C) = dCA,B> + dCB, .

En esta definicion se observa la necesidad innmediata de

definir distancia entre dos puntos, lo gque haremes despues de la



siguliente definici For o

Definicion: Los puntos gue sstan entre los puntes A ¥y B son

llamados los puntos del 1-segmento AB o BA

Definicien. La distancia entre dos puntes A y B, se define:

e
it Bs 5
- = 3
dCA,BD in & - = In €AB, T donde £ v T son leos puntos
donde la l-recta que contiene el l-segmento AB corta a 1la

circeunferencia w de mode que A gqueda entre 8 y B Cver figurad.

— — i .
AT, BT, BS y AS son las longitudes de los arcos de

circunferencia medidos euclideanamente.

La werificacion de que dCA.B) es una metrica, la encontrara

usted en &l apéndice =,

DEFINICION:
Llamaremos L-angule al conjunte de dos l-semirectas h y k,

que parten de un punto A ¥ pertenecen a distintas l-rectas. Se
L L - -
denota por hk o kh. CA es el vertice, h,;k los lados del angulol.

La medida de un l-angulo es igual a la medida Ceuclideanad en
radianes del angule formade por las rectas tangentes a las

circunferencias (que presentan las l-rectas) en 1 punto de corte,

DEFINICION:
Ll amar emos l-movimiento a cualguier transformacion
g i £ s
homogratica del cirecule w en 21 mismo. Cada 1-movimiento

transforma biunivocamente el l-plano en si misne, de mode que los

Caato ]



puntos se transforman en puntos y las l-rectas en l-rectas.

En este modelo se verifican los axiomas de incidencia, orden,

congruencia, continuidad y paralelisme (de Lobachevski).

DEFINICION:

Si E es un conjunto de puntos del l-plano y si F es otro
conjunto de puntos del l-planc diremos que E es l-congruente al
conjunto F, si ¥ solo si, existe un l-movimiento L que transforma
F en E, de modo que LCF)=E (si E es l-congruente a F entonces F es

l —congruente a ED.

Axioma de paralelismo: Por un punto dado P gque no este en una
l-recta dada m pasan al menos dos l-rectas que no cortan a la

recta m.

Demostracion:

Sean A y B los puntos donde la l-recta m corta a la
circunferencia w y sea P el punto gue no este en m, entonces por
los puntos A v P trazamos la unica circunferencia ortogonal a w,

lec mismoe con B y P, deduciendo de aqui el resultade pedido.

1 E - !
Se llama transformacion homografica entre dos plancs, a toda

correspondencia biunivoca entre sus puntes, tal gue, a puntos
alineados corresponden puntos alineados, es decir, la razon
armonica se conserva.
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Esto significa entonces que el modele de Poincare representa
un modelo de la geometria de Lobachevski y gque podemos utilizarlo
para dar a cada propcsicién de la planimetria de Lobachevski una

b
interpretacion bien concreta en el plano euclideano.

En el modelo de Poincare se verifican todos los axiomas de la
geometria absocluta, pero en lugar del postulado de las paralel as
de Euclides se verifica el de Lobachevvski. Este nos indica gue
el postulade de Euclides no es una aconsecuencia légica de estos

axiomas.
Utilizando este modelo vames a estudiar algunos teoremas de
la geometria hiperbolica asi como algunas formulas trigonometricas

hiperbélicas.

Teorema 1. La suma de los angulos de cualquier triangulo es

menor gue dos angulos recltos.

Examinemos primero el Lriéngulo ABC de la siguiente figura:

A

.Tﬂ" W”/”lﬂﬂmﬂu,_

AR



El lado a es un segmento de la perpendicular euclideana a la
recta u, b es un arco de la circunferencia euclideana con centro
en M ¥ ¢ un arco de la circunferencia =suclideana con centro en N,
El éngulo C es recto, el éngulo A es igual al éngulo entre las
tangentes de las circunferencias b y ¢ en el punto A o, lo que es
lo mismo, el éngulo entre los radies NA y MA de estas
circunferencias; y el éngulo B igual al éngulo BNM, por ser

complemento del mismo éngulo.

Tomando a BN como diametro, construyamos la circunferencia
euclideana ¢g; la cual tiene solo un punte comun B con la

circunferencia ¢ y es por esto que el punto A se encuentra fuera

del circulo limitade por la circunferencia g, de donde: < A = <
MAN < < MBN y como: <MBN + < B = d

entonces: < A + { B < d

y es por esto que: < A + ¢ B + < € < ad

© bien CA+TE B4 Q€ 2 roctes

Esta demostracion es aplicable a cualqguier triéngulo
recténgulo yaque con la ayuda del correspondiente l-movimiento,el
Lriéngulo se puede situar de tal manera que uno de sus catetos
pertenezca a la perpendicular euclideana a la recta u; vy si se
trata de un triéngulo oblicuéngulo. se divide este mediante una de
sus alturas en dos Lriéngulog rectéhgulas. La suma de los éngulcs
agudos de estas triéngulos recténgulos es igual a la suma de los
éngulos del triéngul:: oblicuéngulg dado. De aqui, tomande en
consideracion la desigualdad anterior, se deduce gue el teocrema es

valido para cualguier triéngulo.

Teorema 2. La suma de los éngulog del cuadrilatero es menor
de 4d.

Para la demostracion es suficiente dividir diagonalmente el

cuadrilatero en dos triangulos.

Teorema 8. £&i los tres éngulos del triéngulo ABC son iguales



respectivamente, a los tres éngulos del triéngulo ATBYC?Y, dichos

triangulos son iguales.

Admitamos lo contraric y tracemos respectivamente en los
rayos AB y AC los segmentos AB: = A'B’, AC1 = AC. Es evidente
que los triangulos ABE& y A’B’C’ son iguales por dos lados y el
éngulo comprendido entre ellos. El punto 81 no coincide con B, el
punto C1 no coincide con C, yva gue en cualgquiera de estos casos
tendria lugar la igualdad de los triangulos dados, cosa que

contradice lo admitido.

i

Examinemos las Posibilidades siguientes:

ad) El punto B; se encuentra entre A y B, ¥ Ci se encuentra entre A
y < Cver fig., agui y tambien en la siguiente, las rectas
hiperbélicas sSe exponen convencicnalmente en forma de rectas
euclideanas). No es dificil convencerse de que la suma de los
angulos del cuadrilatero BCC B es igual a 4d, cosa imposible en

virtud del teorema 2.

b El punto B1 se encuentra entre A y B, y C se encuentra entre A
Y C1 Cver fig.>D Designemos por d el punto de interseccion de los
segmentos BC v Bfa. Fuesto que < C = < ¢ ¥y £ O = (L Cf
resulta que ( C = < Cl, lo que es imposible, ya que el angulo C es
externo respecto al triangulo CCiD. CLa demostracion del tecrema

“El angulo externo de un triangule es mavyor gue el internc no



adyacente a él". no depende del axioma del paralelismod.

El tecrema gqueda demostrado pues con los supuestos admitidos hemos

llegado a una contradiccion.

De este teorema se deduce que en la geometrfa de Lobachevski
no existe un triéngulo seme jante al triéngulo dado que no sea

igual a este,.

La verificacion de estos tecoremas son solo una muestra de la

- r
relacion que existe entre estas dos geometrias.

TRIGONOMETR I A HIPERBOLICA

En esta parte analizaremos las funciones trigonometricas

hiperbolicas y su semejanza con las funciones circulares.

El analisis de las funciones hiperbélicas lo haremos scbre
una hipérbola en el plano euclideano, ya que fue precisamente la
analogia gque existe entre esta conica y la geometrfa de
Lobachevski la que le dic el nombre de geometria hiperbélica.
Pues al considerar la hipérbola come una l-recta, las asintotas
seran las l-rectas paralelas a la l-recta representada por la

hipérbola.

Para hacer mas explicita la analogia gue existe entre las
funciones circulares y las funciocnes hiperbelicas, la exposicion

se hara en dos ceolumnas, mientras sea posible,

FUNcioNES CIRCULARES FUNCIONES HIPERBOLICAS
Las funciones circulares las vamos Las funciones hiperbéiicas SR
a analizar en la circunferencia —-- las vamos a analizar en la hi

unidad cuya ecuacion es: perbola unidad cuya ecuacion

25!



Se llama angule circular o Cen ra

dianes), al feormado por los ra—--——
dios OA y OM de la circunferencia
Yy es un numer o igual a la longi--
tud del arco AM y a su vez igual -
area del sector OAM,

los radios OA y OM

al doble del
limitado por
y el arco de circunferencia, esto
es,

a = 2 C area OAM D
La principal propiedad del éngulo

o consiste en la invariabilidad -

de su valor al girar el sector —-

de O.

OAM alrededeor

S1e]

Se llama angule hiperbélico
al formado por dos radios OA y
OM de la hipérbola Yy es un nu-
mero igual al doble del area -
del sector, limitado por estos
radios y el arco de la hipérbo

la, esto es,

t = 2 C area OAM D
La principal propiedad del an-
gulo hiperbélico t es gque su--

valor no varia en el giro hi--

perboliceo , las areas seconser
van. La contraccion a una
recta las areas de todas las

figuras cambian en una relacion
constante igual al factor de ——

contraccion k.

S
AN




En la figura anterior, tracemos- En la figura anterior tracemos

MP perpendicular al diametro OA MP perpendicular al diametro -
de la circunferencia. Tracemos QA eje de simetria de la hipér
una tangente a la circunferencia bola. Tracemos una tangente -
en el punto A gue corta al dia—- a la hipérbola en el punto A, -
metro OM en N. que corta el diametro OM en N.
Definimos las longitudes de los- Definimes las longitudes de -
segmentos PM y OFP y AN como el - los segmentos PM, OFP y AN co-
seno, cosenco y tangente del éngu mo el seno hiperbélico, cose—
lo o, respectivamente. no hiperbélico y tangente hi-

perbélico del éngulo hiperbé—

lico t, respectivamente.

PM = sen o PM = senh t
OP = Cos o OF = cosh t
AN = tg o AN = tanh t
Esto nos permite Esto nos permite
MCx, y)=MCcos a,sen o0 MCx,yd)=MCcosh t, senh tD

Recordemos que t se ha definido como el doble del area OAM,
entonces nuestro problema aqui es calcular el area OAM Cver f'igura

anteriord

Area OAM = area & OMP - area bajo la hiperbola desde A hasta M
.

Area bajo la hipérbcla desde A hasta M = Jszml dx
1

al resolver esta integral obtenemos:

X

[ /2 - = by~ i [0 A ]

2

1
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de donde:

Area OAM

i

:

+

-

o
SR |

A

+

X

N

A

| S—

P
= > In [ a4+ e =% ]

1l

¥ como t 2 Carea OAM.)

t (x> = 1n [ ¥ + sz-i ]

utilizando esta expresion wverificaremos c¢con un ejemplo, la

definicion de senc y coseno hiperbolico.

Sea x = 10

t €102 = 1n [}O + 159 ] = Z.983z222.

t = 2.893222

localizando =1 senh £2.393222 vy cosh 2.993222 en la

calcul adora.

Obtenemos:
senh 2. 882222
cosh 2. 9483222

9.3849874371
S, 99eeal 581

Coincidiendo esto con la definicion yva dada de

PM = y = ¥88 —

cosh €t = 0P = % = 10

©

. 848874371

senh t
; -
regresemos a la expresion para t (x2

LCx> = 1n [x + V%1 ]

Lt =1ln Cx + ¥

e = x + vy h% = =

Calculemos S e y

1



e - o 1 1
2 - 2 wEE ~ Ty 7
Cx + % -1 2y Cx + ¥y
_ = = = senh t
2 Cx + ¥ 2 Cx + ) Y
de donde:
& % "
senh t =
e + & ° 1 1 Ex + yI% 4 1
= = g SEIFAN e 15 2 Cx + 3O
ex Cx + vyl
= = x = cosh t
2 Cx + y2
de donde:
& & g™
Cosh t = >
sen t
y como th t = e X tenemos que
L -t
e - e
th £ =
t =,
e + e

Y son precisamente estas las formul as gque generalmente utilizan
los textos de trigoncmetria hiperbélica para demostrar identidades

trigonometricas.

, ;. 3 t
Al desarrollar en series la expresion e obtenemos:

e



Obteniendo asi que :

t 2 +°
senh t = 1 + = + =T + . .
£ ? o £ ©
cosh t =1 + = + Y + 51 + . 4 a

Estas formulas permiten calcular los valores de senh t y cosh t
solo que para un mayor grado de exactitud es necesario tomar un

’ -

numero suficientemente grande de termines en la serie infinita.

Pero regresemos a la analogia gque veniamos haciendo entre

funciones circulares e hiperbolicas.

Se conoce que las funciones trigonometricas del angulo «
Cde las funciones circulares) varian periocdicamente con periodo

igual a2 m

Las funciones hiperbélicas son aperiodicas. . El éngulo
hiperbélico t puede wvariar en los limites desde cero hasta
infinite. Para comprobarlo Co en otras palabras, comprobar que el
area del sector hiperbélico AOM puede ser tan grande como se
quierad; examinemos el éngulo hiperbélico ADMi cuyo valor
designaremos con t1' Realicemos el giro hiperbeolico que traslada
el punto A al punto M1 Cwver figurald; el punto M: pasara al punto

M, M enel M, M en el M, etec.
2 2 3 3 4

3



- s #
¥ como en un giro hiperbolico las areas de las figuras no varian
su valor; entonces la areas de los sectores hiperbolicos

’

A&Wﬁ,h&OM%,MZ,OM3,MSOM4 5, ® & son todas iguales, razon por la
cual los éngulos hiperbélicos AOMi, AOMz, AOMa AOM4 son iguales,
respectivamente, a ti, Eti, 3t1, 4t1 . . . De aqui se deduce que

el éngulo hiperbélico puede ser tan grande como se guiera.

De la definicion de funciones hiperbélicas se desprende gue
al wvariar el éngulo hiperbélico t desde O hasta infinite, el senh
t wvaria desde O hasta infinito, cosh t varia desde 1 hasta
infinite, tanh t varia desde O hasta 1. Obser vemos, ademas, que

senh O = tanh O = O y cosh C = 1;

r

de la misma manera que sen O =

tan O = O y cos O = 1,

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES E HIPERBOLICAS

Haciendo la analogia completa con las funciones circulares,
consideremos el éngulo AOMi negative, igual a = _ta' y admitimos
que

senh C—tib = - hIP_ = — senh ti,

]

cosh C—tib OP = cosh t

tanh (-t D= -N A - tanh t
1 1 1

2 2 s ; ; 4 5
Es asi como las graficas de las funcicnes hiperbolicas
quedan representadas de la siguiente manera Ctambien aparecen las

graficas de las funciones circulares).
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GRAFICAS DE LAS FUNCIONES HIFERBOLICAS

y = coth x

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES

'y
o
h | 1
e j-p=ecscaxl
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FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Vamos a deducir ahora las dependencias principales entre las

funciones trigonometricas tanto circulares como hiperbolicas

Y
N

[os)

ol

>
x

N\

N

I
i
1
i
|
St
\
1%

De la semejanza de los trian--

gulos OMP y ONA se deduce que:

AN PM
oA  O©OP
AN
pero o = tan o
Cdado que OA = 1D
PM sen o
Y OP - cos o

De este modeo obtenemos:

sen o

tan a e

cos o

Luego, las coordenadas del -
punto M de la circunferencia
son: OP = X, PM = Y.

La ecuacion de la circunfe--

20
x

De la semejanza de los triéngulos

OMP y ONA se deduce que:

AN PM
oA =~ oP
AN
pero Y tanh t

Cdadoe que QA = 12

PM zenh t

OP  cosh t

De este modo obtenemos:

senh t

tanh t gy

Luege, las coordenadas del punto
M de la hipérbola son OP = X,
PM = Y.

La ecuacion de la hipérbola unidad
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rencia unidad tiene la forma

X2 + Y2 = 1. Por consiguien
te,

oP? + PM® = 1,
© bien

cos? o + sen® & = 1. AanD
Al dividir ambos miembros de
identidad CIID primero por-—-
cos2 a, y luego, por sen’ X,

' rs
obtenemos dos formulas mas:

1
1 + tan® & = ey, D
CcCOoOsS o
. 1
sobgha + 4 ———= QW
sen o

tiene la forma Xz - Yz = i

Por consiguiente,

or? - pM® = 1,

o bien,

cosh?t - senh’t = 1. {ID)

A dividir ambos miembros de la -
indentidad CII> primero por -—--—-
coshzt, y luego, por senhzt, ob-

tenemos dos formulas mas:

i |
1 - tanh 2t = sy, (LD
cos L
1 1
= = & == (]
cosh t senh t

FormMuLAS PARA LA SuMA DE FUNCIONES

Deduzcamos ahora las

circulares e hiperbolicas.

Supongamos que 21 giro alre-
dedor del punto O traslada--—
los radios OA y OM de la cir
cunferencia a la posicién de
los radios OA’ y OM’. Las——
lineas PM y OF del seno y --
cosenc del éngulo a se ———-—

trasladaran a los segmentos

P'M’ y OP’.

formul as

de adicion para las funciones

Supongamos Jque el giro hipebélico
traslada los radios OA y OM de —-
de la hipérbola en los radios QA°
y OM’. Las lineas PM y OP del se
no y coseno hiperbélico del éngu—
lo t se trasladaran en los sSeg——-—

mentos P'M’ y OP’.

T



Es evidente que el
M’P’ es perpendicular al dia

metro OA?,

PM y OP’

no cambia la longitud del -—--

= OP (en el giro --

segmento).

Las igualdades

sen o

cos o

nos dan

= PM

oP

evidentemente

— P'M’

segmento-—

Puesto que P’M’

0

Si M y M, son los segundos
puntos, en los gue MP y M'P’ cor-
tan a la hipérbola entonces pode-
mos decir qus PM = PM Cpues OCA——
es el eje de simetria de la hipér
bolad y M'P’ = P'M’ C por la pro-
piedad del giro hiperbélico gque—-
nos dice gue la relacion entre —-
los segmentos de una misma recta-
permanece constante yva que en la-—
contraccion de una recta la rela-
cion entre segmentos se conserval
En otras palabras las cuerdas MM
¥y M’M’ son conjugadas con los ——
diametros OP y OP*, respectivamen
te

Las igual dades

PM
senh t = FPM = O
OoP
cosh t = OP = Oh

Cdado gque OA = 1D

demostraremos que

PM?’

sen t = OA”
op?
cosh t = OA
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Para ello, tracemos por los pun—-
tos M,M, M’ v M’ las rectas para-—
lelas a las asintotas:

MR | M’R’Il ob.

MR I MR’ O a.

y aplicando la propiedad de la hi
pérbola que nos dice que las rec-
tas trazadas por los extremos de-—
una cuerda arbitraria de la hipér
bola paralelamente a las asinto--
tas de ésta. se cortan en el diév
metro conjugado con la cuerda, te

temos que R y R’ pertencen respec

tivamente, a los diametros OA Lt
OA”.

Como

< MR M= < MR'M =< bla = 80°
Los triéngulos MRMy MR'M’

son recténgulos donde P v P’ son-
los puntos medios de la hipotenu-

sa vy por lo tanto circuncentros.

de donde: BM PR PM

BODR L = TeaT = oA ~ oA
OoP

cosh t = —TE;-'

¥ por la propiedad de gque en un
giro hiperbélico la relacion
entre los segmentos de una misma
recta permanece constante.(Pues
en la contraccion de una recta

la relacion entre segmentos de

ella, se conservad, podemos
entonces decir que

PR FrR? OP oP’

oA ~ oA" ' ‘oA =~ oA

y por le tanto

PR PR’ P’'M’

PM
senh L = "5A = oA T oA - oa
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Ahora vamos a encontrar las-
expresiones corraspondientes
a:

sen Ca + D

cos Ca + 3D

Supongamos que

< AOM = a vy < MOM'= 13
tracemos las perpendiculaares
MP v M’Q de los puntos M y M’
a OA. Del punto M’ tracemos -
la perpendicular M’P’'al radio
OM, y del punto P’ tracemos--

dos perpendiculares:

P’D al segmento M’Q,
P’K al segmento OA.

En este caso tenemos

sen oo = PM, sen 3 = P'M’

OP OP’

cosh L = oA - oa

v esto precisamente es lo gue gque

queriamos demostrar.

Ahora vamos a encontrar las expre

siones correspondientes a

senh Ct + w2
cosh Ct + )

Supongamos que

< AOM =t y < MOM’ = u

tracemos las perpendiculares

MP v M’Q de los puntes M y M’ a
QA. Del punto M’ tracemos la cuer
da M’M’ conjugada con OM. La cuer
da M’M’corta a OM en el punto P’ ;
de este punto tracemos dos perpen
diculares

P’D al segmento M’Q

P* K al segmento OA

Y

En este caso tenemos

P’M’

zsenh t = PM, senh u = -ag—
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sen Ca + 3 = Q M' = KP®* + DM

Les triéngulos OMP y OP’K son
seme jantes: ambos son rectan-—
guleos y tienen un éngulo Eo—~

mun.

De esto se deduce que:

KPP PM
OP’ ~  OM.
oP’
KP* = ——==— . PM
KP’ = cos 3. sen «

Los triéngulos OMP v M*PPDr—=
tambien son seme jantes, dade
ambos son recténgulos, Y, ade
més, < MOP = {P’M’D’, por ser
complemento de éngulos igua——
les.

De esta semejanza se deduce--

DM?* QP
P'M” ~ OM
P' Mi
DM’ = o - ©P
DM’ = sen f3.cos o

Obteniendo asi

sen Ca + 32 = sen o cos 2 +

COS O Sen (F————=——————— D

senh Ct + w = QM’ = KP’' + DM’

Los triéngulos OMP v OP’K son se-
mejante: ambos son rectangulos vy

- -
tienen un angulo comun.

De esto se deduce que:

KP’ PM
oP’ ~  OM .

op’
KP* = —— . PM

KP' = cosh u senh t

Los triéngulcs OMF ¥y M’P’D tam---
bien son seme jantes, dado que am-
bos son racténgulos b ademés, =
< MOP = < P’M’D. - Pues, la recta—-
M’R, paralela a la asintota Ob de
la hipérbola. corta al diametro -
OM en el punto R. y al eje OA, en
=

Entonces < Q M’S = ¢ Q & M?

ademas < P’M’R = < M’RP’ = < SRO
Cdade gque P'M’ = P'RD

Pero < MOF = <QSM’ - <{SRO =

=< QM8 - £ M'RP* = < P'M’'D.

de donde < MOP = < P’'M’D.

De la semejanza de estos triéngu—

los OMP y M’P’D, tenemos
DM? oP

L i B !
OM* = —a— ., oP T e
DM’ = senh u. cosh t il
Y por lo tanto
senh Ct + W = senh t cosh u +
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De la misma manera Ltenemos
que:

cos Ca + 0 = 0Q = 0K -DP’
De la semejanza de los trian
gulos OMP v OP'K, se deduce:

oK op
OP’ = OM.
op*

oK = —Eﬁ_ . OF

OK = cos 3. cos o
y de la
triangulos OMP y M'P’'D, tene--

Mos:
Dt FM
P’M* ~  OM
P?Mr
QP = oM FPM
DP’ = sen 2 . sen o

poer lo tanto

cog Lo + 3 = cog o cos £ =
Sen o sen 3 ——m—m———ee—— (VDD
yva con estas dos Gltimas —=
formulas y con CIY w ¢ITD,
podemos deducir todas las de-
més, férmulas triganométricas.

por ejemplo:

sen Cat + 3 D

t. =
B Lo HU cos Co * 3 D

seh o cos [F + cos o sen 3

COsS o cos 7 — Sen o sen 3

A dividir por los cos o cos @3

semajanza de los --

senh U cosh L, ————m————————- cC\VD

De la misma manera tenemos gque:

cosh € £ +ud = 0Q = 0K + P'D
De la semejanza de los triéngu—-
los OMP v OP'K, se deduce:

Ok oP
oP’ = OM
oF!
oK = oM oP
QK = cosh u cosh L
v de la semejanza de los -

triangulaﬁ OMP yv M'P’D, tenemos:

F*[ PM
P'M’  OM
P!H}

FP'D = “aﬁ—— . PM
F'D = senh U senh t
por lo tanto
cosh Tt + ) = cosh £ cosh a =
senh t senh U ~—c——mmmm————=(\/])

ya con estas dos Gltimas formulas

y con (I2 ¥ CIID,; podemos deducir

todas las demﬁs férmulas de la

trigonometria hiperbolica.

For ejempleo:

senh Tt + ud

tan b Tt + ud = ik T D

senh ¢ cosh u + cosh L =en h u

cosh t cosh u + Ssenh L sen h

Al dividir por cosh t cosh u el -
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el numero vy denominador de la
fraccion en el segundo miem—-

bro, cbtenemos:

tan o + tan 3

tan Ca + @ = 1 —tan o tan 2

VID

Si o=, las formulas CV) CVID

y CVII3> toman la forma:

sen 2a = 2 sena cosa, (VIID

cos 2a = cos‘a - sen-a, (Ix>
2 tan &

tan 2 a = 00

1 =tan o

cosh 2t = ccshzt + senhzt.

numerader vy el denominador de la-
fraccion en =l segundo miembro, -

obtenemos:

tanh t + tanh u

tasih €L ¥ W B F T H22F © tahh 0

VID

Si u=st, las formulas CV),CVID v

CVIID> toman la forma

senh 2t = 2 senh t cosh t, (VIID

axj

e tanh t

]

tan 2t (.9)

1 + tarf t

Nuevamente regresaremos al modelo de Poincare y analizaremos

algunas igualdades trigonométricas.

Para ello,

consideremos

el triéngulo ABC Cver figura

siguiente) donde el lado BC es un segmento de la recta euclideana

OB COE WD,

con el radio 1 y el

circunferencia euclideana con el radio 1 y el centro M,

recto, el < A = ayel < B =

centro 0, el

el lado CA es un arco de la circunferencia euclideana

lade AB es un arco de la

el < C es
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Desde el punto A bajemos la perpendicular AN sobre la recta u

Yy sean

CB =

P, NA =g, MO =m, MN = n, < NMA = @, < NOA = ¢.

Designemos las lengitudes hiperbolicas de los lades BC, CA Y

AB del triéngulo dado, respectivamente, por a, b y c. CPor el

contrario, 1, m, n, p ¥y q son las longitudes euclideanas).

Entonces:

{ OAM = o < OMB = f3

ya que las tangentes en el punto A de los lados del éngulo A son

perpendiculares a los lados del éngulo OAM, y las tangentes en el

punto B a los lados del éngulo B son perpendiculares a los lades

del angulo OME.

Establezcamos dependencias entre estas magnitudes.
De los triéngulos OBM y OAN tenemos:

B o= 1% = €95

En el triangule OAN tenemos:

g° +¢Cn - m?% =1 = coa?

pero g +n° =1

entonces:

1 & 1% - mam & %% = eap® c2d

restandoc (2) de (1) tenemos

p2 -1 =2mn -2m =2m Cn-m2

™~
(3
L
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Yy sumando tenemos
p> +1 =21 -2mn =2 C1? - m 4
por la definicion de distancia hiperbélica cuando la recta

gue contiene el segmento se expone en forma de recta suclideana,

tenemos que:

De donde:
a -a ]
e = p & = ==
7 P
e - & ® 1 4 p- 1
gsenh a = T - — =
2 2 P P 2p
2
pero p -1 =2Zm Cn—md)
pz = % 2 m (n—-m m <n—md s
entonces senh a = ————— = = —
2p cp P
de igual forma:
e® + 7% 1 1 p° + 1
cosh a = > = = p + —;— - v—ggm—
pero pz +1 = 2¢1% - m
2 c1? -mn2 1* mn
cosh a = T ee———
cp =
mC n—m)
tan h a =
1 —mn
Del triéngulo OAN tenemos:
g
sen ¢ = 4, COS ¢ = n — m tan ¢ =
n-m
Y como
© 1 + cos p 1 + n —m



I
|

ol

= sen @ o
e} 1 — cos ¢ 1 = mock m
Y 2 = sen ¢ - J

En leos triéngulcs OBM y QAN tenemos:

c n g
sen @ = 1 cos @ = T tan @ = 23
P m P
Een{3=l—, ::os{?=*-I—. tan 3 = ol
de aqui gue: =
a 1 + cos @ f o T L + B
o a2 - sen © = q 2 g
i
jo B
L5 1 - cos @ 1 L = ¥
Lan ' T sen @ - g = g
3
m
3 i - cos 2 1= 1 L =43
Han =T sen 3 = e = P
1
1 m
3 s g * I 1 +m
cot = = <eh B = = = =
1

En el triangulo OAM tenemos e

¥ como ya conocemos Sen g, cos ¢, sen 9 y cos 0,
calcular:
Zen a4 = (sen ¢ - O 2 = sen ¢ cos @ - cos p sen O
qgry = g CR=md gm
c 1 a2
gm
el d = 1
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CoOS o = cos (Cp — @) = cos @ cos @ + sen ¢ sen @ =

ntn — md + t::{2 n> - nm + qz
4 1 = 1
2 2 2
pero g =1 - n
n° - mn + 1%- n? 1% - mn
cCos o = 1 = 1
gm
tan a = =
it -mn

Por la formula para la recta hiperbélica cuando esta se

expone como un marco de cinrcunferencia euclideana, tenemos
que:
9 3
ABh = c¢c = 1n ¢ cot _E_ tan >
de donde:
o R €1 + B/ICE ~ ) 1% & 1n ~ Tm =~ mn
e = gobt o tan = =
= 2 Pg P9
e ] € Cl ndCl +md 12 = 1n + 1m -nm
=] = L8R S ot = = =
2 © 2 Pq Pq
de donde l1 <n - m .
senh c = 8l
P9
l2 - mn
osh B
cosh ¢ e coy
l Cn = m
tanh ¢ = 5 o C10>
1 - mn
©
Y como ACh = Db = 1n cot =
entonces
s ) © 1l +n =-m S © I-n +m
=] = b = = F—
cO 2 q y © tan = -

87



De agui

n - m
ganh b = =—mm—
g
1
cosh b = >
g9
tan b = n —-m

Utilizando estas i1gualdades facilmente se pueden comprobar

las siguientes formulas de la trigonometria hiperbeolica.

cosh ¢ = cosh a . cosh b
cosh ¢ = cot ¢ . cot 3
senh a = senh c sen o
senh b = senh ¢ sen 3
tanh a = senh b tan o
tanh a = tanh c¢ cos 3
tanh b = senh a . tan 2
tanh b = tanh ¢ . cos «
cos o = cosh a . sen 3
cos 4 = cosh b . sen «

Es claro gue para valores de a, b y ¢ suficientemente
pequefios, de las dependencias entre los elementos del Lriéngulo

rectangule se deducen igualdades aproximadas, semejantes a las

formulas de la trigonometrfa euclideana; por ejemplo, al
desarrollar por series la formula cosh ¢ = cosh a. cosh b tenemos:
2 o 52 5%
v YR ¢ TR rrsdeE@scmgy ¥ e =2
b2 b
SR ETLL W TR ¥ s s a2

de donde, para los valores de a, b y ¢ suficientemente pequeRos

las magnitudes c*, a*, b*, <%, a°, b®, . . . son despreciables,
quedando entonces:
c? 2 2
a b
ir -l P e

g8



ab

del termino tambien nos podemos olvidar por

4
insignificante, de donde

formula gque coincide con el teorema de Pitagoras de la gecometria

euclideana.



CAPITULO 1V

INFLUENCIA DE LAS GEOMETRIAS NO-EUCLIDEANAS EN LA AXIOMATICA
ForMaL Y LA CONCEPCION DEL Espacio Fisico.

INTRODUCCION

El trabajo de Lobachevski no solo sirvio para formular una
geometria mas general que la Euclideana sino gue dio origen a un
cambic de la matematica en general v, después , trascendio las
barreras de las ciencias exactas provocando una de las
revoluciones de mayor alcance en el pensamiento cientifico b4

filoséfico.

Una de las consecuencias de esta revolucion fue la demolicion
de la filosofia Kantiana sobre el espacio, problema vital para el
enriquecimiento de la misma. En este sentido el descubrimiento de
la pangeometr{a marca un momento crucial para 1la filosofia;
llegéndose asi a la generalizacién del concepto de espacio, lo
cual condujo posteriormente, a la importante teoria de los
espacios obstractos; parte de la cual ha enceontrade aplicacién en

la tecria fisica de la relatividad.

Precisamente en este capitulo se pretende abordar la
influencia que las geometrias no euclideanas han tenide en el
concepte de axiomatica formal y la concepcién de espacio fisico;
pues la aparicién de dichas geometrias planteé a la fisica el
preblema de aclarar si el espacio fisico real es euclideano , Ccomo
antes se pensaba; y si no lo es, a gque tipo de espacio no

euclideano pertenece.
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INFLUENCIA DE LAS GEOMETR1AS No EUCLIDEANAS EN EL CONCEPTO
DE AXIOMATICA FORMAL

La geometria nacio de la necesidad de medir terrenos, hacer
construccicnes, observaciones astronémicas, etc. ¥y a medida gque se
amplié el conjuntc de objetos a los cuales se aplicaba, se vid la
necesidad de formular sus principios; siendo esta la primera fase
de su desarrollo donde era completamente empirica. En el momento
que se obser vo que clertas proposiciones podian ser derivadas de
otras mediante deducciones basadas en la légica; diferenciando asi
las proposiciones establecidas por la préctica. Caxiomas) y las
demostrables por la iégica basadas en los axiomas C(teoremas) se
pasé del empirismo a la deduccion. Indudablemente que la primera
exposicibn sistematica fueron los elementos de Euclides ademas de
ser la primera exposicién axiomatica de una disciplina cientifica.
en donde, los teoremas son deducidos o implicados del grupo de
axiomas, los cuales son sustituidos a su vez, por las nociones

comunes, los postulados ¥y las definiciones.

Su estructura axiomatica fue tomada como modele de rigor y
simplicidad para las disciplinas cientificas. Por ejemple Newton

utilizo este procedimiente para sistematizar la mecanica.

Este metodo axiomatico concreto es aplicable en el momento en
gue una ciencia esta tomando forma,o sea, que ya se pueden deducir
leyes generales. En estas condiciones, la tarea consiste en hacer
la ordenacion completa de los coneptos basicos o categorias v de
sus relaciones fundamentales, de las cuales se pusdan derivar por

definicion los otros conceptos vy, por deduccion, los teoremas.

Asi, el metodo axiomatico permite comprender mejor la ciencia
en su conjunto al separar las deducciones rigurcsas, de las
consecuencias concretas que de ellas se desprenden y las cuales a

SU vez se apoyan en una interpretacion concreta de ese esqueama

axiomatico.

Los intentos de demestracion del Quinto Postulado de Euclides

hasta llegar a la aparicion de las geometrias no euclideanas,
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pusieron en clarc que la demostracion formal tiene que, detenerse
en clertas proposiciones admitidas sin prueba, que son los
axiomas, para no proseguir el procedimiento demostrative hasta el
infinito. En base a esto, se incrementaron los esfuerzos para
lograr la formalizacion, mediante un analisis légicc Yy rigurosos
de los fundamentos de la geometr{a y la aritmetica. Es asi como
Peano establece un sistema formado por cinco axicmas y de ellos
infire todos los teoremas de la aritmetica, asi tambien Zermelo
formulo la axiomatizacion de la teoria de conjuntos v después
Whitehead y Russell establecieron la formalizacion de les
fundamentos de la matematica Observandose asi que la validez de
las demostraciones se basa en la estructura légica de los axiomas,
mas que el contenido gque pueda atribuirse a los conceptos
relacionados con ellos. En esta formalizacion intervienen cuatro
tipos de proposiciones: Los axiomas gque son proposiciones
elementales en las cuales se postulan relaciones primitivas entre
conceptos no-definidos, las definiciones gque introducen nuevos
conceptos, que == formulan en funcion de los conceptos
no-definidos que figuran en los axiomas. Las reglas de operac1&n
permiten construir nuevas proposicicones a partir de los axiomas vy
las definiciones y por ﬁltimm, los teoremas son las proposiciones
obtenidas directamente a partir de los axiomas y las definiciones,

© bien indirectamente a partir de otros tecoremas va demostrados,

aplicando siempre las reglas de operacion.

No es sorprendente gue siende los Elementos o Buclidss la
primera obra formulada con el metode axiomatice deductive, se

hayan encontrade fallas logicas; sin que esto desmerezca la obra.

Algunas fallas son las suposiciones tacitas gque se utilizan
en las deducciones, y que no son garantizadas ni por los
postulados ni por los axiomas de la obra. Un ejemplo de esto esta
en la primera proposicion deducida de los Elementos, la cual

citaremos al pie de la letra, de la traduccion de Heath. *

*T.L. Heath, The Thirteen Books of Euclid’s Elements, 3 vols. ,
2da. ed. Nuewva Kork: Dover Publications, Inc., 1956
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Proposicion I 1
Sobre una recta finita dada constréyase un triangulo
equilétero.

Sea AB la recta dada. (Ver fig.?2

i

o -
Por tanto, se necesita construir un triangule egquilatero

sobre la recta AB.

Con centro A ¥ distancia AE, tracese la circunferencia
BCD. CPestul ado 3.2

Nuevamente , con centre B vy distancia BA, describase la

circunferencia ACE. CPostulade 3.2

Y unase al punto &, en el que las circunferencias se cortan,

con los puntoes A ¥ B por las rectas CA, CB. (Postulado 1.3

Ahora bien, come el puntoe &4 es el centro de la circunferencia

CDB, AC es igual a AB., (definicion 15.)

Igualmente, como el punto B s el centro de la circunferencia
CAE, BC es igual a BA. <(definicion 15.)

Perc tambien se demostro que CA es igual a AB; por tanto,
cada una de las rectas CA, CB es igual a AB. Y las cosas que son
iguales a la misma cosa tambien son iguales entre $£; por

consiguiente, CA tambien es igual a CB. CAxioma 1.2

For tanto, las tres rectas CA, AB, BC son iguales entre si.
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De ahi gue el triéngula ABC  sea aquilétera; Yy se ha
construido scbre la recta finita dada AB. Que es lo gue se queria

hacer.

Ahora bien, la construccion de las dos circunferencias de
esta demostracion ciertamente que se justifica por el Postulade 3,
perc no hay nada en los primeros principioes de Euclides gque
explicitamente garantice gue las dos circunferencias se corten ern
un punto C. Luego la existencia de este puntc tiene gque apoyarse
en postulados o bien ha de demostrarse, se puede demostrar gue los
postulados de Euclides s=son insuficientes para garantizar 1la
existencia de tal punto. Le due se necesita aqui a5 algﬁn
postulado adicional que garantice gue las dos circunferencias
regqueridas se cortaran. Asi como el postulade 5 da una condicion
en la cual dos rectas se cortaran, necesitamos postulados
seme jantes gue nos indigquen cuando se cortaran dos circunferencias

¥ cuando se cortara una circunferencia y una recta.

En los tratades modernos de geometria se garantiza la
existencia de los puntos deseados de interseccion per los axiomas

de continuidad de Dedekind.

Otra admision tacita hecha por Euclides es la extension
infinita de la recta. Aunque el postulado 2 asegura gue una recta
puede prolongarse indefinidamente, esto no implica necesariamente
que wuna recta sea de exiansién infinita, sino gque es =sin fin o
ilimitada. Fue en 1854 cuando Riemann hizo la distincien entre lo

ilimitadeo ¥ la infinitud de las rectas.

La lista de fallas logicas en los elementos puede extenderse
aun mas, pero no es esa nuestra intencion en este caso, sino solo
hacer notar, que las suposiciones iniciales ne son suficientemente

para la deduccion de los 465 proposiciocnes de los Elementos.

Frecisamente, la idea de perfeccicnar las suposiciones

iniciales de Euclides, ecupé la atencion de los matematicos por
o -, r #
mas de dos mil afios, ¥y solo despuss de ese periodo se pudieron

formular conjuntos satisfactorios de postulades para la geametria
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plana y del espacio de Euclides,.

Euclides trato de definir explicitamente todos los terminos
de su discurso, como punte, recta y planc por ejemplo. Ahora
sabemos que en un discurso légico se deben elegir algunos terminos

como primitives o indefinidos,

El primero en dar a la geometria euclideana esta organizacién
fue el matematice aleman Moritz Pasch en 1882, El marce la
diferencia entre definicion explicita = implicita; haciendo notar
que la definicion implicita eS necesaria ante la imposibilidad de
definir todos los teéerminos explicitamehte si deseamos evitar una

indefinida circularidad.

En otras palabras, en un discurso légico se debe aceptar un
numer o pequefio de términos primitivos los cuales se utilizan para
definir axplicitamente todos los demas terminos gue intervienen en
él; no déndose definiciones de los terminos primitivos. Seolo la
dada implicitamante por su presencia en los postuladeos del
discurso. Asi Pasch acepté conmo primitivos o irreducibles los
terminos punto, recta y plano, en su desarrollo de la geometria
euclideana; solo los considero definides 1mpl£citamente per las
proposiciones basicas gque el admitioc como postulados en su
expcsicién, a las cuales llamo nucleares; ademas fue quien resalto
que debian enunciarse sin considerar ninguna significacion

-

empirica.

Desde esta persepctiva, la geometria euclideana o3 un sistema
hipotético-deductivo pues su validez vy posibilidad de mayor
desarrollo no depende de los significados QSpecificos dados a los
terminos primitivos empleados en sus postul ados. De esta manera

Pasch influyé en el pensamiento postulacional de la geometria.

Después de Pasch, el matematice italiano Giuseppe FPeanoc en
1889 dio tambien un desarrollo postulacicnal a2 1la geometria
euclideana aungue en gran medida su obra es una traducecion del
Tratado de Pasch en nctacion de una légi ca simbolica; la cual

Peanco introdujo al mundo de las matematicas.
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Tambien el matematice italiano Mario Pieri en 1883, realizo
un estudio de la geometria cuclideana con un enfogque distinte al
de sus predecesores; considerando la materia de estudio comoc un
agregado de elementos indefinidos llamados “punteos" y un concepto

indefinide de "movimiento'.

Aungque la idea de clasificar las diferentes geometrias de
acuerdo con los tipos de mapeos o transformaciones Cmovimiento
rigidos. compresicones, inversiones respecto a circunferenclias,
etc.); fue propuesto por Felix Klein en 1872 en su famoso Programa
de Erlangen. Esta clagificacién se construye considerando primero
objetos de la geometria euclideana ordinaria y "bautizando" a
algunos de estos objetos y a las relaciones entre ellos de tal
manera que resulta una geometria no euclideana. La comprensién de
esta clasificacion resulta facil utilizande algunos conceptos de

geometria proyectiva.

El maximo exponente de la moderna presentacién postulacional
de la geometria euclideana es el eminente matematico aleman David
Hilbert C1862-1943D =n su cbra Grundl agender Geometrie
CFundamentos de 1la Geometria). de la cual existen numerocsas

ediciones y una traduccion castellana.

A diferencia de Pasch y Peano, Hilbert utiliza un minimo de
simbolismo lo gue hace mas accesible su obra, cuya influencia
rebaso =1 campo de la geometria implantando el met odo

postulacional en todas las demas ramas de las matematicas.

Hilbert a diferencia de Euclides no hace distincién entre
axioma y postul ado, asi el tratamiento de la geometria euclideana
plana y del espacio descansa en 21 axiomas o postulados,
conteniende seis terminos primitives ¢ indefinidos. En el
apéndice 2, de este trabajo aparecen 18 postulados y cinco
terminos primitivos pues se han considerado solo los que se

aplican a la geometria plana.

Para demostrar la combatibilidad légi:a y la independencia
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parcial de sus postulados, Hilbert tuve que idear algunos modelos,
para varios subconjuntos de los postulados; lo cual equivale a
introducir nuevos sistemas de geometria Y élgebras de segmentos.
En su obra se demuestra la influencia de algunos postulados v
tecremas importantes en el desarrollo de la geometria euclideana vy
se ilustran e jemplos de varias clases de geometrias no
euclideanas; por ejemplo al demostrar la independencia del
postul ade de Arquimides aparece un ejemplo de un sistema no

arquimediano.

Estas investigaciones dieron origen al estudio de la
geometria abstracta, convenciendo asi a muchos matematicos de la
naturaleza hipotetico deductiva de las matematicas e implantando

el metodo postulacional en casi todas ellas.

Después de Hilbert han aparecido otros tratamientos
postulaciocnales de 1la geometria euclideana come el de Oswald
Veblen quien en 1904 redujo el numero de terminos primitivos a dos
“"punto” ¥y "orden"; como que el sentir entre los mateméticos, es
que mientras menor sea el numero de terminos primitivos en un
desarrolle postulacicnal, mas agradable esteticamente sera el

desarrollo de la exposicion.

Observemos que el descubrimiento de las geometrias no

euclideanas llevo al procedimiento axiomatico a un estudic mas
rd -

profundo y asi la axiomatica material de 1la antigua Grecia

evoluciond hasta la axiomatica formal del =iglo XX.

La axiomatica formal utiliza el concepte modernc de funcion
proposicioconal, observada primero per el matematico y filesofo
ingles Betrand Russell. Con el fin de aclarar este concepto

consideremos los siguientes enunciados:
1) Octubre es un mes del otofio

2 4 es un numero impar

3 X es una Y

Los enunciados 1) y 2) tienen forma Yy contenido, =1 3D solo
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tiene forma y a pesar de gque no es una proposicién porgue no se
puede asegurar si es falso o verdadero, tiene forma de proposicion
Yy es precisamente, a una expresién de este tipo a lo gue se le ha
llamado funcion proposicional; pues si sustituimos las variables X
y Y por terminos de significado concreto, podemos obtener
proposiciones veraderas o falsas segﬁn el caso; inclusive una

funcion proposicinal puede contener cualquier numero de variables.

Una vez hecha esta aclaracion enunciaremos el patron que rige

a la axiomatica formal.

~El discurso contiene un conjunto de terminos tecnicos
Celementos, relaciones entre elementos, operacicnes a realizarse
con los elementos) que deliberadamente se eligen como terminos

indefinidos. Estos son los terminos primitivos del discurse.

-Todos los demas terminos tecnicos del misme se definen

explfcitamente por medic de los terminos primitivos.

—El discursc contiene un conjunto de enunciados relacionades
con los terminos primitivos que deliberadamente se eli gen como
enunciados no demostrados. Estos se llaman postulados Co axiomas,

© enunciados primarios) P, del discurso.

= g
—Todos los demas enunciados (relacicnados con los terminos
primitives y los definidos) del discurse se deducen légicamente de
les postulados. Estos enunciados deducidos se llaman teoremas, T,

del discurso.

=-Para cada teorema, Tl del discurse hay un enunciado
correspondiente (que puede © no expresarse formalmented que
asegura que el teorema Tk se inmplica légicamente por los
postulados P.

A un discurso conducido por este patron algunos matematicos
le llaman matematica pura; y cuande las variables son sustituidas
por terminos que convierten en verdaderas a las proposiciones se

diece que s2 ha hecho una interpretacién de la matematica pura vy



al resultado de dicha interpretacién se le llama modelo de la

matematica pura.

A los modelos de la matematica pura se les ha llamado
matematica aplicada, asi es gque la diferencia entre matematica
aplicada y pura no es de aplicacion ¥ no aplicacien, sino mas bien

de que sea concreta y abstracta.

Detras de toda rama de la matematica aplicada esta una rama
de la matematica pura. A menudo sucede gue una sola rama de la

F . .
matematica pura le corresponden varias ramas de matematicas

aplicadas.

El desarrollo abstracte de la matematica pura corresponde a
la axiomatica formal ¥ el desarrolleo concreto de la matematica

aplicada a la axiomatica material.

En la axiomética formal se considera a los postualdos antes
que cualqguier especificacién de los teérminos primitivoes y en la
axicmatica material se considera a los objetos que interpretan a
los términos primitivos antes que los postul ados. Es por esta
razon que los grieges consideraban que la geometria era un estudio
que trataba con wuna estructura unica del espacio fisico,
actualmente 1la geometr{a es un estudio puramente abstracto

desprovisto de todo significado fisico.

Un grupc de axiomas de un discurse no es arbitrario pues
tiene que cumplir ciertas condiciones como son: compatibilidad,

independencia y suficiencia.

Un conjunto de axicomas es suficiente o completo si  todo
teorema es deducible de ellos Un conjunto de postulados se dice
que es compatible si no son implicades por el conjunto, los
enunciados contradictorios. Esta es la propiedad mas importante y
el metodo para establecer la compatibilidad de un conjunte de

postulados que hasta ahora ha tenido mas exito, es el de modelos.

Entre los modelos hay que distinguir los concretos, los
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cuales asignan a los terminos primitives objetos o relaciones del
mundo real y los ideales que asignan a los terminos primitives

objetos © relaciones de otro sistema de postulades.

Cuando el model o es concreto es facil aceptar la
compatibilidad pues las contradiccicnes en el mundo real son

imposibles.

Pero no siempre es posible establecer un modelo concreto de
un conjunto de postulados; si este por ejempleo, contiene un numer o
infinito de elementos primitivos es impesible; y es en este caso
cuando se recurre a la consistencia relativa, la cual va

mencionamos en el capitulo anterior.

Un postulado de un conjunto de postulados se dice que es
independiente si no es una consecuencia légica de los otros
postulados del conjunto, y a su vez el conjuntoe de postulados se
dice que es independiente si cada uno de sus postulados es
independiente, un ejemplo de independencia muy coneccido es el
postulade de las paralelas de Euclides; en realidad a este
postulado se debe el inicioc de las propiedades de los conjuntos de
postulados y en consecusencia la formacién del metodo axiomatico

moder no.

La condicion de independencia no es indispensable pero si
comoda pues con ella se garantiza una cantidad minima de
suposiciones; =i un axioma no es lnﬂopehdiontﬁ entonces realmente
no @3 un axioma =inge un teorema ¥y on este caso puede ser eliminade

sin que el sistema se afecte.

Aungue no es nuestra intencion profundizar mas en el metodo
de axiomatica formal, actualmente con los trabajos de Goedel vy
Cohen se plantea la necesidad imperiosa e inaplazable de elaborar
nuevos criterios de rigor gque sustituyan las exigencias de la
formalizacion axiomatica. Sus deﬁostraciones constituyen el
fundamento tecrico necesario para Lé formulacion de la teoria
matematica de la légica dialectica, cuyo desarrollo permitira

hacer mas rigurcsas las operaciones ya conocidas y a la vez
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descubrir nuevas formas dialecticas de razonamiento.

“En la actualidad incideﬁtalmenﬂe ha sido posible formular un
algoritmo que permite decidir si una formula es o no es un
tecrema; vy su expresién en el lenguaje Lisp ha servido para
demostrar en una computadeora, en 8 minutos, todos los teoremas que
figuran en los Principia Mathematica de Whtehead y Russell. De
esta manera; se vienen creando los elementos teoricos v, al mismo
tiempo los intrumentos matematicos de aplicacién, que  Son
necesarios para ei establecimienteo ¥y el desarrcllo préctico de la
teoria matematica de la lé@ica dialéctica. Estos trabajos han
inauguradeo una revolucién en la matemética. la légica ¥y 1la

cibernetica.

INFLUENCIA DE LAS GEOMETR1AS NO EUCLIDEANAS EN LA
CONCEPCION DEL Espacio Fisico

Kant postulé al espacio como una representacién necesaria a
priori, considerando a la geometrfa euclideana como un esquema
inmutable, frente a esto, los resultados de Lobachevski y sus
continuadores mostrarcon de un modo irrefutable que la gaometria
euclideana no es la unica representacién del espacio, sinoc gue por
el contrarioc, =son posibles muchas gaometrias. Esto sirvio para
dejar clarco que los diferentes sistemas geométricos reflejan de
cierta manera, propledades del espacio real y que la concepcién
del espacio es la que depende de las cualidades existentes en los
objetos, ¥ no al reves como lo pretendia Kant. Tambien la
pangeometria mostro gue la validez de los tecremas geamétricos es
relativa, pues varian con el avance de los descubrimientos
cientificos, Ya que expresan a posteriori los conocimientos

conguistados por el hombre.

A pesar de que la geometria no euclideana fue el resultade de
muchos esfuerzos continuos, durante sigles por sacar a la
- 4 i -
geometria clasica del callejon sin salida en el intento de
demostrar que, el sistema euclideano era el unico pesible y que
solo pudo ser superadoe por su hnegacion; cuando se llegé a

foermular; muy pocos matematicos de la epoca le prestaron atencion,

tal wvez, hubo desconfianza de su veracidad o pensaron que jamas
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llegaria a tener algﬁn valer cientifico Situacién que no debe
extrafarnos, ya que la histeoria de la ciencia nos ensefa gque todo
cambie radical, no cambia de un golpe, las convicciones ¥
preocupaciones de todo lo anterior.

El trabajo de Lobachevski ademés de modificar las bases de la
teoria del conocimiento cientifico, derrumbé los fundamentos de la
filosofia Kantiana, abriendo asi un nuevo camino a la ciencia y a

la filosif{a.

En 1854, el aleman Bernhard Riemann generalizé la geometria y
con ello generalizé el concepto de espacio iniciando asi un
segundo periodo en el desarrolleo de la misma; caracterizado por el
empleo de los metodos de la geometria diferencial, en lugar de los
metodos antes utilizados de la geometria sintetica. Riemann
establecié su interpretacién concreta sobre una superficie de
curvatura constante, gque puede ser positiva o negativa y en la
cual la geomatria euclideana representa el caso particular en que
esa curvatura constante sea nula. Las investigaciones recientes
permiten considerar que el espacio fisico tiene efectivamente
Una curvatura constante gue noc es nula, pero todavia no se puede
decidir =i dicha curvatura es positiva o negativa. Cuando se
logre esto, tendremos que si la curvatura es positiva, el universo
resultaré ser cerrade y finito, conforme a la gaametria de
Riemann; ¥y si dicha curvatura es negativa, entonces el universo
sera abierto e infinito, de acuerdoe con la geometria de

Lebachevski .

Dgspués de los trabajos de Riemann surgiercn otras geometrias
no euclideanas: En realidad, cualguier geometria cuya base
postulacional contradiga alg&n postulade de la euclidena puede
llamarse geometria no euclideana. Se dice gue Riemann fue el
originador de toda una clase de geometrias no euclideanas y €s por
eso gque generalmente se les llama geometrias riemannianas; por
ejemplo, la ideada por Max Dehn, en la cual se suprime el
postulado de Arquimides. llamada  por esto, frecuentemente

geometria no arquimediana.

El descubrimiento de las geometrias no euclideanas, planteé a
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la, fisica el complejo problema de aclarar, si el espacio fisico
real es un modelo de la geometria euclideana, o en su defecto, con
cual de las geometrfas no euclideanas resulta mas adecuada su
deacripcién. A este respecto, la teoria de la relatividad, en su
formulacién considera al espacio real de tal naturaleza geométrica
que responde mas a los postuladoes de alguna geometria no

euclideana sin gue ninguna de ellas se adecue totalmente.

Una ley fisica que resulta incompatible para explicar 1la
estructura del universo con base en los postulados euclideancs es
la referente a la velocidad de la luz, gque establece que bajo
ninguna circunstancia pueden existir part{culas con velocidades
mayores que la de la luz en el vacio, la cual es constante e igual

a 300,000 kmrseg.
Es segure que el establecimiente de esta ley influyé de

manera muy importante para cuestionar la concepcion del espacio

fisico real en terminos de la geometria esuclideano.
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geometria debiera ocupar un lugar importante en la curricula de
cualgquier nivel de educacion y por lo tanto su ensefianza
constituye un problema de investigacion desde los niveles de

preescolar y primaria.

-Al igual gue Euclides estaba influenciado por las imégenes
femiliares y la intuicién, frecuentemente nos sucede lo mismo, sin
observar que en las vivencias diarias no solo la geometria
Euclideana esta presente; lo gue podemos constatar al observar, por
ejemplo, el acoplamiento de pentégonos Y exégcnos en una esfera
Cbaldn de foot-ball) lo cual es imposible en el plano, haciendo

manifiesto algo que sucede en las geometrias riemenmianas.

S&guiandd a Papper tal wvez lo que hace falta, es promover un
ambiente de familiaridad con las geometrfas no euclideanas para
asi poder concebir el espacio fisico desde otro punte de wvista, v
por supuesto esto nos exige el conocimiento de las mismas sobre

tode a los maestros del area en todos los niveles.
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CONCLUSIONES

CaPiTULO [

1.~ El primer gran salto en la concepcién de la matematica fue el
raso de concebir a la matematica como herramienta de calculo que
tenian los egipcios y babilonios a la concepcién de la matematica
como una ciencia deductiva que establecieron los griegos. Este

salto se debic fundamentalmente al desarrollo de la geometria.

£ .
2.- La tendencia de la matematica a convertirse en una ciencia
deductiva se materialize en el trabaje de Euclides C(Los
Elementos), que presenta a la geometria como una ciencia

axiomatizada.

CapiTuLo II.

3.- El interes de muchos de los grandes matematicos durante los
veinte siglos poosteriores a la aparicién de los elementos en la
solucion al problema sobre la dependencia o independencia del V
Postuladoe con respecto a los otros cuatro influyé en farma

importante en el desarrollo de la matematica de ese periodo.

4.- A pesar de gque algunas otras ramas de la matematica se
desarrollaron en el per‘.{odo comprendide del sigle III a.C. al
siglo XIX, desde el punto de vista de la concepcion de la

matematica como una ciencia axiomatica no hubo cambios radicales.

CapiTuLO IIL

5.- Con la creacion de las geometr{as no euclideanas, resultado de
la solucion al problema del V Postulado de Euclides, se modifico
en forma esencial el concepto de axioma y como consecuencia el
concepto de axiomatica ¥ aln mas se plantea un cambio radical en
el concepto del objeto de estudio de la matemética, que pasé de
ser las relaciones y propiedades cuantitativas de modelos de la

realidad a las relaciones v propiedades de model os
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i ndependientemente de que sean estos o no de la realidad.

CaPiTULO IV,

6. - El desarrollo de la geometria y en particular el nacimiento de
las geometrias no euclideanas no séLa modificé radicalmente la
concepcién de la matematica, sino que su influencia se dio tambien
en otras ramas de la ciencia, en, particular en la fisica al
cuestionarse la estructura de esta ciencia una de cuyas premisas
era la concepcién del espacio fisico como de naturaleza
euclideana. A grado tal que con los trabajos de Einstein quedé
definitivamente probade gque el modelo euclideano del espacio
fisico no era el mas idéneo para explicar algunos fenomenos de la

realidad.

7.—- En el mismo sentido de la conclusion anterior el nacimiento de
las geometrias no euclideanas influyo en forma importante en el

pensamiento cientifico ¥ filosofice en general.

CONCLUSIONES GENERALES

- I
-La matematica al igual que las demas ramas de la ciencia

' '
esta en constante eveolucion.

-La solucién al problema del V Postulado de Euclides no fue
el punto final sino mas bien el punto de partida, ya gue abrioc
nueves horizontes en el campo de la investigacién vy desde luego

- 'd

crec nuevos problemas en la geometria.

-Siguiendo el desarrollo historico de la matematica se
chserva que sus grandes columnas vertebrales son la geemetria v la
aritmética; lo que lleva a relfexionar sobre la necesidad de
prestar mas atencion a estas ramas, en la curricula de 1la
licenciatura en mateméticas y asimisme en los programas de

s ls ’
formacion y actualizacion de profescores de matematicas.

-Del hecho de que la geometria desempefie un papel tan

importante en el desarrocllo de 1la matemética, se sigue que la
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APENDICE 1

PRIMEROS PRINCIPIOS DE EUCLIDES Y ENUNCIADOS
DE LAS PROPOSICIONES DEL LIBRO I#*

Las ExpPLICACIONES Y DEFINICIONES INICIALES

1.- Un punto es lo gque no tiene parte o di mension.

2.- Una linea es una longitud sin anchura.

3.- Los extremos o limites de una linea son puntos.

4.- Una recta es una linea que tiene todos sus puntos en la
misma direccion.

8. - Una superficie es la que solo tiene longitud y anchura.

6.~ Los extremos o limites de una superficie son lineas.

7.—- Una superficie plana es la gue contiene una recta en
cualqguier posicién.

8. - Un éngulo plano es la inclinacion entre si de dos lineas
de un plano si estas se cortan Y ho estan en una misma recta.

Q.- Cuando las lineas que comprenden el éngulo son rectas,
el éngulo se dice que es rectilineo.

10. - Cuando una recta se levanta sobre otra formando éngulos
adyvacentes iguales, cada uno de los éngulos iguales
se llama éngulo recto, y la recta que se eleva sobre la
olra se llama perpendicular a esta otra.

13-, = Un éngulo obtusc es mayor gque uno recto.

12, = Un éngulo esS menor gues uno reacto.

13.- Un limite es lo que constituye un extremo de algunas
cosa.

14.- Una figura es lo que esté contenido en un limite o en

varios limites.

*Tomado con autorizacién, de T. L. Heath, The Thirteen Roocks
of Euclid’s Elements, 3 vols., 2a. ed. Nueva York: The
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