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I N T R o D u e e I o N 

, 
El concepto que el hombre ha t.enido de la mat.emat.ica, como 

, , 
es logico, ha evolucionado a t.r-av ess de la hist-oria desde la 

, 
concepcion y uso de la matematica como una simple herramienta de 

, 
calculo que t.uv i e r-o n los egipcios y babilonios hace cuarenta 

siglos hast-a la concepcion act.ual de un cuerpo est,ructurado y 

formalizado de conceptos y proposiciones. 

, , 
En la evolucion de est,e concepto la geomet-r i a ha jugado un 

, 
papel de primera importancia, pues no solo es el campo de la 

, 
mat-emat,ica que primero se axiomat.iza, lo que 

, 
sucedio hace 

ve í nt.í.t.r-e s siglos en la Grecia Ant.í g ua , con Euclides; sino que la 
, , 

concepcion moder-na de la axiomat.ica f o r-rn a l es t,a,nbien un Pesult.ado 
, 

de trabajos hechos en geomet1' i a. 
, 

Especialment,e la intencion de 
, 

probar el íamoso V Postulado de la Geomet-r i a de Euclides, cosa que 

durante veinte siglos int.entaron un gran r.urne r-o de matematicos 

lamosos, y que a la post.re 
, 

dio lugar al nacinlient.o de las 
, , , 

Geomet.1-ias no Euclideanas, influyo en la modiíicacion del concepto 

una axiomat.ica de axioma desde 
, 

axiomat.ica mat.erial hasta 

de 
, 

dejo 

una 

la geometr i a de est.udio de Asi mismo el objet.o íormal. 

ser las íormas espaciales y las relaciones del mundo mat,e1··ial, 

para pasar a ser las propiedades que permanecen invar·iantes bajo 

la accio de un grupo concret.o de t.ransíormaciones 
, 

(deíinicion de 

de Klein en su programa de E1'langen); y el espacio físico aparece 
, 

ahora solo como un posible modelo de alguna de las 

incluso no euclideana. 

, 
geomet.1' i as e 

, 
Describir el proceso a t.r-av o s del cual evolucionaron est.os 

concept.os sera el objet.o de e s t.e t.r-ab a jo , de tal manera que se 

tocaran los siguientes temas: 
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, , 
-La primera axiomatizaciun de la geometr i a 

(siglo VI al Siglo III a.C). 

, 
-Algunos intentos de demostracion del V Postulado de 

Euclides (del siglo III a.C al siglo XVIID. 

, 
-El nacimiento de las Geometrias no Euclideanas. 

Csiglo XIX) 

-Influencia de las 
, 

Geometrías no- Euclideanas en la 
, , , 

axiomatica formal y la concepcion del espacio f'isico 

Conclusiones: 

, 
Apendices. 
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Conclusiones: 
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CAPITULO I 

LA PRIMERA AXIOMATIZACION DE LA GEOMETRIA 

' 1.1 PERIODO DE LA MA TEMA TICA PREHELENICA 

En est.a part-e se ' considerara e orno el conocimient,o 
' , ' pract.ico-empirico de la mat-emat-ica se t-ransforma en una ciencia 

' sist-emat.ica y deduct-iva basada en definiciones y axiomas. 

Indudablement.e que fu<> <>n la antigua Gr-e-cí a donde la 

matematica se coriví e r-t.e por primera vez en una ciencia deduct-iva. 

' Las primeras ideas geomet-ricas se remont-an a epocas muy 

ant,iguas y las f'ormulaciones de las mismas se at,1,ibuyen a las 

principios de la ' geomet-ria en 

La 

las 

hist-01'ia 
' pract-icas 

nos señala los 

de 

culturas de Babilonia y Eg í p t.o , 

prirnit-ivas 
' ingenier i a y agricult-ura; los regist,ros mas arrt.í g uoss en el campo 

' de la geometría son unas t,ablas inscrit-as de arcilla cocidas 

ent-erradas en Mesopot-amia, que dat.an de los t-iempos sumerios de 

aproximadament,e 3000 años ant-es de nuestra el'a, e nt.r-e ellas se 

encuent-ran la tablilla Plimpt-on 322 que da muestras que en 
' Mesopot-amia se conoc i a ya relaciones e nt.r-e los cat-et,os y la 

' ' hipot-enusa, semejant,e a la formulacion del t-eorema de Pit-agoras. 
' Asi mismo las t-ablas c urio í f o r-me s, ' babilonicas de ' periodos 

post-eriores donde vernos que la geomet-r i a arrt.í gu a 

i nt.imament-e relacionada con la medici.'.in pr�ct-ica 

' ' babilonica e s t.a 

Los babilonios de 2000 a 1600 años ant-es de nuest.ra era ya 

est-aban f'amiliarizados con las reglas generales para la soluci�n 

de problemas sobre peri me t.r-o s , areas ' y volumenes de figuras y 
' ' cuerpos g e orne t.r-í co s , llegaron a una generalizacion impl i ci t.a ya 

ut-ilizaban el mismo ' me t.o do de ' solucion para problemas 

semejant-es. De igual manera se desar1'oll.'.i ' la geomet-r i a en Eg i p t.o 

hacia el año 1850 a 1650 ant.es de nuestra era. Veint-iseis de los 
' ' 110 problemas de los papiros de Moscu y Rhind son geomet-Picos 
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, , 
involucrando areas y volumenes. 

Es int.eresant.e observar la nat-uraleza 
, 

empírica de la , , 
matemat-ica prehelenica que sin haber llegado a la demost-raci¿n , 
logica, y la poca import-ancia que dieron a la dife1'encia entre 

verdad exact-a y aproximada, at-acaron con e xí t.o una extensa 
diversidad de problemas. 

1.2 EL NACIMIENTO DE LA DEDUCCION 

, , , 
El periodo de desarrollo de la geomet-r i a por los c í o rrt, i ficos 

griegos comienza a p ar-t.í r- del siglo VII ant-es de nuest-ra era. En 

t'undament-ales, epoca en que se 
, 

consolido el concept.,o de 

el siglo VI y V se obt-uvieron muchos resultados 
, 

geomet-ricos 

demost-raci¿n de t-eoremas. Anterior a la t'echa en que aparecie1'on 
los Elementos de Euclides III a.c.), 

, 
solo han llegado 

, 
hasta nosot-ros dos obras complet-as de mat-emat,icas, escrit-as por 

, 
un cont-emporaneo mayor que Euclides, Aut-olico de Pit-ane; fuera de 

, 
est-o, la mat-emat-ica griega pre-Euclideana debe ser !'econst-ruida a 

partir de fragmentos. 
, , 

La fuente mas antigua de informacion es la 

llamada Sumario de Eudemo de Proclo (410-485 d.c.). Un extracto 

de esta obra perdida aparece en el coment-ario de Proclo el primer 

libro de Euclides en el siglo V d.c., se trata del famoso 
, , , 

Catalogo de Geometras de Proclo; en el se considera a Tales de 

Milete 
, 

geometría; 
, 

geomet.ricos: 

a 
, 
el 

de 

se 

la 

le 

, 
mat-ematica 

at-ribuyen 

griega, 

los 

es decir, de la fundador 

resultados siguient-es 

1. Un di;.met.ro bisect-a a un circulo 
, , 

2. Los angules en la base de un triangulo isosceles son 

iguales. 
, 

3. Los angules opuest-os p o r- el ve r-t.í ce , en dos lineas que se 

cortan, son iguales, 
, 

4. Dos t.r-í ang-utoss son congruentes si se tiene un lado y dos 
, 
angulos iguales. 

, , 
5. El angulo inscpit.,o en una semicircunfePencia es un angulo 

recto (esto era ya sabido por 
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ai'íos antes). 

, 
Lo importante de Tales es que usaba l'azonamientos logicos 

, 
para hacer ver que eran ciertos estos resultados y no lo hacia por 

medio de la 
, 

int.uicion, la 
, 

experimentacion y la 
, 

comprobacion 
, 

repetida, como hasta esas epocas se habia hecho. Tales de Mileto 
, 

adquirio sus conocimientos en Egipto en el siglo VI a.c., y al 

regresar a Grecia 
, 

aplico a la 
, 

geometría los procedimientos 
, 

deductivos de la f'ilosof'ia griega. Su merito no es tanto por el 

contenido 
, 

geometrico sino mas bien por el apoyo de cierto 
, , 

razonamiento Iog í co en lugar de intuicion y experimento. 

, , 
Pitagoras quien tambien vivio en el siglo sext,o a.c. continua 

, 
con el cambio iniciado por Tales en la matematica griega y en 

, , 
particular en el ejercicio de la geometría, permitiendole f o r-rn.a r- 

parte de los ciudadanos libres, es decir, el conocimiento 
,, ,, , ,, ,, .,, 

mat.emat.ico de caract.er practico-empirico se coriví r-t.í o en t.eorico y 
, 

adquirio un 
, 

caract.er int.elect,ual, est.o es, la 
, 

mat.emat.ica se 

transforma en una ciencia deduct.iva. 
, 

Est.a mat.emat.ica t.r-at.a de 

encont.rar los principios ''independientemente de conside1'aciones 

concretas, por medio del intelecto". 

Por los coment.arios de Proclo sabemos que mucho ant.es de 

Euclides se 
, 

habían escrito obras 
, 

matematicas 
, 

sistematicas 

semejantes a los Elementos. 
, , 

El primer matematico que construyo 
, , , 

t.al sist.ema fue Hipocrat.es de Quíos en el siglo quint.o a.c., quien 

se 
, 

dedico a la ensei'íanza de la 
, 

geomet.r i a, 
, 

redacto el libro 

Element.os en donde aparece la sistematizacion racional de esta 

disciplina; otra de sus obras digna de mencionarse es la 
, 

Quadrat.ura Lunularum; luego sabemos 'de Leon en la primera mitad 

del siglo cuarto y de Teodocio de Magnesia en la segunda mitad del 

mismo. 

Invest.igaciones recientes sobre historia de la 
, 

rnat.emat.ica, 
, 

independient.emente del í nf'o r-rne sobre Hipocrat.es, han llegado a la 
.,, ,, ,, ,, 

conclusion de que algun t.e xt.o mat.ematico sistemat.ico debio e xt s t.í r- 

en el si�lo quínt.o a.c. 
, 

En este r-e ng Iori debemos mencionar los 
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deduct-ivos de la filosofia griega. Su me r-í t.o no es t..ant.o por e! 

contenido ¡;;:eomet-rico sino mas bien por el apoyo de ct e r-vo 
, , 

razonamiento logico en lugar de int..uicion y experim,;,nt-o. 

, , , 
Pit.agor-as quien t.ambien vivio en el siglo sext..o a.C. cont.inua 

, 
con el cambio iniciado por- Tales en la mat-emat..ica griega y en 

, , 
particular en el ejercicio de la geomet..r i a, permi t-í<?ndole f o r-msrr- 

par-te de los ciudadanos libres, es decir-, el conocimient.o 
,. , ,. .,. ,. 

mat.emat.ico de caract.er pract-ico-emp i rico se coriví r-t.to en teorico v 
, 

adquir-io un 
, 

caract.er- i nt.elec t.ual, est.o es; la ma'lemat,ica se 

transforma en una ciencia deduct.iva. E:st-a mat,em,;,t,ica t,rat,a de 

encontl'ar los principios ''i ndependient.ement.e de considePaciones 

concretas, por medio del int,electo". 

Por los comentarios de Proclo sabemos que mucho ant.es de 

Euclides se 
, 

habían escrito obras 
, 

mat.em.-t.icas sistemat..icas 

El pr-Ime r- mat.emat.ico que 

, 
se dedico a la ensef'í.anza de 

semejant.es a los Elementos. 

, 
la geomet.ria, 

quien 

el libro 

, 
cor,st-ruyo 

a.c., quinto 
, 

i-edact.o 

el siglo en 
, 

Quios Hipocr;;,t,es de 
, 

tal sist.em,.. f'ue 

Element.os en donde aparece la sistemat.iz ... ci.;n racional de est.a 

disciplina; c t.r-a de sus obras digna de mencionarse es la 

Quadrat.ur.a Lunu1arum; luego sabemos de Leen en la primera mitad 

del siglo cuart,o y d<? Teodocio de Magnesia en la seg-unda mit.ad del 

mismo. 

Investigaciones recient.es sobre hist.oria de la mat.emat.ic;;;,. 

independient.ement.e del iníorme sobre Hipocrat-es, h.;,n llegado a la 

en el si�lo quírrt.o a.e. 
, 

En este r-englon debemos mencionar- los 

conclusion de que 
, 

alg1.1n Lext.o 
, 

mat.emat.ico sist-emat.ico debio exist.il' 
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t.r- abajas de O. Becke,- publicado en 1Q36, qui i&f"l observó que los 
Úl t.,i mos di ecl s¡�i s t-ecremas Cdel 21 al 36) del libro IX del 

, lr i g.a,si mo S,;.pt.,i ll\O 
, del libro X, E:ucl i des: a.si come el apendice 

relacionado con los ant-eriores, const-iluyen un apendice a la obra 
de Euclides, en forma por demas informal, a los element-os, ya sea 
por el aut-or mismo o por un escriba ant-iguo. Desde est.e 
descubrimient.,o, a est-e conjunt.,o de diecisiele proposiciones se les 

, 
llama "Las Ense?íanzas Pit-agoricas Sobre el Par y el Impar" 

, 
most-rando t.arnb.í eri que est-os t-eoremas deben ser considerados las 
mas r emot-as gr i agas conocidas hast.a el moment.o ya 
que se originaron en la primera mit-ad del siglo quinlo a.c. 

Asimismo B.L. Van Der Waerden en su lrabajo publicado en 1947 

logre'.:> probar que las primeras t.,reinlaiseis porposiciones del libro 
, , 

VII de Euclides habi an si do compiladas en un t.,exlo matemat.i co de 
, 

los pilagoricos ant-es del a?ío 400 a.c., as decir, en el siglo 
, 

qu í nt.o a.c. y que Euclides las t.orno s í n cambio esencial. 

, , 
En un principio en la geomet-ria griega empirica-iluslrat-iva 

, 
las damost-raciones eran simples "visualizaciones" mat-odo llamado 

, 
• o Top• n, es decir, como ciencia inseparable de la vision, la 

, , 
verificacion o r e-f xrt.a c Lori de cualquier afirmacio,1 consist-ia, en 
hacer concret.,amenle visibles los hechos. Los 

, 
pi lago,- i cos 

consideraban a la geomat-ria como Lo Top • n, es decir, como 
, 

ciencia inseparable de la vision. 

, 
El met-odo empírico de superposicion en las demost-raciones 

, 
dabio habar sido ut-ilizado en epocas ant-eriores a Euclides; 
posiblament.,e no es casualidad que de los cinco t-eoremas at-ribuidos 

, 
a Tales, cual.ro se puedan probar por est.,e met-odo y el quint-o puede 
ser probado i ndi rect-amenle por el mismo melodo. Es un error 

, - considerar como rasgo caract-erislico de la malemalica griega su 
caracler iluslrat.,ivo, pues ya en el siglo quint-o a.c. 

desigualdades 
Lunularum, 

obvias medianle 

, 
Hipocrales 

leoricament.,e probo 
hecho haberse 

Quadratura 
podrían 

su 
que 

en 
, 

Quios de 

i 1 ue t.r- aci enes, es decir , ya no confiaba en la evidencia de 1 a 
, , , 

vizualizacion, y con eslo la malemalica griega loma un caracter 
anli-ilust-rat.,ivo y 

, 
anli-empirico, por ejemplo, en las 
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demost.raciones de los t.eoremas de los numeros pares e impares 

conservadas por Euclides, donde los numeros son l'epresent-ados poi' 
, , 

secciones de rect-a, ocult-ando ademas la diferencia ent-re numeros 
, 

pares e impares, la cual ant-eriorment,e era facil 

mediant.e la represent.acion de guijarros para cent.ar 

hacer not-ar 

, 
La t.endencia ant.i-ilust-rat-iva 

, 
la cert.eza mediant-e la ilust.racion con la mas lejos de apoyar 

al menos en un principio, iba 

cert-eza de la 
, 

t.eoria; pues se privaba aun a los t.eoren,as 
, 

obviament.e ilust.rat.ivos de su caract.er ilust-l'at.ivo y se verificaba 

si son correct.os con t.eoria p ur-a sin usar met.odos ilust-rativos. 

Tal vez, una de las l'azones, era Iog r-ar- un mayor grado de 

generalidad. 

1.3 ME TODO DE DEMOSTRACION INDIRECTA 

, , 
En la mat.ematica pitagorica mas antigua, como los teoremas 

sobre numeros pares e impares, y las pr-í me r-ass tl'eintaiseis 

proposiciones del libro VII de los Element.os, encontramos la forma 
, 

de demostracion indirecta. Seis de los diecisiete teoremas de la 
, , , 

teoría de los numeros pares e impares se demuest1,an por el metodo 

indirecto; igualmente est-e 
, 

met.odo se usa en quince de los 

t.reint.aiseis teoremas del libro VII de los Element.os. Esto hace 
, 

sospechar que fue debido al uso de la demost-racion indirecta que 

la mat.em;tica se convirti.; en una ciencia sist-em;tica y deduct-i va. 

, 
En est.e met-odo el teorema no se prueba sino que su contrario 

se refut,a; es decir, se prueba que la negacion de lo que el 

t.eorema af'irma es falsa. Por lo tanto, pal'a demost-l'al' 
, 

indirectament,e alguna afil'macion, primero se formula su negacion y 
, 

se procede a most.rar lo absurdo de t-al negacion. 

Al trat.ar de e ncorrt.r-ar- las razones por las cuales los griegos 

sustituyeron en la 
, 

mat-ematica la 
, 

dernost.racion de simple 
, , , 

visualizacion por la demostracion í ridí r-e ot.a , no hay explicacion de 

corno hubieran podido lograr cores t.r-urr- la forma de 
, 

de rnosst.r-ac í o n 

indirecta sobre la 

y 

sola base de 

11 

su 

para uso 

de 
, 

pr-act.Lco. 

o r-i g e ri 

Se 
, , 

emp i rico- pract.ico principalment.e 

conocimiento 
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En est..e metodo el teorema no se prueba sino que su contrario 
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teorema afirma es falsa. Por lo tanto, para demostrar 
, 

indirectamente alguna afirmacion, primero se formula su negacion y 
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se procede a most..rar lo absurdo de tal negacion. 

Al trat..ar de encontrar las razones por las cuales los griegos 

sustituyeron en la 
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matematica la dernost.raci;;n de simple 
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visualizacion por la demostracion indirecta, no hay explicacion de 

corno hubieran podido lograr corrs t.r-uíe- la forma de 
, 

demost..racion 

indirecta sobre la 

y 

sola base de 

11 

su 

para uso 

de 
, 

pract..ico. 

o r-í g e n 

Se 
, , 

emp i rico-practico principalment..e 

conocimiento 



, 
considera que la f'orma de demostracion indirecta, no f'ue creada 

, 
por matematicos ni f'ueron ellos los primeros en utlizarla; los 

, , 
pitagoricos del sur de Italia la tomaron ya hecha de los fí Io-s o f oss 

, , 
Eleaticos, aunque de acuerdo al conocimiento actual, este metodo 

, 
fue utilizado primero por Parmenides de Elea. 

, , 
Parmenides y los Eleaticos quienes hicieron de 

Ent,onces f'ueron 

la ausencia de 
, , 

contradiccion el criterio para la validez de una af'irmacion; y es 
, 

por est.o, que la creacion de la ciencia deduct.iva mat.emat.ica puede 
, 

atribuirse a la influencia de la filosof'ia Eleatica. 

Si lo anterior es aceptado, es claro comprender' la tendencia 
, , 

"anti-ilust.rat.iva" y "ant.i-empi rica" de la matematica griega. De 

verif'icat'se 

lo <'.lont.l'al'io, �Q 

, 
ilustracion. 

, 
logicament.e por 

las y 

griegos 

probaban que 
, 

practica, 

empirismo 

lo 

la 

, 
mat.ematicos 

el 

que 

primeros 

mediante 

encontrar 

los 

de s pr-e c í ar-o n 

que 
al 

embargo, 

piensa 
tranquilos 
, 

podía, 

Sin 

est.ar 
, 

debían 

, 
demost.racíones por visualizacion. 

, 
experiencia del sentido comun y a la ilust.racion. 

para 
, 

CZenon, por 

, 
demostracion 

la a opuestos 

de 
, 

met.odo 

t.eoremas 

el usaban 

aquellos probar 

, 
Eleaticos 

, 
solo 

, 
f'ilosofos Los 

indirect.a 

, 
ejemplo, probo indirect.ament.e la imposibilidad del" movimient.o" el 

, 
cual es t'eal como lo muest.ran la experiencia y la ilustracion). 

, , 
Es por esto que los f'ilosof'os Eleaticos est.aban obligados a oponer 

, , , 
experiencia, pract.ica e ilust.racion, con el proposit.o de mantenet' 

la validez de sus demost.raciones indirect.as; y aunque est,a act.it.ud 
, 

fue t.omada junto a la f'orma de demost.racion í ndí r-ec t.a por los 
, 

mat.emat.icos 

indispensable 

anti -ilust.rat.i va primeros 
, 

matemat.icas 
, 

Eleat.ica. 

no era, 

griegos, 

tan 

la t.endencia 

como en la 

en 
, 

f'ilosof' i a 

, , 
Reidemeist.er nos dice "la doctrina de los pit.agoricos culmino 

, 
con la Demostracion, relacionada con los numeres pares e impares, 

que prueba que la diagonal D de un cuadrado de lado S no pueden 

ser medidos con la misma unidad E, es de ct r-, que D y S son 

inconmensurables". Este 
, 

demost.racion o xpe r-í me rrt.ado por los 

hecho 

sentidos; 

no 

t.al 

puede ser ilust.rado 
, 

(Apendice 

o 

27, 
, 

:...ibro X de los Elementos) es una demost.racion indirecta. Como 
, , 

vemos la aplicacion de esta forma hizo posible la demostracion de 
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, 
un hecho matematico - la existencia de los inconmensurables- el 

cual hubiera permanecido desconocido para ellos sin esta manera de 

pensamiento. 

Los 
, 

pi tagor-icos t.o m.ar-o ri de los 
, 

Eleaticos la f o r-m a de 
, 

demostracion indir-ecta con su actitud anti-ilustrativa, porque 
, 

ampliaba sus perspectivas y este es el camino que pudo habe1' 

seguido la matematica para convertirse en una ciencia deductiva. 

Para los 
, 

pitagoricos f"ue 
, 

facii I aplicar los principios 
, , , 

eleaticos para los numeros no así en geometría; primero, porque 

las f"iguras geom�tricas eran mucho abstractas 

numeros (el 
, 

"t.r-í ang uto ", por ejemplo, 

menos 

es mas concreto 

que 

que 

los 

el 
, 

numero impar"); segundo, porque era mas dif"icil eliminar el metodo 

, , 
Euclides solo hizo dif"uso el caracter ilustrativo de 

ilustrativo 
, 

aritmeticas. 

de las demostraciones 
, 

geometricas que de las 

las demostraciones geometricas. 

, , 
Los Eleaticos descubrieron estas dif"icultades; Zenon de Elea, 

, 
por ejemplo, podía ennumerar varios argumentos para demostrar que 

el concepto de "espacio" es contradictorio, uno de ellos era su 

inf"inita di visibilidad. Ante esto, los 
, 

eleaticos no 

retrocedieron, nada que sea contradictorio, puede se1' pa1,te de la 
realidad (como "movimient..o", "'devenir", "t.iempo"). En otras 

, 
palabras, los eleaticos negaban la existencia del espacio, y por 

, 
lo tanto, la existencia de la geometr i a. Entonces el espacio 

, 
pertenece a la categoría de conceptos; solo se percibe por los 
sentidos como 

sensaciones. 

el movimiento, ambos son producto de nuestras 

1.4 EUCLIDES Y LOS ELEMENTOS 

dif"icul tades encont.radas 
ejemplificados 

principios 

la por 

los aplica1' 

ser 

paI'a 

pueden 
, 

geometría la a 

Las 
, 

eleaticos 

def"inicion euclideana de "punto". 

"Un punto es aquello que no tiene p ar-t.oss". Esta es la pr-í me r-a 

definición de los Elementos; esto recuerda a 
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dif"icul tades encont.radas 
ejemplificados 

principios 

la por 

los aplica1' 

ser 

paI'a 

pueden 
, 

geometría la a 

Las 
, 

eleaticos 

def"inicion euclideana de "punto". 

"Un punto es aquello que no tiene p ar-t.oss". Esta es la pr-í me r-a 

definición de los Elementos; esto recuerda a 
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, 
Zenon de Elea quien hablaba de 

, 
"magnit.udes sin part.es"; t.ant.o el 

, 
como Proclo comparan el concept.o del "punt.o" geomet.rico con el 

concept.o t.emporal de "ahora". 
, 

Ant.e est.o habia dos alt.ernat.ivas. Se reconocía la exist.encia 

exist.encia "punt..o"; 

experiment.aban sent.idos la 

al 

negando 

est.rict.ament.e 

los 

adherían se bien o 

lo como 

de 

espacio del 

principio de consist.encia negando la exist.encia del espacio, pero 
, 

en est.e caso no podia haber ciencia del espacio 
, 

"g e orne t.r- i a". Es 
, 

por est.o, que los pit.agoricos 
, 

no encont.raron para la geomet.r i a 

fundament.aciones simples y no cont.radict.orias s ob r-o las cuales 
, 

const.ruir la t.eor i a de manera no cont.radict.oria. A menudo se les 
, , 

reprocho de haber creado una base falsa para la geomet.r i a con su 

, , 
observacion ni para la reflexion. 

Reidemeist.er: punt.o 

linea. K. 

la 

a 

para ni 

cit.ar 

dan se 

pert.inent.e 

no 
, 

Algunos concept.os geomet.ricos 

, 
linea 

Es 

la y 

y punt.o 

"El 

de 
, 

definicion 

, 
son evident.es; t.ambien es evident.e que deseemos incluirlos en un 

sist.ema no-cont.1,adict.orio. Sin embargo los comienzos de los 
, , 

cuales la t.eoria planeada se piensa deducir solo se busca como una 
, 

complet.acion no-cont.radict.oria de aquello que es evident.e". 

Pero 
, 

_;,Como se 
, 

llego, en el t.r-arusciur-sso del desar1'ollo 
, , , 

hist.orico, a la conclusion de que la mat.emat.ica como un t,odo debe 

descansar sobre afirmaciones no demost.radas? 

En est.e sent.ido debemos considerar que Euclides solo fue un 

compilador 
, 

cí errt, i fico, no fue un genio creador, sino un 
, 

sist.emat.izador, probablement,e una t.aleni:,osa ment.e didaci:,ica. 

Euclides t.uvo muchos predecesores, las part.es mas import.ant.es 

y mas 
, 

dificiles de su o b r-a provienen de ot.ros aut.01'es, 

principalment.e de Tet.et.es (libros X y ID y de Eudocio (Libro VIII 
, 

y X) y prueba de ello es que est.as part.es est.an escri t.as de una 

manera muy precisa no asi ot.ras part.es donde hay errores y el 

enunciado es confuso. En el Libro I, las definiciones no siemp1'e 

coinciden con la t.e r-mí no Iog i a usada por Euclides en los t.eo1'emas y 
, , 

dem, :,si:,raciones; as i t.ambien el axioma 7 (axioma de congruencia) 
, 

porp one un met.odo que Euclides se empeña en e v i t.sar- siempre que le 

es P<' )Sible. 
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, 
Ot.ra observacion pert.inent.e en la obra de Euclides y en la 
, 

mat.emat.ica griega en general es la import.ancia que da a la 
, , 

geomet.ria, t.odo aquello que no es geomet.ria se relega a segundo 
, 

t.ermino. 
, 

Est.a ¡¡;eomet.1-izacion debio habe1' sido necesaria por el 

reconocimient.o de las cant.idades irracionales. 

, , 
En los t.iempos de Euclides la geomet.r i a hab i a alcanzado un 

desarrollo considerable; lo que propicio, que se diera una labor 

de sist.emat.izaci.;n del conocimient.o plasmado en "Los Element.os" de 

Euclides; en donde los m.'.t.odos deduct.ivos de 
, 

la escuela eleat.ica, 
, 

los procedimient.os logicos de Arist.ot.eles y el idealismo plat.onico 
, , 

se íusionaron y íormaron la nocion del sistema axiomat,ico. 

Euclides part.e de ciert.os objet.os indeíinidos como "punt.o", , 
"linea",.11plano" a los cuales llama nociones comunes, proposiciones 

, 
que se acept.an sin demostracion las que divide en dos clases: 

"axiomas" y "post.ulados". 

Los axiomas son principios indemost.rables de 
, 

caract.er 
, 

universal mientras que los post.ulados son de c.arac t.e r- p ar-t.í curar- 
, 

(est.o es ¡¡;eomet.rico). 

Act.ualmente 

''postulado 11• 

no hacemos diíerencia ent.re "zaxí oma" y 

Para obtener nuevas proposiciones, llamadas ''t.eorernas'' 

Euclides aplicaba las reglas de iníerencia Aristot.elicas. 

Los AXIOMAS y POSTULADOS DE EUCLIDES SON LOS SIOUIENTES: 
Axiomas: 

, 
1.- Cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si. 

2.- Si a cosas iguales se les a¡¡;rega cosas iguales, las sumas 
son iguales. 

3.- Si de cosas iguales se qui t.an cosas iguales, los r-e s t.oss 
son iguales. 

4.- Cosas que se pueden superponer una a la o t.r-a son iguales 
, 

entre si. 
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5. - El \..odo es mayor que cualquiera de sus partes. 

Posa tul adosa, 

I. Desde un punto a cualquier o\..ro, siempre se puede trazar 
una recta. 

I I . Toda r ec la l i mi t.a da puede pr el ongar se i ndef i ni damente en 

III. 

, una misma direccion. 
Con cualquier cent.ro y cualquier radio se puede trazar 
circunferencia. 

, , 
IV. Todos los angules rectos son iguales er.t.r e si. 
V. Si una recta al corlar a otras dos rectas forma de un 

, 
mismo lado angules internos- cuya suma es menor que dos 
rectos enlences al prolongar indefinidamente estas dos 

, , rectas, ellas se cortan del lado en que eslan los angules 
mencionados. 

, 
Para las definiciones y proposiciones, consultar apendice 
1 . 

+ 

16 
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5. - El lodo es mayor que cualquiera de sus parles. 

Po., t, ul a..dos. , 

I. Desde un punlo a cualquier olro, siempre se puede lrazar 
una recla. 

II. Toda recta limilada puede prolongarse indefinidamenle en 
una misma direcci¿n_ 

III. Con cualquier cenlro y cualquier radio se puede lrazar 
circunferencia. 

, , 
IV. Todos los angules reclos son iguales enlre si. 
V. Si una recla al cortar a otras dos reclas forma de un 

mismo lado angules inlernos cuya suma es menor que dos 
rectos enlences al prolongar indefinidamenle eslas dos 
rectas, ellas se corlan del lado en que esl�n los �ngulos 
mencionados. 

, 
Para las definiciones y proposiciones, consullar apendice 
1. 
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1.5 CAUSAS DE LA FORMALIZACION DE LA MA TEMA TICA 

, 
�Por que los griegos no se conf'ormaban con el conocimiento 

, , 
practico- emp i rico, y trataban de encontrar para sus teoremas 

, 
demostraciones teoricas que tuvieran validez general? 

, 
�Por que creyeron mas en lo que ellos podían probar por 

deducci.;n 
, 

logica o ref'utar que lo que la 
, 

practica mostraba como 

correcto o incorrecto? 

Al tratar de responder a las interrogantes anteriores, se 
, , 

encuentra que hay razones de caracter matematico y extramatematico 

que explican la tendencia a 

griega. 

, 
la ror-rnatrz ací cn de 

, 
la matematica 

, 
Entre las causas matematicas se encuentran el surgimiento de 

, 
las inconmensurables y las paradojas de Zenon; estos problemas 

, 
hicieron crisis dentro de la matematica en su epoca, porque la 

., ., ., ., 
t.s-or- i a, "todas las cosas son numeros" si en algun lugar deber i a 

, , , 
ser valida era dentro de la matematica misma y es alli donde no 

, , 
tardo en entrar en c orrt.r-actí oof orr con hechos simples. 

Los pi tag.;ricos a mediados del siglo quinto a.c., 

consideraban que si tenemos dos magnitudes lineales A y B, siemp1'e 

podemos encontrar una magnitud me no r-, C que "cabe" un numero 

ente1'0 de veces en A y en B, o sea que A y B son conmensurables; 

pero pronto se dieron cuenta que esto no siempre es cierto, es 

decir, que existen magnitudes no conmensu1,ables y que apa1-ecen en 

las f'iguras mas simples como el lado de cualquier cuadrado y su 

diagonal. El descub1-imiento de los inconrnensu1'ables causo un 
, , 

enorme impacto entre los pitagoricos, pues destruía de un solo 
, 

golpe toda su filosof'ia SeKalan las leyendas que Hippasus f'ue 

expulsado de la secta y cas t.íg ado por los dioses 
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naufragio) por haber divulgado el terrible descubrimiento a pesar 

de que todos los miembros de la secta habian jurado no divulgarlo. 

.�·,:' 

t -\;:�· ,-. 
""i ., �� .. �f , ..... ].l \':','b 
�- - ,� 

de 

las 

los 

, 
traves a 

, 
cr i t.ica de EL SABLR DF. t-:1 

tiARA MI GR,, 

8/BllOfl 
DEPART�ME,i! 

este est-udio MAT('.1AT/< a y 

, 
geometría, 

, 
que_, la t,eoria de 

t,rat-amient-o de 

las demost,raciones 

la 

al 

En 

con 

movimient.o, del 

adapt,ada 

mucho. 

y 

, 
Ar-í t.rno t.í c.a la 

, 
matemat-icas, se encuent1'a en la 

sido 

, 
duro 

a 

clarament,e se observa 

, 
medicion 

no 

la 

, 
había 

ligaban 

de 

crisis 

que 

Est,a 

Otra de las causas 

estudio 

ideas 

, , 
Hipocrat-es de Quios, 

inconmensurables. 

proposiciones 

las 

del 
, 

pert-enecen las paradojas de Zenon; las cuales segun Tannery, son 
, 

formidables construcciones logicas, ya que no intentaban negar la 

exist,encia del movimiento, sino que 
, 

quería probar que el 
, 

moviemiento era imposible, si el espacio se concebía como una 
, 

union de puntos, que tuvieran magnitud distinta de cero. Zenon se 
,, ,, ,, ,, 

oponía así a los ataques de los pitagoricos quienes concebían el 

punto como una "unidad que ocupaba ciert-a posicion en el espacio". 
, , 

Tannery interpreta esta definicion de los pitagoricos como que un 
, 

cuerpo es la union de puntos, de la misma manera que un numero es 
, 

la suma (union) de unidades. 
, , 

La posicion de Zenon a este respecto 

es la de que un punto no es una unidad_, un 1, sino algo "sin 

largo, ancho y alto". 

, 
Las paradojas de Zenon suscit-aron una gran conmocion entre 

los griegos, y durante mucho tiempo, al trat-ar de desentrai'ía1' lo 
que habia det,r�s "!'alacias'' el desa1'rollo 
est,udio de modelos 

de esas 

ari t.m�t.icos del 

, 
impulso 

tiempo y del espacio 

del 

que 
hicieron posible una descripci¿n adecuada del movimiento. 

Tanto las paradojas de Zenon como el descubrimiento de los 
inconmensurables hicieron que 

, 
la mat,ematica griega volviera sus 

, , 
la ari t.me t.í c a ofrec i a; 

, , 
ojos hacia terrenos mas solidos que los que 

, 
y es asi como la geometr i a que estaba basada en la 

, 
aceptacion de 

principios que son "evidentes", cuyos elementos "nos entran por 
los ojos", era el terreno seguro sobre el cual edificar una gran , 
t,eoria. , 

En la que el armazon de la Iog í c a impondr i a sus virtudes 

y sus defectos. 
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, , 
Entt'e las razones de caracter extramatematico se e rrcxre rrt.r-ari 

las de orden sociologico y las de orden í nt.e r-cutt.ur-at. 

En la estructura de la sociedad g1'iega a la clase poderosa no 
, , , 

solo se le p e r-rní t.La dedicarse al cultivo del art.e, la poli t.í c.a y 

la c í e rrc.i e , sino que las Lab o r-ees relacionadas con el comercio, en 
, 

sus aspectos practicos, eran vistos con desprecio y dejados para 
, , 

las otras clases sociales; y así a los aspectos de la aritmetica 

relacionados con los 
, 

calcules 
✓ 

practicos le llamaban 
, 

logística, 

propia de los esclavos; y a estas mismas ideas tratadas desde el 

, 
ennoblecía a los hombres libres. 

punto de vista te.;rico 01'ª llamada ari tm�tica y su conocimiento 

Es indudable que el desarrollo de la cultura iníluye en cada 

uno de sus elementos. 
, 

Los griegos teni an dos peculiaridades que 
, 

los distinguia de los egipcios y los babilonios La primera es 
, 

que se inclinaban a construir grandes t.e o r- i as a partir de las 

pocas evidencias que sus metodos 
, 

de observacion directa les daban. 
Esta inmediatez, aparentemente una debilidad, resulta ser su 
maxima fuerza. 

, 
Los p i t.ag o r-í co s por ejemplo, t.r at.ar-on de englobar 

en una sola doctrina todos sus conocimient..os, "t..odas las cosas son 
, , 

numeros"; y segundo, asi como los griegos eran dados a oorus t.r-cu r- 
, , , 

grandes t..eorias, basados en poca iníormacion; tambien lo eran a 

tratar de comprobar, por todos los medios que t.uví e r-an al alcance, 
, 

si tales t.e o r- i as se ajust..aban a la realidad. 

descubrir muy pronto a los inconmensurables. 

, 
Esto los llevo a 

, 
Segun A.N. Kolmogorov, el desa1'rollo de la 

, 
matematica en 

Est..e cambio debe at..ribuir-se al avanzado desarrollo 

completament..e nuevo en la evolucion de la 

, 
una direccion esencialment..e dif'erente de 

demost..raciones 

la 

, 
exigia 

est..ado 

de 

primeros 

un 

Se 

la del Est..e. 

los 
, 

t..eoria 

, 
logica. 

la 

, 
alcanzo 

hicieron 

g1'iega 

perf'ect..as; se 

sist.em;.t..icament..e 

, 
mat..ematica la 

, 
mat..ematicas 

const.ruir 

tiempo 

para 

poco En 

, 
matematica. 

int..ent..os 

Grecia tom.; 

, 
socio-poli tico del Estado Griego y a su vida cult..ural. Esto, a su 

, , 
vez, llevo a un alto grado de desarrollo a la dialectica, arte de , 
la discusion, donde el objetivo de cada uno de los adversarios es 
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, 
llevar al otro a la aceptacion de su tesis. El nacimiento del 

pensamiento 
, 

f'ilosofico, independientemente de la 
, 

religion, hizo 
, 

surgÍl' la necesidad de explicar los t'enomenos nat,urales de mane1'a 
, 

racional, lo cual a su vez hizo que la matematica se enf'rentara a 

nuevas tareas. 

, 
matemat,icas de 

, 
r-e tací on con las prescripciones 

Van Der Waerden considera que los griegos 

los 

entraron 

orientales 

en 

de 
, , 

dí f'e-r-orrt-e origen y los conocimientos matematicos siempre pod i an 
' �,'..rmula 3�2 reconciliarse, por ejemplo, los babilonicos usaban la • J • 

para calcular el area del 
8 

, 
circulo, mientras que los egipcios 

usaban la f'.;rmula ( 9" 2r)2, ante sit�aciones semejantes los 

g-riegos se vieron obligados a decidir cuales de ellas eran mas 

manera, rueron correctas. 

gradualmente, 
, 

mat.ematica. 

De 

a la 

est.a 

idea de 

los 
, 

deduccion 

griegos 

exacta, de 

llegando, 
, 

demostracion 

, 
En cambio K. V. F'r-í t.z , · compara el desarrollo de la matematica 

deductiva y su f'undamentacion sobre det'iniciones y axiomas con el 

nacimiento de 
, 

la logica aritot.elica la cual se desarrollo a 
, 

part.ir del art.e de la discusion. A afirma algo que B rechaza; 

entonces A, trata de encontrar premisas que B juzgue correctas y 
, 

acepte; f'inalment.e, A muestra que su af'irmacion original, la cual 

f'ue rechazada por B al inicio, es implicada 
, 

logica y 

necesariamente por las premisas aceptadas por B como verdaderas. 
, 

Esto es, precisamente, lo que llamamos demostracion. 

Las tesis "complicadas" de Euclides pueden r-e-duc í r-sse , 

Est.e 

euclideana. 

, 
patron, en general, es aplicable a la 

, 
matematica 

, 
La mat.ematica es una ciencia deductiva 

vi a la demost.raci�n, 

postulados o axiomas. 

a tesis "simples .. , es decir•, a det'iniciones 

, 
porque deduce toda at'irmacion (t.odas sus t.esis) de t.ales premisas; 

, 
esto es, porque reduce t.oda arü-macion a las p1'emisas aceptadas. 

, , , 
En la discusion, se observa que solo despues, cuando uno de los 

cont1-incantes t.r-at.a de probar sus af'irmaciones, los adversa1'ios 

Muchos de ellos debieron ser conocidos, por medio de 

conciencia 
, 

mayoría 

premisas haber 
, 

mat,emat.ica 

debe 

la 

Esto 

de 

, 
logicas. 

t.eoremas los de 

sus de 

la con 

hacen 

sucedido 

euclideana. 
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la ' practica, por los pueblos del Este, aunque ellos no los 
pusieran en la f o r-ms, de teo1'emas, hasta que los griegos empezaron 
a buscar tesis "sdmp le-s" de las cuales deducir las rnas 

''complicadas''. A pesar que la matematica como sistema completo es 
' , ' 

una ciencia sistematica y deductiva, en sus or-í g e ne s se t1'ato de 
, 

conocimiento inductivo o suposiciones basadas en la practica o en 

intentos previos. 

' Ninguna de las tres explicaciones anteriores esta sustentada 
' por datos historicos concretos y, por lo tanto, ninguna puede 

rebasar el nivel de mera posibilidad. 
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CAPITULO II 

ALGUNOS INTENTOS DE DEMOSTRACION DEL V POSTULADO DE EUCLIDES 

Il.1 ALGUNAS FALLAS DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES. 

No cabe duda que la obra de Euclides, "Los El e me rrt.ojs", es la 
, , 

mejor recopilacion de los result,ados geomet,ricos ob t.e rví doss por sus 

predecesores ordenados l¿gicament,e, p ar-t.í e rido de un pequeí'ío grupo 
, 

de suposiciones iniciales y el mas ant,iguo int,ent,o del mo t.o do 

axiom�t,ico, dominando la enseí'íanza de la geomet,rÍ.a por mas de dos 

mil arios; ha sido el p r-o t.o t.í po del m�t,odo mat,em,;.t,ico moderno. Sin 

embargo, si consideramos la exposicion de los "e le me rvt.oss". desde 
, , 

el p urrt.o de vist,a de la ma t.ern.at.í c.a act,ual, habra que reconocer que 

es insat,is:fact,oria e.n varios aspect,os; por ejemplo, en las 
, 

corest.r-ucctorse s axiomat,icas modernas, el purit.o y la r-oc t.a , se 
int,roducen como e Ie merrt.oss 

propiedades. Hilbert, 

es 

de 

axiomas, ca e r-t.o s 

(Axiomas 

sat,is:facen que 

sus de:finen por se decir, 

1862-1943). 
, 

<Ver Apendice No. 2). Por o t.r-a p ar-t.e , en el axioma 4 
, 

la idea de superposicion lleva ímp í í cft.a la idea de mo v í mí e rrt.o , y 

precisament,e, la manera de llevar una figura sobre ot.r-a , para 
, 

decidir su igualdad, es una de las caract,er i st,icas esenciales de 

cada geomet,r Í. a y que es la base de 
, 

segun Klein (1849-1925). 

, 
la de:finicion de 

, 
la geomet,1-ia 

, 
En la demost,racion del t,eorema 21 del Libro I, Euclides 

emplea í mp l í cf t.emervt,e lo que mas 

de Pasch <siglo XIX). 
t,arde se conocio como el axioma 

"Sean A, B, C t.res punt.os no colin&ales y 01 una t".,;i,ct..ll (_.n �1 

plano de t.e r-mí n.ado por est,os p unt.oso que no pasa por ninguno de 

est,os punt.oss. 

Ent,onces, si 0< cort,a al segment,o AB 

segment,o AC ¿ al segment,o BC". 

, , 
t.ambien cor-t.ar-e al 

Sin garant,izar su exist,encia Euclides acept,a los punt.o s de 
, 

interseccion; en el V postulado se garantiza que, bajo cíer-t.as 
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condiciones, dos rectas se cortan, asi como en construcciones 
geom.;-,tricas con rectas y circules. Este problema puede resolverse 
con el axi orna de con ti nui dad, que en la forma dada por Dedek i nd 
CSiglo XIX), se enuncia: "Si 

, 
los puntos de una recta estan 

, divididos en dos clases A y 8 de manera que todos los de A asten a 
la izquierda de cada uno de los de 8 entonces existe uno y solo un 

, , punto que separa a ambas el ases, esto es, que esta des pues de 
todos los puntos de A y que precede a todos los de 8". 

No fue necesario esperar a Dedekind para tener una primera 
version de continuidad; ya que Arquimides lo habia formulado en su 
postulado_: 

, 
Postulado de continuidad de Arquimides. "Dados dos segmentos 

, 
rectilineos siempre existe un multiplo finito de uno de ellos, que 
es mayor que el otro". Este postulado puede demostrarse como 
consecuencia del postulado de Dedekind aunque haya sido enunciado 
antes que el axioma de Dedekind. Los postulados no suministran 

, 
ningun dato para fundamentar conceptos como "dos puntos se 
encuentran a un lado con respecto de una recta", "un punto dado de 
una recta se encuentra entre otros dos de ella", "una recta de un 

, 
plano divide a este en dos regiones, "el punto se encuentra dentro 

, 
de un poli gono" , etc.esto obliga a recurrir a la í nt.uí c í cr, 

, 
geometrica, a la hora de utilizarlos en las demostraciones. 

, Con todos los defectos de la obra, Euclides tiene un merito 
extraordinario por haber construido una ciencia deductiva a parti1- 

, 
de conocimientos dispersos y empi1·icos en su mayoría. , 

Ademas el 

a tantos estudios y discusiones durante veinte siglos; 

, como postulado el de las paralelas que dio origen hecho de se�alar 

, 
demuestran una genial intuicion acerca de uno de los puntos claves 
del pensamiento geom.;-,tr i co. 

Desde la aparicion de esta obra, hubo opiniones de los , 
geometras griegos en el sentido de que el V Postulado (postulado 

, 
de las paralelas) le falta concision y comprensibilidad, es decir, 
no es tan evidente como para acept.arlo sin demostracion. 
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Es probable que el mismo Euclides haya notado ya esta 
, 

diferencia, pues evito el uso de este postulado mientras pudo 

hacerlo, no lo 

proposiciones del Libro I, lo aplica por 

las 

primera vez para 
utiliza en la demostracion de 28 prime1'as 

demostrar la proposicion 29 del Libro l. "Una recta que corta a 
, , 

dos paralelas forma con ellas angulos alternos iguales, un angulo 

externo igual 

y 

al 

los 

no 
, 
angulos 

adyacente 

int..ernos 

del 

del 

misrno 

mismo 

lado 

lado 

de la 

son transversal 

interno 

suplementarios"; tal vez esta actitud de Euclides justifique la 
, 

frase de que: Euclides fue el primer geometra no euclideano, o 

bien, la geometr i a no euclideana nací.; negando su paternidad. 

11.2 INTENTOS DE SALVACIÓN DE LAS FALLAS. 

Los comentaristas de la obra de Euclides, hicieron intentos 

por salvar lo que consideraban una falla en el sistema construido 
, 

por el, especialmente en tres direcciones: 

1.- Sustituir la 
, 

definicion de rectas paralelas dada por 

Euclides cambiando su forma g1'amat..ical negativa por una 
, 

afirmacion o por alguna otra; pues segun Euclides, las 

rect,as pa1'alelas son aquellas que "no se encuentran por 

mas que se prolonguen Con esta 
, 

definicion deja 
, 

abierta la posibilidad de que existan rectas asintoticas, 
, 

es decir, rectas que, como ocurre con la hiperbola y sus 
, 

asíntotas> nunca se encuentran pero que, sin embar�o, no 
se conservan equidistantes. Esta 

, 
observacion 

, 
arloro 

repetidas veces. 

2.- Reemplazar el V Postulado por otro 
, 

acorde a su concepcion de postulado. 

, 
mas simple o n1as 

3.- Demostrando como una proposicion, partiendo 

exclusivamente de los restantes axiomas y postulados. 

Las dudas entonces eran sobre el 
, 

caracter de postulado, no 
, 

sobre su validez, convencerse los geometras de su validez absoluta 
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int.ernos 

del 

del 

mismo 

mismo 

lado 

lado 

de la 

son t-ransversal 

int-erno 

suplement-arios"; t-al vez est-a act-it-ud de Euclides just-if'ique la 
, 

frase de que: Euclides fue el primer geometra no euclideano, o 

bien, la geometria no euclideana nací.; negando su paternidad. 

Il.2 INTENTOS DE SAL V ACIÓN DE LAS FALLAS. 

Los comentaristas de la obra de Euclides, hicieron intentos 

por salvar lo que consideraban una falla en el sist-ema const-ruido 
, 

por el, especialmente en tres direcciones: 

1.- Sustituir la 
, 

def'inicion de rect-as paralelas dada por 

Euclides cambiando su forma g1'amatical negativa por una 
, 

afirmacion o por alguna otra; pues segun Euclides, las 

rectas paralelas son aquellas que "no se encuentran por 

mas que se prolonguen Con est-a 
, 

definicion deja 
, 

abierta la posibilidad de que existan rect-as asintoticas, 
, 

es decir, rectas que, como ocurre con la hiperbola y sus 
, 

así ntot,as_, nunca se encuent,ran pero que, sin embargo, no 

se conservan equidist-ant-es. Est-a 
, 

observacion 
, 

aíloro 
repetidas veces. 

2.- Reemplazar el V Post-ulado por o t.r-o mas simple o mas 
, 

acorde a su concepcion de postulado. 

3.- Demost-rando como una proposicion, p.ar-t.í e ndo 

exclusivamente de los rest-antes axiomas y postulados. 

Las dudas entonces eran sobre el 
, 

caracter de postulado, no 
, 

sobre su validez, convencerse los geomet,ras de su validez absoluta 
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fue labor de mas de veint-e si¡;los, culminando, como se vera en el 

pI'¿ximo Cap i t,ulo, con el descubl'imient,o de las llamdas "Geomet-r i as 

!'lo-Euclideanas". 
Los int-ent-os por r-o duc í.r- est,e post-ulado como un t,eorema a 

, 
p ar-t.Ir- de los 9 rest,ant-es axiomas y post-ulados dio como result-ado 

, 
ot-ras formas equivalent-es a el, al¡;unas de las cuales presuponen 

, 
la Lnf í rrí t.ud de la rect-a <rect-as no acot,adas), condicion ut,ilizada 

por Euclides (Prop. I-16), que se considera 
, 

i mp l í c i t-a en el 

post-ulado II de los Element-os. 

Para demost-rar la equivalencia del V Post-ulado de Euclides Y 

una alt-el'nat,iva, se debe mo-st.r-ar-, primero, que la alt-ernat-iva se 

deduce como un t,eorema de las suposi<;:iones de Euclides; y por o t.r-o 

Lado, que el V Post-ulado se obt-iene como un t,eorema del sist-ema de 

suposiciones de Euclides donde el post-ulado de las paralelas se ha 

sust,it,uido por la alt-ernat,iva considerada. 

, 
Il.3 Los INTENTOS DE ÜEMOSTRACION ENTRE LOS GRIEGOS. 

En sus coment-arios al primer Libro de Euclides, Proclo 

(410-485 d.C.) menciona las primeras t-ent,at,ivas po r- resolver el 

problema present,ado por el V Post-ulado, e nt.r-e ellas se errcue nt.r-eru 

1.- "Exí sit.e un par de rect-as coplanares donde t.o doss los punt-os 

de una de ellas se encuent-ran a la misma dí s t.arioí a de la 

rect-as co.p Larsar-e s y equidist-ant-es. 

(equidist-ant-es)", 

Sin embargo, 

paralelas 
, 

lineas 

esta 

Posidonio 

dos 

a 

a 

debe se forma 
, 

llamo 

est,a 

decir, es a.C.), I 

ot-ra 

(Si¡;lo 

definicion y la euclideana co r-r-osspo nds-n a dos hechos que 

pueden verse separadament-e. Ge,nino consideI'a est.o, e orno 
, , 

lo mas parado¡;ico de t.oda la ¡;eomet,1,ia y menciona al 
, 

r-osspe-ct.o los ejemplos de la hiperbola y la concoide y de 
, 

su posicion con las respect-ivas asi nt.o t.as , para most-rar 

euclideano, 

haber 

prolon¡;adas 

sent-ido 

el hast,a 

el en 

que 

paralelas 
, 

lineas 

lineas 

es, est,o 

, 
podia que 

í nf í rrí t.o no se cor-t.arv, pero no paralelas en el sent.ido de 

Posidonio, est,o es, no equidist-ant-es. 
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Est.a equivalencia es muy parecida a la dada por c. 
Clavius (1537-1612), la cual a su vez t.iene muchos punt.os 

de cont.act.o con la de Nasir-Eddin <1202-1274). 

Tolomeo <Siglo II d.C.) por los come nt.ar-í oss de Proclo se 

conoce que Tolomeo int.ent.a resolver el problema t.rat.ando 

de demost.rar la Prop. I.29 sin usar el V Post.ulado y a 

ello, considera dos 
, 

lineas paralelas AB, CD y 

Pa1'a 

una 

, 
p ar-t.í r- de el ob t.e rie r- el post.ulado de las paralelas. 

t.ransversal a ellas FG siguient.e figura 

A 

e 

B 

.D 

G 

, 
Sean e< , (1 los dos angulos int.eriores a la izquierda de 

FG y e<( rl los dos 

FG. 

, 
angulos int.e1'iores a la derecha de 

Considerando que puede ser mayor, igual o rue-rio r- 
, 

que dos angulos r-e c t.oss y suponiendo que si uno de est.os 

casos se cumple para un par de paralelas (por ejemplo: 
, 

e< + (5 mayor que dos ang ulo s rect.os) e s t.e caso debe 

cumplirse para o t.r-o par cualquiera. 
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Como las rectas F'B y GD son paralelas entre ' si, como lo 
son tambi<>n lasa d<>l otro lado, F'A y GC, as.i: 

Si OI + (? > z ángulos rectos, se sigue que: 
, 

OI' + (?' > z angules rectos 
, 

y entonces oi + (? + oi' + (?'> 4 angulos rectos 
, 

Pero esto es imposible, pues la suma de los 4 angulos es 
, 

igual a 4 angules rectos. 

En forma similar se puede argumentar que la suma de los 
�ngul os in le,- i ores de un lado no pueden ser menor que 

De est.,e resultado se puede rectos. 
dos 
a 

recl,os. 
, 

Z angulos 
Por lo tant.,o 0< + (? debe ser igual 

obtener el Posl,ulado de Euclides. Proclo sef'íala la 

, 
suposicion la hace Tolomeo al considerar que F'A 
una misma paralela a CD). 

Tolomeo supone que a 

razonamiento 

ant.erior, 

de 

punto 
dada 

un 

Postulado. 
olra 

de 
r azonami enlo 

a 

V 

el 

el 

el 

, 
t.r ave-s 

en falacia 

recta paralela 
considerar 

de criticar 

una 

una 
a 

de 

, 
solo 

pues 

, 
Proclo des pues 

equi val ent.,e 
dibujar 

existencia 

, 
intenla llegar a la misma meta Cla demostracion del V 

Su demostracion descansa Post.,ulado), por ot.r o camino. 
sobre la siguiente proposicion, que 

, 
el considera 

, 
evidente y la cual atribuye a Arist.,oteles: "La distancia 
entre dos puntos situados sobre dos rectas que se cortan 
puede hacerse t a n gra11de como se quiera, prolongando 
suficientemente las dos rectas". 
rectas se consideren no cerradas. 
deduce el lema: 

, 
Valido siempre que las 

De esta proposicion 

, 
2.- "Una linea recta que corta a una de dos paralelas, corla 

necesariamente tambi .;,n la otra". 

, 
Observemos que este lema es una modificacion del axioma 
de Playfair (1748-1818), que dice: 

3. - "Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y 
, 

solo una paralela a dicha recta". 
-;:,7 

Como las rectas FB y GD son paralelas entre í Sl, como lo 
son l,ambi �n las d,;;,l ot.ro lado, FA y GC, .a.si: 

Si O( + (? > 2 ángulos rect.os, se sigue que: 
, 

O('+ (?' > 2 angules rectos 
, 

y entonces a+(?+ a' + (?'> 4 angules rectos 
, 

Pero esto es imposible, pues la suma de los 4 angules es 
, 

igual a 4 angules rectos. 

En forma similar se puede argumentar que la suma de los 
, 
angul os in t.e r i ores de un lado no pueden ser menor que 

obtener el Postulado de Euclides. 
rectos. resultado se puede 

Proclo ser'íala la 

dos 
a 2 

rectos. 
, 
angules 

Por lo tanto OI + 

De este 
(> debe ser igual 

ant.erior. ,$"� 
#�. 

se puede f;,_, � ·_;,, 
y esto es � r:i� ·;�fj}} ¡1• ��<t)r:f 

CEsla .[(f 
y FB son . '··'- : �::. 

fL' SAr,f P. r. F •.¡ t,Af,,\ ,_, ;. · 
,'-',' "'' 

BIBUC,, , 
!)CO u., 

,., ARTtJM[N!e 
Tol orneo, MAlfÚAT¡· ; ,, de 

punto 
dada 

un 

Postulado. 
otra 

de 
1· azonami en lo 

a 

V 

razonamiento 

el 

el 

el 

, 
lraves 
en falacia 

considerar 

de cri licar 

una 

a 

de 

, 
solo una recta paralela 

pues Tol orneo supone que a 

una misma paralela a CD). 

, 
Proclo despues 

equivalente 
dibujar 

existencia 

, 
suposicion la hace Tolomeo al considerar que FA 

, 
intenta llegar a la misma mela Cla demoslracion del V 

Su demoslracion descansa Postulado), por otro camino. 
sobre la siguiente proposicion, que 

, 
el considera 

, 
evi denle y la cual alr i buye a Ar i slolel es: "La di slanci a 
entre dos puntos situados sobre dos rectas que se corlan 
puede hacerse tan gra,�de como se quiera, prolongando 
suficientemente las dos rectas". 
r eclas se consideren no cerradas. 
deduce el lema: 

, 
Valido siempre que las 

De esta proposicion 

, 
2.- "Una linea recta que corla a una de dos paralelas, corla 

necesariamente lambí en la ot.r a". 

, 
Observemos que este lema es una modificacion del axioma 
de Playf'air (1748-1818), que dice: 

3.- "Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y 
, 

solo una paralela a dicha recta". 
-;:,7 



Esta f'orma enuncia la existencia y unicidad de la 
, , 

paralela y actualmente es la mas comun en los textos de 
, 

Geometr i a. 

, 
La demostracion del lema es la siguiente: 

Sean AB y CD 
, 

dos paralelas y EG una linea recta que 

corta a AB en F, siguiente f'i¡;:ura: 

E 

G 

e --------------.]) 

' Consideremos un punto P que se mueve sobre FG en la direccion 

de G, la longitud de la perpendicular desde P a AB se incrementa 

indef'inidamente, y por lo tanto, sera nuayo r- que la distancia entre 

las dos paralelas, ya que esta distancia es 

tanto EG debe cortar a CD. 

"f i rri t..a 11• Po r- lo 

A partir de este lema el postulado de las pa1,alelas de 

Euclides puede deducirse l,;gicamente. 

, 
La !'alacia esta en la suposicion, que hace Proclo, acerca de 

que las paralelas son en cualquier luga1', equidist..ant.es; o de o t.r-o 

modo, que las paralelas estan relacionadas de f'o r-ma que al 

prolongarse indef'inidamente, la perpendicular 

una a la otra es siempre de longitud finita. 

equivalente al V Postulado. 
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Esta forma enuncia la existencia y unicidad de la 
, 

paralela y actualmente es la mas comun en los textos de 
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Geometría. 
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Sean AB y CD 
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dos paralelas y EG una linea recta que 
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tanto EG debe cortar a CD. 

"íinit.a". Por lo 

A partil' de este lema el postulado 

Euclides puede deducirse Ú,gicamente. 
de las paralelas de 

, 
La falacia esta en la suposicion, que hace Proclo, acerca de 

que las paralelas son en cualquie1' luga1', equidistantes; o de o t.r-o 

modo, que las par-alelas 
, 

estan relacionadas de forma que al 

prolongarse indefinidamente, la perpendicular 

una a la otra es siempre de longitud finita. 

equivalente al V Postulado. 

desde un punto de 
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Proclo muestra otras evidencias sobre discusiones e 

investigaciones de los griegos respecto al postulado de Euclides; 

como la siguiente parad�jica 
, 

argun,ent.acion, con la cual, se 
, 

pretendí a demostrar que dos rectas cortadas por una tercera, no se 

cortan una a otra, a�n cuando la suma de los 
, 
angules interiores de 

, 
un mismo lado sea menor que dos angules rectos. 

Supongamos que comenzamos con un tringulo ABC y bisectamos la 

base BC en D. Entonces en BA tomamos el segmento BE igual a BD, y 

en CA el segmento CF igual a CD, y unimos E con F. Repetimos este 
, , 

proceso tomando ahora el triangulo AEF con EF como base y as i 

indeíinidamente. <Ver Fig.). El 
, 

vertice A nunca 
, 

podra ser 
, 

alcanzado por este medio, aunque este a una distancia f i rri ta. 

A 

E r---G+--� F 

8 l) 

La 

infinito, 

!"alacia 

puesto 

de 

que 

la 

los segmentos 

reside 

BE, 

en 

EH, ... 

el empleo 
, 

podrian, 

del 

por 

, 
argumentacion 

disminuciones sucesivas, tender a cero y su serie ser finita. 
, 

aquí observamos que el autor de la paradoja ha hecho uso del mismo 
' principio con el que Zenon (495-435 a.C.), pretendí a de mosst.r-e r- que 

Aquiles 

velocidad 

no 

doble de la 

a la tortuga, 

de 

aun 

esta 

' moviendose 
, 
ultima. 

con 

Esto 

una 

f'ue 

, 
alcanzaria 

velocidad 

observado, bajo otra f o r-ma , por Proclo, diciendo que lo que se 

demuestra con este proceso, es que no se puede alcanzar el punto 
, 

de encuentro, no que este no exista. 
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puest..o que la suma de dos �ngulos de un t..ri�ngulo es menor que dos 
, 
angulos rect..os (prop. 17), existen r-e ct.ae que, cor-t.adees por una 

' tercera, se encuent..ran hacia el lado que la suma de los angulos 
' ' internos es menor que dos angulos rect..os; asi, a quien afirme que 

' para una diferencia cualquiera entre dicha suma y dos angulos 

rectos las dos rectas no se encuentran, se puede responder que 

para diferencias menores las rectas se encuentran. 

, 
Pero si para algun par de rectas tormando con una tercera 

, 
angulos int..ernos de un mismo lado, cuya suma es menor que dos 
' angulos rect..os exist..e un punto de encuentro, talt..a por ver si e s t.o 

ocurre para todos los pares. La duda de Proclo t..iene tundamento 
, 

solo en el caso en que el segmento BC de la figura ant..erior 

permanezca invariable, mientras los segmentos BA y CA giren 

alrededor de los puntos B y C, haciendo variar su diferencia. 

, 
II.4 Los INTENTOS DE DEMOSTRACION ENTRE Los ARASES. 

' , 
Los arabes, tambien est..udiaron el V Post..ulado y lo importante 

es que mantuvieron sus traducciones de "Los Elementos" apegados al 

original y muchas veces es la comparacion con ellos la que ha 

permit..ido decidir si una p r-o po sf c ío n aparecía en el texto original 
o fue ai'ladida m�s t..arde. ' Ent..re sus aportaciones estan: 

Al-Nirizi <Siglo IX) quien reproduce una ' demost..racion al V 
' Post..ulado, que se at..ribuye al mat.ernat.Ico Aganis y que aparece en 

la obra "Introducci¿n al Libro I de Euclides de Simplicio, un 
, ' 

comentador de Aristoteles, amigo de Aganis, que vivio en el siglo 

VI. En esta obra se expresan ideas semejantes a las de Gemino y 
Posidonio, afirmando que el V Postulado no es evidente y 

' refiriendo la demostracion de su compai'lero Aganis. 

Otros hicieron aportaciones personales a las invest..igaciones 
del post..ulado de las paralelas, como Nasir-Eddin (1201-1274) 
quien, a pesar de que en su demostracion del V Post..ulado ' utilizo 
el crit..erio seguido por Aganis, merece ser mencionado por su 

, 
original idea de poner explicit..amente el teorema sobre la suma de 
los angulos de un ' triangulo y por la naturaleza de su 
razonamiento. 

, 
La parte esencial de la hipot..esis que el admite es: 
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, 
angulos int..ernos de un mismo lado, cuya suma es menor que dos 
' angulos rect..os exist..e un punto de encuentro, talt..a por ver si e s t.o 

ocurre para todos los pares. La duda de Proclo t..iene tundamento 
, 

solo en el caso en que el segmento BC de la figura ant..erior 

permanezca invariable, mientras los segmentos BA y CA giren 

alrededor de los puntos B y C, haciendo variar su diferencia. 

, 
II.4 Los INTENTOS DE DEMOSTRACION ENTRE Los ARASES. 

' , 
Los arabes, tambien est..udiaron el V Post..ulado y lo importante 

es que mantuvieron sus traducciones de "Los Elementos" apegados al 

original y muchas veces es la comparacion con ellos la que ha 

permit..ido decidir si una p r-o po sf c ío n aparecía en el texto original 
o fue ai'ladida m�s t..arde. ' Ent..re sus aportaciones estan: 

Al-Nirizi <Siglo IX) quien reproduce una ' demost..racion al V 
' Post..ulado, que se at..ribuye al mat.ernat.Ico Aganis y que aparece en 

la obra "Introducci¿n al Libro I de Euclides de Simplicio, un 
, ' 

comentador de Aristoteles, amigo de Aganis, que vivio en el siglo 

VI. En esta obra se expresan ideas semejantes a las de Gemino y 
Posidonio, afirmando que el V Postulado no es evidente y 

' refiriendo la demostracion de su compai'lero Aganis. 

Otros hicieron aportaciones personales a las invest..igaciones 
del post..ulado de las paralelas, como Nasir-Eddin (1201-1274) 
quien, a pesar de que en su demostracion del V Post..ulado ' utilizo 
el crit..erio seguido por Aganis, merece ser mencionado por su 

, 
original idea de poner explicit..amente el teorema sobre la suma de 
los angulos de un ' triangulo y por la naturaleza de su 
razonamiento. 

, 
La parte esencial de la hipot..esis que el admite es: 
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si dos rectas r y s, son la primera perpendicular y la otra 

oblicua el segmento AB, los segment.os de las perpendicula1,es 

bajadas desde s sobre r son menores que AB en la region en que AB 

f'orma con s ,;,ngulo agudo, y mayores que AB en la region en que Ab 
, 

f'o r-ma con s angulo obtuso. 

.s 

r B 

- A 
- 

11.5 Los INTENTOS DE DEMosTRAc1ON EN EL S1GLO XVI v XVII. 

Las primeras versiones de Los Elementos, hechas en los siglos 
' , 

XII y XIII sobt'e los textos arabes, as i como las sucesivas, sobre 

los textos g1'iegos a fines del siglo XV y en la primera mitad del 

XVI, no llevan 
, 

observacion 
, 

critica al V Postulado. Las 
, 

discusiones reaparecen a principios del siglo XVII en los paises 

europeos y entre ellas mencionaremos algunas: 

equidistancia; respecto 
, 

demostracion de Proclo. 

euclideana deíinici�n 

la 

de 

la y 

a ' 
concepto 

juicio el 

el 

, 
justificacion 

repite 

sin 

paralelas 

Postulado, 

ai'íade_, 

las de 

al V 

((1509-1575) Commandino F. 

C. Clavio (1537-1612), critica la demostracion de Proclo y 
, , , 

presenta una demostracion, basandose en el teorema: La linea 

El llega a la siguiente equidistante de una recta es una recta. 

proposicion: 

4. "Si tres puntos estan de un mismo lado de una recta y 

equidistan de 

recta". 
ella, los t.r-e s puntos pertenecen a una misma 
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, , 
P.A. Cataldi <?-1626) es el primer geometra moderno que publica un 

, 
trabajo exclusivamente dedicado a la cuestion de las paralelas. 

El parte del concepto de rectas equidistantes y no equidistantes; 

pero para probar la exist.encia de rectas equidist..ant.es recurre a 
, 

la hipoteis de que rectas no equidistantes son convergentes en una 
, 

region, y en la otra divergentes. 

0.A. Borelli (1608-1679) admite tratando de justi:ficar lo, el 

axioma <XIV): 
, 

Si una linea recta t.r-an-spor-t.ada lateralmente en el 
, 

mismo plano sobre otra linea recta la toca siempre con su punto 

extremo, y en todo su CUl'SO es perpendicula1' a aquella, su otro 

punto extremo 
, 

describir a en su rno v í mí e rrt-o una 
, 

linea recta. 

Sucesivamente demuestra que dos rectas perpendicula1'es a una recta 
, 

son equidistantes. Sigue la teoría de las paralelas. 

Gíordano Vítale (1633-1711) vuelve al concepto de equidistancia 

formulado por Posidonio; y reconoce la necesidad de rechazar que 

las paralelas euclideanas sean. lineas 
, 

asínt.otícas. Define 
, 

paralelas como líneas rect.as equidistantes y t.rata de probar que 

el lugar de los puntos equidistantes de una recta es una recta. 
, 

Su demost.racion no o:frece ventaja alguna sobre sus prodecesores, 

sin embargo incluye un teorema que es necesario mencionar, ya que 

contiene una idea que en lo sucesivo adquiere un mayor desarrollo. 

, , 
Sean ABCD un cuadrílatero con los angulos A y B rectos y los 

lados AD y BC, iguales, ahora, si HK es la perpendicular desde un 

punto H del lado DC, a la base AB del cuadríl_;.tero, entonces: 
, 

1. Los angulos D y C son iguales. 
, 

2. Cuando el segmento HK es igual al segmento AD, los angulos 

C y D son rectos y CD es equidistante de AB. 

H 

ft K 
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Con est-e t-eorema giordano reduce el problema de rect-as 
, 

equidist-ant-es a la demost-racion de la exist-encia de un p urvt.o H en 

DC, cuya dist-ancia de AB es igual a los segment-os AD y BC. 

Muy df f'e r-e rrt.e , pero de g1'an import-ancia concept-ual, es la 
, 

f"orma de Jhon Wallis (1616-1703) quien abandono el concept-o de 

equidist-ancia, explot-ado inut-ilment-e antecesores, 
posible es 

sus 

figura 

por 

una Dada comun: nocion la en f'und�ndose 

corest.r-uí r- o t.r-a figura semejant-e a ella de magru t.ud arbit,raria y 
of'rece una demost,1,acion del V Post-ulado de Euclides, ut-ilizando 

, 
una suposicion equivalent-e que dice: 

, 
5. "Dado un t.r-Lang ulo cualquiera exist-e siempre uno semejant-e de 

magnit-ud arbit-raria". 

Los argument-os esenciales de su 
, 

demost-racion son los 
siguient-es: 

, 
Dadas las lineas AB y CD cort-adas por la t-ransversal EF en los 

, 
punt-os G y H, respect-ivament-e, y con la suma de los an¡,;ulos BGH 

y DHG menores que dos angules rect-os. 

demost-raremos 

suficient-ement-e. 

que AB 

E: 

y CD se cort-an si son prolongadas 

e 

8 

Tenemos que: 

pero: 
< 
< 

EGB = < EGI + < IGB 

EGI = < GHD 

de donde: 
< EGB = < GHD + < IGB 

< EGB > < GHD 

Entonces, si el segmento HG se mueve a lo largo de EF, 
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, , 
mant.eniendo HD r i gidament.e unida a el, cuando H coincide con la 
posícion inicial de G, HD toma la posicion de GI, y 

, 
estara 

complet.amente arriba de GB. Entonces, dur-arrt.e su movimient.o HD 
, 

debe en algun momento cortar a 0B en L. Ahora, si uno construye 
, , 

un t.riangulo con base HG similar al triangulo GJL -esto puede 

suponerse- es evidente que HD debe cortar 0B. 

II.6 Los PRECURSORES DE LA GEOMETRÍA No EUCLIDEANA. 

Gerolamo Saccheri (1667-1733) a diíerencia de los t.r-ab a joss de 

sus precursores, la idea directriz de sus invest.igaciones 
, , , 

geometricas es el metodo de reduccion al absurdo el que utiliza, 

en su int.ent.o de demost.rar la validez del V Postulado de Euclides. 

Bajo est.a idea, toma como datos los cuatro primeros post.ulados, 
, 

las primeras 28 proposiciones del Libro I, y supone como hipotesis 
que el V post.ulado es íalso; esperando, como consecuencia, 
encont.rar una contradiccion que le autorice la validez del , 
post.ulado en si. 

, 
Tambien adopt.a la iníinit.ud de la rect.a <usa la 

, , 
prop. XVI, el angulo ext.erno de un triangulo es mayor que cada uno 
de los 

, 
angulos internos opuestos), 

, 
asi COO\O el postulado de , , 

Arqui mides y la hipot.esis de cont.inuidad de la recta y llega la 
proposici¿n: 

, 
6. "Si en un cuadrilat.ero, un par de lados opuestos son iguales y , 

si los angulas adyacentes al tercer lado son rectos, ent.onces 

los ot.ros dos �ngulos t.ambi�n son r-e c t.o s". 

, , 
birrect.angulo isosceles, esto es, 

, 
el cuadrilatero con dos lados 

La íigura íundament.al que utiliza Saccher-i es 
, 

el c.u adr-í Lat.e r-o 

opuest.os iguales y perpendiculares a la base que llamar-emos , 
"cuadr-ilat.ero de Saccheri". 

A " ---------II · B 
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Sacche1'i llega a ob t.e rse r- algunas propiedades de est-a figura, 

como: 
, 

Proposicion I: 
, 

1. Si < A = < B = Un angulo r-o c t.o y si AD = BC ent-onces < C = < D. 
, 

2. Si < A = < B = Un angulo r-e ct.o y si AD = BC ent-onces < C = < D 
, 

y el angulo mayor es adyacent,e al lado menor y viceversa. 

, 
Para demost-rar 1. bast,a llevar el cuadrilat-ero sobre si mismo 

de manera que la base result,e Lrrv e r-t.Ldsa, es decir, que A coincida 

, 
coincidir-a con BC y la BC con AD. 

y viceversa 

, 
cuadrilat-ero 

, 
Ademas como los segment-os AD y 

en 

AD 

nlismo 

semirect-a la 

consigo 

IV; 

, 
coincidira 

Post-ulado el por 

el iguales, 

B 

son BC 

con 

, , 
posicion í nve r-t.Ida , y por lo t.ant.o , el angulo C coincidira con el 
, 
angulo D. 

, 
La demost-racion de 2. la dividiremos en dos p ar-t.e-s: 

a. Si < A = < B = Un angulo r-e c t.o y si AD < BC ent-onces < D > 
< c. 

Sea E un p urrt.o ent-re BC t-al que BE = AD t-enemos ent-onces que 
, 

ABED es un cuadrilat-ero de Sacche1'i y ent-onces < ADE = < DEB. 
, 

Como < DEB es angulo e xt.e r-f c r- del 
, , 

t-riangulo DEC la proposicion XVI 
nos pe r-mí.t.e afirmar que 

, 
(aquí ut-ilízamos la í nf í ru t.ud de la 

rect,a): 

< DCE < < DEB = < ADE < < ADC 

de donde: < DCE < < ADC 

o bien: < D > < e 
, 

b. Si < A "' < B = Un angulo r-e ct.o y si AD > BC e nt.o nce s < D < < C. 
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Para demost.rar est.a part.e se sigue el razonamient.o ant.erior, 

en la f'igura siguient.e: 

D 

e 

Al considerar un 
, 

cuadrilat.ero de Saccheri, y bajo la 

hip¿t.esis de Euclides <V Post.ulado), los �ngulos C y D son r-e c t.o s : 

pero si suponemos que pueden ser ambos obt.usos o ambos agudos se 
, 

niega impli ci t.ament.e el V Post.ulado. 

Saccheri discut.e t.res hip¿t.esis respect.o a los �ngulos C y D 
, 

de su cuadrilat.e1'0 f'undament.al y las denomina: 

, , 
a. Hipot.esis del angulo recto: < c = < D = 1 < recto. 

, , 
b. Hipotesis del angulo obtuso: < c = < D > 1 < Pecto. 

, , 
c. Hipot.esis del angulo agudo: < c = < D < 1 < recto. 

Se tl'ata de o b t.e rio r- conclusiones contl'adictorias a partir de 

con la hip¿tesis 
, 

del angulo obtuso; pero no 

agudo. 

logra est.o, al 

obtiene 

me no s 

las hip¿t.esis del �ngulo obtuso y del 
, 
angulo Las 

, , 
geometricamente, con la del angulo agudo. (La negacion de alguna 
de las tres 

, 
hipo tesis de Saccherí implica el cumplimiento de 

alguna de las dos restantes). 

El primer resultado not.able es la Prop. III, que dice: 
, , 

Sea ABCD un cuadrílatero de Saccherí con los angulos A y B 
rectos , 

segun se verif'ique la hipo tesis del angulo recto, del 
, , , 
angulo obtuso o del angulo agudo, se t.e ndr-a respectívament.e que: 
AB = CD, AB > CD o AB < CD. 
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, , 

Sea ABCD un cuadrílatero de Saccherí con los angulos A y B 
rectos , 

segun se verif'ique la hipo tesis del angulo recto, del 
, , , 
angulo obtuso o del angulo agudo, se t.e ndr-a respectívament.e que: 
AB = CD, AB > CD o AB < CD. 

36 



, 
Demost.racion: 

, , 
La hípot.esís del angulo rect.o se deduce de la proposicion I, 

, , 
1. Para la hipot.esis del angulo obt.uso ut.ilizaremos 2. de la 

, 
proposícíon I. 

J) 

Sea MN la perpendicular por el punt.o medio del segment.o AB, 
, 

est.a pe1'pendicular divide a la figura en dos cuadrilat.eros iguales 
, 

y rect.angulos en M y N. ' Como < D > < A (por el Peciproco de Pr-o p. 2) 

t.enemos AM > DN, de donde: AB > CD. 

, , 
Para la hipot.esis del angulo agudo las desigualdades cambian 

de sent.ido y por lo t.ant.o, AB < CD. 

, , , 
La reciproca de est.a demost.racion t.ambien es ciert.a. 

, 
Proposicion IV: 

, ' 
Sean ABCD un cuadrilat.ero de Saccheri con los angulos rect.os 

A y B, ent.onces: 

a. Si AB =CD➔< C = < D = 1 rect.o. 

b. Si AB >CD➔< C = < D > 1 Pect.o. 

c. Si AB <CD➔< C = < D < 1 Pect.o. 

Al igual que la p r-o p oss í c í o n ant.e1'ÍOI', demost.r-aremos b. ya que 

a. no present.a dificult.ad alguna (se deduce de la p r-o p oss í c í o ri 

I.1.) 

b. Supongamos que AB > CD. 

.D 

A 

N 

.. "-------:-+------'"' B H 
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Sea MN la p,;,r pe1�di cul ar por el punt..o medio del segme1�lo AB, 
, 

esta perpendicular divide a la figura en dos cuadrilaleros iguales 
, 

y rectangulos en M y N como AM > DN por la propiedad 2. lenemos 
, 

que < D > < A = 1 angulo recto. 
recto y asimismo< C > < B = 1 �ngulo recto de donde: 
recto. 

, 
<C> 1 angulo 

, 
Por lo tanto, < D > 1 angulo 

, 
Para la demostracion del inciso c. las desigualdades solo 

cambian de sentido. 

Si en un sol o caso es 
, 

verdadero la hi potesi s del angulo 

, 
Proposi ci on V: 

, 
recto, entonces es verdadero en todos los demas casos. 

, 
Demoslracion: 

Sea ABCD en cuadrilatero de Saccheri 
rectos. 

, 
con sus cuatro angules 

D 

A 

._ - - - - 
1,, , 

/1 
p 

c. 
tJ 

B 

Tomemos en AD y BC los puntos M y N tal que AM = BN. Si MN es 
perpendicular a AD y BC enlences en el cuadrilatero ABNM la 
hip�lesis del �ngulo reclo tambi�n es verdadera. Pero supongamos 
que< AMN es agudo, y por lo consiguiente, < DMN obluso. Entonces 

,· ,, ,, en el cuadril a ter o ABNM por la hi potesi s del angulo agudo, se 
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, , 
la hipot-esis del angulo ob t.usso , t-endr i amos que MN < CD de donde AB 

, < CD, lo cual es cont-r-adict-01-io, ya que en el cuad1,Uat-er-o ABCD 
, 

donde se ver-if'ica la hipot-esis del angulo r-e-ct.o , t,enemos que AB = 
CD. Por lo t-ant-o, < AMN no puede ser agudo; y con un r-azonamient-o 

, 
semejant-e se probara que < AMN no puede ser- obt.uso, ent-onces se 
concluye que en el 

, 
cuadrilat-ero ABNM 

, 
t.arnbien es 

, 
valida la , , 

hipot-esis del angulo r-e-ct,o. 

Se puede decir- lo mismo si M y N se 

pr-olongaciones de AD y BC. 
t-ornan sobre las 

Tomemos Q y p sobre las prolongaciones AD y BC 
respect-ivament-e de t.al manera que AQ = BP y PQ perpendicular a AD 
y BC. 

, , , 
En el cuad1'ilat-ero ABPQ se verif'ica la hipot-esis del angulo 

, 
r-e-c t.o , pues si AQ es rnult.iplo de AD, la proposicion es inmediat-a; 

, 
y si no, podemos t.omar- un mutt.íp lo de AD mayor que AQ, est-o es, n. 

AD > AQ <Post.ulado de Arquimides), lo mismo sobre BC, consideremos 
, 

ahora el cuadrilat.ero ABHK donde AK = n. AD y BH = n. BC y , 
Q est.a ent-re A y K lo mismo p ent-re B y H. Como , , 
cuadrilat-ero ABHK se verif'ica la hipot-esis del ngulo rect-o 

, 
ademas 

en el 

y por 
, 

la primera part.e de est.a demost.racion podemos asegurar que en el 
, 

cuadrilat-ero 

r-e-ct.o. 

ABPQ 
, 

t.ambien se verifica la 
, 

hipot.esis del 
, 
angulo 

, , 
Por lo ant.erior, vernos que la hipot.esis del angulo r-e ct.o es 

, , 
valida para cualquier cuadrilat-ero que t.enga la misma base; aunque 

que en la f'igu1,a puede t.orna1'se por- 
de 

base 

base 

uno de los 

ya 

lados 

, 
para un ou adr-í Lat.o r-o t-ambien puede probar-se cualquier-a, 

perpendiculat'es a AB. 

Ut-ilizando el "Principio de Cont.inuidad" Saccheri 
, 

proposicion VI: 

, 
demost.ro la 

, 
"Si en un solo caso es verdader·a , , 

la hipot-esis del angulo 
obt-uso, es ver-dadera t.ambi.;,n en t.odos los dern,;;.s casos". 

VII: 

, 
Asimismo por 

, , 
reduccion al abs"ur-do, demost-ro 
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"Si en un caso es verdadera la hipotesis 

ve1-dadera en cualquier otro caso". 

, 
del angulo agudo, es 

, 
Con est.as ult.imas proposiciones Saccheri aborda el problema 

, , 
de det.erminar cuanto vale la suma de los angulos int.ernos de un 

, , 
t.riangulo bajo cada una de las hipotesis. 

, 
Proposicion VIII: 

, , 
"La suma de los angulos internos de un t.r-i arig u.lo es igual, 

, 
mayor o menor que dos angulos rect.os segun se veriíique la 

,,,. ,, ,, ,, 
hipotesis del angulo r-e-ct.o, del angulo obt.uso o del angulo agudo, 
respect.i v amente". 

Demost.racion: 

Sea ABC un tri�ngulo rect�ngulo en B. 

e 

A¡¿;_ _J 8 

Levantamos la perpendicular al segmento 

sobre esta p e r-p e rrd.í c u Lar- t.omemos el punto 

AB por el 

D tal que: 

punto 

AD 

A y 

BC; 
uniendo D con C construimos un cuadril�t.e1'0 y Saccheri DABC. 

son iguales y por lo tanto, < BAC = 

1. Bajo la hip,;tesis del 
, 
angulo rect.o, 

, 
los t.riangulos ABC y ADC 

< DCA y< ACB = < DAC de 

, 
tenemos < A + < B + < C = 2 angulos rect,os. 

donde se deduce inmediat.amente que en el 
, 

triangulo 

ABC > < Cad <Pr-op. IV-b), por lo cual en el 
, 

tendremos < A + < B + < C > 2 angulos rectos. 
ABC 

, 
triangulo 

< entonces DC > AB si obt.uso, 
, 
angulo Bajo la hipotesis del 2. 

, 
3. Bajo la hipotesis del angulos agudo, si AB < DC entonces <ACD 

, 
< < CAD <Prop.IV-c) y de aqui, en el mismo t.riangulo < A + < 
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B + < C < 2 angulos r-e c t.oss. 

, 
La demost-racion de este teorema se ext-iende a un triangulo 

cualquiera. 
, 

Al no ser rectangulo, la f'igura se descompone en dos 
, , , 

o mas t-riangulos rect-angulos. 

, 
Enseguida Saccheri demuestra que bajo la hipot-esis del angulo 

, , 
recto y del angulo obtuso el V Postulado es valido; lo cual le 

, , , 
permit-e descartar la hipotesis del angulo obt-uso y a cont-inuacion 

, , 
se dedica a tratar de descartar la hipotesis del angulo agudo. 

Lema: Sea ABC un 
, 

triangulo 
, 

rect-angulo en e y HK la 

perpendicular bajada desde el punto medio de AB sob1'e AC la cual 

divide a AC en dos segmentos AK y KC t-ales que: 
, , 

a. Bajo la hipotesis del angulo recto AK - KC 
, , 

b. Bajo la hipo tesis del angulo obtuso AK < KC 
, , 

c. Bajo la hipotesis del angulo agudo AK > KC 
, 

Demostracion: 

J) 

A 

Sea D tal DK 
, 

que - BC; ent.onces DKCB es cuadrilat-ero de 
Saccheri. 

, , a. Bajo la hipo tesis d,al angulo rect.o; < BDK 1 angulo - 
rect.o, de 

, , 
donde, DB - KC y ademas los triangulos AHK y DHB 

son congruentes, y en"l,onces AK = DB = KC, por lo tanto AK 

= KC. 

, 
b. Bajo la hipotesis deJ 

, , 
angulo obtuso < BDK > 1 angulo 

r-act.o , por lo tanto la perpendicular trazada desde B a DK 
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X 

D 

B 

, 
no puede caer entre D y K y ademas KC > DB. 

Sea BX la perpendicular a DK, entonces los tri.;mgulos AKH 

y HXB son congruentes y AK = BX, p e r-o DB > BX por ser DB 

la hipotenusa del 6 BXD; y entonces KC > DB > BX = AK de 

donde: 

KC > AK, o bien AK < KC. 

, , 
c. Bajo la hipotesis del angulo agudo 

p 

, 
el angulo BDK < 1 angulo recto, por lo tanto, la 

perpendicular 

ademas DB > 
trazada desde 

KC. Asimismo 
B hacia DK cae entre 

, 
los t.riangulos AHK y 

D y 

BHX 

K v 

son 
congruentes y AK = BX. 
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, 
En el cuadrilatero KXBC tenemos BX y KC perpendiculares a KX 

y adem�s �ngulo BCK ,. 1 �ngulo recto, �ngulo XBC < 1 �ngulo recto, 

de donde, por la pr-op osst oí o n 1-2., tenemos que KC < BX y como BX = 
AK entonces KC < AK. 

El resultado de este lema puede generalizarse en la siguiente 

proposicion: Si la hipotenusa de 
, , 

un triangulo rectangulo se 
, 

divide en n-segmentos congruentes entre si y a partir de sus 

extremos trazamos perpendiculares a uno de los catetos. 

,4.3 

A 

, , 
a. Bajo la hipotesis del angulo recto 

b. bajo la hip.;tesis del .;,ngulo obtuso 

AB1 < 8182 < 8283 < ... < Bn_1Bb 

, , 
c. Bajo la hipotesis del angulo agudo 

AB1 > 8182 > 8283 > ... > Bn-1Bn 

Importantes consecuencias pueden deducirse de est.a 

Bajo 
, , 

la hipotesis del angulo recto y del 
, 
angulo obtuso, dos 

proposicion, como la siguiente proposici,'.,n; 

rectas que intersectan a una tercera, una perpendicularmente y la 

ot.r-a f or-mando un ;ngulo agudo se inte1-sectan ent1,e si. 
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, 
En al cuadrilat.ero KXBC t..enemos BX y KC perpendiculares a KX 

y ademas 
, 
anguló BCK ,. 1 �ngulo rect..o, �ngulo XBC < i angulo réct.o. 

de donde, por la proposicion I-2., tenemos que KC < BX y como BX =' 

AK ent.onces KC < AK. 

El result.ado de est.e lema puede genE>ralizarse en la siguient.e 

proposicion: Si la hipot.enusa de 
, , 

un t.riangulo rect.angulo sae 
, 

divide en n-segment.os c,ongruent.es ant.re si y a part.ir de sus 

ex--t.remos t.r-azamos perpendiculares a uno de los cat.et..os. 

A 

¡>, 

A 
6..;, • - • · B� 

, , 
a. Bajo la hipot..esis del angulo rect.o 

AB1;;; B1B2= B2B3:a ... ;;;B0_1B.., 

b. bajo la hip,;t.esis del ;.ngulo obt.uso 

AB1 < 8182 < 8283 < ... < 8n-18b 

, 
c. Bajo la hipotesis del angulo agudo 

AB1 > 8182 > 8283 > ... > 8n-t8n 
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, 
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, 

ot.r-a f'or-mando un angulo agudo se intersect.an ent.1,e si. 
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, 
Oemost.racion: Sean t,,s rect.as que int.ersect.an a AB formando t, un 

;.ngulo agudo con AB y s perpendicular a AB. <ver sig. fig.) 

Sobre t, t.omamos A1 y A2tales que AA1 = A1A2 y t.razamos A1B1 Y 

A2B2 perpendiculares a AB. 

4 

, 
En el triangulo AA2B aplicando el lema ant.erior, tenemos: con 

, , , 
la hipotesis del angulo recto, AB1 _ B1B2 y con la hipotesis 
, 
angulo ob t.usso , B1B2 > AB1 est..o es, AB2 ?: 2 AB1 

del 

Tomemos ahora sobre t., A2A3 _ AA2 y sea B3 el pie de la 

perpendicula1' desde sso b r-e AB, siguiendo el r-az orramí e r.t.o 

ant..er-ior, t.enemos que: 

est.,o es: 

Est.e proceso se puede repet,ir cuant.as veces sea necesa1'io v 
, 

as i obt.ener un punt.o 

det..ermine un segment.o 

AB > 2nAB 
·� 1 

A n 
AB n 

sobre t, t.al que su proyeccion 
, 

que satisíaga la relacion: 

sobre AB 

Si t.omamos n suíicient.ement.e g1'ande entonces 2nAB 
1 > AB V 

entonces AB ) AB, es decir el punto B est� en el segment.o AB que 
n n 
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Demost.raci.;n: Sean t,,s rectas que int-ersect.an a AB formando t- un 

,;.,ngulo agudo con AB y s pe:rpendicular a AB. <ver sigo. fig.) 

Sobre t. t-oma.mos A1 y A2t.ales que AA1 = A1A2 y trazamos A1B1 Y 

A2B2 perpendiculares a AB. 

p,1r 

la 

, 
En el t-riangulo AA2B aplicando el lema anterior, t-enemos: 

, , 
hipot-esis del angulo r-e-ct.o , AB1 _ B1B2 y con la hipot.esis 

con 

del 
, 
angulo obt..uso, B1B2 ) AB1 est..o es, AB2 2: 2 AB1 

Tomemos ahora sobre t., 

ant.erior, t-enemos que: 
pe:rpendiculat' désde A3 sobre AB, 

AB3 � 2 AB2 

siguiendo el r azonamien-t..o 

est-o es: 

Est-e proceso sEt puede repet,ir cuant.as veces sea necesat'io y 

a�i obt.ene:r un punt-o A sobre n tal que su proveccion sob1'e AB 
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det.ermine un segmento AB que sat-ist'aga la relacion: n 
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es un 

puede 

AA . n 

, 
lado del triangulo AA B n n 

intex-sectax- o t.r-o lado del 

y ent.onces la perpendicular s no 
, 

triangulo que no sea la hipotenusa 

Con este 1'esult.ado Saccheri demuest.ra el siguiente t.eorema: 
, , , 

"Bajo la hipotesis del angulo r-e c t.o y del angulo obtuso, el V 
, 

Postulado es valido". 
, 

Demostx-acion: 

.D 

p. ,__ ..L.._ _ 

H 
Sean AB y CD dos lineas rect.as cortadas por la rect.a AC. 

, 
Supongamos que< BAC + < ACD < 2 angulas rect.os ent.onces, al menos 

, 
uno de estos dos angulas debe ser agudo; supongamos que < BAC es 

agudo por ejemplo. 

Desde C bajamos la perpendicular CH sobre AB. 
, 

ACH, con las hipotesis t,rabajadas, tenemos que: 
, 

< HAC + < ACH + < AHC � 2 angules rectos 
, 

pero, < BAC + < ACD < 2 angulas rect.os 

y < BAC = < HAC 

< ACD • < ACH + < HCD 
, 

o sea < HAC + < ACH + < HCD < 2 angulas rect.os 

, 
En el triangulo 

(1) 

(2) 

de (1) y (2) obt.enemos < AHC > < HCD y como < AHC es r-e c t.o , 

ent.onces < HCD es agudo y aplicando la proposicion ant.erior, las 

rect.as AB y CD se intersectan. 

, 
Este resultado muest.ra que el V Post.uladoes valido bajo estas 

, 
hipotesis y, consecuentemente, los t.eoremas que se deduzcan de 

este postulado deben 
, 

t.ambien ser 
, 

validos bajo las mismas 
, 

hipotesis, en particular el siguiente: 
, , 

La suma de los angulas de un cuadrilatero fundamental es igual a 
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, 
cuat,ro angules r-s-ct.oss. 

Pero est,o es corit.r-edí ct.or-ro con el result,ado obt,enido bajo la 
hip.;t,esis del ;.ngulo ob t.usso , que dice: 

, , 
La suma de los angules de un c u aclr-í La t.e r-o f urrd.arne rrt.ed es mayor que 

, 
cu at.r-o angules r-e ct.oss. 

, 
Saccheri obt,iene así, ent,re la serie de result,ados derivados 

, 
de los cuat,ro primeros po s t.uf.ado s de Euclides y la hipot,esis del 
, , 
angulo ob t.usso una cont,radiccion por lo que 

, 
descart,a la hipot,esis 

, 
del angulo ob t.usro y se aboca a t,,,at..ar de dest..ruir la 

, 
hipo tesis del 

, , , 
angulo agudo en su atan de probar que el V Posrt.ut.ado es valido en 

cualquier caso. En este int..ent,o, obt..iene los p r-i me r-oss I'esultados 
, 

que podemos llamar de geomet,rias no-:-euclideanas, errt.r-e las cuales 

mencionaremos: 
, 

Proposicion 
, , 

Bajo la hipot,esis del angulo agudo, exist,en una perpendicular 

y una oblicua a una misma I'ect,a que no se int,ersect,an . 

Su demost,raci.;n descansa en la siguient,e 
, 

corisst.r-ucc í cn. Desde 
,, ,, , ,. 

el vertice B del triangulo ABC, rectangulo en C, t..racese la r-e c t.a 

BD., de modo que < ABD = < BAC. 
, 

Ent..onces por la hipotesis del 
, 
angulo agudo el < CBD es agudo y las dos rectas AC y BD, que no se 

encuentran <Prop. XXVII), son una oblicua y la o t.r-a perpendicular 
a BC. 

Otro result,ado es: 

P1-oposici.;n: 
, , 

Bajo la hipot,esis del angulo agudo, dos rect,as coplanares, o 

tienen una perpendicular comun o al ser prolongadas en la misma 

dir-ecciori deben inlersectarse a una distancia finita o al menos se 
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acercan indefinidament-e la una a la o t.r-a. 

En ot-ras palabras, si exist-en 
, 

, . lineas rect-as coplana1'es, 
, 

no incident-es y sin perpendicular comun, ent-onces est-as lineas 
, 

deben ser asint-ot-icas una a ot-ra. 

, , , 
En la demost-racion de est-a proposicion t-ambien ut-iliza el 

m�t-odo de reducci.;n al absurdo. En est-e moment-o Saccheri concluye 
, , 

la validez del V Post-ulado apegandose mas a su int-uicion y a su fe 

que a la 
, 

logica; consideraba que el espacio solo 
, 

podía ser 
, 

descri t.o por medio de la geomet-r i a euclideana y expresa: 
, 

Proposicion: 
, , 

La hipot-esis del angulo agudo es absolut-ament,e falsa, por que 
, 

repugna a la nat-uraleza de la linea rect-a. 

Su demost-racion se apoya en cinco lemas, desarrollados en 16 

paginas; sin embargo se reducen a afirmar que, dos rect-as que 
, 

convergen asint-ot-icament-e deben t-enel' una perpendicular comun en 

un punto al í nf'í ru t.o , lo cual es corit.r-adí ct.or-t o a la nat-uraleza de 
, 

la linea rect-a. 
, , , 

Est-a demost-racion, esta fundada en la ext-ension 
al infinito de ciert-as propiedades, 

, 
validas para figuras a 

distancia f'ini ta. 

Sin embargo Sacchel'i no queda sat-ist'echo e intenta su , 
demostracion volviendo al antiguo concepto de equidistancia; pepo 
sus l'esultados no fueron distint-os a sus predecesopes. 

En realidad obtuvo ,nuchos de los t..eor·emas, ahor•a cl�sicos, de 
, , 

la geometría no-euclideana y t-al vez si el hubie1'a admitido su 
, 

incapacidad para e rrco rrt.r-ar- una c orrt.r-acfí oc í o n en la hipotesis del 
, 
angulo agudo, se le hubiera acreditado al descubrimiento de las 
geometr i as no-euclideanas. 

Aunque no Iog r ar-a su objetivo la obra de Saccheri es de gran , 
importancia, ademas de ser la maxima tentativa en f av o r- del V 

Postulado, el hecho de no h ab e r- descubierto contradicciones entre 
, 

las consecuencias de la hipot-esis del angulo agudo, lo menos que , 
podia es sugerir , , 

la duda de si sobre esta hipo tesis se pod i a 
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ediíica:r un sist..ema geom�t..:rico l.;gicament..e consecuent..e y si el V 

Post..ulado es indemost..:rable. 

Los t..:rabajos de Sacche:ri publicados en 1733 iníluyeron 
, 

índudablement..e en los geomet..:ras del siglo XVIII. 

, , 
G.S. Klugel mat..emat..ico aleman en 1763 analiza det..alladament..e 

, 
la ob:ra de Sacche:rí, junt..o con o t.r-oes int..ent..os de demost..:racion del 

V Post. ulado, y en sus conclusiones expresa dudas sobre su 
, 

demost..:rabilidad; las cuales íueron en las decadas siguient..es cada 
, 

vez mas írecuent..es. 

Los t..rabajos de Saccheri y Klugel f ue r-o n conocidos por el 
, 

mat..emat..ico suizo Johann Heinrich Lambert.. (1728-1777) quien en su 
, 

''Teoria del Paralelismo'' escrit..a en 1766 y publicada en 1786 

<despu�s de su muert..e), 
, 

examina cr- i t..icament..e la "demost..rabilidad" 

del post..ulado de las paralelas e int..ent..a a su vez demost..ra:rlo a 

p ar-t.í r- de las bases euclideanas. 
, 

Su obra est-a dividida en t.r-e s 
, , 

part-es; la primera de nat-uraleza or- i t.í c a y íilosoÍica, expone la 

doble cuest..ion que podemos proponernos sobre el V Post..ulado; est.o 

es, si puede demost..rarse con el simple auxilio de los precedent,es, 

o sí, por el c o rrt.r-srr-í o , no se exige el empleo de alguna o t.r a 
hip.;t..esis. La segunda part.e est..a dedicada a la exposicion de 

varias t.e.nt.at.t vas, en las que el postulado se reduce a 
, 

proposiciones sencillas, las cuales, sin embargo, deberían ser a 

t-:res hip.;t..esis sobre el cu.ar-t.o ,;.ngulo. 

invest-igaciones seme jant..es 

íigu:ra íundament..al es cuadril,;.t..ero 
su 

las 

de sistema 

ejemplo, 

y analiza 

por 

un 

, 
t.. :ri:rect..ang ulo 

contiene 

Saccheri., 

t-ercera 

las de a 

La 

un 

demost..:radas. vez su 

.J 
J> 

- 
,4 

• B 
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A la equivalencia que llega es: 

, , 
7. "Si en un cuad1'ilatero tres angulos son rectos, el cuarto 

, 
tambien es recto". 

, , 
Bajo el V Postulado, el angulo O es angulo recto. A pe r-t.i r- 

, 
de esto Lambert considera que el suponer el angulo D obtuso o 

agudo es negar el V Postulado; y al igual que Saccheri las llama, 
, 

hipo tesis del 
, 
angulo obtuso e 

, 
hipo tesis del 

, 
angulo agudo 

respectivamente. 

Para rechazar la hipotesis 
, 

del angulo obtuso Lambert al igual 
, 

que Saccheri da por hecho que las lineas rectas son iníini tas y 

recurre a la figura siguiente, donde r y s son rectas 

perpendiculares a AB, desde los puntos sucesivos B, B1, B2 
B de s se n 
sobre r y de muestra primero 

B2A2' 
segmentos 

B A 
n n 

de las 

bajan perpendiculares 

perpendiculares comprendidos entre r y s van decreciendo a partir 
, 

de la perpendicular AB, y despues, que la dí f e r-e rict a entre cada 
, 

uno de ellos y el siguiente va de cr-e c í e ndo tambien. 

resulta: 

B B. ,:;¡_ - - - . . ª� 

lt ,4, A--c. - - . .4" . 

s 

De modo que 

Para n bastante grande , el segundo miembro de la desigualdad 

es tan grande como se quiera (por el postulado de 
, 

Ar-qu í mí dees , que 

incluye la inf'ini t.ud de la recta igual que Saccheri), mientras que 

el primer miembro es siempre menor 

la que por-mí le a Lamber t. de c l.ar-ar- 
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obt-uso. 

log1'a 
, 

hipot,esis 

de demost-rar la Ut-ilizando la nüsma Ii¡;-u1'a Lambert, t,rat-a 
, , 

est-a hipot,esis del angulo agudo, pero bajo 

demost-rar que los segment-os BA, B1A1, B2A2 B A van n n 
creciendo y que al mismo t,,iernpo crecen las diíerencias ent.re cada 

uno de ellos y el ant-erior; est,e result,ado no le conduce a 

cont-radicciones y al igual que Saccheri, se ve obligado a seguir 
, 

las deducciones y encuent-ra que la suma de los angules int-ernos de 

un t-ri.'.;.ngulo siempre es menor que dos .'.;.ngulos rect,os, llamando a 
, 

est-a dLf"erencia (posit-iva) ent-1-e la suma de angules y los dos 
, , 
angules r-e ct.oes "defect-o del t.r-Larig ufo". 

, 
Descubre ademas, que al 

, , 
dividir un t-riangulo uniendo un vert-ice con un p urrt.o del lado 

, 
opuest-o en dos t-riangulos con un defect-o dado, se t-iene que el 

, 
defect-o del t-riangulo dado es igual a La suma de los defect-os de 

, 
los t.r-í ang uloss en que fue dividido, con est,e r-e s ul t.ado rnue s t.r a 

, 
que: "El defect-o de un t.r-Larig u lo es proporcional a su area", e s t.o 

es, ad = KA. 
, , , 

Observo t-ambien la semejanza de la geomet-ria que 

sigue de 
, 

la hipot-esis 
, 

del angulo obt-uso la geomet,r i a 
, 

eslerica, 
, , , 

donde el area del t-riangulo es proporcional a su exceso esferico. 

Analizando est-os result-ados observ� que al negar el V 
, , , 

Post-ulado, con la hipot-esis del angulo agudo, habría una unidad 

absolut,a de Io ng í t.ud. Lambert, hace uso de su 
, 

int-uicion del 

espacio para decir que es imposible medir "absolut-ament-e" t-odas 
las 

, 
magnit-udes geomet-ricas (admit-ir el V Post-ulado equivale a 

negar la exist-encia de una unidad absolut-a para segment-os). 

A pesar de est-as consecuencias, Lambe r-t, no logra demost-rar 

que al negar el post-ulado de las paralelas haya encont-rado una 
cont-radicci.;n 

, 
logica y abandona el problema de de mosrt.r-ar- el V 

Post-ulado seguro de no haberlo r-e s ue It.o y dice: puedo a lo mas 
concluir que la t-ercera hipot-esís 

, 
podría OCUI'I"ÍI' en el caso de una 

esfera imaginaria; pero no cayo en los mismos errores que sus 

predecesores que proclamaban haber probado el V Post-ulado 
, 

considerando que una cont-radiccion con las ideas int-uit,ivas era 
, , , 

t-ambien una cont-radiccion logica. Con est-o se observa que en la 

segunda mitad del siglo XVIII iba ya f or-marido se la conviccion de 
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que fuese necesario. 
, 

Admitir sin demostracion el V Postulado o 
, 

algun otro equivalente. 

Un intento mas por demostrar el postulado delas paralelas de 
, , 

Euclides por el metodo de reduccion al absurdo fue ensayado por 
, , 

Adr-Lario Maria Legendre (1752-1833) quien ti-ato de transformarlo en 

teorema. Al igual que Saccheri sus intentos descansan sobre las 
, , 

hipotesis de la suma de los angules internos de un 
, 

triangulo, 
, 

solo 
, , 

que el desde un principio considerando tacitamente la infinitud de 
, 

la recta, pudo eliminar la segunda hipotesis y se concreta a 

demostrar las otras dos, pero a pesa,, de v ar-Loss intentos no pudo . 
desechar la t,ercera hipotesis. 

, , 
En su primera demostracion, hace uso de la afirmacion: 

"La unidad de longitud no afecta la validez de la proposicion 

que se va a demostrar"; la cual es equivalente a la suposicion de 

Wallis de poder construir figuras semejantes; a pesar de varios 
, 

Int.e nt.o s no pudo desechar la t.e r-ce r-e hipotesis. 

, . 
sus predecesores, su merito esta en la sencillez V 

supo dar a sus investigaciones y es por eso que la 
, 

su obra contribuyo al aumento del circulo de 
de est.as nuevas ideas, que entonces estaban 

, 
difusion de 

cultivadores 

Su obra no añade nada nuevo al material ni a las convicciones 

ganadas por 

elegancia que 

, 
formandose. 

✓ 

En este momento despues de casi 22 siglos de tI'atar de 

deduciI' inutilment.e el V Post,ulado de los otros cuatro, que los 

geometras empezaron a considerar en serio la posibilidad de que el 

V Postulado no era deducible de los otros cuatro. 

✓ 

Pero es hasta el siguiente siglo, unos años despues, cuando 
la indemostrabilidad del postulado de las paralelas se aclara) 
dando lugar a la apa1-icion de . 

las geometr i as no-euclideanas, lo 
que analizaremos en el siguiente Capitulo. 
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CAPITULO III 
EL NACIMIENTO DE LAS GEOMETRIAS NO EUCLIDEANAS 

GAUSS BOL Y Al Y LOBACHEYSKI 

, 
Hast.a la publicacion de los t.rabajos de Legendre (1823), 

, , 
t.odos los intentos de demostracion del V Postulado eran inutiles, 
solo se lograba sust.ituirlo por et.ro equivalente de enunciado mas 

, 
o menos evi dent.e y est.o hizo pensar a algunos mat.emati cos de la 
, 
epoca que se t.rataba de un verdadero post.ulado y no de un t.eorema 
que pudiera demostrarse con los post.ulados precedent.es. 

Si el V Post.ulado de Euclides o su equivalente, es un 

verdadero postulado, el hecho de negarlo aceptando los damas, no 
, , 

debe conducir a contradiccion alguna¡ fue la idea que maduro en la 
primera mitad del siglo XIX, provocando el nacimient.o de las 

, , 
geometr i as no-eucl i deanas, es decir , las geomet.r i as donde el V 

Post.ulado deja de ser 
, 

valido y la 
, conclusion de su 

indemostrabilidad, est.o es, su independencia con los ant.eriores. 

, 
Como t.ocía idea que llega a la madurez, est.as geometrias 

simult.�neament.e 

gest.adas 

varios 

, 
mat.ematicos 

se 

que 
cosechada 

cuales 
y 

los 

ant.er i ores 

ent.re 
post.ulado famoso 

los 

, 
mat.emat.icos, 

t.odos 
el 

por 
claro 

por 
ver intent.aron 

fueron 

, 
dist.in9uen: el aleman Ka r I Friedrich Gauss Cl 777-1866), el ruso 
Ni kol ai I vanovi ch Lobachevsk i C 1 793-1856) y el hi'.ingaro Jhon Bol yai 
e 1802-1 860) . 

Ellos t.omaron como base el axioma de Playfair, equivalente al 
V Postulado de Euclides, que dice: 
"Por un punlo exterior a una rect..a. pasa una y solamente una 

paralela a dicha rect.a". 

Si se supone la infinitud de la recta, puede probarse la 
exist.encia de una paralela; pero en este caso, el postulado no se 
refie1-e a la existencia sino a la unicidad. Causs, Bolya1 y 
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Lobachevski sustituyen el axioma anterior por el siguiente: 

Lobachevski: "La paralela a una recta por un punto exterior 

a ella no es urrLc a '". 

, 
Gauss encentro la siguiente equivalencia al V Postulado: "No 

hay limite superior del ;_rea de un tri;11gulo". 

E11 cambio Bolyai: "Una circunf"erencia puede hacerse pa s ar­ 

por tres punt-os no col i neal es cualesquier a". 

El axioma con que trabajaron Gauss, Bol yai y Lobachevsk-i es 
, 

equi val ent-e al del angulo agudo de Saccher i y con el y los de 

Euclides sin el V, obt, uvi er on un considerable numero de 

resultados, sin encont-rar cont-radiccion. 

Fue Gauss el primero en tener una vision clara de una 
, 

geomet-ria independiente del V Post-ulado, vision que permanecio 
, , 

encerrada en su ment-e, durante casi medio siglo y que solo salio a 
, , 

la luz publica des pues de las obras de Lobachevsk i C 1829-30) y 

Bolyai (1832) quienes si publicaron en vida los resultados de sus 

trabajos. 

Las i nvesti gaci ones de Gauss 
, 

solo se conocen por la 

correspondencia con ct.r os hombres de ciencia de su epoca, como 

Wolfang Bolyai (1775-1856) padre de Johan Bolyai; a quien envio 

una cart-a el 17 de Diciembre de 1799 en donde se deduce que no por 
una i nt.ui ci �n 

, 
genial el eminente Gauss reconocio la exist-e11cia de 

, , 
una geometría no-euclidena, intachable logicamente, sino que fue 

labor de largo tiempo dedicado a esto. 
, 

Tambi en existe tes t-i moni o 

de sus cartas, con Schumacher, Taurinus, Bessel, Watcher y Otros. 
, 

Sin embargo, Gauss no publico e-s t.a s ideas por el temor de no s er- 

comprendi dos y f ama ya le sobraba por otras invest-igaciones. 

Se sabe que Johan Bolyai inicio sus t,-abajos al rededor de 

18i::3 por los comentarios en la correspondencia con sus amigos y su 

padre Wolf"ang, pero su publicacion la hace en 1832, la cual 
, 

aparece como apendice de un libro de su padre. 

Lobachevski sustituyen el axioma anterior por el siguient,e: 

LobachevskL "La paralela a una recta por un punto ,;,xt,erior 

a el 1 a. no eis ..:i-ni ca u. 
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, 
Bolyai se propone conslruir una leoria absolula del espacio y 

, 
en esle afan llega a resullados como los siguienles: 

, 
-Circulo y esfera de radio infinilo. 

, 
La geomelria sobre la 

esfera de radio infinito es 

ordinaria. 

, , 
idenlica a la geomelria plana 

, 
-La lrigonomelria esferica es independienle del Poslulado de 

Euclides. 

, 
?Se puede demoslrar rigurosamenle que el axioma de Euclides 

no es una consecuencia de los precedent,es? 

Bolyai rvo acierla a resolver la indemoslrabilidad del axioma. 
, , 

Duranle cierlo t-iempo creyo que no se podria decidir ent-re el caso 
, 

euclideano y el no euclideano, cual fuese verdadero. 
, 

Despues 
, , 

r el.orno las arrt í guas ideas en un nuevo intento y por un error de 
, , , 

calculo no logro su proposilo. 

Mienlras que Lobachevski negando el postulado desarrolla el 
, , 

conlenido analilico de la geometria imaginaria, Bolyai lrala la 

cueslion de independencia o dependencia de las proposiciones 
, , 

geomelr i cas del poslul ado eucl ideo 

f�rmulas de la lrigonomelrÍa esf;rica. 

pero ambos coinciden en las 

r 
Las primeras publicaciones sobre esla geometria se deben a 

Lobachevski en una memoria presenlada a la seccion 
, 

fisicomalemalica de la Universidad de Kaz�n el 12 de Febrero de 

1826 y cuyo manuscrilo se ha perdido, siguiendo despues varias 

publicaciones hasla 1840 cuando aparece la obra "Invest-igacio11es 
, , 

Geomelricas sobre la Teoria de las Paralelas" obra escrila en 
, 

aleman. En 1855, un ano anles de su muerle, ya ciego, diclo y 
, , 

publico, en ruso y frances la exposicion complela de su sislema 

geomelr i co. 

, 
Pangeomelria o 

, 
geomelria i magi nari a es el nombre que 

, 
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retomo las antiguas ideas en un nuevo intento y por un error de 
, , 

calculo no logro su proposito. 

Mientras que Lobachevski negando el postulado desarrolla el 

cont..eni do anal i ti e o de la geomet. ria imaginaria, Bol yai lr at.a la 
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Las primeras publicaciones sobre esla geom,;,t.,ria se deben a 

Lobachevski en una memoria presentada a la seccion 

f' i si comatemat.i ca de la Uni ver si dad de Kaz;n el 12 de Febrero de 

1826 y cuyo manuscrit,o se ha perdido, siguiendo despues varias 

publicaciones hasta 1840 cuando Aparece la obra "Invest.igaciones 

Geom�t.ricas ' sobre la Teor i a de las Par al el as" obra escrita en 
al em�n. En 18S5, un a!'l:o ante;;: de su muer Le, ya ciego, 

, 
di et.o y 
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publico, en ruso y francas la exposi ci on cornpl et.a de su sis lema 

geomGt. rico. 

Pangeomel.ria. o geomet.r .i a i magi nar i a es el nombre que 



, , , 
Lobachevski dio a su leoria geomelrica no euclidena, en ella en 

1 ugar de empezar con el plano y 1 a recla como 1 a geomelr i a 

ordinaria, parle de la esfera y el circulo y adem;s las paralelas 
, , 

no son equidist..anles sino a ss í ri t.o t.Lc a s ; demost..ro lambien que la 

suma de los lres ;ngulos de un lri;ngulo recl.ilineo nunca es mayor 
, 

que dos angul os r ec los. Inlroduciendo las nociones de Oriciclo 

, 
contenida en la Pangeomel-ria, como un caso particular. 

, 
(circulo de radio infinito) y de Orisfera (esfera de radio 

, 
Asi, sobre 

esla euclideana 
, 

la geomel,ria que 
, 

logro demostrar infinilo), 

la orisfera resulta valida la geomelria euclideana, y al mismo 

tiempo se cumple la l,rigonomelria plana ordinaria. 
, 

Ademas 
, , , 

compr obo que 1 a l r i gonomelr i a es fer i ca se mani l,ene i nvar i abl e, 

esto es, existen lr i angul os 
, 

r e c t.Ll d rie o-s Crect.as) cuyos 
, 
angules 

, , , 
suman dos angules reclos, y l1-iangulos curvilineos (reclas) cuyos 
, , 
angulos suman menos de dos angulos rectos. 

, , 
Lobachevski logro asi desarrollar una nueva teoria geomelrica 

de mayor generalidad, sus trabajos r epr es en tan el desenlace de la 

crisis que durante veinte siglos habia existido; a la vez el 

nacimiento de la geomelria no euclideana provoco una nueva crisis 

en la ciencia y en la filosofía 
, 

Tambien Lobachevski se planleo 

el problema de recurrir a la experiencia para decidir si el 
, 

espacio físico es euclideano o no euclideano (propuso mediciones 

de los ;ngulos de lri;ngulos de lados enormes para verificar si su 
, 

suma era igual o menor que dos angules rectos). Lo cual se 
dilucid¿ hasta nuestro siglo con la comprobaci¿n experimental de 
la teor.ia de la relatividad, pues el espacio fÍsico en sus 
dimensiones asl 1- orvorn.í cas li ene propiedades di s l i ntas a las que 
muestra directamente en los objetos que eslan a nuestro alcance, 

entre ellas es tan las no eucl i deanas 
, 

Asi como la mecani ca 
newtoniana es el caso particular de la mecanica relativista 
aplicada a 1 as di mensi enes humanas, 

, 
geomelria euclideana es el 

euclideana, 

, 
asi en la misma escala la 

, 
caso par t í c u.l ar- de la geomelria no 

Como puede observarse las ideas de esla 
, 

geomelria no 
corresponden a una sola persona, pero si por varios ª"ºs fue ella 

, 
la unica no euclideana, hasla que Bernhard Riemann (1826-1866),no 
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1 ugar de empezar con el plano y 1 a recla como 1 a geomelr i a 

ordinaria, parle de la esfera y el circulo y adem;s las paralelas 
, , 

no son equidist..anles sino a ss í ri t.o t.Lc a s ; demost..ro lambien que la 

suma de los lres ;ngulos de un lri;ngulo recl.ilineo nunca es mayor 
, 

que dos angul os r ec los. Inlroduciendo las nociones de Oriciclo 

, 
contenida en la Pangeomel-ria, como un caso particular. 

, 
(circulo de radio infinito) y de Orisfera (esfera de radio 

, 
Asi, sobre 

esla euclideana 
, 

la geomel,ria que 
, 

logro demostrar infinilo), 

la orisfera resulta valida la geomelria euclideana, y al mismo 

tiempo se cumple la l,rigonomelria plana ordinaria. 
, 

Ademas 
, , , 

compr obo que 1 a l r i gonomelr i a es fer i ca se mani l,ene i nvar i abl e, 

esto es, existen lr i angul os 
, 

r e c t.Ll d rie o-s Crect.as) cuyos 
, 
angules 

, , , 
suman dos angules reclos, y l1-iangulos curvilineos (reclas) cuyos 
, , 
angulos suman menos de dos angulos rectos. 

, , 
Lobachevski logro asi desarrollar una nueva teoria geomelrica 

de mayor generalidad, sus trabajos r epr es en tan el desenlace de la 

crisis que durante veinte siglos habia existido; a la vez el 

nacimiento de la geomelria no euclideana provoco una nueva crisis 

en la ciencia y en la filosofía 
, 

Tambien Lobachevski se planleo 

el problema de recurrir a la experiencia para decidir si el 
, 

espacio físico es euclideano o no euclideano (propuso mediciones 

de los ;ngulos de lri;ngulos de lados enormes para verificar si su 
, 

suma era igual o menor que dos angules rectos). Lo cual se 
dilucid¿ hasta nuestro siglo con la comprobaci¿n experimental de 
la teor.ia de la relatividad, pues el espacio fÍsico en sus 
dimensiones asl 1- orvorn.í cas li ene propiedades di s l i ntas a las que 
muestra directamente en los objetos que eslan a nuestro alcance, 

entre ellas es tan las no eucl i deanas 
, 

Asi como la mecani ca 
newtoniana es el caso particular de la mecanica relativista 
aplicada a 1 as di mensi enes humanas, 

, 
geomelria euclideana es el 

euclideana, 

, 
asi en la misma escala la 

, 
caso par t í c u.l ar- de la geomelria no 

Como puede observarse las ideas de esla 
, 

geomelria no 
corresponden a una sola persona, pero si por varios ª"ºs fue ella 

, 
la unica no euclideana, hasla que Bernhard Riemann (1826-1866),no 



, 
exígíendo la Íl)fínílud de la recla, sus+-ituyo el V Postulado por 
el siguiente: "Por u1) punlo exleríor a la recta no existe paralela 
a dícha recta". , 

Dando lugar esto a otra geometría no euclídeana, 
, , 

donde la suma de los angules interiores de un triangulo es mayor 
, 

que dos angules rectos. 

Posleriormenle Felix Klein (1849-1925), 
, 

en dos monogr arias 
, , 

publicadas en 1871 y 1873 observo la analogía que existe entre la 
elipse que por ser una conica cerrada no liene punlos al inf'inilo 

, , 
y la geomelria de Riemann donde las lineas tampoco tienen puntos 

, , , 
al infinito, por lo cual la llamo geometría elíptica. 

, 
Asi mismo, dado que 1 a par abola puede concebí r se como una 

elipse con un foco al i nf'i ni lo, 
, , 

analoga a las lineas de la 
; ; ,,. ; ., geometría euclideana, llamo a esta, geomelria parabolica. 

Y dado que en 1 a geomelr i a de Lobachevsk i , 
las lineas tienen 

, 
dos puntos al infinito lo que la hace similar a la hiperbola, 

; ; ; , llamandole por esta razon geometría hiperbolica. 

Tratemos de resumir en un cuadro las 
, 

caraclerislicas 
, esenciales de cada una de estas geometrías. 
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V POSTULADO DE EUCLIDES 

"Si una recta al corlar a otras dos formas de un mismo 
,. lado angules internos cuya suma es menor que dos rectos 

entonces al prolongar indefinidamente estas dos rectas 
ellas se corlan del lado en que esl;n los �ngulos mencio­ 
nados", 

I 
POSTULADO DE PLAYF'LAIR EQUIVALENTE AL V POSTULADO 

DE EUCLIDES 

"Por un punto exterior de una recta pasa una y solamente 
una paralela a dicha recta". 

1 

, 
Negacion de la unicidad 

C Lobachevsk i) 
"La paralela a una recta poi- un 
punto exleriora ella no es uni- 
ca ... 

1 

Negacion'de la existencia 
C Riemann) 

"Por un punto exler i 01- 

una recta no existe para 
lela a dicha r-oc t.a ". 
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, 
Lobachevsk i Euclides CGeometria Riemann (geometría 

, , , , 
(geometría hiper bol i ca) parabolica) epliptica) 

V Postulado: V Postulado V Postulado 
, , 

Negacion de la Unicidad Unicidad y existencia Negacion de la 
existencia 

Las rectas son abiertas Las rectas son abier- Las rectas son ce-- 
, 

ilimitadas y asintoti-- tas e i nfi ni tas rradas e ilimitadas 
, 

cas. e Ejemplo las asin- C Ejem. la paralela (ejemplos las ci r -- 
, , 

totas de una hiper bola) Euclideana). e unf e,· ene i as maxi-- 
mas de una esfera. 

, , , 
La suma de los angulos La suma de los angu- La suma de los angu 

, 
interiores de un trian- los interiores de un- los interiores de - 

, gulo es menor que dos- triangulo es igual a- un triangulo es ma- , , , angules rectos. dos angulos rectos. yor que dos angulos 
rectos. 

"'º 

, 
Lobac hevsk i Euclides C Geomet.r i a Riemann Cgeomelria 

, , 
Cgeometria hiper bol i ca) parabolica) epl i pt.i ca) 

V Postulado: V Poslulado V Poslulado 
, , 

Negacion de la Uni el dad Unicidad y existencia Negacion de la 
existencia 

Las rectas son abiertas Las r ect.as son abiar- Las reclas son ce-- 
, 

' ilimiladas y a.si ntot.i -- las e i nf i ni t.as rradas e i l i mi t.adas 
, 

cas. (Ejemplo las asín- CEjem. la paralela. (ejemplos las ci r -- 
, , 

t.ot.as de una hiperbola) Euclideana). cunferencias maxi-- 
mas de una esfera. 

' , ' , 
La suma de los angul os La suma de los angu- La suma de los angu 

, 
inleriores de un t..ri an- los inleriores de un- los i nt.er i ores de - 
gulo es menor que dos- t..r i a.ngul o es igual a- un l-ria.ngulo es ma- 
ángulos , , rect.os. dos ar,gul os r ect.os. yor que dos angules 

reclos. 



GEOMETRÍA HIPERBÓLICA 

' A continuacion exponemos algunas ' proposiciones basicas de la 
geometria ' hiper bol i ca la cual ' se desarrollo con la geomelria 
absoluta, esto es, las nociones comunes, los axiomas, las 28 
primeras proposiciones y los cuatro pr-Lmor oss postulados de 

' ' Euclides Cla geomelria absoluta es comun a las tres geomt1-ias 
citadas anteriormente); y el cambio de V Postulado por el 
Postulado de las paralelas lobachevskiano, que dice: 

Si P es un punto f'uera de la recta AB y Q el pi e de la 
perpendicular desde P hasta AB, hay desde P dos rectas, PL y PM no 
coincidentes y no corlan a AB y tales que cualquier recla PZ desde 
P que quede dentro del < LPZ que contiene a PQ, corlara a AB. 

- 

Las rectas PL y PM les llamaremos paralelas a la recta AB que 
pasan por P. 

Las rectas que pasan por P y no quedan dentro de < MPL que 
contiene a PQ les llamaremos hiperparalelas a AB. Las rectas que 
pasan por P comprendidas en el < MPL les llamaremos secantes a AB. 

Con esto Lobachevski obtuvo un considerable numero de 
resultados sin encontrar contradiccion alguna; pero ' ?Como 

En este demostrar formalmente la consistencia de esta geomelr.ia? 
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, 
senl-ido no propuso ninguna demost.racion formal, dejando ab í er t.a la - posibilidad de la inconsistencia para nuevas investigaciones. 

La no contrariedad debe deducirse de la posibilidad de 

aril-metizarla, es decir, de la posibilidad de reducir la solucion 
de cual quier problema geomel-rico a calcules 

, 
aril-meticos y 

' t.ransformaciones analíticas, utilizando para ello las formulas de 
, , 

la trigonomel-ria hiperbolica deducidas por el mismo. 

Probar la consi s t.e nc í a de un si sl-ema de axi ornas no es t.a n 
sencillo. 

, 
Si en una teoría aparecen dos axiomas o teoremas que se 

conl-radicen, enl-onces su inconsistencia queda probada de 

inmediato, pero si no aparecen no podemos asegurar la consisl-encia 
o inconsisl-encia del sistema. 

La consistencia de un sistema de axiomas se prueba, enl,onces, 
de una manera .í rrd í r e-c t.a y consiste en dar una interpretacion al 
sisl-ema, esto es, se sustituyen los termines indefinidos por entes 

' significativos, Si la inl-erpretacion convierte a los axiomas en 
enunciados verdaderos entonces se tiene lo que se llama un 
"modelo" del si s t.erna , si el modelo consta de un numero f i ni t.o de 

objel-os reales, enl-onces queda probada la consistencia al asumirse 
que la realidad no es contradictoria. Pero si el conjunto tiene 
int'ini�os elemen�os es imposible exhibir un modelo real y entonces 
el sistema se modela en otro sistema axiomatico, en donde, los 

' termines indefinidos del primero se interpretan como conceptos del 
segundo de donde la consisl-encia del primero depende de la 
consistencia del segundo. A esto se le llama prueba de 
consistencia relativa. ' ' Por ejemplo, la geometría analítica es un 

' modelo para la geometría euclideana, y la geometría euclideana es 
' consisl-ente si lo es el sistema de los numeres reales, es decir, 

la geomel-rÍa euclideana es tan consisl-enl-e como el sistema de los 
' numer os real es. 

' ' Be Lt.r a m.i demost.ro en 1868 que la geometría no-euclideana 
' podía representarse en una superficie euclideana, eslo es, la 

' sentido no propuso ninguna demost.racion formal, dejando abiert.a la 
posibilidad de la inconsist.encia para nuevas investigaciones. 

La no contrariedad debe deducirse de la posibilidad de 
, 

arit.meLizarla, es decir, de la posibilidad de reducir la solucion 
de cualquier problema geomaLrico 

, 
calcules ar i t.m�t.i cos y 

t.ransformaciones analit.icas, ut.ilizando para ello las Cormulas de 
la Lr i gonomet.r i a hiper bol i ca deducidas poi· el mismo 

Probar la consisLencia de un sist.ema de axiomas no es tan 
sencillo. 

, 
Si en una teoria aparecen dos axiomas o t.eoremas que se 

contradicen, enlences su inconsisLencia queda probada de 

inmediato, pero si no aparecen no podemos asegurar la consist.encia 
o inconsist.encia del sistema. 

La cons;ist.encia de un s:1sLema de a xt oma.s sea- prueba, entonces, 
, 

de una manera indirecta y consislé E>n dar una inlerprelacion al 
' sist.ema, éslo as, se sust.ituyen los t.erminos indefinidos por enles 

si gni f i caLi vos, Si la i nl,er pr alaci on con vi er t.e a 1 os a xí amas an 
enunciados verdaderos ent.onces se lie11e lo que se llama un 
"modelo" del sislema; si el modelo c orvs t e, de un n1..1mero :finito de 

objetos reales, entonces queda probada la consistencia al asumirse 
que la realidad no es contradicl,oria. Pero si el conjunto tiene 
i nf 1 ni los -,1 ementos as i oiposi ble exhi b1 r un modal o r .,.,_¡ y entonces 
,;,1 sistema se modela en ot.r-o sistema axiomalico, en donde, los 

, 
t.&rminos inde:finidos del primero se interpretan como conceptos: del 
segundo de donde la consist.encia del primero depende de la 
consistencia del segundo. A esto se le llama prueba de 

consistencia relativa. . , 
Por ejemplo, la geomet.ria analillca es un 

modelo para la geometría euclideana, y la geomelria euclideana es 
consisLenle si lo es ,el sistema de los numeras reales, es decir. 
la geomet.ria euclideana es t,an consislenle como el sísLema de los 
numeres reales. 

, 
Bel t.r amí demoslro en 1858 que 1 a g,eomelr ia no-eucl i deana 

' podia represenlarse én una superficie euclídeana, esto es, la 



, 
geometria no euclideana puede modelarse en la euclideana, y desde 
1 uego, cualquier i nconsi stenci a en la no-eucl i deana implica una 
inconsistencia en la euclideana; y es en este momento cuando se le 

, 
hace j usti ci a a la obra de Lobachevsk i lo que origino numerosas 
investigaciones en las geometrias no euclideanas. 

, , 
Klein y Poincare hicieron lo mismo con esta geometria dando 

, 
modelos en la geometria euclideana y precisamente es el modelo de 
Poincar.;:, a trav.;:,s del cual analizaremos la geometria hiperb,;,lica. 

MODELO DE POINCARÉ 

, , 
Este modelo consiste en dar una interpretacion a los termines 

no definidos de la 
, 

geometria 
, 

hiperbolica dentro de la 
geometria euclideana, de tal manera que las interpretaciones de 
1 os postulados de 1 a geometr i a hiper bol i ca son teoremas en la 

, 
geometria euclideana. 

Para esto se utilizan los postulados de Hilbert CApendice 2) 
satisfactorios para la geometría hiperbÓlica y este conjunto de 
postulados no son otra cosa que los postulados satisfactorios para 
la geometria euclideana, 

, 
cambiando unicamente el postulado de las 

paralelas de Euclides por el de Lobachevski resultando asi un 
ejemplo de consistencia relativa. 

La axiom;tica de Hi l bert, donde descansa la geometria 
hiperb�lica plana es un total de cinco t;rminos no definidos y 15 

axiomas. 
Cuna relaci�n entre un punt..o y una recta), entre Cuna relacion 

, 
Los t. er mi nos no definidos son: punto, linea recta, en 

entre un punto y un par de puntos) y congruente Cuna r el aci Ón 
entre pares de puntos y configuraciones llamadas ;ngulos). 

LOS QUINCE AXIOMAS SE DIVIDEN EN CINCO GRUPOS: 

I. I nci denci a: Estos postulados definen i mpl Í ci tament.e la idea 
, , 

expresada por el termino "en" y establecen una relacion entre 
los dos entes no definidos: puntos y rectas. 
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entre pares de puntos y configuraciones llamadas ;ngulos). 

LOS QUINCE AXIOMAS SE DIVIDEN EN CINCO GRUPOS: 

I. I nci denci a: Estos postulados definen i mpl Í ci tament.e la idea 
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I I. Orden: , 
Estos postulados definen implicitamente la idea 

, 
expresada por el l-ermino no definido "entre". Nos asegu1- a la 

, 
existencia de un numero infinito de puntos en una recta. 

III. Congruencia: , 
Definen implicitamente la idea expresada por el 

, 
termino no definido "congruente" cuando se aplican a pares de 

, 
puntos y angulos. 

IV. Par al el i smo: Es una de las negaciones (unicidad) del 
postulado de Pl ayfai r, ya que este postulado es equivalente 
al de paralelismo de Euclides. 

v. Continuidad: El primer postulado de este grupo garantiza que 
si empezamos a medir en un punto de una recta y col oc amos 
hacia un segundo punto una sucesion de d í s t.a ric í a s iguales 
Ca la unidad de medida) pasaremos por el segundo punto. 

El postulado lineal de Cantor que establece una 
, 

correspondencia biunivoca entre los puntos de una recta y el 
, 

conjunto de numeros reales, no es necesario para los teoremas de 
, , 

la geometría hiperbolica. 

INTERPRETACIÓN DE LOS TÉRMINOS NO DEFINIDOS 

DE LA GEOMETRÍA HIPERBÓLICA 

, 
Sea w un circulo fijo de radio r en el plano euclideano, al 
i nt..,a,r í or del cÍ r culo lo 11 amar emes plano dg, Lobachg,vsk i ( 1 -pl dno) � 

a los puntos anteriores de .., llamaremos puntos de Lobachevski 
C1-puntos); a los arcos de circunferencia o a los segmentos de 
recta pertenecientes a w y cr t.oqona l e s a la circunferencia de 
radio r, los llamaremos rectas de Lobachevski Cl-rectas). 

Punto entre dos puntos: Dados tres puntos A, 8, c 
(diferentes) , en una 1-recl-a diremos que 8 esta situado entre A y , c. si y solo si. dC A, C) = dC A, 8) + dC8, C). 

, 
En esta definicion se observa la necesidad innmediala de 

, definir distancia entre dos puntos, lo que haremos despues de la 
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!-angulo al conjunto de dos 1-semirectas h y k, 
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puntos se transforman en puntos y las 1-,-eclas en 1-rectas. 

En este modelo se verifican los axiomas de incidencia, orden, 
congruencia, continuidad y paralelismo Cde Lobachevski). 

DEFI NI CI ON: 

Si E es un conjunto de puntos del 1-plano y si F es otro 
conjunto de punlos del 1-plano diremos que E es 1-congruenle al 

, 
conjunto F, si y solo si, existe un l-movim1enlo L que transforma 
F en E, de modo que LCF)=E Csi E es 1-congruenle a F entonces Fes 
1-congruente a E). 

, 
Axioma de paralelismo: Por- un punto dado p que no este en una 

1-recla dada m pasan al menos dos l-1-ectas que no cortan a la 
recta m. 

, 
Demostracion: 
Sean A y B los punlos donde la 1-recta m corta a la 

ci r c urif er e ric í a w y sea p el punto que no este en m, entonces poi- 
los puntos A y P trazamos la �nica circunferencia ortogonal a w, 

, 
lo mismo con By P, deduciendo de aqui el resultado pedido. 

1Se llama transformacion 
cor r espot1dEH'\ci a bi unÍ voca 
ali l)eados corresponden 
armonica se conserva. 

, 
homografica enlre 
er-d .. r e sus pur.t.c.s , 

punlos ali ,�eados, 
F, 4 

es 
que. 

decir, 
a 

la 

a toda 
pun1;,os 
razon 

dos 
tal 

planos, 
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, 
Esto significa entonces que el modelo de Poincare representa 

un modal o de la geometr i a de Lobachevski y que podemos ut-i l izarlo 
para dar a cada proposicion de la planimetria de Lobachevski una 

, 
interpretacion bien concreta en el plano euclideano. 

En el modelo de Poincare se verifican lodos los axiomas de la 
geometr i a absoluta, pero en lugar del post-ul ado de las par al el as 
de Euclides se verifica el de Lobachevvski. Esto nos indica que 

, 
el postulado de Euclides no es una aconsecuencia logica de est-os 
axiomas. 

Utilizando este modelo vamos a estudiar algunos teoremas de 
la geometria hiperb,;lica asi como algunas f,;rmulas trigonom.;,.tricas 
hiperbolicas. 

Teorema 1. La suma de los angules de cualquier triangulo es 
, 

menor que dos angules rect-os. 

, 
Examinemos primero el triangulo ABC de la siguient-e figura: 

-'-¡}�--��_J u 

, 
Esto significa entonces que el modelo de Poincare representa 

un modal o de la geometr i a de Lobachevski y que podemos ut-i l izarlo 
para dar a cada proposicion de la planimetria de Lobachevski una 

, 
interpretacion bien concreta en el plano euclideano. 

En el modelo de Poincare se verifican lodos los axiomas de la 
geometr i a absoluta, pero en lugar del post-ul ado de las par al el as 
de Euclides se verifica el de Lobachevvski. Esto nos indica que 

, 
el postulado de Euclides no es una aconsecuencia logica de est-os 
axiomas. 

Utilizando este modelo vamos a estudiar algunos teoremas de 
la geometria hiperb,;lica asi como algunas f,;rmulas trigonom.;,.tricas 
hiperbolicas. 

Teorema 1. La suma de los angules de cualquier triangulo es 
, 

menor que dos angules rect-os. 

, 
Examinemos primero el triangulo ABC de la siguient-e figura: 

-'-¡}�--��_J u 



El lado a es un segment,o de la perpendicular euclideana a la 
recta u, bes un arco de la circunferencia euclideana con centro 
en M y c un arco de la circunferencia euclideana con centro en N. .. 
El angulo C es r oc t.o , el angulo A es igual al 

, 
angulo entre las 

t.angentes de las circunferencias by c en el punto A o, lo que es 
lo mismo. el angulo entre los radios NA y MA de eslas 
circunferencias; , 

y el angulo B igual al 
, 
angulo BNM, por ser 

complemenlo del mismo angulo. 

, 
Tomando a BN como diametro, conslruyamos la circunferencia 

euclideana q; la cual 
, , 

liene solo un punto comun B con la 
circunferencia c y es por eslo que el punto A se encuentra 

, 
del circulo limilado por la circunferencia q, 
MAN < < MBN y como: <MBN + < 8 = d 
enlonces: < A + < B < d 
y es por esto que: < A + < 8 + < e < ad 
o bien < A + < B + < e < 2 rect.os 

de donde: < 

, 
lriangulo cualquier a aplicable es 

, 
demostracion Esta 

,· 
reclangulo yaque con la ayuda del correspondiente 1-movimienlo,el 

, 
t.riangulo se puede situar de lal manera que uno de sus catelos 

,· 
�e divide est.e mediante una de trata de un tri�ngulo oblicu�ngulo, 

pertenezca a la per pendicular euclideana a la recta u· ' y si se 

sus al�uras én dos �riingulos rec��ngulos. La suma de los �ngulos 
, , 

agudos de estos triangules rectangulos es igual a la suma de los 
, , , 
angul os del lr i angulo obl i c uangul o dado. , 

De aqui , t.orna ncío en 
, 

consideracion la desigualdad anterior, se deduce que el teorema es 
v�lido para cualquier tri�ngulo. 

Teorema 2. 
de 4d. 

, , 
La suma de los angulas del cuadrilalero es menor 

, 
Par a 1 a demoslr aci on es suf i ci enle di vi di r diagonal mente el 

cuadrilátero en dos lriángulos. 

Teorema 3. , , 
Si los lres angules del lriangulo ABC son iguales 
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' respectivamente, a los tres angules del triangulo A'B'C', dichos 
tri;ngulos son iguales. 

Admitamos lo contrario y tracemos respectivamente en los 

casos 
cosa que 

Es evidente A'C'. 

por dos lados y el 
el 

AC = 
1 

iguales 
A'B' 
son 

El punto B no coincide con 8, 
1 

ya que en cualquiera de estos no coincide con C, punto C 
1 

' ' tendria lugar la igualdad de los triangules dados, 
contradice lo admitido. 

' angulo comprendido entre ellos. 

rayos AB y AC los segme1)los AB = 
1 

' que los tri angul os AB C y A' B' C ' 1 1 

c. 

B, B A' 

Examinemos las Posibilidades siguientes: 
a) El punto y C se encuentra entre A 

1 

la siguiente, las rectas en ' tambien y 
, 

aqui 
B se encuentra entre A y B, 

1 
fig. (ver Y e 

' hiperbolicas se exponen convencionalmente en forma de rectas 
euclideanas). ' No es dificil convencerse de que la suma de los 
' angules del ' cuadrilatero BCC B es igual 1 1 a 4d, cosa i rnposi ble en 
virtud del teorema 2. 

Designemos por del punto de 
b) El punto B se encuentra 

1 
y C Cver fig.) 

1 

entre A y B, y C se encuentra entre A 
' interseccion de los 

lo que es imposible, ya que el resul la que < C = < C • 
1 

exlerno respeclo al ' CLa demostracion del leo1-erna 

C' = < C , 
1 

' a1)gulo C es 
< e = < e· y < Puesto que 

' t.1- i angulo CC D. 
1 

BC y B C . 
1 1 

segmenlos 

' , "El angulo externo de Ul) triangulo es mayor que el interno no 
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, 
adyacente a el", no depende del axioma del paralelismo). 

El teorema queda demostrado pues con los supuestos admitidos hemos 
, 

llegado a una contradiccion. 

, 
De este teorema se deduce que en la geometria de Lobachevski 

no existe un lri�ngulo semejante al 
igual a este. 

, 
triangulo dado que no sea 

, 
La verificacion de estos teoremas son solo una muestra de la 

, 
relacion que existe entre estas dos 

, 
geometrías. 

TRIGONOMETRÍA HIPERBÓLICA 

, En esta parle analizaremos las funciones trigonometricas 
, 

hiperbolicas y su semejanza con las funciones circulares. 

El analisis de las funciones , 
hiperbolicas lo haremos sobre 

, , 
una hiperbola en el plano euclideano, ya que fue precisamente la 

, 
analogia que existe entre esta conica y la 

, 
geometría de 

, , 
Lobachevski la que le dio el nombre de geomelria hiperbolica. 

, , Pues al considerar la hiperbola como una 1-recla, las asinlotas 
seran las 1-rectas paralelas a la 1-recta representada por la 
hi p;.r bol a. 

Para hacer m�s QXplÍcila la analogÍ� quG exi-::nt..e ent.ra las 

funciones circulares y las funciones ,. 
hiperbolicas, la exposi ci on , 

se hara en dos columnas, mientras sea posible. 

FUNCIONES CIRCULARES 

Las funciones circulares las vamos 
a analizar en la circunferencia 
unidad cuya ecuaci¿,n es: 

FUNCIONES HIPERBÓLICAS 

, 
Las funciones hiperbolicas 
las vamos a analizar en la hi 
perbola unidad cuya ecuacion 
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Se llama �ngulo circular e< Cen ra 
dianes), al formado por los ra--­ 
dios OA y OM de la circunferencia 

' y es un numero igual a la longi-- 
tud del arco AM y a su vez igual­ 
al doble del area del sector OAM, 

limitado por los radios OA y OM 
y el arco de circunferencia, esto 

Se 11 ama �ngul o hiper b¿,l i co t_, 

al formado por dos radios OA y 
' OM de la hiperbola y es un nu- 

mero igual al doble del area - 
' del secto1-, limitado por estos 

radios y el arco de la hiperbo 
la, est..o es. 

es, 
e<= 2 C area OAM) l = 2 C a.rea OAM) 

La principal propiedad del an- 

' valor no varia en el giro hi-- 
' gulo hiperbolico tes que su-- 

' La principal propiedad del angulo 
e< consiste en la invariabilidad - 
de su valor al girar el sector 
OAM al r ededo1- de O. ' perbolico ' las areas seconser 

van. La ' cont.raccion a una 
r e c t.a las areas de todas las 

' figuras cambian en una relacion 
constante igual al factor de -- 

' cont.raccion k. 

y 

N 
y 

M 

' ' P1: p A " ' ' ' 
B 

' ' : ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 1 ' ' 
1 
1 
1 

' 1 
1 

' ' ' ' N\: IÓ 
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de la circunferencia. Tracemos 

En la figura anterior lracemos 
' MP perpendicular al diamelro - 

' ' OA eje de simelria de la hiper 

En la figura anlerior, t,·acemos­ 
MP perpendicula1· al diamelro OA 

una langente a la circunferencia 
' en el punlo A que corla al dia-- 

melro OM en N. 

bola. Tracemos una langente - 

, 
que corla el diametro OM en N. 

, a la hiperbola en el punto A,- 

Definimos las longiludes de los­ 
segmenlos PM y OP y AN como el - 
seno, coseno y langenle del angu 
lo a, respeclivamenle. 

PM =sena 
OP = Cos a 

AN = lg 0t 

Est..o nos permite 

MCx,y)=MCcos 0<,sen 0<) 

Definimos las longiludes de - 
los segmentos PM, OP y AN co­ 
mo el seno hiperbolice, cose- 

, 
no hiperbolice y langenle hi- 

, , , 
perbolico del angulo hiperbo- 
lice l, respeclivamenle. 

PM = senh t 
OP = cosh t 
AN = lanh l 

Eslo nos permile 

MCx,y)=MCcosh l, senh l) 

Recordemos que l se ha definido como el doble del ar ea OAM, 
enLonces nuestro problema aqu{ es calcular el 
anlerior) 

' a,· ea OAM C ver f i gu1· a 

' , Area OAM = area A OMP - area bajo la hiperbola desde A hasta M 
X 

Area bajo la hip�rbola desde A hasla M = IF' dx 

al resolver esla inlegral oblenemos: 
X 

1 

1 

2 [x� - ln ( x + � 
) ] 
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segmenlos PM y OP y AN como el - 
seno, coseno y langenle del angu 
lo a, respeclivamenle. 

PM =sena 
OP = Cos a 

AN = lg 0t 

Est..o nos permite 

MCx,y)=MCcos 0<,sen 0<) 

Definimos las longiludes de - 
los segmentos PM, OP y AN co­ 
mo el seno hiperbolice, cose- 

, 
no hiperbolice y langenle hi- 

, , , 
perbolico del angulo hiperbo- 
lice l, respeclivamenle. 

PM = senh t 
OP = cosh t 
AN = lanh l 

Eslo nos permile 

MCx,y)=MCcosh l, senh l) 

Recordemos que l se ha definido como el doble del ar ea OAM, 
enLonces nuestro problema aqu{ es calcular el 
anlerior) 

' a,· ea OAM C ver f i gu1· a 

' , Area OAM = area A OMP - area bajo la hiperbola desde A hasta M 
X 

Area bajo la hip�rbola desde A hasla M = IF' dx 

al resolver esla inlegral oblenemos: 
X 

1 

1 

2 [x� - ln ( x + � 
) ] 
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de donde: 

Area OAM = 
X y 

2 

X� 

2 + 

1 

2 ln ( x + �) 

= 
1 

2 ln ( x + 
�) 

' y como t = 2 Carea OAM:) 

t Cx) = ln ( x + � ) 

utilizando esta expresion verificaremos con un ejemplo, la 
' ' definicion de seno y coseno hiperbolice. 

Sea X = 10 

\.. ClO) = ln (10 + � 
) 

= 2. 993222. 

\.. = 2.993222 

localizando el 
calculador a. 

senh 2. 993222 y cosh 2. 993222 en la 

Obtenemos: 
senh 2.993222 = 9.949874371 
cosh 2.993222 = 9.999991681 
Coincidiendo esto con la definicibn ya dada de 

senh \.. = PM =y=�= 9.949874371 
cosh t = OP = x = 10 
regresemos a la expresion para t Cx) 

\..Cx) = ln (x + �) 

t = l n ex + y) 
l e = X + y y 

-l e = 
1 

X + y. 

Calculemos 
l e 

-l - e 
2 y 

l 
e 

71 
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l -t 
e - e 

2 = 
1 

2 

[ 

X + y 
1 

X + y ) ] 
Cx + y)z - 1 2y Cx + y) 

= = = y = senh t 
2 Cx + y) 2 Cx + y) 

de donde: 
l -l 

e + e 
senh t = 2 

l -l 
1 1 Cx + y)z + 1 e + e 

= e X + y + ) = 2 2 X + y 2 Cx + y) 

2x Cx + y) 
= = X = cosh t 

2 Cx + y) 

de donde: 

Cosh t = 

l 
e 

-l 
+ e 
2 

y como th t = 
sen t 
cosh t tenemos que 

t -l e - e 
th t = 

t -t e + e 

y son precisamente estas las formulas que generalmente utilizan 
los textos de trigonometria hiperbolica para demostrar identidades 

, 
trigonometricas. 

l e = 1 + 
t, 

1 + 2! + 3! + 4! 
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n! + 

Al desar1·ollar l la e xpr- esi on e obtenemos: 
t, 4 

en series 
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, 
Obteniendo asi que 

t tª t !5 

senh t = + + + 
1 3! 5! 

cosh t = 1 + 
t2 
2! + 

t 4 

4! + 

6 t 
6! + . 

, 
Estas formulas permiten calcular los valores de senh t y cosh l 

, 
solo que para un mayor grado de exactitud es necesario tomar un . . 
numero sufi ci enlemente grande de lermi nos en la serie i nfi ni la. 

Pero regresemos 
, 

a la analogía que venia.mes haciendo entre 
, 

funciones circulares e hiperbolicas. 

Se conoce que las funciones tri gonometr i cas del 
, 
angulo C< 

, 
Cde las funciones circulares) varian periodicamente con periodo 

igual a 2 tt . 

Las funciones 
, 

hiperbolicas son aperiodicas .. El 
, 
angulo 

, , 
hiperbolice t. puede variar en los limites desde cero hasta 

i nfi ni to. Para comprobarlo Co en otras palabras, comprobar que el 
, 

area del sector hiperbolice AOM puede ser tan g1-ande como se 

designaremos con t . 
1 

el punto A al punto 

quiera); 

Realicemos el giro 

valor 

punto 

traslada 

al 

cuyo 

punto M pasara 
1 

AOM 
1 , 

hiperbolice que 

el 

, 
hiperbolice 

.figura) ; 

ele. 

, 
angulo 

M, 
4 

Cver 

el 

M 
1 

en el M a M, a 

examinemos 

el en M 
2 

M, 
2 
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igual es , r azon por l a 
AOM AOM son .iguales, 

3 ' .. 
que 

' no varían 
' hiperbolices 

De aqui se deduce 
como se quiera. 

3t , 4t 
1 1 

ser tan grande 

y como en un giro hiperb.;lico las ;reas de las figuras 
sectores su valor; entonces la areas de los 

AOM ,M OM , M , OM , M OM4 son todas 
1 1 2 , 2 3 3 

' cual los angules hiperbolices AOM, AOM ' 1 2 
respectivamente, a t , 2t , 

1 1 
' ' el angulo hiperbolice puede 

De la definicion de funciones hiperbolicas se desprende que 
al variar el ;ngulo hiperb.;lico t desde O hasta infinito, el senh 
t varia desde O hasta infinito, cosh t varia desde 1 hasta 

' infinito, tanh t varia desde O hasta l. ' Observemos, ademas, que 
senh O= tanh O= O y cosh O= 
tan O= O y cos O= 1. 

1· ' de la misma manera que sen o = 

GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES E HIPERBÓLICAS 

' Haciendo la analogía completa con las funciones circulares, 
' consideremos el angulo AOM negativo, igual a = -t , y admitimos 

1 1 
que 

se,�h C -t ) = 
1 

M P = - senh t, , 
1 1 1 

cosh C -t ) = OP = cosh t 
1 1 1 

t.a.rih C -t ) = -N A = - tanh t 
1 1 1 

' Es asi ' como las graficas de las ' funciones hiperbolicas 
quedan ' representadas de la siguiente manera Ctambien aparecen las 
graficas de las funciones circulares). 
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GRAF'ICAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 
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FÓRMULAS T RIOONOMÉ TRICAS 

Vamos a deducir ahora las dependencias principales ent,-e las 
, , 

funciones trigonometricas tanto circulares como hiperbolicas 
V 

N 
M V 

gulos OMP y ONA se deduce que: 

, 
De la semejanza de los triangules 
OMP y ONA se deduce que: 

8 

A X 

: 
' ' ' ' 1 

! 
1 

' ' 1 
1 

' 1 
1 
1 

' ' 1 
' 1 \' N,'o 

los trian-- 

\ 
\ 

' \ 
' \. 

' 

De la semejanza de 

AN 
OA = 

PM 
OP 

AN 
OA = 

PM 
OP 

AN AN 
pero = tan O( peeo --- = t.anh t OA OA 

Cdado que OA = 1) Cdado que OA = 1) 

PM sen O( PM senh t 
y = = OP cos O( OP cosh t 

De este modo obtenemos: De este modo obtenemos: 

sen ot 
tan ot = ces ot 

tanh t 
senh t 
cosh t, · 

Luego, las coordenadas del - 
punlo M de la circunferencia 
son: OP = X, PM = Y. 
La ecuaci�n de la circunfe-- 

Luego, las coordenadas del punlo 
, 

M de la hiperbola son OP = X, 
PM = Y. 

, 
La ecuacion de la hiperbola unidad 
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xz + yz = 1. 

le, 
Por consiguien 

liene la forma X2 - Y2 = l. 
Por consiguienle, 

rencia unidad liene la forma 

OP2 + PM2 = 1, 

o bien 

Z 2 cos ó! + sen ó! = 1 . CID 
Al dividir ambos miembros de 
idenlidad CII) primero por-- 

2 2 cos ó!, y luego, por sen ó!, 
, 

oblenemos dos formulas mas: 

OP2 - PM2 = 1, 

o bien, 

2 2 cosh l - senh l = 1. CID 
A dividir ambos miembros de la - 
indenlidad CII) primero por 

2 2 cosh l, y 1 uego, por senh l, ob- 
, 

lenemos dos formulas mas: 

1 2 + lan ó! = 
1 

2 cos O( 
CIID 2 1 - lanh l ª 

1 

2 cos l 
CIID 

2 colg ó! + 1 
1 

2 sen ó! 
CIV) 

1 
- 1 

2 cosfi l 
= 

1 

2 senfi l 
CIV) 

FÓRMULAS PARA LA SUMA DE FUNCIONES 

Deduzcamos ahora las formulas de 
, 

adicion para las funciones 
, 

circulares e hiperbolicas. 

Supongamos que el giro alre­ 
dedor del punlo O lraslada-­ 
los radios OA y OM de la cir 

, 
cunferencia a la posicion de y OM'. 

, 
Las lineas PM y OP del se 

, 
Supongamos que el gi ,-o hi pebol i co 
traslada los radios OA y OM de -­ 
de la hip�rbola en los radios OA' 

los radios OA' y OM'. Las-- no y coseno hiperb�lico del ;ngu­ 
lo l se lrasladaran en los seg--­ 
menlos P' M' y OP'. 

77 

, 
lineas PM y OP del seno y -- 
coseno del angulo ó! se 
lrasladar;n a los segmenlos 
P' M' y OP'. 
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• 

Es .e>vi dent.e que el segment.o- 

X 

Si M y M' , son 1 os segur,dos 
puntos, en los que MP y M'P' cor­ 
t.an a la hiperbola ent.onces pode­ 
mos decir que PM = PM (pues OA-- 

o 

, 
es el eje de simet.ria de la hiper 
bola) y M'P' = P'M' C por la pro- 

Puest.o que P'M'= 

, 
M'P' es perpendicular al dia 
met.ro OA'. 
PM y OP' = OP Cen el giro -­ 
no cambia la longit.ud del--­ 
segment.o). 

, 
piedad del giro hiperbolice que-- 

, 
nos dice que la relacion ent.re -- 
los segment.os de una misma rect.a­ 
permanece const.ant.e ya que en la­ 
cont.racci�n de una rect.a la rela- 

, 
cion ent.re segment.os se conserva) 
En et.ras palabras las cuerdas MM 

y M'M' son conjugadas con los 

Las igualdades 

, 
diamet.ros OP y OP', respect.ivamen 
t.e . 
Las igualdades 

sen ot = PM 

cose<= OP 

PM 
senh t. = PM = OA 

OP 
cosh t = OP = OA 

nos dan evident.ement.e (dado que OA = 1) 

sen e,= P'M' demost.raremos que 

cos ot = OP' sen t. = 
PM' 
OA' 

OP' 
cosh t.= OA 
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Para ello, tracemos por los pun-­ 
tos M,M, M' y M' las rectas para- 

, 
lelas a las asíntotas: 
MR II M' R' 11 ob. 
M R II M' R' 11 O a. 

y aplicando la propiedad de la hi 
, 

perbola que nos dice que las rec- 
tas trazadas por los extremos de- 

, 
una cuerda arbitraria de la hiper 

, 
bola paralelamente a las asinto-- 

, , 
tas de esta, se cortan en el dia- 
metro conjugado con la cuerda, te 
temes que R y R' pertencen raspee 

, 
tivamente, a los diametros OA y-- 
OA'. 
Como 
< M R M = < M'R'M' = < bOa = 90 

, 
Los triangules M R M y M'R'M' 

, 
son rectangulos donde P y P' son- 
los puntos medios de la hipotenu­ 
sa y por lo tanto circuncentros. 
de donde: 
senh t = 

PM 
OA = 

PR 
OA = 

PM 
OA 

OP 
cosh t = OA 
y por la propiedad de que en UI� 

, giro hiperbolice la relacion 
entre los segmentos de una misma 

recta permanece constante.CPues 
, 

en la contraccion de una recta 
, 

la relacion entre segmentos de 
ella, 

OA = 

se 

OA' 

conserva), 

OA = 

podemos 

OP' 
OA' 

entonces decir que 
PR P' R' OP 

y por lo tanto 

senh t = 
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tivamente, a los diametros OA y-- 
OA'. 
Como 
< M R M = < M'R'M' = < bOa = 90 

, 
Los triangules M R M y M'R'M' 

, 
son rectangulos donde P y P' son- 
los puntos medios de la hipotenu­ 
sa y por lo tanto circuncentros. 
de donde: 
senh t = 

PM 
OA = 

PR 
OA = 

PM 
OA 

OP 
cosh t = OA 
y por la propiedad de que en UI� 

, giro hiperbolice la relacion 
entre los segmentos de una misma 

recta permanece constante.CPues 
, 

en la contraccion de una recta 
, 

la relacion entre segmentos de 
ella, 

OA = 

se 

OA' 

conserva), 

OA = 

podemos 

OP' 
OA' 

entonces decir que 
PR P' R' OP 

y por lo tanto 

senh t = 
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PM 
OA = 

PR 
OA = OA = OA' 

P'R' P'M' 



cosh l = 
OP 
OA = 

OP' 
OA' 

Ahora vamos a enconlrar las­ 
�xpr�siones correspondien�es 
a: 

sen e O( + (,) 

cos (O( + (,) 

Supongamos que 
< AOM = 0< y< MOM'= (, 
lracemos las perpendiculaares 
MP y M'Q de los punlos M y M' 
a OA. Del punlo M' lracemos - 
la perpendicular M'P'al radio 
OM, y del punlo P' lracemos-­ 
dos perpendiculares: 

P'D al segmenlo M'Q. 
P'K al segmenlo OA. 

y eslo precisamente es lo que que 
, 

queríamos demoslrar. 

Ahora vamos a enconlrar las expre 
sienes correspondienles a 

senh Cl + µ) 

cosh Cl + µ) 

Supongamos que 
< AOM = t, y< MOM' = u 
lracemos las perpendiculares 
MP y M'Q de los punlos M y M' a 
OA. Del punlo M' lracemos la cuer 
da M'M' conjugada con OM. La cuer 
da M'M'corla a OM en el punlo P'; 
de est,e punlo tracemos dos perpen 
diculares 
P'D al segmento M'Q 
P' K al segmenlo OA 

A 

X 

En esle caso lenemos 
a 

En esle caso tenemos 

sen°'= PM, sen f = P'M' senh l = PM, senh u= 
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senh Ct + u) = QM' = KP' + DM' 

Los triángulos OMP y OP'K son se- 

sen Ca+ r) = Q M' = KP' + DM 

Los tri�ngulos OMP y OP'K son 
, 

semejantes: ambos son rectan- 
, 

gules y tienen un angulo co-- 
mun. 
De esto se deduce que: 

, 
mejant.e: ambos son rectangulos 

, , 
tienen un angulo comun. 

De esto se deduce que: 

y 

KP' 
= OP' 

PM 
OM. 

KP' 
OP' = 

PM 
OM 

KP' = 
OP' 
OM PM KP' = 

OP' 
OM PM 

KP' = cos r. sen a KP' = cosh u senh t 

Los triangules OMP y M'P'D--- 
, 

tambien son semejantes, dado 

, 
Los triangules OMP y M'P'D tam--- 
bien son semejantes, dado que am- 

' ambos son rect.angulos, y, ade 
, 

mas, < MOP = <P'M'D', por ser 
complemento de angules igua-­ 
les. 
De esta semejanza se deduce-- 

' , bos son rectangulos y, ademas, 
< MOP = < P'M'D.-Pues, la rect.a-- 

, 
M'R, paralela a la asíntota Ob de 

, 
la hiperbola, corta al diametro - 
OM en el punto R. y al eje OA, en 
s. 
Entonces< Q M'S = < Q S M' 

DM' OP 
= -- P'M� OM. 
p• M' 

DM' = OP OM 
DM' = senh u. cosh \., 

tenemos 

, 
ademas< P'M'R = < M'RP' = < SRO 
Cdado que P'M' = P'R) 
Pero< MOP = <QSM' - <SRO = 
= < QM'S < M'RP' = < P'M'D. 
de donde< MOP = < P'M'D. 

los OMP y M' P' D, 

DM' OP 
= P'M' OM 

P'M' 
DM' = . OP OM 

DM' = sen (1. cos a 

Obteniendo asi 

cosa sen r--------------CV) 

sen Ca+ r) =sena cos r + 

y por lo tanto 
senh Ct + u) = senh t cosh u + 
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De la misma manera tenemos 
que: 
cos Ca+�) = OQ = OK -DP' 

' De la semejanza de los trian 
gules OMP y OP'K, se deduce: 

OK OP 
= OP' OM. 

senh u cosh t.-------------- CV) 
De la misma manera tenemos que: 

cosh e t + u) = OQ = OK + P'D 
' De la semejanza de los triangu-- 

los OMP y OP'K, se deduce: 

OK OP 
= OP' OM 

OK = 
OP' 
OM OP OK = 

OP' 
OM OP 

OK = cos �- cosa 
y de la semejanza de 1 os 

' triangules OMP y M'P'D, tene-- 
mos: 

, triangules OMP y M'P'D, tenemos: 

OK = cosh u. cosh t 
y de 1 a semejanza de 1 os 

PM 
OM = p • M' 

P'D PM 
OM = P'M' 

DP' 

DP' = 
P'M' 
OM PM P'D = 

P'M' 
OM PM 

' formulas y con CI) y CII), 
podemos deducir todas las de- 

' ' ' mas , f or mulas tri gonomet.r i c as. 
por ejemplo: 

DP' =sen�. sen a 
por lo tanto 
cos e°' + rn = cos °' cos r, - 
sen a sen�----------- (VI) 
ya con estas dos .'.iltimas -- 

P'D = senh u senh t 
por lo tanto 
cosh Ct + u) = cosh t cosh u + 
senh t senh u --------------(VI) 

cosh Ct + u) tan h Ct + u) = 

' , ya con estas dos ultimas formulas 
y con CI) y CII), podemos deducir 

todas las dem�s f�rmulas de la 
trigonometría hiperb�lica. 

Por ejemplo: 

senh Ct + u) sen Ca+�) 
cos Ca + � ) tan Ca + �) = 

sen a cos �+cosa sen� senh t cosh u+ cosh t sen hu 
= 

COS Ol COS � sen a sen� = cosh t cosh u+ senh t sen hu 

A dividir por los cosacos(> Al dividir por cosh t cosh u el - 
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OP' 

OK = 

= OM. 

OP' 
OM 

OP 

senh u cosh t.-------------- CV) 
De la misma manera tenemos que: 

cosh e l ... u) = (X¿ = OK + P'D 
, 

De la semejanza de los triangu-- 
los OMP y OP'K, se deduce: 

OK OP 
= OP' OM 

OP' 
OK = OP OM 

OK OP 

De la misma manera tenemos 
que: 

cos (o,, + (D = (X¿ = OK -DP' 

De la semejanza de los trian 
gulos OMP y OP'K, se deduce: 

DP' 

P' M' 

DP' = 

= 
PM 
OM 

P'M' 
OM PM P'D = 

P'D 
= 

p• M' 

OM 

PM 
OM 

PM 

OK = cos (1. cosa 
y de la semejanza de 1 os 

triangulas OMP y M'P'D, tena-­ 
mes: 

' triangules OMP y M'P'D, tenemos, 

OK = cosh u. cosh t. 
y de la semejanza de los 

DP' = sen (1. sen a 
por lo Lant.o 

cos Ca+ (1) = cos OI cos r - 
sen a sen (1 ----------- (VI) , 
ya con estas dos ultimas -- 

, 
formulas y con CI) y CII), 
podemos deducir todas las de- 

, , , 
mas, formulas trigonometricas. 
por ejemplo: 

P'D = senh u senh l 
por lo t.anlo 
cosh Ct + u) = cosh l cosh u + 

senh t senh u --------------(VI) , , 
ya con estas dos ultimas formulas 
y con CI) y CII), podemos deducir 

todas las demas f,;rmulas de la 

lr1gonomelrÍa hlperb�lica. 
Por ejemplo: 

tan Ca + (>) = 
sen Ce< + (? ) 

cos Ca .,. (1 ) tan h Cl + u) = 
senh C l + u) 

cosh et + u) 

sen Q COS (? + COS C1 sen{? 
= 

COS CI COS {? sen et sen {> 

A dividir por los eos oi cos (? 

senh t cosh u+ cosh l sen hu 
= cosh l cosh u+ senh l sen hu 

Al dividir por cosh t cosh u e! - 
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; el numero y denominador de la 
, 

fraccionen el segundo miem-- 
bro, obtenemos: 

numerador y el denominador de la- 
, fraccionen el segundo miembro, 

obtenemos: 

tan Ca + ¡,) = 
tan a+ tan¡, 

1 ---lana tan¡, 
CVID 

t.a rrh Ct + u) = 
tanh t + tanh u 

1 + tanh t lanh u 
CVID 

Si 0<=¡,, las formulas CV) CVI) Si u=t , las formulas CV),CVI) y 

y CVII) loman la forma: CVII) loman la forma 

sen 2a 
cos 2a 

= 2 sena cosa, CVIID 
2 2 = cos a - sen a, CIX) 

senh 2t = 2 senh t cosh l, CVIID 
2 2 cosh 2t = cosh t + senh t, CIX) 

tan 2 °' = 
1 -tan20< 

CX) tan 2t = 
2 tanh t 

1 + tarf l 
CX) 

2 tan 0< 

Nuevamente regresaremos al modelo de Poincare y analizaremos 
algunas igualdades lrigonometricas. 

Para ello, con si der emos el , 
triangulo ABC Cver figura 

siguiente) donde el lado BC es un segmento de la recta euclideana 
0B COB u), el lado CA es un arco de la circunferencia euclideana 
con el radio 1 y el centro O, el lado AB es un arco de la 
circunferencia euclideana con el radio l y el centro M, el < Ces 
recto, el< A=°' y el < B = ¡,. 

B 

m 

n 
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Desde el punt,o A bajemos la perpendicular AN sobre la rect,a u 
y sean 
0B = p, NA= q, MO = m, MN = n, < NMA = 0, < NOA = �. 

' Designemos 1 as 1 ongi t,udes hiper bol i cas de 1 os lados BC, CA y 
' AB del t.r a ariqu.l o dado, r e-s pe-c t.a vamerrt.e , por a, b y c. 

cont,rario, l, m, n, p y q son las longit,udes euclideanas). 

Ent,onces: 

< OAM = � < 0MB = � 

C Por el 

' ya que las t,angenl,es en el punt,o A de los lados del angulo A son 
' perpendiculares a los lados del angulo OAM, y las t,angent,es en el 

punt,o B a los lados del angulo B son perpendiculares a los lados 
del angulo 0MB. 

Est,ablezcamos dependencias ent,re estas magnil,udes. 
De los t,riangulos OBM y OAN t,enemos: 

2 2 2 p = l - m , 

En el l,ri�ngulo OAN t,enemos: 

(1) 

2 q +Cn-m)2=1 = COA)2 

pero 

ent,onces: 

2 2 2 2 q + n - 2nm + m = 1 = COA) 

2 2 2 q + n = l 

1 = 1 2 
- 2nm + m2 = e AO) 2 

(2) 

rest,ando (2) de C1) t,enemos 
2 p - 1 = 2mn 
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y sumando tenemos 
p2 + 1 = 212 - 2 mn = 2 Cl2 - mn) e 4) 

, 
por la definicion de distancia 

, 
hiperbolica cuando la recta 

que contiene el segmento se expone en forma de recta euclideana, 
tenernos que: 

De donde: 
a e = p 

a = ln 

y 

(: ] 
= l n 

( � ] 
= l np 

-a l e = p 

a -a 
1 ( 

p ] 
2 e - e 1 p - 1 

senh a = = - = 2 2 p 2p 

2 1 2m e n-rn) pero p - = 
2 1 a e n-rn) e n-rn) p rn rn 

entonces senh = (5) a = = 2p 2p p 

de igual forma: 

cosh a 
a -a e + e 

2 = 
1 

2 

1 

p 

p2 + 1 

2p 

2 1 2(12 mn) pero p + = - 

a (12 -mn) 12 - mn 
cosh a = = 2p p 

rnC n-rn) 
tan ha= 

2 l -rnn 

Del triangulo OAN tenernos: 

sen ,p = q, cos ,p = n - rn tan ,p = 
q 

n-rn 

y corno 
,p 1 + cos ,p 
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col = = 2 sen <P q 

<P 1 - cos <P 1 - n + m 
lan = = 2 sen <P q 

' En los lriangulos OBM y OAN tenemos: 

c n q 
sen 0 = cos 0 = lan 0 = 1 l n 

p m p 
s-en (3 = cos (3 = , lan (3 = 1 l m 

' de aqui que: n 
0 1 + cos 0 1 + l l + n 

col = = = 2 sen 0 q q 
l 

1- n 
0 1 - cos 0 1 1 - n 

lan = = = 2 sen 0 q q 
l 

m 
(3 1 - cos (3 1- l l - (3 

lan = = = 2 sen (3 p p 
1 

1 
m 

(3 1 + cos (> + l l + m 
col = = = 2 sen (3 p p 

1 

' En el triangulo OAM tenemos que: 

C< = <P - 0 

y como ya conocemos sen <P, cos <P, sen 0 y cos 0, podemos 
calcular: 

sen C< = Csen <P - 0 ) = sen <P cos 0 cos <P sen 0 = 
qn q Cn-m) qm 

= l l 

qm 
s-en C< = 1 
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cot. = = 2 sen ,p q 

,p 1 - cos ,p 1 - n + m 
tan = = 

2 sén 'P q 

, 
En los t.riangulos OBM y OAN t,,;,n,;,mos: 

e n q 
sen 0 = cos 0 = tan 0 = 

l l n 

p m p 
sen (3 = -- cos (3 = tan (, = 1 l m 

, 
de aquí que': n 

0 1 + cos 0 1 + l l + n 
cot = = = 

2 Sél"l 0 q q 

l 

1- n 
0 1 - cos 0 1 l - n 

Lan = = = 2 sen 0 q q 

l 

m 
/3 1 - cos r, 1- l 1 (1 

Lan = = = 2 sen r, p p 
l 

1 m 
/3 1 + cos (1 + 1 1 + m 

cot ,. = = 2 S9n /3 p p 
l 

E" él lr i ángulo OAM tenemos que: 

e, = ,p - 0 

y como ya conocemos sen ,P, cos 'P' sen 0 y cos 0, podemos 

calcular: 

sen Ol = Csen ,p - 0 ) = sen ,p cos 0 cos ,p ser1 0 = 
qn q Cn-m) qm 

= l l 

qm 
�en Ol = l 
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cos O( = cos e ,p 0) = cos ,p cos o + sen ,p se11 o = 
nen m) 2 2 2 - + q n nm + q 

= = l l 
2 12 2 pero q = - n 

2 l 2_ 2 12 n - mn + n - mn 
cos O( = = l l 

qm 
tan O( = 12 -mn 

, , , 
Por la formula para la recta hiperbolica cuando esta se 

expone como un marco de cinrcunferencia euclideana, 
que: tenemos 

ABh = c = ln e cot 
0 

2 tan 
(3 

2 

de donde: 
0 c cot e = 2 

0 -c tan e = 2 

de donde 

tan 

cot 

(3 Cl + n)Cl - m) 
= 2 pq 

(3 Cl n)Cl +m) 
= 2 pq 

l Cn - m) 
pq 

12 - mn 
pq 

l Cn - m) 
• 2 

l mn. 

12 + ln - lm - mn 
= pq 

12 - ln + lm -nm 
= pq 

(8) 

(9) 

(10) 

cosh c = 

tanh c = 

senh c = 

y como ACh = b = ln cot 
,p 

2 

entonces 
b e = cot 

,p 

2 = 
1 + n - m 

q 
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-b e = tan 
,p 

2 

1-n +m 
= q 

cos O( = cos e ,p 0) = cos ,p cos o + sen ,p se11 o = 
nen m) 2 2 2 - + q n nm + q 

= = l l 
2 12 2 pero q = - n 

2 l 2_ 2 12 n - mn + n - mn 
cos O( = = l l 

qm 
tan O( = 12 -mn 

, , , 
Por la formula para la recta hiperbolica cuando esta se 

expone como un marco de cinrcunferencia euclideana, 
que: tenemos 

ABh = c = ln e cot 
0 

2 tan 
(3 

2 

de donde: 
0 c cot e = 2 

0 -c tan e = 2 

de donde 

tan 

cot 

(3 Cl + n)Cl - m) 
= 2 pq 

(3 Cl n)Cl +m) 
= 2 pq 

l Cn - m) 
pq 

12 - mn 
pq 

l Cn - m) 
• 2 

l mn. 

12 + ln - lm - mn 
= pq 

12 - ln + lm -nm 
= pq 

(8) 

(9) 

(10) 

cosh c = 

tanh c = 

senh c = 

y como ACh = b = ln cot 
,p 

2 

entonces 
b e = cot 

,p 

2 = 
1 + n - m 

q 
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-b e = tan 
,p 

2 

1-n +m 
= q 



De aquí 
senh b = 

1 
cosh b = q 

n - m 
q 

tan b = n -m 

, 
Utilizando estas igualdades facilmenle se pueden c ompr ob a r 

las siguientes f�rmulas de la lrigonomelrÍa hiperb�lica. 

cosh c = cosh a cosh b 
cosh c = col O( col (> 

senh a = senh e sen O( 

senh b = senh c sen (> 

lanh a = senh b lan O( 

lanh a = lanh c cos (> 

t.a rrh b = senh a tan (> 

lanh b = lanh c cos O( 

cos O( = cosh a sen (> 

cos JL = cosh b sen O( 

Es claro que para valores de a, b y e suficienlemenle 
pequef-íos, de las dependencias enl1· e 1 os el emenlos del lr i angulo 
reclangul o se deducen igualdades aproximadas, semej anles a 1 as 

, 
formulas de la 

, 
lrigonomelria euclideana; por ejemplo, al 

, desarrollar por series la formula cosh e = cosh a. cosh b tenemos: 
2 .. 2 .. e e a a 

Cl + ) = Cl + + + ,) 2! 4! 2! 4! 
b2 b • 

e 1 + + + ) 
4! 4! 

las magni ludes 4 c 

valores 
a4, b4, 

de a, b 
6 6 e , a , 

suficienlemenle pequef-íos 
son despreciables, 

de donde, para los 

quedando enlences: 
2 e 

2 
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1 + 

2 e 

2 1 + 

2 a 

2 + 2 + 4 

del 
, 

t..ermino 4 lambien nos podemos olvidar por 

insignificant..e, de donde 

2 
e 

2 
a 

, , 
formula que coincide con el leorema de Pit..agoras de la geomelria 

eucl i deana. 
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CAPITULO IV 

INFLUENCIA DE LAS GEOMETR í AS NO-EUCLIDEANAS EN LA AXIOMÁTICA 

FORMAL Y LA CONCEPCIÓN DEL ESPACIO FÍSICO. 
, 

INTRODUCCION 

El trabajo de Lobachevski no solo sirvio para f'ormular una 
, 

geometria mas general que la Euclideana sino que dio origen a un 
, , 

cambio de la materna ti ca en general y, des pues, tr ascendi o las 
barreras de las ciencias exactas provocando una de las 

, revoluciones de mayor alcance en el pensamiento cientif'ico y 
f' i l osof' i co. 

, , Una de las consecuencias de esta revolucion f'ue la demolicion 
, 

de la f'ilosof'ia Kantiana sobre el espacio, problema vital para el 
enriquecimiento de la misma. 

, 
la pangeometria marca un momento crucial , 

para la f'ilosof'ia; 
En este sentido el descubrimiento de 

, , , 
llegandose asi a la generalizacion del concepto de espacio, lo 
cual condujo posteriormente, a la importante teoría de los 

, espacios abstractos; parle de la cual ha encontrado aplicacion en 
, , 

la teoria f'isica de la relatividad. 

Precisamente en este 
, 

capitulo se pretende abordar la 
, 

i nf'l uenci a que las geometr i as no eucl i deanas han tenido en el 
concepto de axiomitica f'ormal y la concepcion de espacio f'Ísico; 
pues la aparicion de dichas , geomet.rias plante� a la , 

f'isica el 
problema de aclarar si el , 

espacio f'isico real es euclideano , como 
antes se pensaba; y si no lo es. a que tipo de espacio 1)0 

euclideano pertenece. 
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INFLUENCIA DE LAS GEOMETR I AS No EUCLIDEANAS EN EL CONCEPTO 

DE AXIOMA TICA FORMAL 
' La geometria nacio de la necesidad de medir terrenos, hacer 

' construcciones, observaciones astronomicas, etc. y a medida que se 
' amplio el conjunto de objetos a los cuales se aplicaba, se vio la 

necesidad de formular sus principios; siendo esta la primera fase 
de su desarrollo donde era completamente empírica. En el momento 
que se observo que ciertas proposiciones ' podian ser derivadas de 

' ' otras mediante deducciones basadas en la logica; diferenciando asi 
las proposiciones establecidas por la practica (axiomas) y las 
demostrables por la logica basadas en los axiomas (teoremas) se 
paso del ' empirismo a la deduccion. Indudablemente que la primera 

' ' ' exposicion sistematica fueron los elementos de Euclides ademas de 
' ' ' ser la primera exposicion axiomatica de una disciplina científica, 

en donde, los teoremas son deducidos o implicados del gr upo de 
axiomas, los cuales son sustituidos a su vez, por las nociones 
comunes, los postulados y las definiciones. 

' ' Su estructura axiomatica fue tomada como modelo de rigor y 
simplicidad para las disciplinas cientificas. Por ejemplo Newton .. 
utilizo este procedimiento para sistematizar la mecanica. 

' ' Este metodo axiomatice concreto es aplicable en el momento en 
que una ciencia est� tomando forma,o sea, que ya se pueden deducir 
le yes gene,r al es. En es�as condiciones, la larea consisle en hacer 
la ordenaci ¿,n completa de los coneptos b�si cos o categor i as y de 
sus relaciones fundamental es, de las cual es se pueda1� derivar por 
def i ni ci ¿,n los otros conceptos y, ' por deduccion, los teoremas. 

Asi , el , ' 
metodo axiomatice permite comprender mejor la ciencia 

en su conjunto al separar las deducciones rigurosas, de las 
consecuencias concretas que de ellas se desprenden y las cuales a 

' su vez se apoyan en una i nter pretaci on concreta de ese esquema 
axiomatico. 

; Los intentos de demostracion del Qui1�to Postulado de Euclides 
hasta 11 egar a la apar i ci on de las geometr i as no eucl i deanas, 
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,· pusieron en claro que la demost-racion formal t,iene que, det-enerse 
en c í er t.as proposiciones admi t,idas sin prueba, que son los 

axiomas, para no proseguir el procedimient,o demost-rat,ivo hast-a el 
infinit-o. En base a est-o, se increment-aron los esfuerzos para 

, , , 
lograr la formalizacion, mediant,e un analisis logico y rigurosos 

, , 
de los fundament,os de la geomet,ria y la arit-met,ica. Es asi como 
Peano est-abl ece un si st,ema formado por ci neo axi ornas y de ellos 
infire t-odos los t,eoremas de la arit,met,ica, asi 

, 
t.a.mb i en Zer mel o 

est-abl eci er on 

, 
axi orna t,i zaci on de 

, 
formalizacion 

,• 

y despues 
los de 

conjunt-os de 

la 

, 
teoría l.a 

Russell y 

formulo la 
Whit,ehead 

, , , 
fundament-os de la ma t.erna t í c a Observandose asi que la validez de 
las demost-raciones se basa en la est-ruct,ura logica de los axiomas, 
mas que el cont-enido que pueda at-ribuirse a los concept,os 
relacionados con ellos. En est,a formalizacion int-ervienen c ua t.r o 
tipos de proposiciones: Los axiomas que son proposiciones 
element,ales e" las cuales se post-ulan r e Lac í orie-s primitivas e"tre 
conceptos no-definidos, las definiciones que introducen nuevos 
concept..os, que se formulan en 

, funcion de los c c.nc s p t.o-s 

no-definidos que figuran en los axiomas. Las reglas de operacion 
permiten construir nuevas proposiciones a part,ir de los axiomas y 

, 
las definiciones y por ult-imo, los t,eoremas son las proposiciones 
obtenidas direct,amente a partir de los axiomas y las definiciones, 
o bien indirectamente a par t í r- de otros teoremas ya demostrados, 
aplicando siempre las reglas de operacion. 

No es sor pr eriderit.e que si eridc los El emerit.os de E1.Kl i ,:l,;,:3 la 
primer a obra fo1· mulada con el metodo , 

axiomal-ico deduct,i vo, se 
hayan encont,rado fallas logicas; sin que esto desmerezca la obra. 

Algunas fallas son las suposiciones , 
tacitas que se utilizan 

en las deducciones, y que no son garantizadas ni por los 
postulados ni por los axiomas de la obra. , Un ejemplo de est,o esta 
en la primera proposicion deducida de los Eleme1�tos, la cual 
ci t.ar- emos al pi e de la l et-r a, , 

de la traduccion de Heath.* 

*T. L. Heath, The Thi r leen Books of Eucl Ld ' s El ement,s, 3 vol s. , 
2da. ed. Nueva Kork: Dover Publications, Inc., 1966 
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Sobre una recla fi ni la dada 
, 

conslruyase un 
, 

lriangulo 
, 

equi l alero. 
Sea AB la recla dada. CVe1· fig.) 

, 
Proposicion I 1 

.D 
E 

, 
Por tanlo, se necesila conslruir un lriangulo equilatero 

sobre la recla AB. 

Con cenlro A y dislancia AB, 
BCD.CPoslulado 3.) 

, 
lracese la circunferencia 

Nuevamenle 
, 

con cenlro B y dislancia BA, describase la 
circunferencia ACE. CPoslulado 3.) 

Y unase al punlo C, en el que las circunferencias se corlan, 
con los punlos A y B por las r e c t.a s CA, CB. CPoslulado 1.) 

Ahora bient como el pu1"1t...o A es el cerilr·o de la circunf'et'encia 

CDB, AC es igual a AB. , Cdefinicion 15.) 

Igualmenle, como el punlo Bes el cenlro de la circunferencia 
CAE, BC es igual a BA. Cdefinicion 15.) 

, , 
Pero lambien se demoslro que CA es igual a AB; por t.a n t o , 

cada una de las reclas CA, CB es igual a AB. Y las cosas que son 
iguales a la misma cosa lambien son iguales 

, 
consiguienle, CA lambien es igual a CB. (Axioma 1.) 

, 
enlre si; por 

, 
Por lanlo, las lres reclas CA, AB, BC son iguales entre si. 
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Sobre una recla finit,a dada r conslruyase trriángulo 
, 

equi 1 aler-o. 
Sea AB la r-ecla dada. (Ver fig.) 

r Proposicion I l 

1) 
E 

r Por t,anlo, se necesit.,a const.r-uir un triangulo equilatero 
sobre la recta AB. 

Con centro A y distancia AB, 

BCD.CPoslulado 3.) 

, t.racese la circunferencia 

Nuevamente 
, 

con cent-ro B y dist.,ancia BA, describase la 
circunferencia ACE. CPostrulado 3.) 

Y unase al punlo C, en el que las circunferencias se corlan, 
con los punt.os A y B por las reclas CA, CB. (Postulado 1.) 

Ahora bien, como el punto A es 01 centro d<> la cli·cunf'e,·encia 

CDB, AC es igual a AB. ' (definicion 15.) 

Igualment,e, como el punt.o Bes el cent.ro de la circunferencia 
CAE, BC es igual a BA. Cdefinici�n 15.) 

r r Pero t.ambi en se demos l ro que CA es igual a AB; por t. a.nt.o , 

cada una de las rectas CA, CB es igual a AB. Y las cosas que son 
, , 

iguales a la misma cosa t.ambien son iguales entre si; por 
, 

consiguiente, CA tambienes �gual a CB. (Axioma 1.) 

, 
Por tanto, las tres rectas CA, AB, BC son iguales entre si. 
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, 
De ahi que el tri�ngulo ABC sea equil�tero; y se ha 

construido sobre la recta finita dada AB. 
hacer. 

, 
Que es lo que se queria 

, 
Ahora bien, la construccion de las dos circunferencias de 

esta demostracion ciertamente que se justifica por el Postulado 3, 
pero no hay nada en los primeros pr i nci pi os de Euclides que 

, 
explicilamenle garantice que las dos circunferencias se corten ern 
un punto C. Luego la existencia de este punto tiene que apoyarse 
en postulados o bien ha de demostrarse, se puede demostrar que los 
postulados de Euclides son insuficientes para garantizar la 
existencia de lal punto. 

, , 
Lo que se necesita aqui es algun 

postulado adicional que garantice que las dos circunferencias 
, 

requeridas se cortaran. As{ como el postulado 5 da una condici.;n 
en la cual dos rectas se 

, cort.aran, necesitamos postulados 
, 

semejantes que nos indiquen cuando se corlaran dos circunferencias 
, , 

y cuando se cortara una circunferencia y una recta. 

, 
En los tratados modernos de geometria se garantiza la 

, 
existencia de los puntos deseados de interseccion por los axiomas 
de continuidad de Dedekind. 

, , , 
Otra admision tacita hecha por Euclides es la extension 

infinita de la recta. Aunque el postulado 2 asegura que una recta 
puede prolongarse indefinidamente, esto no implica necesariamente 
que una recta sea de extensi on i 1)f i ni ta , si no que es sin f i 1) o 
ilimitada. , 

Fue en 1854 cuando Riemann hizo la dislincion entre lo 
ilimitado y la infinitud de las rectas. 

La lista de fallas logicas en los elementos puede extenderse 
, 

aun mas, pero no es esa nuestra inlencion en este caso, sino solo 
hacer notar, que las suposiciones iniciales no son suficientemente 
para la deduccion de los 465 proposiciones de los Elementos. 

Precisamente, la idea de perfeccionar las suposiciones 
iniciales de Euclides, ocupo la atenci.;n de los matem�ticos por 

, , , 
mas de dos mil af'íos, y sol o des pues de ese periodo se pudi aron 
formular conjuntos satisfactorios de postulados para la geometría 
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plana y del espacio de Euclides. 

Euclides tral� de definir explÍcitamenle todos los , 
terminas 

de su discurso, como punto, recta y plano por ejemplo. Ahor· a 
sabemos que en un d í e c ur sao logico se deben elegir 
como pr i mi ti vos o i ndef i ni dos. 

, 
algunos termines 

, 
El primero en dar a la geomelria euclideana esta organizacion 

, , , 
f'ue el mat..ematico aleman Morit.z Pasch en 1882. El marco la 

, , , 
diferencia entre definicion explicita e implícita; haciendo notar 
que la definicion implicita es necesaria ante la imposibilidad de 

, , 
definir lodos los ter mi nos expl i ci lamen le si desearnos evi lar una 
indefinida circularidad. 

,· En otras palabras, en un discurso logico se debe aceptar un 
, , 

numero peque�o de termines primitivos los cuales se utilizan para 
, , , 

definir explícitamente lodos los demas terminas que intervienen en 
, , , 
el ; no dandose def i ni cienes de los ter mi nos pr i mi ti vos. Sol o la 
dada implicilamente por su presencia en los postulados del 
discurso. 

, , 
Asi Pasch acepto como primitivos o irreducibles los 

, , exposicion, a las cuales llamo nucleares; ademas fue quien resalto 

, 
termines punto, recta y plano, en su desarrollo de la geometria 

, Desde esta per-sepctiva, la geomet.r·ia euclideana es un sistema 

EL SA.�:"R D�. ,,; 
t:.t, !IA �• ., .. •, 

flffJL ' · ' 
[fr ��T"�'-;, 

r.· ·,·-¡_- 

su 
las 

mayor 

en 

de 

significacion 

postulados 

ninguna 

, 
i mpl i ci lamente por 

y posibilidad 

, 
admi ti o como 

validez 

considerar 

, 
el 

su 

sin 

que basicas 

enunciarse 

solo los considero definidos 

, 
debian 

proposiciones 
euclideana; 

hi pol¿ti co-deducti vo pues 

, 
empírica. 
que 

desarrollo no depende de los significados especÍficos dados a los 
, 

ter mi nos pr i mi ti vos empleados en sus post. ul actos. De esta manera , 
Pasch inf'luyo en el , pensamiento postulacional de la geomelria. 

, , 
Des pues de Pasch, el matemali co italiano Gi useppe Peano en 

, , 
1889 dio tambien un desarrollo postulacional , 

a la geometría 
euclideana aunque en gran medida su obra es una tr·aduccion del 

, Peano introdujo al mundo de las matemat.icas. 
Tratado de Pasch en not.ac í on de una logica simbÓlica· • la cual 
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, , 
Ta mb í e-n el rnalernalico ilaliano Mario Pieri en 1889, realizo 

, un esludio de la gaornelria euclideana con un enfoque dislinlo al 
de sus predecesores; considerando la maleria de esludio corno un 
agregado de elernenlos indefinidos llamados "puntos" y un concepto 
indefi1,ido de "rnovirnienlo". 

Aunque la idea de clasificar las diferenles geornetrias de 
acuerdo con los lipes de mapeos o lransformaciones Cmo v.i m.í e ri t o 

, 
rigidos, compresiones, inversiones respecto a circunferencias, 
etc.); fue propuesto por Felix Klein en 1872 en su famoso Programa 
de Erlangen. 

, 
Esta clasificacion se construye considerando primero 

, 
objetos de la geometria euclideana ordinaria y "bautizando" a 
algunos de eslos objetos y a las relaciones entre ellos de lal 

, 
manera que resulla una geornetria no euclideana. 

, 
La cornprension de 

es�a clasificaci�n , 
resulla facil ulilizando al gu1,os conceptos de 

geometria proyectiva. 

, , 
El maximo exponente de la moderna presenlacion poslul aci onal 

, , , 
de la geomelria euclideana es el eminente malemalico alernan David 

, 
(Fundamentos de la Gaornelria), de la cual exislen numerosas 
Hi lberl e 1 852-1943) en su c br a Grundlagender Gaomelrie 

, 
ediciones y una lraduccion caslellana. 

, 
A diferencia de Pasch y Peano, Hilbert utiliza un minimo de 

simbolismo lo que hace mas accesible su obra, cuya influencia 
rebasó el campo de la geomelria implantando el m.;;,lodo 
poslulacional en ledas las dem�s ramas de las matem�licas. 

, 
Hilberl a diferencia de Euclides no hace dislincion enlre 

axioma y poslulado, asi el lralamienlo de la geomelria euclideana 

de este lrabajo aparecen 16 postulados 
conleniendo seis 

, 
apendice 2, 

primitivos el En 
y cinco 

poslulados, o axiomas 
o indefinidos. 

21 en descansa 
, 

ter mi nos 
espacio y del plana 

, 
aplican a la geomelria plana. 

, 
lerminos primilivos , 

pues se han considerado solo los que se 

, 
Para demoslrar la combalibilidad logica y la independencia 
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parcial de sus postulados, Hilbert tuvo que idear algunos modelos, 
par a varios subconjuntos de los postulados; lo cual equivale a 

, , introducir nuevos sistemas de geometría y algebras de segmentos. 
En su obra se demuestra la influencia de algunos postulados y 

teoremas importantes en el desarrollo de la geometría euclideana y 
se ilustran ejemplos de varias clases de 

, 
geometrías no 

euclideanas; por ejemplo al demostrar la independencia del 
postulado de Arquimides aparece un ejemplo de un sistema no 
arquimediano. 

Estas i nvesti gaci ones dieron origen al estudio de la 
,. ,,, ,. 

geometria abstracta, convenciendo asi a muchos matematicos de la 
, naturaleza hipotetico deductiva de las matematicas e implantando 

, 
el metodo postulacional en casi todas ellas. 

, 
Despues de Hilbert han aparecido otros tratamientos 

, 
postulacionales de la geometría euclideana como el de Oswald 

, , 
Veblen quien en 1904 redujo el numero de termines primitivos a dos 

, "punto" y "orden"; como que el sentir entre los matematicos, es 
, 

que mientras menor sea el numero de termines primitivos e,� un 
desarrollo postulacional, 

, 
desarrollo de la exposicion. 

, 
mas agradable esteticamente sera el 

Observemos que el descubrimiento de las geometrias no 
eucl i deanas 11 evo al , 

procedimiento axiomatice a un estudio mas 
profundo y asi , 

la axiomatica material de la antigua Grecia 
evolucion� hasta la axiomitica formal del siglo XX. 

utiliza el concepto moderno de funcion 
, primero por el matematico y filosofo 

Con el fin de aclarar est..e concepto 
observada 

, 
Betrand Russell. 

,· La axiomatica formal 
proposicional, 
ingles 
consideremos los siguientes enunciados: 

1) Octubre es un mes del oto�o 
2) 4 es un numero impar 
3) X es una Y 

Los enunciados 1) y 2) tienen forma y contenido, el 3) solo 
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tiene forma y a pesar de que no es una proposicion porque no se 
puede asegurar si es falso o verdadero, tiene forma de proposicion 
y es precisamente, a una expresion de este tipo a lo que se le ha 

, 
llamado funcion proposicional; pues si sustituimos las variables X 
y y por 

, 
ter mi nos de significado concreto, podemos obt..ene,- 

proposiciones veraderas o falsas segun el caso; i ncl usi ve una 
, 

funcion proposicinal puede contener cualquier numero de variables. 

, , 
Una vez hecha esta aclaracion enunciaremos el patron que rige 

, 
a la axiomatica formal. 

-El discurso contiene un conjunto de 
, 

ter mi nos 
, 

tecni cos 
(elementos, relaciones entre elementos, operaciones a realizarse 

, con los elementos) que del i ber adament..e se eligen como ter mi nos 
i ndef i ni dos. , 

Eslos son los te,-minos primitivos del discurso. 

-Todos los demas , 
terminos 

, 
tecni cos del mismo se definen 

explÍcitamente por medio de los t�rminos primitivos. 

-El discurso contiene un conjunto de enunciados relacionados 
, 

con los termines primitivos que deliberadamente se eligen como 
enunciados no demostrados. Estos se llaman postulados Co axiomas, 
o enunciados primarios) P, del discurso. 

, , -Todos los demas enunciados C relacionados con los ter mi nos 
,· primitivos y los definidos) del discurso se deducen logicament.e de 

los postulados. 
del discurso. 

Est..os enunciados deducidos se 11 aman teoremas, T, 

correspondiente C que puede 

postula dos P. 

-Para 
o no expresarse formalmente) que 

los por 

enunciado un hay 

logicamente 

discurso 

implica 

del 

se 

T 
t 

T 
t 

leorema, 

teorema el 

cada 

que asegura 

A un discurso conducido por este patron algunos , 
matematicos 

le llaman matematica pura; y cuando las variables son sustituidas 
, 

por terminos que convierten en verdaderas a las proposiciones se 
, diece que se ha hecho una interpretacion de la mat.emat.ica pura y 
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' al r e-s u Lt.a d o de dicha int,erpret,acion se le llama modelo de la 
' mat,emat,ica pura. 

A los modal os de la ma t,ema t,i ca pura se les ha 11 amado 
' ma t.orna t í c a aplicada, ' asi ' es que la diferencia entre ma t.erna t Lc a 

' ' aplicada y pura no es de aplicacion y no aplicacion, sino mas bien 

de que sea concret,a y abstracta. 

' ' ' Det,ras de t.ocía rama de la ma t oma t.Lc a aplicada est,a una rama 
' de la mat,emat,ica pura. A menudo sucede que una sol a rama de la 

' mat,emat,ica 

aplicadas. 

pura le corresponden varias ramas de ' mat,emalicas 

' El desarrollo abslraclo de la malemalica pura corresponde a 
' ' la axiomalica formal y el desarrollo concreto de la malematica 

' aplicada a la axiomat,ica material. 

' En la a x.i c.ma t.Lc a for ma l se. considera a los poss t.ua Lcío s antes 

que cual qui ar especificacion de los ' ter mi nos pr i mi t.i vos y en la 
, 

axiomalica material se considera a los objetos que inlerprelan a 

los l.;,rminos primitivos antes que los postulados. Es por esta 
, ' 

razon que los griegos consideraban que la geometría era un estudio 

aclualmenle 

eslruclura con 

puramente 

' f'isico, 

abslraclo 

espacio del unica 

estudio un es 

una 
' geomelria la 

trataba que 

' desprovisto de lodo significado fisico. 

Un grupo de axiomas de un discurso no es arbitrario pues 

tiene que cumplir ciertas condiciones como son: compatibilidad, 
independencia y suficiencia. 

Un conj unlo de axiomas es suficiente o completo si t.ocío 
teorema es deducible de ellos Un conjunto de postulados se dice 
que es compatible si no son implicados por el conjunto, los 
enunciados conlrad1clorios. Esla es la propiedad mas importante y 

' el melodo para establecer la compat.ibilidad de un conjunto de 

postulados que hasta ahora ha tenido m�s .;,xilo, es el de modelos. 

Entre los modelos hay que distinguir los concretos, los 
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cuales asignan a los t�rminos pr a mí t.í vos objetos o relaciones del 
, 

mundo real y los ideal es que asignan a los ter mi nos primitivos 

objetos o relaciones de otro sistema de postulados. 

Cuando el modelo es concrel-o es 
, 

facil aceptar la 

compatibilidad pues las contradicciones en el mundo real son 

i mposi bles. 

Pero no siempre es posible establecer un modelo concreto de 

un conjunto de postulados; si �sle por ejemplo, contiene un numero 

infinito de elementos primitivos es imposible; y es en este caso 

cuando se recurre a la consistencia relativa, la cual ya 
, 

mencionamos en el capitulo anterior. 

Un poslul ado de un conjunto de poslul ados se di ce que es 

independiente si 
, 

no es una consecuencia logica de los otros 

poslul ados del conj unt.o , y a su vez el conjunto de poslul ados se 

dice que es independiente si cada uno de sus postulados es 

independiente, un ejemplo de independencia muy conocido es el 

postulado de las paralelas de Euclides; en realidad a este 

postulado se debe el inicio de las propiedades de los conjuntos de 
, , , 

poslul ados y en consecuencia la for maci on del melado axi omat i co 

moderno. 

La condici�n de independencia no es indispensable pero si 
r 

comeda pues con ella se garantiza una cantidad 
, 

minima de 

no es un a.xi orna si no un t.eorema y en est...e caso puede ser 81 i mi nado 

sin que el sistema se afecte. 

, , 
Aunque no es nuestra intencion profundizar mas en el melado 

de axioma ti ca formal, actual mente con los trabajos de Goedel y 

Cohen se plantea la necesidad imperiosa e inaplazable de elaborar 

nuevos criterios de rigor que sus ti luyan las exigencias de la 
, , 

formalizacion axiomalica. Sus demostraciones constituyen el 
, , 

fundamento teorice necesario para la formulacion de la leoria 
, , 

matematica de la logica dialectica, 
, 

cuyo desarrollo permilira 

hacer mas rigurosas las operaciones ya conocidas y a la vez 
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, 

mencionamos en el capitulo anterior. 
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, 
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poslul ados del conj unt.o , y a su vez el conjunto de poslul ados se 

dice que es independiente si cada uno de sus postulados es 

independiente, un ejemplo de independencia muy conocido es el 

postulado de las paralelas de Euclides; en realidad a este 

postulado se debe el inicio de las propiedades de los conjuntos de 
, , , 

poslul ados y en consecuencia la for maci on del melado axi omat i co 

moderno. 

La condici�n de independencia no es indispensable pero si 
r 

comeda pues con ella se garantiza una cantidad 
, 

minima de 

no es un a.xi orna si no un t.eorema y en est...e caso puede ser 81 i mi nado 

sin que el sistema se afecte. 

, , 
Aunque no es nuestra intencion profundizar mas en el melado 

de axioma ti ca formal, actual mente con los trabajos de Goedel y 

Cohen se plantea la necesidad imperiosa e inaplazable de elaborar 

nuevos criterios de rigor que sus ti luyan las exigencias de la 
, , 

formalizacion axiomalica. Sus demostraciones constituyen el 
, , 

fundamento teorice necesario para la formulacion de la leoria 
, , 

matematica de la logica dialectica, 
, 

cuyo desarrollo permilira 

hacer mas rigurosas las operaciones ya conocidas y a la vez 
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, 
descubrir nuevas formas dialect.icas de razonamiento. 

"En la actualidad incidental mente ha si do posible formular un 
, 

algoritmo que permite decidir si ,una formula es o no es un 

teorema; y su expresion en el lenguaje Lisp ha servido para 

démost.rar en una computadora, en 8 minutos, todos los teoremas que 

figuran en los Principia Mat.hemat.ica de Wht.ehead y Russell. De 
, 

e-s t.a manera; se vienen creando los el ement.os t.eor i cos y, al mismo 

tiempo los i nt.r ument.os 
, 

matemat.icos de 
, 

aplicacion, que son 

necesarios para el establecimiento y el desarrollo practico de la 

t.eoria 
, 

mat.emat.i ca de la 
, , 

logica dialect.ica. Estos trabajos han 
, , 

inaugurado una revolucion en la mat.ernat.ica, 
, 

la logica y la 
, 

ci barnet..i ca". 

INFLUENCIA DE LAS GEOMETR í AS No EucUDEANAS EN LA 

CONCEPCIÓN DEL ESPACIO FÍSICO 

, , 
Kant postulo al espacio como una represent.acion necesaria a 

, 
priori, considerando a la geometr i a eucl i deana como un esquema 

inmutable, frent..e a est..o, los resultados de Lobachevski y sus 
, 

continuadores mostraron de un modo irrefutable que la geomet.ria 
, , 

euclideana no es la unica representacion del espacio, sino que por 
, 

el contrario, son posibles muchas geomet.rias. Ess t.o sir vi o par a 
, 

dejar claro que los diferentes sist,emas geomet.ricos reflejan de 

ciert,a manera, propiedades del espacio real y que la concepcion 

del espacio es la que depende de las cualidades existentes en los 

obj et.os , y no al 
, 

re ves como 1 o pr etendi a Ka rvt.. T'a mb í e n 1 a 

pangeomet.ria mostr/:, que la validez de los 
, 

teoremas geornet.ricos es 
relativa, 

cient.ificos, 

var i a n 

ya que 

con el 

expresan a posterior i los 

dese ubr i mi en t. os 

conocimientos 

pues avance de los 

conquistados por el hombre. 

, 
A pesar de que la geomet.r i a ,�o eucl i deana fue el r esul t.ado de 

muchos esfuerzos cont..inuos. durante siglos por sacar a la 
, 

callejon sin salida en el 
, , 

geomet.ria clasica del i nt.ent.o de 

demost.r ar que, el si st.ema eucl i deano era el uni co posible y que 
, 

solo pudo ser superado por su negacion; cuando se llego a 
, , 

formular; muy pocos rnat.ernat,icos de la epoca le prest.aron at.encion, 

t,al vez, hubo desconfianza de su veracidad o pensaron que jamas 
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,. ,. ,. ,. 
llegaria a lener algun valor cienlifico siluacion que no debe 
ext.ra!"íarnos, ya que la hisloria de la ciencia nos enser'ía que todo 
cambio radical, no cambia de un golpe, las con vi cci ones y 

pr eocupaci enes de t.odo lo anler i or. 
,· 

El lrabajo de Lobachevski ademas de modificar las bases de la 
le0ria del conocimiento cientifico, derrumb� los fundamentos de la 

, , 
rilosofia Kanliana, abriendo asi un nuevo camino a la ciencia y a 
la filosifia. 

, 
En 1864, el aleman Bernhard Riemann generalizo la geometria y 

, , 
con ello generalizo el concepto de espacio iniciando asi un 
segundo periodo en el desarrollo de la misma; caraclerizado por el 

, , 
empleo de los melados de la geometría diferencial, en lugar de los 

, , , 
melados antes utilizados de la geomelria sinletica. Riemann 

, , 
establecio su interprelacion concreta sobre una superficie de 
curvalura conslanle, que puede ser positiva o negativa y en la 
cual la geometria euclideana represenla el caso parlicular en que 
esa cur valur a constante sea nula. Las investigaciones recientes 
permiten considerar 

, 
que el espacio fisico tiene efecti vamenle 

una curvalura constanle que 
, 

no es nula, par o t.oda vi a no se puede 
decidir si dicha curvalura es positiva o negali va. Cuando se 
logre esto, lendremos que si la curvatura es posiliva, el universo 

, 
resultara ser cerrado y finito, 

, 
conforme a la geomelria de 

Riemann; y si dicha curvalura es negativa, entonces el universo 
sera abierlo e infinilo, de acuerdo con la 

, 
geomelria de 

Lobachevski. 

Despu¿s de los trabajos de Riemann surgieron olras geometrias 
no euclideanas: En realidad, cualquier 

, 
geomelria cuya base 

, 
poslul aci anal conlr adi ga al gun postulado de la eucl i dena puede 

, 
llamarse geometria no euclideana. Se di ce que Ri emann fue el 
originador de leda una clase de geomelrias no euclideanas y es por 
eso que generalmenle se les llama 
ejemplo, la ideada por Max Dehn, 

, 
postulado de Arquimides, llamada 

, 
geomelria no arquimediana. 

por esto, 
se suprime el 
frecuentemente 

, 
geomelrias riemannianas; por 
en la cual 

, , 
El descubrimiento de las geomelrias no euclideanas, planteo a 
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la fisica el complejo problema de aclarar, si el espacio fisico 
, 

real es un modelo de la geometria euclideana, o en su defecto, con 
, , 

cual de las geometrias no euclideanas resulta mas adecuada su 
, 

dec:cripcion. 
, 

A este respecto, la teoria de la relatividad, en su 
, , 

formulacion considera al espacio real de tal naturaleza geometrica 
qu'¾ responde mas a los postulados de alguna 

, 
geometria no 

euclideana sin que ninguna de ellas se adecue totalmente. 

, 
Una ley física que resulta incompatible para explicar la 

estructura del universo con base en los postulados euclideanos es 
la referente a· la velocidad de la luz, que establece que bajo 

, 
ninguna circunstancia pueden existir partículas con velocidades 
mayores que la de la luz en el vacío, la cual es constante e igual 
a 300,000 km/seg. 

, 
Es seguro que el establecimiento de esta ley influyo de 

manera muy importante para cuestionar la concepcion del espacio 
, , , 

físico real en terminas de la geometría euclideano. 
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' ' geometria debiera ocupar un lugar importante en la c ur-r-Lc u l a de 
cualquier nivel de educacion y por lo tanto su e1,se!'íanza 
constituye un ' pr ob l erna de investigacion desde los niveles de 
preescolar y primaria. 

-Al igual que Euclides estaba influenciado por las imagenes 
' f�miliares y la intuicion, frecuentemente nos sucede lo mismo, s1n 

' observar que en las vivencias diarias no solo la geornetria 
' Euclideana esta presente; lo que podemos constatar al observar.por 

ejemplo, el acoplamiento de pentagonos y exagonos en una esfera 
Cbal.;n de foot-ball) lo cual es imposible en el plano, haciendo 

' manifiesto algo que sucede en las geometrías riemenmianas. 

Siguiendo a Papper tal vez lo que hace falta, es promover un 
' ambiente de familiaridad con las geomelr i as no eucl i deanas par a 

' ' asi poder concebir el espacio fisico desde otro punto de vista, y 

por supuesto esto nos exige el conocimiento de las mismas sobre 
lodo a los maestros del irea en todos los niveles. 
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CONCLUSIONES 
, 

CAPITULO l. 

1.- El primer gran sallo en la concepcion de la malemalica fue el 
, , 

�aso de concebir a la malemalica como herramienta de calculo que 
lenian los egipcios y babilonios a la concepci�n de la malem�lica 
como una ciencia deducli va que eslabl eci eron los griegos. 

, , 
sallo se debio fundamentalmente al desarrollo de la geomelria. 

Esle 

, 
2. - La tendencia de la malemalica a convertirse en una ciencia 
deductiva 
Elementos), 
axi omali zada. 

CAPÍTULO 11. 

que presenla 
en 
a 

el 
la 

trabajo 
geomelria 

de 
como 

Euclides 
una 

CLos se malerializo 
ciencia 

, , 
3.- El inleres de muchos de los grandes malemalicos duranle los 

, 
veinte siglos poosleriores a la aparicion de los elementos en la 
soluci�n al problema sobre la dependencia o independencia del V 

, Post.ulado con respecto a los otros cuatro influyo en forma 
, importante en el desarrollo de la malemalica de ese periodo. 

, 
4. - A pesar de que algunas olras ramas de la ma t.ema t í c a se 

, 
desarrollaron en el periodo comprendido del siglo III a. C. al 
siglo XIX, desde el punlo de v í s t.a de la concepcion de la 
malem�lica como una ciencia axiom�lica no hubo cambios radicales. 

CAPÍTULO 111. 

, 
5. - Con la creacion de las geomelrias no euclideanas, resullado de 

, , 
la sol uci on al problema del V Pos lul ado de Euclides, se modi rico 
en forma esencial el concepto de axi orna y como consecuencia el 

, 
concepto de axiomalica y aun mas se planlea un cambio radical en 
el concepto del objeto de esludio de la malemalica, que paso de 
ser las relaciones y propiedades cuanlilalivas de modelos de la 
realidad a las relaciones 
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, 
independientemente de que sean estos o no de la realidad. 

CAPÍTULO IV. 
, 

6. - El desarrollo de la geometria y en particular el nacimiento de 
las geometr i as no eucl i deanas 

, , no solo modifico r ací í c a Lme rrt.e la 
, , , 

concepcion de la matematica, sino que su influencia se dio tambien 
, 

en otras ramas de la ciencia, en, particular en la física al 
cuestionarse la estructura de esta ciencia una de cuyas premisas 
era la concepcion del espacio 

, 
físico como de naturaleza 

euc l i deana. 
, 

A grado tal que con los trabajos de Einstein quedo 
definilivamente probado que el modelo euclideano del espacio 

.. .. .. ,. físico no era el mas idoneo para explicar algunos fenomenos de la 
realidad. 

, 
7.- En el mismo sentido de la conclusion anterior el nacimienlo de 

, ; 
las geometrías no euclideanas influyo en forma importante en el 

; ; pensamienlo científico y filosofico en general. 

CONCLUSIONES GENERALES 
; ; -La matemat.ica al igual que las ciernas ramas de la ciencia 

; , 
esta en constante evolucion. 

, ; 

-La solucion al problema del V Postulado de Euclides no fue 
; 

el punto final si no mas bien el punto de par ti da, ya que abr i o 
; 

nuevos horizontes en el campo de la investigacion y desde luego 
ere� nuevos problemas en la geometria. 

-Siguiendo el desarrollo historico de la matematica se 
observa que sus grandes columnas vertebrales son la geometría y la 

; aritmetica; lo que lleva a relfexionar sobre la necesidad de 
; pr-o s t.ar- mas atencion a estas ramas, ; en la curricula de la 

, 
licenciatura en matematicas 

, 
asimismo en los programas de 

; ; , formacion y aclualizacion de profesores de malematicas. 

-Del hecho de que la geornetria desernpef'íe un papel lan 
; 

importan te en el des arrollo de la rna Lema \.,i ca, se sigue que la 
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APENDICE 1 

PRIMEROS PRINCIPIOS DE EUCLIDES Y ENUNCIADOS 

DE LAS PROPOSICIONES DEL LIBRO I* 

LAS EXPLICACIONES Y DEFINICIONES INICIALES 

, 
1.- Un punto es lo que no tiene parle o dimension. 
2. - Una linea es una longitud sin anchura. 

, , 
3. - Los extremos o limites de una linea son puntos. 
4.- Una recta es una linea que tiene lodos sus puntos en la 

, 
misma direccion. 

, 
5. - Una superficie es la que solo tiene longitud y anchura. 

, ' 
6. - Los extremos o limites de una superficie son lineas. 
7. - Una superficie plana es la que contiene una recta en 

cualquier posicion. 
' ' ' 8. - Un angulo plano es la inclinacion entre si de dos lineas 

' ' de un plano si estas se corlan y no eslan en una misma recta. 
' ' 9.- Cuando las lineas que comprenden el angulo son rectas, 

el �ngulo se dice que es rectilineo. 
, 

10. - Cuando una recta se levanta sobre olra formando angulos 
adyacentes iguales, ' cada uno de los angules iguales 

' se llama angulo r e c t.o , y la recta que se eleva sobre la 
ot.ra se llama perpendicular a esta otra. 

obtuso es mayor que uno recto. 
es menor que uno rect.o. 

es lo que const i luye un exlr emo de algunas 
cosa. 

' , 
14. - Una figura es lo que esta contenido en un limite o en 

varios l i mi les. 

' 11.- Un angulo 
' 12.- Un angulo 

' 13.- Un limi le 
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