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Resumen,

Primeramente se entrard en una discusion sobre la ecuacién de Dirag, asi como su
justificacion, un breve marco histérico y algunas de las propiedades de ésta que serdn
itiles mas adelante. Ante el problema de tener dos energias dentro de un 4-espinor, se
discute la representacién de Foldy-Wouthuysen como una manera de resolver el proble-
ma; primero para la pﬂ.rﬁcuia libre, luego para una particula sujeta a un potencial y
finalmente para N particulas en un potencial. Se establecen los requerimientos para un
potencial y al final se describe un procedimiento para obtener una serie finita de términos

para el espectro de energia de N particulas sujetas a un potencial de interaccién entre ellas.

Posteriormente se discuten las herramientas previamente desarrolladas aplicadas al pro-
blema de dos cuerpos. Se justifica la eleccion del tipo de modelo, se obtiene el hamiltoniano
para el problema y se encuentra el espectro de energia utilizando teoria de perturbacio-
nes independientes del tiempo. Este espectro de energia obtenido se compara con datos

experimentales para hacer un ajuste al pardmetro del potencial.

Al final se discuten las limitantes del modelo desarrollado, explicitando asi el tipo de
sistemas al que éste puede ser aplicado para obtener resultados fisicamente aceptables,

as{ como precisos.
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interaccion del tipo de un oscilador arménico, se llega al hamiltoniano de un sistema cu-
vos eigenestados y eigenvalores se conocen, salvo por unos términos extras. Estos, siendo
de bajo orden, se consideran como una perturbacién al sistema del oscilador armédnico
y se obtiene una aproximacion con teoria de perturbaciones independientes del tiempo

cortando la serie hasta el segundo orden de la perturbacion.

Utilizando lo anterior, se obtienen los eigenvalores del hamiltoniano asociado al siste-



Capitulo 1
Introduccion

El objetivo de este trabajo es el de describir un sistema de dos particulas cuantico
relativistas cuya interaccion exacta es complicada, a partir de un modelo con un potencial
de oscilador armonico entre ellas, utilizando para ello la representacion Foldy-Wouthuysen
(FW) de la ecuacion de Dirac. Este es un caso particular del problema de N particulas
cuantico-relativistas someticdas a cualquier tipo de patencial, pero este problema, aunque

mencionado brevemente mas adelante, excede las intenciones de este escrito.

Para resolver el problema planteado partiré de la ecuacién de Dirac. Primero se ob-
tendrd la ecuacién de Dirac en una forma cuya invariancia ante transformaciones del
grupo de Polncaré sea evidente. Luego, la transformacién FW [6] serd aplicada con la
finalidad de trabajar solamente con particulas de energias positivas ya que, como se de-
mostrara m#ds adelante, la ecuacién de Dirac contiene informaciéon de dos particulas a la
vez, lo cual es indeseable. Iista transformacion es estudiada a partir de la seccion 3.1,
primero para una particula que no estd sujeta a ninguna interaccién, luego para una
particula bajo la accién de un campo. Finalmente se obtendra un hamiltoniano para un
sistema de varias particulas bajo los electos de un potencial de interaccion entre ellas con

la posibilidad de agregar potenciales externos, aunque aqui no se explora ese caso.

Cuando este procedimiento se aplica al sistema de dos particulas con un potencial de
interaccién del tipo de un oscilador arménico, se llega al hamiltoniano de un sistema cu-
vos eigenestados y eigenvalores se conocen, salvo por unos términos extras. ﬁsl,os, siendo
de bajo orden, se consideran como una perturbacion al sistema del oscilador armdénico
v se obtiene una aproximacién con teoria de perturbaciones independientes del tiempo

cortando la serie hasta el segundo orden de la perturbacién.

Utilizando lo anterior, se obtienen los eigenvalores del hamiltoniano asociado al siste-
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ma boltondwm los cuales son comparados con datos experimentales de este sistema (9],
que es un estado ligado de un quark tipo bollom y su antiparticula. A partir de esta com-
paracion, se obtendrdn valores para el parametro libre w, la constante de acoplamiento
del potencial del oscilador arménico y se probaran los limites de este método al obtener

energias para el charmonium y compararlas con los datos experimentales.

Finalmente se concluyd que este modelo, a pesar de ser de suma sencillez y facil apli-

cacioén, acierta a describir con precisién sistemas del tipo quark-antiquark.



Capitulo 2
Eeuacion de Dirac

2.1. Introduccién

Clomo es costumbre, en este trabajo se utilizaran las unidades naturales, lo que sig-
nifica que i — ¢ = 1. De esta manera se evita estar eseribiendo en cada ecuacidn esas
cantidades y al final, cuando sea necesario, se especificara la equivalencia entre una ecua-

cidn en esas unidades y la misma ecuacién con unidades en, digamos, el sistema MIKS.

Las implicaciones de este tipo de unidades son varias. Primero, las unidades de las demas
cantidades fisicas también cambian. Asi, las unidades de velocidad dejan de ser metro
entre segundo para pasar a no tener unidades. El tiempo puede ser medido en unidades
de tiempo, como el segundo, o en unidades de distancia, como el metro. Lo mismo sucede
con la distanecia v, de esta manera, la velocidad no tiene unidades. El factor de conversion,
si se desea emplear, entre la distancia medida en metros y la distancia medida en segundos
es la velocidad de la luz, que, en estas unidades, vale exactamente uno. Y es por esta que
no importa si se utilizan unidades de tiempo o de distancia para medir ya sea el tiempo

o la distancia; el factor de conversién serd igual a uno.

De la misma manera, y como uno de los grandes resultados de la teoria de la relati-
vidad especial, la masa y la energia tienen un factor de conversion la una a la otra dado
por I = mc*, donde c es la velocidad de la luz, por lo que se pueden medir en las mismas
unidades. En este texto estas unidades serdn las de electron-volts, eV (un electrén volt
es la energin ganada por un electrén libre cuando se acelera a través de un potencial
igual a 1 volt). Tanto la masa como la energia se mediran en eV y al final los datos expe-

. ’ s ' i / 4 I
rimentales con los cuales se comparard este modelo estdn dados en GeV (1GeV = 107 eV).
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La ecuacion de Dirac es de suma importancia en el estudio de los cuerpos a un nivel
cudntico-relativista. El primer intento por construir una ecuacién que pudiera atacar es-
te tipo de problemas tuve como resultado la ecuacidn de Klein-Gordon. Esta ecuacién
fue construida a partir de la conocida relacién relativista entre la energia, el momento
y la masa en reposo (que en este texto es llamada solamente masa) en un sistema sin

campos externos, que es £° = p’c® + m*¢! o bien, en unidades naturales, simplemente

E® = m® + p°. Ahora, se toma la relacion anterior y se aplica la primera cuantizacion, es
decir que a ésta se le hace el cambio de p al operador p#* = ¢ i'?fu cp=0,1,2,3 y se obtiene
la ecuacion de Klein-Gordon para la particula libre, que es:

P'putd = m’ep (2.1)

El problema con esta ecuacién es que cuando uno obtiene la ecuacién de continuidad
asociada, la densidad de probabilidad puede negativa en un tiempo cualquiera t. Esto
no es deseable ya que una densidad de probabilidad debe ser siempre positiva y menor
que uno. Ademads, con esta ecuacion se obtienen naturalmente dos espectros de energia:
uno de energias positivas y otro de energias negativas, lo cual en el tiempo en que esta

ecuacidn fue propuesta no tenia interpretacion.

Dirac pensd que este problema de las energias negativas se debia a que las derivadas
o L=
espaciales no eran lineales, sino cuadraticas. En aras de resolver esa parte del problema,
propuso una ecuacion general de derivadas lineales con coeficientes indefinidos que es de
la forma:
3
= |— E nOy | + Bm| ¢ = Ha (2.2)

n=1

?,5‘1;:
ot

Luego era necesario encontrar los coeficientes a; para tener en forma su ecuacién. Pri-
mero que nada, estos coeficientes no pueden ser numeros ya que esta ecuacién no seria
covariante ante transformaciones de Poincaré y, por ende, relativisticamente incorrecta”,

por lo que se propone que sean matrices de dimensién 4 x 4.

Las expresiones para estos coeficientes, al igual que para 3 se encuentran exigiendo que
la funcién de onda satisfaga la ecuacion de Klein-Gordon. La métrica, es decir, las carac-

teristicas que deben cumplir y que definen un conjunto de valores para las matrices a y

Esto se discute mas a detalle un poco més adelante, en este capitulo.
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3, esta dada por:

(.ﬁlgf_\!'j -+ Cnl'j(lj = Q(‘J‘.,:_J N
;7 + ﬂf'l'é — !
B =1 (2.3)

Estas relaciones para las componentes de a son las mismas relaciones que las que satisfa-

cen las matrices de Pauli [3].

Finalmente se concluye que la ecuacidn de Dirac es:

(—fﬁ +a-p+ ,-'3?':‘1) =0 (2.4)
ot

Donde el vector av es aquél que tiene como componentes &; (con 7 = 1,2, 3) y éstas a su

vez estan relacionacdas con las matrices de Paull mediante:

) 0 o -
a; (2.5)
a; 0
Por otro lado, 7 es una matriz constante dada por
1 0 0 0
01 0 0
8= (2.6)
0 0 -1 0
00 0 =1

El vector p es el vector cuyas tres componentes son las del momento lineal.Para un estudio

mas detallado sobre las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac se puede acudir a [2], capitulos

liy 2

2.2. Espectro de Fnergia

En esta seccién se encontrardn los eigenvalores del operador hamiltoniano de la ecua-

cién de Dirac para una particula libre (2.4).

(_.,j?_ +iespt ;’j’m.) P =10 (2.7)
ot
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Para encontrar sus eigenvalores, primero propondré una separacion de variables y basindo-
me en nuestro conocimiento previo sobre el comportamiento ondulatorio de una particula

libre en la ecuacién de Schrodinger, obtengo una solucion de la forma:
(X, t) =@ (x)e (2.8)

Para la parte espacial escribo el 4-espinor ¢ de la siguiente manera:

(45
Y @
Iti{‘ ; /
Ya

Substituyendo esto en la ecuacién de Dirac obtengo un sistema de dos ecuaciones acopla-

das para y y &

€ = ad-px t+mg
€X = 0 -pyg—my (2.10)

De nuevo apelando a nuestros conocimientos previos de este sistema en la ecuacién de
Schrodinger, los estados de la particula con momento definido son eigenestados del opera-
dor momento cuyo eigenvalor es simplemente P con un vector asociado P cuyas compo-

nentes son los eigenvalores del momento lineal en las diferentes direcciones, por lo tanto:
a:Px+(m—ep = 0

oc-Pop+(—m—e)x = 0 (2.11)

Luego, para que este sistema tenga solucién no trivial para los eigenestados x v @ el

determinante de la matriz de los coeficientes debe ser cero. Fsto es:

a-P  (m—e)

=) (2.12)
(—m—¢) o-P
Luego, utilizando la siguiente relacién (ver apéndice A):
(e-A)o-A)=A-A (2.13)

Llego a la siguiente ecuacién

& (o’ ‘P)eo-P) = 0

i = m? 4 P (2.14)
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Identificando el lado izquierdo de la dltima ecuacidn como el eizenvalor del hamiltoniana
[

de una particula relativista tenemos que
e =+v/m?+ P? (2.15)

Y asi se ha llegado al resultado de que la ecuacién de Dirac contiene informacién de
dos energias que difieren entre si por un signo; dos particulas con energias distintas son
descritas por un mismo 4-espinor y es en parte por esto que se introduce la transformacién

FW del siguiente capitulo.

2.3. Invariancia ante traslaciones y rotaciones

La relatividad especial exige que no sea posible diferenciar entre dos sistemas de
referencia inerciales, lo que significa que cualquier ecuacion de la fisica debe tener la misma
forma en un sistema o en otro. Tomemos dos sistemas: el sistema A. con coordenadas a. b,
y el sistema A’, con coordenadas a’,b’. Una ecuacion en el sistema A, en general, seria de
la. forma:

fla,b) =0, (2.16)

donde f es una funcién cualquiera. Si se desea que esa ecuacidn sea relativisticamente
correcta, entonces al estar en ol sistema A’ la ecuacion debe tener la misma forma. es
deeir,

fa v) =0 (2.17)

Y aqui la funcién [ debe ser la misma que en la ecuacién para el sistema A.

Ahora, para escribir la ecuacién de Dirac en una forma evidentemente covariante ante
transformaciones de sistema de referencia (es decir, covariante de Poincaré), introduzco

el siguiente vector:

¥ = Hop =123 (2.18)
Al utilizar estas cantidades, la ecuacion de Dirac queda como sigue:

(Y*pu +m) 2 = 0, (2.19)
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donde se hizo use del cuatro-vector de momento p, = (—i8/dL, p) y. por otro lado, 3° = 1.

Al realizar una transformacién unitaria al hamiltoniano (como una rotacién), el término
de masa queda igual, el operador p, pasa a p/,. la variable transformada, y el término de
gama es transformado, pero como cualquier matriz que sea una transformacién unitaria
de una gama es una gama en si, el hamiltoniano queda con la misma forma pero ahora
en la variable transformada. Por otro lado, al transformar la funcién de onda (de nuevo,
con un operador unitario), la nueva funcién de onda seguira conteniendo la informacién

del mismo sistema. De esta manera, llego a que:
H(pHhd' =0 (2.20)

donde ¥’ es la funcién de onda transformada. Asi, de un sistema de referencia a otro la
ecuacién de Dirac mantiene su forma. hecho que serd utilizado mds adelante en la seccion

4.2, cuando se especifique el sistema de referencia en el que se trabajaré.

La covariancia de la ecuacién de Dirac se discute ampliamente en 2], en particular en la
seccién 3.4, donde se encuentra explicitamente el operador de transformacion de Lorentz

de () a ¢/ (a') y se discuten las caracteristicas de la transformacién.

Ya teniendo esta ecuacién es ficil pensar en cdmo serfa la ecuaciéon para N particulas

que también seria covariante de Poincaré.

Jl\r
Y (pus+ms)p =0 (2.21)
=l
O hien
N
S (Beta pa +ma) ¥ = 8% (2.22)
=1

s sencillo introducir un nuevo potencial a la ecuacion de Dirac, sin embargo, hay que
asegurarse de que dicho potencial sea también covariante ante traslaciones y rotaciones
de tal manera que esta caracteristica tan importante de la ecuacién de Dirac se preserve.
Una manera de asegurar esto es tomar potenciales de interaccion entre las particulas que
solo dependa de las coordenadas relativas entre las particulas, como el electromagnético

o el de un oscilador (el cual se usard mas adelante). De cualquier manera, un potencial
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=i

), aclarando que x* no es un

- - . » S L4
covariante de Poincaré se puede escribir como V(:j:ff:l:"‘ v
tensor; los indices son meramente para asignarle nombre, de tal manera que ™ = x4 —ay,

donde x5 y x; son las posiciones de las particulas s y t, respectivamente.



Capitulo 3
Transformacion

Foldy- Wouthuysen

Existen varias representaciones de la ecuacion de Dirac y cada una de ellas tiene sus
particulares ventajas. La transformacién Foldy-Wouthuysen es una de ellas. Histdrica-
mente esta transformacién fue buscada y encontrada con la finalidad de aplicar el limite
no relativista a la ecuacién de Dirac y llegar a la ecuacién de Pauli con todos sus operado-
res. Esto se logré buscando una representacién en la que el operador & tuviera la forma y
las propiedades adecuadas en el limite no relativista, a diferencia de la representacion que
hasta ahora se ha utilizado, llamada representacion Dirac-Pauli, cuyo operador @ tiene
solamente dos eigenvalores, mas y menos la velocidad de la luz. Ademds, en la represen-
tacion F'W el operador de velocidad, obtenide a partir de la relacidn de Heisenberg entre
la velocidad (siende en esta representacion &) y la posicidon, cumple con las relaciones
clasicas conocidas. Estos dos cbjetivos se logran al poder separar la solucidn con energia

positiva de la solucion de energia negativa.

Como se concluird al final de la siguiente seccidn, el espectro de energia de la ecuacion
de Dirac para una particula libre en la representacion FW estd en perfecta concordancia

con la relacién relativista entre la energia, la masa y el momento lineal de una particula.

3.1.  Transformacion FW para particula libre

Sabemos que la ecuacién de Dirac no describe a una sola particula, sino a dos particu-
las; una de energia positiva y otra de energia negativa. A la hora de hacer cualquier
calculo, esto se convierte en un problema porque analiticamente no se pueden aislar los
resultados de una particula y, como consecuencia, no se pueden comparar los resultados

tedricos con los experimentales. Se pueden utilizar métodos numéricos para resolver el sis-

10
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tema de ecuaciones, pero la transformacién FW es una manera mds clegante y analitica
de desacoplar estas ecuaciones. La idea de este capitulo es crear dicha representacién de

la ecuacion de Dirac.

En general se puede construir una transformacion unitaria U = ¢is que al ser aplicada al
4-espinor de la ecuacién de Dirac y haciendo la transformacién pertinente del operador
hamiltoniano podamos separar las energias negativas de las positivas. El operador es evi-
dentemente unitario y asi debe ser va que las translormaciones bajo operadores unitarios

no afectan el significado fisico detrds de una ecuacién. En concreto,

W — ) = e qf (3.1)

Para encontrar la forma de ese operador S tenemos que saber qué es lo que causa que
los estados de energias positivas y negativas estén ligados en la misma ecuacion. Para
esto, comenzamos viendo el caso de una particula de Dirac en reposo. Esto significa que

pi = 0. Con esto, la ecuacion de Dirac queda:

) a AR e R £ o
:d—r = Brnap (3.2)

con 3 dada por la ecuacion (2.6).

Coon esto, la ecuacion de Dirac se descompone en cuatro ecuaciones no acopladas:

8. ) 2_8 : .
i =may i = miy
ot at
.y e )
t— Wy = —W3 1—Wq = —1TYy
al a
Cuyas soluciones son de la forma:
1 0
' 0 —dmnit ! 1 AT
Uy e e = e
0 0
0 0
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0 )

- U . tind ! = { e sl
1 0
{0 1

Por la ecuacion de eigenvalores g—fe = B¢ = etb observamos que ¥4 v 1% son estacdos
de energia positiva v vz v ¥y de energia negativa. En este caso, la presencia de ambas
energias se debe al hecho de que estamos trabajando con un 4-espinor. a diferencia, de la
ecuacién de Pauli en el que se trabaja con un espinor de dos eomponentes y sélo se tieng

la energia positiva.

Para arreglar esto, uno podria pensar que basta con trabajar con las primeras dos com-
ponentes del espinor para eliminar el problema, perc existe un detalle. Si examinamaos la

ecuacion de Dirae para una particula libre (2.4):

J ;
25;-1: =(a -p+5mv (3.3)
y hacemos las substituciones
EI? == * (3"1)
X
_ 0 o y
&y = (3.5)
a0
oblenemaos:
[ a-p X P
g T = +m " (3.6)
' A ~X

De esta iltima ecuacién se ve claramente que hay dos ecuaciones para las dos funciones ¢,
X. ¥ que las dos ecuaciones estan acopladas, lo que implica que una solucidn a cualquiera

de las dos incluirfa informacién de ambas energias.

El objetivo serd la eleccién del operador S en la transformacién (3.1) de tal manera
que cuando transformemos el operador hamiltoniano, el operador « - p, que es el causan-
te del acoplamiento, sea eliminado de este nuevo hamiltoniano. Para esto aplicamos la

transformacion al 4-espinor y vemos qué sucede con el hamiltoniano. Transformando la
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ecuacion (2.4), se obtiene:

Hy = 9 ¢
)
sy
a S ;T
05 i3 i ™
( Y T g R
95 ’
g HIE.’.‘) . rS H — :ﬁ- (3?)
Paor lo tanto:
p A 2 S
i =P e ~ i)—~ (?H)

at

Como hasta alora S es arbitraria, la podemos elegir de tal manera que no dependa
explicitamente del tiempo, para que el (iltimo término de la ecuacién (3.8) se elimine y
asi poder proseguir con la eleccién de la funcién hasta ahora arbritraria. Con esto, la
ecuacién (3.8) queda:

H = &5 fHe S (3.9)
Ahora es tiempo de elegir S para que el hamiltoniano quede libre de « - p. Para esto,
propongo una funcién que sélo dependa de a, & y p ya que conozco las relaciones de

conmutacion entre éstos (2.3):

8§ =——fa-p t‘)( ) (3.10)

2m
Daonde ¢ (;%) es una funcidn real que no depende de a ni 3 y que serd especificada despues

COmao sea canveniente.

Aplicamos la transformacién (3.9) al hamiltoniano a - p 4 fFm:

B! = ¢=i5P0P 0(E) (. p + grm)eimmdep (5 (3.11)

Dado que 3 es una matriz numérica diagonal, conmuta con las componentes de p. De
igual manera p conmuta con «. Por el contrario, las alfas y las betas anticonmutan entre
ellas, entonces se ve claramente que (§)" conmmuta con H para n par y anticonmuta para

n impar y con esto obtengo que:

H'r" - {:’_?_ Ha- ‘P 9( m ) (C} . p ‘l' {3?’-”)

- &8 (3.12)
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Y es justamente para llegar a esta tiltima ecuacién que se eligen las constantes en la pro-

puesta.

. a0 o ] £): e X, it
Entonees, considerando que (Ja - p)* = —p©, desarrollamaos el aperador en series de po-

) : B a ; 3
28 _ 4B po+._1_ i JL PR (3“ o) +..
m 1 3! m
Lyps2 1 ¢p st
= s a) —(—ﬂ)
I: 2! (m * 41 \m + }

G D F’e_i( f})' +} (3.13)

p [m 3

tencias de 8:

P\.J

Identificamos el primer corchete como el desarrallo en serie de Cos (£6) y el segundo

como el desarrollo de Sen (£8), entonces:

{(-'Ub‘ (29) il j’up E Sen (:— )} (a-p+ dm)

i

l?p‘;e—’n (i (}) + Bm Cos (:HQH

- p{( os(‘u 0)—35 (pﬁ)} (3.14)

H!

1 i m

La eleccion de 8 se hara tal que se elimine el segundo corchete:

C'os (}} ) . ESE-‘H. (ﬁﬁ) = [
m b m
1- ET(L}‘I (29> = @
» m
= 0 = = ArcTan (l’—) (3.15)
P m

Con esta eleccién, el nuevo hamiltoniano queda:

= ApSen [ AreTan (m)J + GmC'os [AJ cTan (r;n)] (3.16)

Usando las identidades ArcTan(z) = AreSen ( - __:)-) ArcClos ( - ,,) se obtiene la

forma final del hamiltoniano:

H' = Bvp® +m? (3.17)
Y ésta es la relacién de dispersion multiplicada por un factor 3. Como se puede observar,
va 1o existen términos impares que hagan que los espinores superior e inferior se mezclen,
lo que significa que las ecuaciones para éstos son del tipo f(¢) =0y g(x) =0, que es lo

que habiamos estado buscando desde el principio.
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3.2. Transformaciéon FW con un potencial

Si ahora lo que se desea es hacer esta misma transformacion en un hamiltoniano que
no es el de particula libre sino uno de una particula bajo la influencia de un campo de
fuerza que se puede escribir como el gradiente de un potencial, entonces se deben tomar
nuevas consideraciones. Para el caso de un campo débil, atn se puede encontrar una trans-
formacidn TW que sea exacta. es decir, que elimine todos los términos impares del nuevo
hamiltoniano, separando asi las energias positivas de lus negativas. Cuando no se toma
en cuenta la aproximacion de campo débil, dicha transformacién exacta no es posible. A
continuacién se desarrolla un método mediante el cual se logra expresar el hamiltoniano
transformade como una serie de potencias del parametro 1/m y en el cual se eliminan los
términos impares hasta el orden deseado de dicho pardmetro haciendo transformaciones
sucesivas.

Lo primero que haré sera escribir el hamiltoniano como sigue:

H=fm+a-p+tV=m-+9+s¢ (3.18)

El simbolo ¥ significa impar (odd en inglés). Todas las cantidades impares tienen la ca-
racteristica de que ligan los estados de diferente energia. es decir, acoplan las ecuaciones
diferenciales para energias negativas y positivas, y son los que se quiere eliminar. De igual
manera, los representacdos por = son los pares (even en inglés), que son totalmente inofen-
sivos en ese sentido. Estos operadores tienen las siguientes reglas de conmutacidn con el

operador (3

39 = 93 (3.19)

Obviamente el término a - p es impar y el potencial esealar es par. Ahora, aplicard una
transformacidn en forma de un operador unitario de la misma manera que en la seccién
anterior. De hecho, el operador S serd casi el mismo, o mads hien, una generalizacion de

éste a la nueva notacién de operadores pares e impares. Il nuevo operador S serd:

2 _‘Ii,,l_-! .
i = ——ﬂ i .;
: 2m (3.20)

1 método para la aplicacion del operador difiere un poco del caso mds sencillo de la

particula libre puesto que las reglas de conmutacion dejan de ser tan sencillas y ya no
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se puede aplicar un tratamiento como el que lleva a la ecuacién (3.12). Ahora, en lugar
de simplemente encontrar la conmutacion entre el operador en la expanencial con el ha-
miltoniano, tomaré el desarrollo de la exponencial en series de potencias del operador v
haré las multiplicaciones pertinentes, pero en lugar de hacer multiplicaciones términe por

término, utilizaré lo que a continuacién se desarrolla.
Primero, defino una funcion F(\) eomo sigue:

F()\) = S fre—iAS (3.21)

Luego, tomo la serie de Taylor de esa funcién alrededor de )\ igual a cero:
n i il
; bl ol
Pl = o | e 3.22
() ; ] (w),\__g i8-22)

Ahora vemos que, ya que H no depende de A,

.F}JF-' NG 5 iy & Vo " -
;)A = 6.’.}\5,!-_5}'_}'8—?;\.5 -_ (:.'..r\S Hr({ SE_,,\SJ
= e"—"\silﬁ'. hr] . 5
-}rFF vl s . ) e
= :5‘,\” 6“\‘5@” [‘jf‘ [9 lb‘. .- ‘UI”]( iAS (323]

Juntande las ecuaciones (3.21). (3.22) y (3.23) y tomando X igual a uno, se obtiene el
siguiente resultado que es muy itil para el cilculo (en particular el cileulo manual) de

los nuevos hamiltonianos:

. ) ;2 3
eSHe™S = H +14|S, I] + ;—,IS- S, H]| + f—}?[.s*. (S, [S. H]]) + ... (3.24)

Un punto importante a aclarar es que, siendo una sumatoria hasta el infinito dificil de
evaluar exactamente, se debe hacer un corte. La cuestitn es hasta dénde dejar correr
la serie. En el libro de Bjorken y Drell [6] se establece un término méximo a partir de
laenergia cinética, la potencial y la masa del cuerpo; se corta todo término de menor
valor que (energia cinética)/m” y (energfa cinética)(Energia del campa)/m?. Por ahora
solamente tomaré el pardmetro 1/m como criterio y despreciaré los términos de mayor
orden que (1/m)” (ya que 1/¢*m es una cantidad pequeia). La consideracion de un campo

relativamente débil serd (til mds adelante y serd entences cuando la aplique.
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Para el n-ésimo término tenemos n conmutadores, lo que significa que cada producto
de la multiplicacién tendrd S a la potencia n multiplicando a I1. Cada potencia de 5
aporta 1/m, entonces tengo (1/m)™. El hamiltoniano tiene para este interés, dos térmi-
nos: uno con m (mA3) y otro sin ella (¢ + ). Como sabemos, el conmutador de la suma
es la suma de los conmutadores, es decir que [A, B + C] = [A, B] + [A.C]. por lo tanto
el término menor en el pardmetro 1/m es aquél debido a m/3, siendo éste del orden n-1
en el parametro de corte. En conclusidn, si lo que se quiere es hacer el desarrcllo hasta
(1/m)", se deben considerar n 4 1 términos en la serie. En este caso. tomaré los primeros

cuatro términos en el desarrollo para ejemplificar la utilidad del método.

Haciendo simple dlgebra se obtienen los siguientes resultados:

3 L .2k
iS.H] = =94 . =] =730
J[ ] . 2m [#y2] m 1
i 392 1 1 ;
—18,[8H]] = —t———=[W,g]] — =t
3 e 1 ; 1
IS IS IS HIN = — ——=f+——08H [0, 8.¢
35[5'[5 |5, H]]] 6m?  6m? : 48?71'3'3[t 19, 19 ]l)
- 40’ -
[._S. [.5_. 1S, [.5, Hl]]] — (3.25)

A! 24m3

Con estos resultados se obtiene ¢l siguiente hamiltoniano transformado:

: - 71 1
H = f{m+—— ) 4e— 9, (0.2
) (m 2m 8?”'5> T [9: 18]l
3 Vad 1
— .| — —= + —=3149, ¥, 1.2 3.26
Q'm[; | 3Im:? l 48im? 1, 1 19 2]l L

En la referencia [6] desprecian el Gltimo término de la ecuacién (3.23) ya que es de menor
orden que el minimo establecido al principio de esta seceidén. Hasta ahora habia dejado
vivir ese término ya que surge naturalmente del calculo algebrdico del hamiltoniano, pero
a partir de ahora lo despreciaré como usualmente se hace. Al hacer esto, el hamiltaniano

translormado queda:

. 92 9!
— i o = £ i '[)_ '[}_.'-‘
H i(m g 87?13) —[0.[9.¢]]
B . J? P
P om0l Gt bR

Los términos del segundo renglén del hamiltoniano transformado son todos les términos
impares que sobreviven a la transformacion. Aqui aparentemente se eliminaron los impa-

res de las drdenes cero y tres del parametro 1/m. pero hay que tener en cuenta que se
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desprecid un término que es impar y de orden tres en el pardmetro,

Si identificamos términos, este nuevo hamiltoniano se puede escribir de la siguiente ma-
nera:

H =fm+&+9 (3.28)

Como deseamos eliminar los términos impares del orden uno del pardmetros, debemos
aplicar una transformacién mds. Para elegir el operador S simplemente seguimos la ténica
de la transformacion anterior. Esto es,
. —i3 —i3 [ 3 v -
§'=—10 = — | =] - — (3.29)
2m 2m \ 2m 3m-

De la misma manera que ‘dntes, el nuevo hamiltoni‘dno SC]'Ei-:
) el e A
H 4 == (")S H f('_" b (13.13{})

Para obtener los términos de esta nueva transformacion hace falta realizar muchos edleulos
algebriicos. En aras de ahorrarme estos cdlculos implementé un programa para calcular
los términos (detallado en el apéndice B). El resultado obtenido haciendo el corte segin
el criterio del pardametro 1/m y el criterio establecido al principio de esta seccién obtengo
el siguiente hamiltoniano transformacdo:

/

H" = pBm+é+ i[.-g"g’]
21

= pBm+& 4+ (3.31)

El objetivo de esto era ilustrar el proceso hasta orden tres en el pardmetro. por lo que
una tercera transformacion es necesaria. Siguiendo el mismo procedimiento se ohtiene el
siguiente hamiltoniano que, en principio, no contiene términos impares hasta orden dos
del pardmetro y el otro criterio de corte nos lleva a un hamiltoniano que no contiene

términos impares hasta orden menos tres de Ja masa. Este hamiltoniano es como sigue:

.19'3 'IEH I
H* =B |m+ ——-— | +e——[4,[9,¢ 3.32

' 2m  8m3 R 19 19, <] (3:32)
Este nueve hamiltoniano estd listo para ser utilizado con los términes pares e impares que
se tengan en un problema dado, que es lo que se hard en el capitulo 4 mds adelante. Un

enfoque distinto a este procedimiento se presenta en el apéndice B.
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Antes de continuar, reescribiré el hamiltoniano de la ecuacién (3.32) haciendo uso del
campo conservativo B, que es el campo asociado al potencial V. Para esto, analizo los

términos por separado de la ecuacién (3.32):

192 B (cr p)° . P
om 2m C9m
! pt I
= - 3.33
fim? [ ( )

Nétese que el operador p es un operador diferencial, por lo que para poder obtener los re-
sultados correctos utilizaré una funcién prueba cualguiera que llamaré . De esta manera,
los conmutadores estardn operando sobre la funcién prueba y los operadores diferenciales
generardn términos “extras”™. Con esto tengo que:

a-p,VIF = o p(VF)—-Va-pF

= (a-pV)F+ V(a-pF)—=V(a-pF)

= (a-pV)F (3.34)
[dentifico el término E = —VVy tengo:
[a-p,V]=ia B (3.35)
Finalmente, tengo que
lao - poia - B|F = ia - pla- EF) —ia - Ea - pl” (3.36)

Haré uso de la siguiente relacién, que es una generalizacién de la ecuacion (2.13) y que es

obtenida en ¢l apéndice A:

1
(o -A)(a-B)=A-B+ E(a % a)- (A x B) (3.37)
Para que el conmutador quede:
t ia - B t o6 K B e B L VB (3.38)
——la-p.ia- Bl = —5 -V 4+ ——s- L y 4+ ——=V B 3.38
gm- ! dm= 2-‘:3'1-5 B Sim=

Incorporando las ecuaciones (3.33), (3.36) y (3.38) en (3.32) obtengo el hamiltoniano

: b
transformaclo, que es :

2m  [m>

2 i :
(i 1 1
B =g V- . VXxE— s BRp————av«B B3
g m + 1 pp M sEs EXP - es E (3.39)

[Los términos extra en la ecuacién (51) de la referencia [6] aparecen por el hecho de que estan tratando
con un eampo eléctrico y su campo magnético asociado. En nuestro caso, el del oscilador armdnico, estos

términos no existen y los omiti desde el principio.
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Donde s es el operador del espin de la particula definido por
i a4
§=——0a X & (3.40)
1
Ahora bien, analizando los términocs que estdn en la ecuacién, notamos la presencia del
rotacional del eampo. Dado que estamos tratando con un campo conservativo (el del
oscilador arménico). este término se hace cero. Con esto, la ecuacién para el hamiltoniano

transformado queda:

2 |
o : P p s 1 = = R - i /
H = ,;j (m - ﬁ = W) | vV — 2??’12b -I0 % B — 8?!—_,-\_’ I (S.L”)

3.3. Transformacién para sistemas de N particulas

[l signiente paso es considerar la transformacion FW para un sistema de particulas. La
ecuacion (2.22) nos dice cdmo es ¢l hamiltoniano para dicho sistema. Ahora, si deseamos
aplicar una transformacién FW con el operador S, tendriamos que aplicar uno por cada
particula, es decir:

i -
H' =N eSv-1 1) " | ag - pg+ Mg + 52 Veu g o (3.42)

a=1 g=1
Ahora bien, dado que los momentos y las posiciones de las diferentes particulas son inde-
pendientes entre si (o bien, son medibles simultineamente) el operador S, conmuta con
H, para s # q, entonces, cada operador actia solamente sobre su hamiltoniano asocia-
do, por lo que la transformacién de la suma de los hamiltonianos de cada particula se

convierte en la suma de las translormaciones e cada particula, es decir,
H’rom! == H; } HE Fres=f Iffr (343)

Al aplicar transformaciones sucesivas al hamiltoniano como se hizo en la seccién (3.2),
el resultado sigue siendo el mismo, es decir. se siguen haciendo las translormaciones su-
cesivas sobre el hamiltoniano asociado a la transformacidn y el resultado es la suma de
los hamiltonianos de cada particula transformados cuantas veces se desee. Este sencillo

resultado serd de gran utilidad més adelante.

Nétese que el potencial, en general, depende de todas las coordenadas, asi que éste si se
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veria afectado por los términos cruzados que se generan en (3.42), sin embargo, estos
efectos seran de un orden mayor al especificado al inicio de este capitulo, por lo que esos
términos no son tomados en cuenta y el hamiltoniano transformado queda como la ecua-

cidn (3.43).

En la seccidn (4.2) se discute ¢l problema de dos particulas con un potencial de interaccion
entre ellas del tipo oscilador armonico. En ese caso, el término %Z(:_I Vi.q 8e convierte
simplemente en V', el potencial de atraccion entre las dos particulas. Adelantindome un
poco mencionard que de generarse los términos cruzados con ese potencial, el término de

menor orden en el parametro de energia del campo multiplicado por la energia cinética

F . : A5F T i . . 5 s . .
serd del orden de p*V, lo cual estd mas alld del orden considerado en este trabajo.



Capitulo 4
Problema de 2 cuerpos

4.1. Oscilador armonico

Consideraré en este capitulo el problema de dos particulas relativistas de masas igua-
les y espines iguales con un potencial de interaccion del tipo escilader armonico. En el
capitulo anterior se obtuvo el hamiltonianc transformado de un sistema de N particulas

con un potencial que solo depende de las posiciones relativas entre las particulas.

La interaccion entre dos cuerpos no tiene por qué ser del tipo del oscilador armonico;
en general, puede ser cualquier tipo de potencial, como el electrostdtico o el gravitacional.
Para justificar el uso de un oscilador arménico comoe potencial de interaccion considero
un potencial cualquiera V que tiene un pozo de potencial alrededor del punto ay, que es
un minimo relativo. Tomo el desarrollo en serie de Taylor de este potencial y obtengo lo
siguiente:
1% 2y .
V = V(zg)+ ‘i—l (& — xo) + % (22 — mg)*

qIg g

E. (4.1)

El término con la primera derivada del potencial evaluada en xy debe ser exactamente
igual a cero ya que 2g es un minimo de V. Por otro lado, si las oscilaciones alrededor del
minimo son pequenas, entonces los términos de grado mayor a 2 en (2 — ) se pueden

despreciar y finalmente obtengo que el potencial es de la forma:
Ve Vo + Cle — ag)” (4.2)

Dende C es igual a la segunda derivada del potencial evaluada en el minimo y Vj es el
potencial evaluado en el minimo. Si redefino el cero del potencial (a final de cuentas lo
importante y medible es la diferencia de potencial) y pongo @y igual a cera (cambio de
sistema de coordenadas, pero como ya se vio antes la ecuacién de Dirac es covariante

ante estos cambios) obtengo que V =~ ("z*, que es justamente la forma de un potencial
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de oscilador armadnico.

Es por esto que en la regién alrededor del minimo se puede aproximar cualquier po-
tencial con un pozo con el del oscilador arménico, que es lo que se hard en la siguiente

seccidn.

4.2. Hamiltoniano de un oscilador armonico

Es tiempo de introducir el hecho de que es un sistema de dos particulas. Para esto
considero lo siguiente: dado que la ecuacién de Dirac es covariante ante cambios de sis-
tema de coordenadas, realmente no importa en cudl sistema de la infinidad posible haga
las mediciones. la forma de la ecuacién y de los operadores sera la misma. Iintonces es-
cojo como sistema de referencia aquél en el que el origen estd en el centro de masa del
sistema. Cldsicamente. el movimiento del sistema como un todo, es decir, la traslaciéon
del centro de masa, no es de relevancia alguna por lo que la eleccidn de este sistema de
referencia no implica pérdida de informacion valiosa. Relativisticamente, lo que se hace es
tomar el centro de momento, que se mantiene invariante ante velocidades relativas entre
el sistema de medicién y el sistema del experimento. La ventaja de este sistema de refe-
rencia sobre cualquier otro reside en que. como las masas de las dos particulas son iguales,

el centro de momento se encuentra justo a la mitad de la linea que une a las dos particulas.

Si el sistema coordenado a partir del cual se estédn haciendo estas mediciones es el centro
de momento, se cumple que p; = —p2 = p. Para obtener el hamiltoniano del sistema sim-
plemente sumo dos hamiltonianos como el de la ecuacién (3.41), uno para cada particula

v. utilizando todo esto y el hecho de que el campo es la derivada espacial del potencial,

IS = —ipV. obtengo que el hamiltoniano del sistema bajo tres transformaciones sucesivas
F'W es:
w=gg(mr L2 )iv-Ls.m VB (4.3)
j = Zl T e, T T H X — 1 71
2m  8m? 2m- P~ m?

Donde S = s; + sy vy, ademas, utilicé F; = #2 lo cual, si bien es practicamente cierto,
formalmente no lo es, pues las 3s deben ser expresacdas en términos de los subespacios
vectoriales de cada una de las particulas. Para el propésito de este trabajo. basta con

considerarlas iguales y con esto la ecuacion (4.3) representa el hamiltoniano para este
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sistema en particular,

Hasta ahora lo inico que he dicho sobre el potencial es que debe ser debido a un campo
conservativo (lo cual estd hasta cierto punto implicito va que sélo los campos conser-
vativos se pueden escribir como el gradiente de un potencial). Es tiempo de hablar del

potencial en si. Como dije al principio de este capitulo, el potencial serd el de un oscilador

# o . 1 2 o . . 5 5 g 5
armonico, es decir, V' = %u;“m-r“. La razén para el factor 1/4 sera explicada un poco mas

adelante, en la siguiente seccion. Lo siguiente es, bdsicamente, derivar:

Ei = -E=E=-VV=—muw'r
viv ViV = j}-n-;,u” (4.4)

Con esto se puede obtener el hamiltoniano del sistema, que resulta:

£y

2 X 2 G
. P p 1 g g . W5 Jw »
H =28{m+——=—= ]+ -mw*r"+-—8S-L 4.

' (m | 2m 8?11.3) | TR I 4m I 8m (45)

El término L , el momento angular, aparece debido a su definicion, L = r x p. No hay que
olvidar que el hamiltoniano en la ecuacién de Dirac actiia siempre sobre un 4-spinor, es
decir, un vector columna con cuatro entradas, por lo que cada término del hamiltoniano
debe ser una matriz de 4 x 4. Ahora bien, el primer término tiene una 3 a su izquierda
que hace evidente esta caracteristica matricial, sin embargo, los demas términos parecen
ser simples escalares; no lo son. Cada uno de estos términos estd implicitamente acom-
panado de una matriz unidad de 4 x 4, excepto el término S- L, cuyo cardcter matricial yva
estd explicito. Ademas, recordando lo dicho en la seccién 3.1, sélo estaremos trabajando
con las componentes de arriba (o las de abajo) de la ecuacion de Dirac y, segin la ecuacion
(2.6), esto implica tomar la matriz unidad de 2 x 2. la cual quedard de manera implicita
en el hamiltoniano. De desearse trabajar con las componentes inferiores del 4-espinor. s6lo
habria que tomar la matriz unidad y multiplicarla por menos uno, ya que las componentes

inferiores de 3 son negativas.
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4.3. Ispectro de energia

Lo siguiente sera hacer dos cambios de variable con la finalidad de obtener un término
familiar cuyos elementos de matriz son conocidos, Estos cambios de variable son los si-
guientes:

. s—h = ey o F '{1'6
# ma.-;p’ & < ( )

Los cambios de variable, si bien alteran las unidadeg de los operadores (agregando un
1/eV a cada término), dejan las matrices de los operadores con la misma forma que los
operadores anteriores. Haciendo estos cambios de variable y un poco de algebra se llega

al siguiente hamiltoniano:
& w? ws
(2 o f) 281 ' (4.7)

3w
4m 16m :

B =9
» fm 2

Y fue justamente en esa dlgebra que el factor 1/4 en el potencial muestra su utilidad
puesto que sin él no se habria llezade a los dos términoes en el paréntesis y no es ninguna
casualidad que estos términos sean iguales al hamiltoniano de la ecnacién de Schrodinger
para el oscilador armoénico cuyos eigenestados v elementos de matriz son bien conocidos.
Estos son[7):

Yo oy 4 3
= (n" +p°) In.l) = (2?1 + 1+ ;) |12, 1) (4.8)

El término 8- L no es mas que el término de acoplamiento espin-érbita. Los elementos

b

para este operador se pueden obtener de la siguiente manera |5, seccién 31, pg. 99):

Primero consideramos el siguiente producto escalar:
(S+LP =5 +L*+25 L (4.9)

Sabemos que el momento angular total de una particula es la suma de su momento angular
orbital y el espin, es decir, J = 8 4 L, entonces el lado izquierdo de la ecuacién anterior
no es mas que el momento angular total al cuadrado. Despejo el wltimo término del lado
derecho para obtener la siguiente identidad:

S-L=g ()-8~ 1% (4.10)

Los operadores del lado derecho tienen eigenvalores[3| conocidos. como cualquier cantidad
de “momento angular”, que son §(j + 1), s(s + 1) y {({ + 1), respectivamente, por lo que

tenemos que se cumple lo siguiente:

S - Lin !y = % GGG+ 1) —s(s+1)—I(l+1))|n,1) (4.11)
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Los primeros dos términos de la ecuacion (4.7) son escalares, por lo que no representan
problema alguno, entonces lo ltimo por determinar para poder convertir el hamiltoniano
en una matriz numérica es el Gltimo término de esta ecuacién. Para obtener la contribucién
de 74 a dicha matriz, primero hago la siguiente separacién introduciendo el desarrollo de
la unidad:

('l inly = Y @Ux® ") (0" |77 ) (4.12)

HIH'PH
Sin embargo, debido a que el operador #° no cambia el momento angular [ del estado, de
la sumatoria sobre ¥ el dnico término que contribuye es el de [ = [, dejando solamente:

(0l |nl) = Z (n'i|x>

.”J'!

n”1) (" 1|7 |nl) (4.13)

Los elementos de matriz del operador 7 los obtengo como en [4]: a partir del hamiltoniano

del oscilador armdnico H,, = 3 [p +r* ), obtengo:
P'} = 2z — P? (411)

Los elementos de matriz del hamiltoniano del oscilador arménico son bien conocidos y
los del operador r® vienen en el libro antes citaclo, los cuales se obtienen a partir de las
funciones de onda del oscilador armédnico resolviendo las integrales pertinentes (apéndice

(). Los elementos buscados estan dados por

('l |nl) = nln+l4 1/2)0w 01

!'(2” +1+ 3)’!2)‘5?1’,?1

++/(n+ D)0+ 1+ 3/2)8u 1 (4.15)

Aqui se hizo uso de la ortogonalidad de los eigenestados del oscilador armdnico. Los
elementos matriciales del operador #* se obtienen mediante la multiplicacion de dos can-

tidades como las de la ecuacion (4.15) y son:

Wlrinl) = nln—1)(n+1+1/2)(n+1—1/2)6pns
+(an+ 214+ D)/n(n+ 1+ 1/2)8, 01
+{(2n + 1+ 3/2)(2n + 1+ 5/2) + 2n(n + [ + 1/2)|0w »
+(dn+ 20+ 8) v/ (n+ 1)(n + 1+ 3/2)8 i1
v+ D+ 2)(n+1+3/2)(n + [ +5/2)8, nsa (4.16)
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Con los resultados de las ecuaciones (4.8), (4.10) y (4.16) se obtienen los elementos de
matriz del hamiltoniano de la ecuacion (4.7) utilizando los eigenestados del oscilador

arménico de la ecuacidén de Schrddinger.

4.4, Meétodo perturbativo

En la seccion anterior abtuve los elementos de matriz del hamiltoniano transforma-
do utilizando los eigenestados del oscilador arménico cudntico conocido. A continuacién
trataré ese hamiltoniano como el hamiltoniano del oscilador armdnico con un término de
menor orden, el cual consideraré como una perturbacion al sistema conocido. En otras

palabras, tengo la siguiente ecuacion:

3w G W
B =0 e il e s Do = B (4.17)
Bm. 4 16

La justificacion para esto viene de recordar que se estdan usando unidades tales que ¢ =
h = 1, entonces el pardmetro £ realmente, en unidades no naturales, es Eé"ﬁ que es una
cantidad pequena, entonces, en efecto, el término K es pequeno comparado con los de
Hys. Ahora aplicaré teoria de perturbaciones hasta segundo orden, ya que este término es
de grado 3 en el pardmetro =, que hasta ahora ha sido uno de los dos criterios de corte
de las series. Los primeros dos drdenes de la correccion a la energia son (ecs. 38.6 y 38.10

de [5. usando diferente notacion|):

(nl| K [n'l
H') = il Kinty, H'S) Z Ll

4.18
: Fﬁ’f’ ( )

Como en la referencia citada, la comilla en el sfmbolo de la sumatoria significa que el

término [ = I/, n =n' se omite de la sumatoria.

Al aplicar la K de la ecuacién (4.17) obtengo que:

) = f— GG+ 1) = s(s41) — (L + 1)]
&m

_.l_,“: ! 3 , 5 i ) 1 i
. {(2:1 + 14+ 5) (Zn + L4 E) 4+ 9n (?r 4 74 §)J (4.19)

La correceion a segundo orden presenta un poco mas de dificultad. Analizaré esto por
partes. Primero que nada, los términos de la ecuacion (4.11) tienen un 8, .07 por la

ortonormalidad de las funciones de onda, por lo que los dnicos términos que sobrevivirian
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de sumar sobre tades los n' y ' serian cuanda n = o

v L=, pero segin la ecuacidn
(4.18) esos términes no estdn en la sumatoria, por lo gue tode ol térniino de' 8+ L que-
da fuera, Con esto, solamente quedan los elementos de 7% en juego. Ahora bien, como
mencionéd antes; el operador =%, al actuar sobre los estados del oseilador, no altera de
ninguna mapera el estado del momento angular orhital, per lo que existe una buplicita
dp - Esto no es ningilin problema siempre y cuando se omita de la sumatoria el término
i = 7', lo gque significa que el tercer renglon de la ecuacion (4.16) gqueda fuera. Los otros
cuatro erminos (o renglones) son los dnicos que sobreviven para conforimar la correceion
a segundo orden; es decir que la sumatoria que tedricamente es hasta el infinito sobre
todas lag n' se reduce a enatro térninos (dependiendo del valor de 1) que son aquélios
en los que n’ difiere de n por £2 y 1. Juntando lo vecién dicho v las ecuaciones (4.8) y

(4.16) obtengo la correceion a segundo orden de la energia;

i3 b :
2 5 Lo PR I O ?. R -1- ‘g
B e (_:n 414 E) [ﬂn (n—f [} 2) (4.20)

+2 (2-:?. b g-) (E'ﬂ o 44 l:jl_)]

Sumando las correceiones a la energia v pasando las constantes al lade dereche de la

ecuacion (4.17) oblengo:

G . 3 __:y‘"j - x
E = 29 4 — +,=..(2n+i }'g) f Em_!;(_fl 1}—(s + 1) = &{{ + 1]}

SR ) BN B -
16m [("” i 3) (-?ﬂ 1 rg) b 2n (m I 2)]

Ln:s ; 2 ] i ; 5 11 ‘l
e (2:?? Bk 5) {g” (ﬂ o LE) 2 (2”""’! T §> (2?: il T)J

(4.21)

A partir de esta dltima ecuacién se puede obtener el espectra de enevgias de un sistema
de des. cuerpos con masas iguales y momentos angulares totales S.L y J. Para hacer
esto es necesario obtener un valor para el pardmetro libre w. Esto lo haré de la siguiente
manera: tomareé los datos experimentales [9] para los valores de las masas de los estados de
decaimiento del botlonium (sistema conformada por un quark botfom y su antiparticula) e
igualaré estos datos al espectro de energia de la ecuacidn (4.21) con los nimeros cudnticos
adecuados v con esto podré obtener valores numéricos para w. Esto se hard en el siguiente

capitulo.



Capitulo 5
Aplicacion al bottonium

y charmonium

5.1. Sistema fisico

En este capitulo se aplicard el modelo desarrcllade en los capitulos anteriores a un

sistema [isico bien determinado.

El modelo estindar clasifica las particulas existentes en dos grupos basicos: leptones y
quarks que son particulas elementales, y los hadrones que son particulas compuestas, que
a su vez estan divididos en mesones y bariones. Entre los quarks se encuentran los cons-
tituyentes de los sistemas que se estudiardn en este capitulo. Los quarks de tipo charm
y bottom sen el tercero y el segundo mas pesados. respectivamente, sélo superatlos por el
quark tipo top. La interaccion entre d 0 quarks es mayormente del tipo Fuerte, estudiada
por la QCD ( Cromodindmica eudnlica por sus siglas en inglés) y cuya forma exacta va

mas alla de la intencion de este desarrollo.

Los hadrones, clasificados en mesones v bariones, son particulas compuestas de dos y
tres quarks. respectivamente. Los bariones son los mas ampliamente discutidos, pues en-
tre ellos se encuentran los protones y neutrones. Los mesones, por otro lado, incluyen
sistemas de dos quarks como el charmonium y el botlonium, que estdn compuestos de un

quark v su antiparticula.

En este capitulo se aplicara el modelo desarrollado en los capitulos anteriores a los sis-
temas de dos particulas botlonium (bb) y charmoniwin (¢€). Estos son sistemas de dos

particulas acopladas, que se atraen mutuamente a través de algin potencial cuya forma

29
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exacta es, hasta donde nos concierne, desconocida. El bottonium consta de un quark del
tipo beltom y su antiparticula: el charmoniuwm consta de un quark del tipo charm y su

antiparticula.

Dependiendo de los nimeros cudnticos que el sistema tenga. tendrd un nombre. Asi,
el sistema bb es llamado T(15) cuando sus nimeros cudnticos sonn = 1,1 =0, j = 1,
pero el mismo sistema es llamado ,(15) si, en lugar de j = 1 se tiene que j = 0. Los

nombres para los diferentes modos de los sistemas bb y ¢ se encuentran en [9).

Tanto el bottonium como el charmonium son conpcidos como resonancias. Son sistemas
con tiempos de vida muy cortos, mucho mds alld de la resolucién de los experimentos
actuales, por ello solamente se pueden detectar indirectamente. Por si fuera poco. tam-
bién tienen energias muy altas, lo cual hace dificil su creacidn en ambientes controlados.
Histéricamente, el charmonuuwm, con masa menor a la del botloniwm, fue detectado prime-
ro. Esto sucedié al colisionar electrones y positrones (experimento lidereado por Burton
Richter [11]): se encontré que sin inmportar las particulas detectadas después de la coli-
sion, habfa un pico en la seccién eficaz y este pico estaba siempre alrededor de una energia
dada. Estos descubrimientos fueron obtenidos simultdneamente por un grupo a cargo de
Sam Ting [10]. La interpretacién final a este fendmeno fue la aceptacién del pronosticado
quark charm (ligado a su antiparticula). Detrds de esto se encuentra la manera indirecta
de medir las propiedades de la resonancia; el charmoniwm es un estado intermedio en un
decaimiento. Cuando interactiian electrones y positrones, éstos forman un estacdo interme-
dio, el charmonium, el que a su vez decae a los constituyentes (ltimos que se detectan, La
manera mas probable de que la reaccién deseada ocurra es que los pares electrén-positrén
tengan una energia igual a la del charmonium v de esta manera se formen las resonancias

¥ es por esto que en la grafica de Energia vs. Seccidn eficaz hay un pico.
La figura 5.1 es una grafica tipica de Seccidn eficaz vs. Energia obtenida a partir de
los datos de los experimentos de 1975 y 1976 de Burton Richter y Sam Ting donde se

observa una particula (resonancia) que habia sido predicha teéricamente anos atras [12].

Como mencioné antes, los distintos estados o resonancias del bottoniwm estan nombrados
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Figura 5.1: Seceién eficaz vs. Energia del experimento de Burton Richter. Las tres dife-

rentes grdficas (imdgenes originales del articulo publicadus en 1974) corresponden a los

tres tipos de estados finales mds comunes detectados en el expertmento. En cada una de

las grificas se observa el mismo pico a la misma energia, lo cual es un indicador de una

resonancia. A esta resonancia le llamaron J/1, que es uno de los estados del charmonium.

dependiendo de sus nimeros cudnticos. La figuras 5.1 y 5.1 [9] son esquemas en los que se

ubican todos los estados del bottonium y el charmonium, asl como sus numeros cuanticos.

Las flechas entre los diferentes estados sefialan un posible decaimiento.
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Figura 5.2: Distintos estados del bottonium

5.2. Prediccion del modelo

En el capitulo anterior obtuve una expresién para el espectro de energia para un siste-

ma de dos particulas acopladas con la misma masa y espin paralelo. Establecidas la masa

y la energia del sistema, queda el pardmetro libre w. Utilizaré datos experimentales para

obtener valores numéricos para w. Para hacer esto tomaré los estados de decaimiento de

algun sistema que satisfaga los criterios de masa y espin y ajustaré la w para las energias

de dicho sistema.

Como se puede observar en la ecuacién (4.21), la ecuacién que se obtendria dados E

y m seria de grado 3 en w, lo que significa que existen tres soluciones. Hay que recordar
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Figura 5.3: Distintos estados del charmonium

que w representa la frecuencia de oscilacion del sistema acoplado, por lo que para usar
algtin valor dado debemos asegurarnos de que respete el significado fisico. Por esto, las

soluciones vilidas son aquéllas que son reales y positivas.

5.2.1. Bottonium

La masa del quark bottom es de m = 4.7GeV vy haré comparaciones de las energias
experimentales con mi espectro de energia tedrico. De esta manera encontraré una ecua-
cién cubica para w y la resolveré utilizando el software Mathematica. Como se verd un
poco mas adelante, todas las ecuaciones me daran tres tipos de soluciones: una negativa,
una cercana a cero y una positiva (alrededor de 1). Obtendré el promedio de todas las
negativas, todas las cercanas a cero y todas las positivas y utilizaré esos tres promedios
para ver cudl se ajusta mejor a todos los datos experimentales para determinar asi cual
de ellos es el mejor v utilizar este valor para otros modos del mismo sistema del bottonium
para poner a prueba la validez de este modelo. Un ejemplo de estas ecuaciones ciibicas en

w a resolver es la que sigue, que representa a la resonancia YT (15), con niumeros cudnticos

1011 (nljs):

T

0 = —0.0603 + — — 0.1695w* — 0.5570w* (5.1)
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A continuacidn presento una tabla con las soluciones a cada ecuacidn cibica asociada con
los estados T. caracterizados por su momento angular total j — 1 (todos los datos estdn

en GeV):

Modo Soluciones a la

ecuacion Cubica en w

T(18)  -2.6715 0.0172 2.3199
T(2S) -1.8146 0.1151 14436
T(3S)  -1.3658 0.1313 1.0316
T(48)  -1.0936  0.1295 0.7985

Promedio -1.7363 0.0982 1.4059

La razén para usar los promedios en lugar de cualquiera de los valores es que el ajuste
es malo con cualquiera de esos valores, sin embargo, con el segundo promedio, es decir el
de w = 0.0982GeV se obtienen valores mds precisos para todas las energias. De cualquier
manera, a continuacion se presentan las energias obtenidas a partir del uso de cada uno de
los promedios de w que son fisicamente aceptables; el primer promedio, que es negativo,
no es fisicamente aceptable ya que w representa la frecuencia de oscilacidn que no puede

ser negativa, Todos los datos estan presentados en GeV.

Valores de w OF = Bty — Eeup

Modo  0.0982  1.4059 Experimental 0.0982  1.4039

T(1S) 9.7415 12.4376 9.4603 0.2812  2.9773
T(2S) 9.9330 103472 10.0232  -0.0902 0.3240
T(3S) 10.1215 3.5309 10,3552  -0.2317  -6.8246
T(4S) 10.3064 -9.6159 10,5794  -0.2730

Claramente se ve que el mejor ajuste se logra con w = 0.0982GeV con una desviacién
maxinma de ,2815GeV para el modo T(LS), lo cual es una aproximacion bastante buena
(en [9] se reporta un error experimental global de +0.00026GeV para dicho estado), es-

pecialmente considerando la simplicidad del maodelo utilizado.

Ahara, teniendo el valor numérico para w = 0.0982GeV a la mano, lo siguiente es probar
este valor con diferentes mimeros cudnticos del sistema bh. Los resultados de estas pruebas

se muestran en la siguiente tabla:
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Modo  Modelo Experimental or:
xeo(1P)  9.8373 9.8594 -0.0221
xo1(1P)  9.8378 9.8027 -0.0546
ve(1P)  9.8383 9.9122 -0.0739
vwo(2P) 10.0274 10.2325 -0.2051
xs1(2P) 10.0279 10.2554 -0.2275
vpe(2P)  10.0284 10,2656 -0.2402

Coomo se puede observar, los resultados de energia obtenidos a partir del valor w =
0.0982CeV resultan ser bastante aproximados a los datos experimentales (en [9] se reporta
un error experimental global de £0.001GeV para dichos estados), lo cual es indicador de

que el modelo funciona.

5.2.2. Charmonium
[ esta seccidn se aplicard el mismo procedimiento que en la seccién anterior al sistema
. La masa del quark tipo charm es de m = 1.108GeV. A continuacion se muestran los

valores obtenidos para w a partir de los modos j/¢(1S5), ©(25)me(15) ¥ 16(25):

Modo Soluciones a la ecuacion Cubica en w

J/0(18)  -0.7229  0.3255-0.1247i 0.3255+4-0.1247i
W(28)  -0.5065 0.2231-0.1681i 0.223140.1681i
ne(18)  -0.7122  0.3202-0.0665i 0.3202-1 0.0665i
7.(28)  -0.5041  0.2219-0.1630i 0.22194-0.1630i

Coomo se puede observar, ninguno de los valores obtenidos a partir de este método son
itiles ya que no estdn de acuerdo con el significado fisico de w. El problema con esto
ser4 discutido con més detalle en la siguiente seccién, donde se discuten las limitantes del

método utilizado.

5.3. Limitantes del método

Este método para obtener el espectro de energias de un sistema de dos particulas
presenta ciertas limitantes. Es de esperarse, entonces, que haya ciertos sistenias para los

cuales no arroje buenos resultados.
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La primera fuente de error que debemos ver es el corte de términos. Como se ha es-
tado mencionando desde capitulos atrds, se aplicaron tres criterios de corte. Uno de ellos
es el de la masa: todos los términos de orden mayor a 3 en el pardmetro L/m fueren cor-
tados del hamiltoniane después de aplicar la primera transformacién I'W y también con
las sucesivas, Este criterio de corte es aplicable siempre v cuando la masa de un cuerpo
sea grande. so de grande es relativo; depende e lo que se desea medir v de la resolucién

del experimento utilizado para medirlo.

En este caso en particular, lo que deseamos “medir” es la energia total del sistema. Si
tomo como ejemplo el estado ¥(18) del bottoniwm, entonces la energia es del orden de
9 GeV. La masa del gquark tipo bottom es de 4.7 GeV, lo que signifiea que 1/m es un
pardametro pequeno con respecto a lo que se desea medir. Mas aun, ¢l pardmetro w/m,
que termina siendo el eriterio de corte a final de cuentas, también es pequeno con respecto

a la energia que se desea medir.

El problema surge cuando se desea estudiar un sistema como el eharmoniym. La ma-
sa del quark tipo charm es de 1.108 GeV de tal manera que 1/m ~ 1, entonces los errores

al no considerar les términos de orden mayor son muy grandes,

Para ejemplificar esto consideraré el estado base (n = 1,j = 1L = 0,s = 1) de un
sistema de dos particulas de masa m y energia medida experimentalmente £. Como men-
cioné al principio de este capitulo; el espectro de energia, cuando es comparado con datos
experimentales, resulta en una ecuacion enbica en w. En general, uno puede obtener esta
ecuacion cibica que ain dependa de la energia del sistema v de la masa, de tal manera que
se termina con una ecuacion glm, E,w) = 0 que puede ser aplicada a cualquier sistema

de masa m y energia E. En el caso del estado base. la ecuacion ciibica es como sigue:

Tw Blw?  1575.°
2m —~ E 4 — — = — = [ 5.9°
2 G 128im*= 0 (D )

Para el caso del charmonium, E = 3.0969CGeV y m = 1.108GeV. En la figura 5.3 se
, bresenta Iy, erdficy nara el casa.del,ebarmenden Ll se ve g e esiat veuacoil so-

lamente tiene un cero y es en los negativos, por lo que no es de utilidad fisica. Los otros
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dos ceros estdn en el plano de los complejos, como se demostré en la seccién anterior.

1 =i+ S 0 4 )

Figura 5.4: Ecuacidn cibica para el estado base del charmonium. Los ceros de la grifica
representan los valores de w para el sistema en cuestién; los ceros que estdn en valores
negativos del eje x no tienen valor fisico ya que w es una frecuencia. Aquellas grdficas que
no tienen tres intersecciones con el eje x representan sistemas que no se pueden describir
mediante este método. El charmonium, con su masa de m = 1.108GeV y energia para el
estado base de £ = 3.0969GeV tiene una grdfica perteneciente a este grupo; existen ires

soluctones: una negativa y dos complejas.

Las figuras 5.3 y 5.3 representan las curvas para las masas del bottonium v charmonium
respectivamente. En el caso del bottonium solamente se encontraran soluciones fisicamen-
te adecuadas para la ecuacién de w para energfas entre 0 y 12.4455GeV. Si la energia es
mayor que eso, la unica solucién real serd negativa. En el caso del charmonium el valor

limite de energfa es 2.9339GeV, a partir del cual no existen soluciones validas.
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1

Figura 5.5: Curva perteneciente a la ecuacidn cidbice asociada a la Tesonancia Y(1S) del
bottonium,), pero con la energia E igual a cero. De esta manera se ve que el punto mdzimo
de la curve es igual a 12.4455, el cual es la cota mdzima para lo energia del sistema a
describer. El bottonium tiene energias menores a ese valor, por lo que este método siempre

arroja resultados aceptables.
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Figura 5.6: Curvae perteneciente a la ecuacion cubica asociadae a la resonancia J/¥(1S)
del charmonium, pero con la energia E igual a cero. De esta manera se ve que el punto
mazimo de la curva es wgual a 2.9389, el cual es la cota mdzima para la energia del
sistema a describir. El charmonium tiene energias que son mayores a este valor, incluso

en el estado base, por lo que este método no sirve para describir este sistema.



Conclusiones

Durante el iltimo capitulo se puso a prueba el método que se desarrolld primordial-
mente en el capitulo 4. Los resultados obtenidos a partir del ajuste en el caso del botto-
niwwm fueron bastante satisfactorios, obteniendo errores que, si bien son algunos érdenes
de magnitud mayores que el error experimental, pueden ser de utilidad como un modelo
semi-cuantitativo para la prediccion de nuevas resonancias de un sistema del tipo quar-

konium.

Il método presentd sus limitantes, discutidas ampliamente en el dltimo capitulo v que
estan relacionadas mayormente con el hecho de que se estd tomando un nimero finito de
términos en una serie que se extiende hasta el infinito. Las limitaciones son muy claras
v se deben especificamente a dos [actores: la energia de la resonancia en cuestién y la
masa del sistema que se estd tratando. De cumplirse ciertos requisitos sobre estas dos
cantidades, el modelo presenta resultados fisicamente aceptables y, al menos en el caso
del bottonium, aceptablemente precisos. De no cumplirse esos requisitos, los valores que se
obtienen para el parametro libre de interaccién carecen del significado fisico que se le ha
dado cdesde un principio, por lo que son inaceptahles. Claramente el sistema botlonium,
en todas sus resonancias, cumple con los requisitos y el charmonium no, por lo que el

modelo sélo pudo ser aplicado satisfactoriamente al botionium.

El modelo desarrollado hasta antes del capitulo 4 puede, en principio, ser aplicado a
cualquier tipo de sistema que se desee, en particular dada la implementacién del pro-
grama para obtener el numero de términos deseado en la expansién del hamiltoniano en
potencias de 1/m, pero el tratamiento matemédtico requerido para la obtencién de los
eigenvalores del hamiltoniano resultante va mas alld de la intencién de este trabajo. El

modelo, sin embargo, estd ya desarrollado y con eficacia probada en ciertos casos.
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Apéndice A
ldentidad vectorial para el

producto (- A)(a - B)

En este apéndice se muestra que
1 _
(a-A)a-B)=A-B-+ ;j(af X a)- (A xB). (A.1)

Para mostrar que esta identidad [3] se cumple, utilizaré las matrices de Pauli o, que se

relacionan con las matrices o en (2.5). Estas matrices satisfacen la signiente relacién:
OiT; = €0k + 0jj (A.2)

Notese que al sumar la ecuacién anterior con una de la misma forma pero con los indices
¢ y j intercambiados se llega a las relaciones de conmutacién conocidas para las matrices

de Pauli y que también son satisfechas por las matrices a en (2.3).

Dado lo anterior, comenzaré por reescribir el siguiente producto:
(g ’ A)(‘T : B} - (Sij(}iAjomume.Bn = O-éj()mn.&i.amAJ'BR (’_\3)

Esta dltima igualdad se cumple si los operadores A y B, o mds bien. sus componentes,

conmutan con las componentes de o. Substituyendo (A.2) en la ecuacién anterior obtengo:
(‘T % A)(‘T ’ B) = 5!-3'6”:.“ ("‘teimkd‘k T fsf.??}.)AjBn (:\4)

y al operar las deltas [uera del paréntesis obtengo la siguiente relacién
(c-A)(e-B)=A -B+ic- (A xB). (A:B)
Ista expresién es practicamente (A.1), salvo que necesitamos escribirla en términos de
las matrices a. Para ello, tenemos que analizar el lado izquierdo y el segundo término del
lado derecho de (A.5). Considerando que de la relacién entre las o y las o dada por (2.5)

podemos ver que

;05 = 0051, (A.6)

11
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entonces el producto (a - A)(a - B) sustituye a (o+ A)(o - B) en un espacio mds grande
indicado por la matriz unidad.

Por otro lado, podemos ver que:
(ﬂ’ X Cl');‘. = Eijkdfaj‘ (:\?)
donde podemos usar (A.2) y (A.G) para tener

(Q‘ X Ci‘);;-_ = Efﬂ;ff;()‘jl
= €ijk(i€ijq04 + 0i5)1

2-‘3'0";..1, L\ﬁ)

donde se utilizé la identidad:
CijkCimg — fi_;r'm 6&:({ 3 fsjq(sm.k: (1\9)

Con esto, podemos ver que la identidad (A.3) puede ser escrita como (A.1), queesla
utilizada en el capitulo 3. Por otro lado, cuando A y B son el mismo vector su producto

cruz es igual a cero y se recupera la identidad de la ecuacién (2.13)



Apéndice B
Programa de manipulacion

algebraica

Utilizaré un programa computacional para obtener el resultado de la ecuacién (3.32)
de la seccién 3.2. Usaré FORM [8], un lenguaje de programacion desarrollado para su
implementacién en Fisica de Particulas pero cuyas operaciones simbdlicas son de gran
utilidad en esta seccidn. El compilador para este lenguaje al igual que un manual para su

uso se pueden encontrar en [8].

Desarrollé un programa que genera todos los términos de la multiplicacién (3.24) has-

ta el término deseado en la expansién. Este programa se incluye mas adelante.

Utilizando este programa obtengo todos los términos de la sumatoria. A continuacién
presento estos términos hasta orden 3 en el pardmetro 1/m: pese a que el programa ge-
nera términos de mayor orden, éstos no son correctos debido a la manera en la que el
programa fue hecho. Si se hace el programa para generar los términos hasta orden n en
el parametro 1/m, para que éstos sean correctos el programa genera algunos términos de
orden n+ 1 que, al ser multiplicados por el término gm del hamiltoniano sin transformar
terminan sumandose a los términos de orden n. El problema es que al multiplicar estos
términos de orden n + 1 por el término a-p + V al final quedan algunos términos de
orden n + 1, pero para que el coeficiente de 1/m™ ™! quede completo, hay que considerar

los términos de orden n + 2. v asi sucesivamente.

Los términos generados después de la aplicacién de una transformacion FW, equivalentes

43
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en principio a la ecuacién (3.27), son:

Hl = g(=3)*(1/48%bxV x JxU — 1/16xb*xJxV xU
— 1/A8xbx JxUxV +1/16xbxUxV xJ —1/8xbxU xU)
+ g(-2) % (=1/8xV«U+1/4xJ+VxJ —1/3xJ*xU—1/8xU V)
Fog(—=1)*(=1/2%bx V*J +1/2%bx T+ V +1/2xbx U)
+ g(0) * (—J)
Eog(1) = (b)

En este programa, la funcidén g(n) representa a la masa y la potencia a la cual esta ele-
vada, g(n) = m™. E1 representa [/, U — p*, J = a-p y b= 3. De esta manera se puede
observar que este resultado es el mismo que el que se obtiene a mano, en la ecuacion

(3.27), mas los términos que en esa ecuacion fueron omitidos por los pardmetros de corte.

La ventaja de este programa es que se pueden obtener los términos hasta el orden deseado
en el parametro 1/m para obtener mayor precision en los resultados o para la implemen-
tacion en sistemas de masas mas pequenas. Ademds, de ser necesario. se pueden realizar
mas transformaciones F'W hasta eliminar todos los términos impares cdel hamiltoniano

hasta el orden deseado en el parametro de masa.

A continuacién presento el programa en lenguaje FORM:

Funetien A,B,C,V.J,b,1:
CFunction g;
Vector a,p;

Symbol t,n,m,i,w;

0ff statistics;

Local 8§ = sun_(1,0,4, (1/fac_(1))*({b/2)xg(-1)%J)"1) ;
Local 81 = sum_(1,0,2,(1/fac_(1))*(1/2*%bxg(-1)*(b/2*xg(-1)*

* (J*V-Vx]J)-J*p~2/3xg(-2))) "1);
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Local 52 = sum_(i,0,1, (1/fac_(1))*((g(-4)*(-1/8%V*V*J*p*p
+ 1/8%VxJxVkp*xp + 1/6*Jxpxp*p*p — 1/8*J*V* Vip*p
+1/8%IxVJxV4T) + g(—3)*(5/12%b*V+J*prp — 5/12%b+J+Vsp*p )

+g (=2) * (1/4%VkVs] — 1/2+V*J*V + 1/4%J*¥V%V)))"1);

Local [-S] = sum_(i,O,&,(l/fac_(i))*((—b/2)*g(—l)*J)*i);
Local [-S1] = sum_(i,0,2,(1/fac_(i))*(-1/2+b*g(-1)*
* (b/2%g (~1) * (J*V-V*J) -J*p~2/3%g(-2)))"1) ;
Local [-S2] = sum_(i,0,1,(1/fac_(1))*((-g(-4)* (-1/8*V*V*JI*p*p
+ 1/8%VkJxVkpkp + 1/6%J*pxpkpxp — 1/8%IxVx Vkp*p
+ 1/8xJ*VkJ*V%]) + g(-3)*(5/12%bxVxJI*pxp — 5/12%b*J*Vxp*p )

+g(=2) % (1/4%V¥Vx] — 1/2%V*J*V + 1/4%xJxV+V)))"1i);

Global H = J+b*xg(1)+V;

ke 35 s s s sk ok o sk sk spe sk sk s sk o sk s e s sk e ok st sk st o o ok kK sk ok R R RO R

Global H1 = S*H*[-5]:

repeat;

id g(n?)*g(m?) = g(nt+m);

endrepeat;

id g(t?1{1,-1,-2,-3,-4,-5,0}) = 0

repeat;

id P2 =1,
1d Ux] = J*U;
id b°2 = 1;
id Uxb = bxU;
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I

id J#b =ikl

id V*b

b*V;

endrepeat;

Bracket g;

Primt Hi;

Print 53

.sert

3K 3K 3K K 3 3K K K KR 3K KR K KK K KO K K R R R ORKOR KRR ROk R ROk Rk kR ok sk ok Rk ok
Global H2 = S1xH1x[-S1];

repeat;

id g(n?)*g(m?) = gln+m);

endrepeat;

id gle241,-1.2.,-8,-4,-5,0%) = 0Q;

repeat;

id J°2 = U;
1d UxJ = J%U;
id b™2 = 1;

id Usb = b*U;

id J*b

Il
|
o
#
&

id V#b = b#*V;

endrepeat;

Bracket g;

Print H2;

.s0rt

sk o s sk o sk o o sk sk s o s ok ok s ok ok ok ok ok o ok ook sk sk ok sk ok s ok okok R sk ok ok

Global H3 = S2xH2x*[-32];
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repeat;
id g(n?)*g(m?) = g(n+m);

endrepeat;

18 gCEri1,-1,-2,;8,~4,~5;0}) = 0;

repeat;

id I 2 = U3

id UxJ = JxU;

id b2 = 13

id Usxb = bx*U;

id J*b = -b%];
id Vb = b#*V;

endrepeat;

Bracket g;
Peint H3;

Bort

Una breve explicacion de los términos del programa: J representa « - p, b representa /3,
V es el potencial, U = p*; la razén para esto ltimo es que, al definir p como vector,
p° es un escalar v el programa supone que lo puede conmutar con cualquier cosa, lo que
resulta en términos incorrectos. Los demds son sélo cambios para facilitar la escritura del
programa. La funcién g(n) representa a la masa, tal que g(n) = m™, y esto lo hice para
al final de cada proceso poder utilizar el comando Brackel g, lo cual me permite obtener

un resultado en pantalla mas sencillo de leer.

Una vez aclarada la notacién, sigue explicar los pasos del programa. Lo primero que
hago es declarar los vectores S, que representan, quiza un poco confusamente, al opera-
dor ¢/, segiin la notacién de este trabajo. Las distintas S representan los distintos pasos

de la transformacién, de tal manera que S2 representa la tercera transformacién. En lugar
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de escribir todo en términos de exponenciales, lo cual no es muy util en este proceso, lo
escribo en términos de su desarrollo en serie de Taylor y corto la serie hasta el término
mayor que sea necesario para obtener el orden adecuado en el parametro 1/m. De querer
obtener hasta el término cibico en el parametro, debo incluir los términos de la sumatoria

que afecten a este orden, por lo que sélo conservo términos de orden 4 o menor.

Las distintas S estan definidas al principio del programa, aunque en realidad S1 la ob-
tuve del resultado de la primera transformacién y asi sucesivamente. Los comandos id
dentro de la iteracién repeat/endrepeat son las relaciones de conmutacion entre los distin-

tos términos de los hamiltonianos, asi como cambios de notacién para facilitar la lectura

al final.

Finalmente, en cada transformacién voy obteniendo un nuevo hamiltoniano, lo agrupo

en érdenes del parametro 1/m y lo mando a imprimir.



Apéndice C |
Elementos de matriz de r?

Los elementos de matriz en la ecuacién (4.15) se obtienen utilizando la forma explicita

de la parte radial de la funcién de onda del oscilador arménico tridimensional 4], dada

por:
I _ 1,2 f-i—:-l)- a 4
B = An.i"r e 2 Ly *® (T—) (Cl)

Donde A,; es la constante de normalizacién dada por [4]:

e et sl (€2)
=i = Fn+1+3/2) o

Ahora, para la obtencién de los elementos de matriz del operador 7, necesitamos los de

)
e

e o P - = SR
(n’|r=|n) :/ r"A,JEARQ-;-J'C""TOLLJF?(-J‘J)LHTQ(?“}-‘:"‘d-}‘ (C.3)
]

Agrupo las potencias de r y saco las constantes de la integral. Luego, hago un cambio de

variable tal que 2 = 7 y finalmente obtengo:

b3 )

L | =

(@)L ()da (C.4)

. 1 -
(! lrln) = AH;AME ot Ee %L,

Jo
Para continuar, haré uso de la siguiente relacion de recurrencia [13]:

alby = le+2n+ D5 = (eta)ls. g — 0+ 1005 (C.5)

Aplicdndola, termino con la siguiente expresién:

3 1 48 . 3 e
(%) = AwAwg [ a4 G+ 2L
3 9

B |—
—

Q

>
~—

=

1 {44 +1 1+
_'([ ¥ E t+ ﬂ'}Ln—Jl o ('T? ¥ 1)Lir -!—zl]Lit’ i (T)dl

La constante de ortonormalidad de los polinomios de Laguerre estd dada por [13]:

Mla+n+1).

50 .
/ .'l:ae_m_bf; (ﬂ:)Lf:? (’I)dl = = (\)n,-n}_ (C:.T)
i 1.
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Por otro lado, las constantes de normalizacén A,; toman, para distintos valores de n, las
siguientes formas:

] 21! 1
3;11] — 3 (’IS
- L“(-‘n +1+3/2)] o
2(n— 1)1 ] L
A-n = B =
T(n+l+1/2)]

2n ‘l_]_ I 1{!"2
An—l..’ — ]: ( ) )"

T(n+1+5/2

Aplicando esto sobre la integral que tenemos, se obtienen los elementos de matriz del

a
Op(ﬂ'ﬂ-d@l‘ e que 5011

W=l = —vnn4+1+1/2)8m 1

+(2n + 1+ 3/2)0n n

—(n+ 1)+ 1+3/2)80 ns (C.9)

Finalmente. de la ecuacion (4.14) obtengo los elementos de matriz del operador p° y con

éstos los del operador =2 y «*, estos dltimos dados por la ecuacién (4.16).
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