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INTRCDUCCICHT

Dada una superficie de Riemann compacta li, siempre se
puede encontrar un isomorfismo con una curva proyecti
va. Si denotamos vor g al género de M, podemos divi--
dir en varios casos.

5i g=0, la sunerficie de Riemann es isomorfa al espa-
cio proyectivo de dimensidén 1. s5i g=1, se trata de --
las superficies de Riemann elipticas y éste es todo
un campo de gran interés matemdtico en si mismo. Asi,
pues, consideraremos que g22.

La manera de realizar una superficie de Riemann com-—-
pacta M como una curva proyectiva es via las seccio--
nes de un haz lineal holomorfo ( siempre y cuando el
haz tenga "suficientes™ secciones /. El primer candi-
dato serd, pues, el haz de las l-formas holomorfas, -
el cual nos d4d un isomorfismo excepto en un caso espe
cial, que es el de la s sujerficies hiperelipticas.
Como primer objetivo estudiaremos estas superficies,-
estudio cue desemboca en el teorema de Clifford, oue
no solo nos d4 informacidén sobre lazs hiperelipticas -
sino que nos indica gue la realizacién de una super-

ficie de Riemann compacta como curva proyectiva tiene



severas limitaciones en la dimensidn de espacio pro-—-
yectivo donde se encuentra con respecto a su grado —
como variedad proyectiva. Volviendo al morfismo canb-
nico de una superficie de Riemann compacta general —-
( &sto es, la supondremos no hipereliptica) nos inte-
resa describir 1la curva imagen como variedad proyec—
tiva.

¥l Teorema de Noether nos dice gque toda la informacidn
proyectiva de la curva candnica estd en las potencias
del haz de las l-formas en I y finalmente el Teorema -
de Petri nos describe espnecificamente a la curva cend-
nica como interseccidn de las hiversuperficies cuddri-
cas que la contienen. Isto es, la curva candnica se --
puede deucribir usando las 1-formas holomorfas cuadra-

ticdls en M que tienen dimensidn 3g-3.

El tema de esta tesis fue propuesto por el Dr.sSevin
Recillas, investigador del Instituto de Matemédticas de
3. la U. Ne Ae le. Agradezco al Dr. Recillas su valiosa
ayuda en la preparacidén de este trabajo, asi como en

mi formacidn académica.



CAPITULO I

In todo este trabajo N denotard una superficie de Rig
mann compacta de género g=2, Y& el haz candnico de M -
y si: es un haz lineal holomorfo,@(&)denota la gavi-
1la de secciones holomorfas, F(?): Alw‘sc L\'CN\,O(?\)
ycq)la. clase de Chemn de!.

I.Superficies de Riemann Hiperelipticas.

sea I"(M,B(K)) el espacio de las diferenciales abelia--
nas sobre M. A cada p I le asociamos el siguiente sub

espacio

t‘:-.-.] he P4, OCkY) Lheprao ‘\ .
Ahora, sea YV, = rmn{ we N\ ,)Pcln-.-.h pava he T"CM,G(K)_)
donde ¥,(hdenota el orden de la seccién h en py y con-
gideremos el subespacio

P:*l he T OGN YW 2 Y, 3 ....{ he DM, 0 (-0 hep) = 0}

0 sea que F: consiste, precisamente, de acuellas dife
renciales abelianas que "pasan" por el punto p cuando
menos ¥, veces. Iuego tomemos las diferenciales abelia~
nas que pasan por » cuando menos le. veces y obtendre
mos el subespnacio

r 2{he M v v,&

P 3
Donde \J3 es el minimo entero tal que h¢ PP pasa por » -
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cuando menos \i veces ¥ v’.‘ngu .
siguiendo este procedimiento obtenemos r:,"H:P:-
Dada la sucesibén de espacios[i,u.,rg, se puede obte-
ner la sucesidén de enteros flfp‘:,. .-,fstf) de la siguien
te manera. Af'; i-.-.l,,-,a le asociamos el valor Qitp)-.-\{*i- y
a f'; le asociamos el valor Q‘cﬂf-l.
A la sucesidn 11¢ ¢ Qid“"‘f”dj le llamamos la sucesidn
de huecos de Weierstrass.
Definicién . Definimos el peso de Weierstrass de un -

_ punto Dpell como
wepy = TI(0 ey =i )

PR

y decimos que p es un punto de Weierstrass si w(p)> 0.

Definicidn de superficie de Riemann Hipereliptica.

BEn caso de que Qt‘ZB decimos que D es un punto de Weier
strass hipereliptico y si todos los puntos de Weiesst
rass de la superficie M son hiperelipticos diremos —-
gue M es una superficie hipeeliptica.

Interpretando, tenemos cue una supcrficie es hivere——
1iptica si siempre que exista una diferencial abelia

na gque pase por uno deg sus puntos de Weierstrass, pa-

sa por 81 cuando menos dos veces pues VY, = e,_"' .

Un resultado importante es el siguiente

Meorsma 1. 5i U es una superficie de Riemann compacta



de género g, entonces

T wegy=(3-) g (§+4)
PaM
Demostracidn. sea "-‘,.--,k GP(P\)GfKﬂ una baye para el

3

espacio de las diferenciales abelianas sobre M y sea
h,
h= [ l
5i {U;,Z_‘\ es una cubierta coordenada de M, entonces -

para cada Zd(T{)cC tenemc;‘s“ﬂ
h (z,) = : ‘\

ln.;tu
donde cada ‘\L(?.“)ea una funcidn analitica , i= 1,-»-;%
vy en los puntos en Q'Ing tenemos que
h (2,) = k“# N (zP) (1.1)
donde Kq(z.p :12'/424 . As{, derivando(T.l), obtenemos
t ]

B (2) =374z dya gy @Dz ) K (2) REPO) he)
donde(s) es una funcién holomorfa . En general

o W O ) R v s (D b (2, (12)

B @0=k) ) b7+ 8 W e P

definimos ahora la funcidn

q, (2 = det (B2, W¥ ()

que es holomorfa enz*w‘)y dea.'l}l:enemos rue en U&n\i

(2.} =K, Z.)
AR A NN A
= Kyp (Zp) % P(z,\
o sea que las funciones 3:* B2 definen una sec-

(81
cién del hasz linealk* ¥ yf' Como el grado del divisor -

de una seccidn de un haz lineal coincide con la cla



se de Cherm del haz, se tienes

T v,cq) = e CRETEY (g g /) €)= (g-0FC)
Pem
Ahora, si aplicamos una transformacién lineal no sin-

gular ak‘: no se altera 21 valor qu) , as{ que podemos
considerar que Ye(h{)= R (pd —L.

seaz un mapeo coordenado local tal que Z()-@,entonces

la expaneidén de la serie de ootencias de la fincidn lq-i(z)
empezard con un término de orden ;-1 . De la misma -
manera los tdrminos de menor orden de la expansidn de

la serie de potencias de 3(2.) provienen de R -
Al (e‘_oz_(l"’- (t._,)...ul.}u’)z. C ¥
det : : :
M et

Como este determinante n¢ se anula y como cada monomio

_‘)...(Qs:%u)lelﬁ

de su expansidén tiene orden (Qt-ﬂs----l»(?,a-j) = w(p) , se
tiene que su orden total es procisamente vpts)smdpon lo -
que queda demostrado el teorema.

La sucesidn de Weierstrass estd determinads univoca--
mente para cada pell y se tiene el siguiente resultado
significativo.

Teorema 2. Si consideramos la sucesidn de Weierstrass

en un pz;nto » M , entonces
(a) YU_'.; Yaver ~#{6| fcévﬂ

6 % Vaes hveeto

y Y1
1{(1:, )"Y(Zp ) = L ew Case contraxio
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dondei denota el haz lineal de clace de Cherm 1 que
tiene una seccién holomorfa global cuyo divisor es -
precisamente D .
(b) Exiate una funcién meromorfa en la superficie —-
cuya unica singularidad es un polo de orden precisa-
mentey en p si y solo si vJ es un hueco .
Demostracién. Sea k,,...,ka pase deM(M,0()) ¥

H

Con Wplh)=€-1 . Por tanto la matriz (b.m,k‘tr\,---)

es de la forma
1 z ] e‘ %+l R e’ = = m
* — .o 0 o g— 2 . —— L
aoed AW SRR
5 . e & O s T (1'3)

Donde % indica una constante difcrente de cero
5i concideramos las primeras » columas delI3la matriz
asocmdi. tiene raugo Qawie, \Qaévg
COmoc(t"bvtenemos por Riemann-Roch que

Y(t )av-q414 Y(kj )

Por otro lado , =i -:h...,ft forman una bese de P(M G(tz ))

y 351"(;4 Bcgﬂ es tal oque 'Dt‘n 1'?P , entonces f&s,...) A
forman una base de {hel“(n &Y I plwy 2 & p&

por tanto

Y (k Z;v) = Jlm'“ne P(M,Qf.k.“ D) 2 ‘l'P}

Pero Yy2lpsignifica cue
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¥ e W (p)=o
L\(?)ai— 'y Ny P
) Jur =,
* 3 * t.’,
Wi =?‘:,1 Syl e
BEs decir tt‘,...,cﬁ) se anula por la matriz y por lo tanto
-y
(Kg’ )24-¢ , asi que se cumpla (a).
»
Para ver(bytomemos ge& PCM,B(Z’\) ’ fe PfM,B(g' )] y €0 -
tonces tenemos aue $/9” es meromorfa y su unica singu-
laridad es un pola en p de orden & 1lo sumo» .Inversa-
mente siempre se puede realizar tal tipo de funciéne.
-, , . F -
Ast queY(A;)coincide con 1la dimencidn del espacio de-
las fuaciones meromorfas curvas unicas sinpuleridedes -
son volos en p de Srdenes a 1lo sumoy .
y W
oi Y no: es hueco-,’f({‘ J=Yq )Hy debe existir una funcidn
meromorfa cuya unica singularidad es un polo en p de -
o) Wi
orden precisamente ¥ .5iYno es hueco.-,Y(_paY(;)le donde se
sigue que si tenemos una funcién meromorfa cuya tnica
singularidad es un polo en @ de orden a 1o sumo ¥ , de
hecho es un polo de orden a lo sumoy-]. Con 1lo que gue
da demostrado el teorema.
intes de proseguir, notenos gue del teorema 1 podemos
deducir que existe solo un ndmero finito de puntos de
Weierstrass as{ como que no existen superficies hiper—
elipticas de géneros 1 y O.

Del teorema 2 podemos concluir que el conjunto



2 <

i
%= i-\()\i*l\=*""4z_‘ )‘i (1.4]
(=1

y el peso de p: es
we vszl;zrcvftv+?f‘|;,_ K (zide X )= Ve 1(3“)
=)
inora, como (i3¥%) es un hueco, sc sigue que 13v)i{24-L
de donde 2i¥vX{3v £ i+(2%—l)+\'i (e-) ARy 4 1= 1‘%’:"'1)

Entonces de(l.4) b
L\r-t‘hhi(zi.uk(ﬂ\ S(g-ﬂ-\)?:‘ M = (%4\:-1\ (‘h-\* +1)

i3y s
o gen-qus: oty £ Uk LRIt (x-1) (¥-2)

Como ¥9), se sigue que el méximo valor de Wwes Vg § CS-L)
que se obtiene precisamente cuando%kz, es decir, cuan
do el.punto es hipeceliptico.

Para la segunda parte del teobema observemos rue
7w £ Njg 4030 = Vy 2. 06ty =) (xepy-2)
peMm

3i N:z(gu‘) ,entonces Z (tp-1) (xtpy-2)=0 pero -

como todos los términos de la suma son no negativos

entonces ocara todo punto de Welerstrass sc debe te-

ner Y=2 .

Definicibn. Si M y N son dos superficies topoldgicas

de dimensién 2 decimos gue yma funcidn continua

f:M— N es un cubrimiento ramificado de r hojas

si ¥ es un cubrimicnto loeal ranificsdo y si pura o

todo gelN
Z_ (o‘(p) ¥ a¥
JpeMl t=q !
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"]‘DGZI\Moa hum:& es cerrado bajo adicién.Por lo tanto
si ¥ es el minimo valor gue no es hueco para el punto
D ¥ ¥ es un hueco, ¥4y, entonces y-r, es tambien un --
hueco pues Ye¥¥+Y,Q sea que si p es hipereliptico, —-
los huecos no pueden tomar valores pares pues si thzv%
t22 tendriamos que §-2:m4,a2s{ eventualmente llegari-
amos a quef=4y por tanto ¥:2 seria un hueca. As{ que =i
p es hiiperelfptico,su sucesidn de Weierstrass es 1,3,
Dyeses28=le
Y por lo tanto su peso es

wep) = V2 § (G
De hecho tenemos el siguiente resultado.
Teorema 3e.3ea p un punto de Weierstrass en una super-
ficie de Riemann compacta, entonces

1 L wep) & n %C%d)
yﬁrte):%_j(}-l)precisamente cuando p es hipereliptico.
5i N es el ndnero de puntos de Weierstrass, entonces

2 (amy N € (g1) § ()

3i N:ZC?&), entonces la superficie =3 hinereliptica.
Demostracibn.Sea¥(p)d] el minimo valor que no es hue-
co en un punto p de Weierstrass, asi los huecos se —--
pueden escribir Jd: la forma

B PN e e

Bl nimero total de huecos c¢s



donde Oyp) es el orden de remificacién de £ en o .
Teorema 4. Sea M compacta de género gy {e I.I‘()-\,o")
un haz lineal complejo de clase de Chemnc({)avr. Enton
ces si f, ,fe 'M,0(5)) son dos secciones rue no -

tienen geros en comin, existe un mapeo analitico com
plejo candnico

INONATTSN
que es un cubrimiento ramificado de r hojas con orden
total d&e ramificacidén 2 (gn'-.t) .
Demostracién. Sea U:IV.‘,ZA una cubierta coordenada de
M y(he\ézl(u,ﬁ") un cociclo representativo de § .-
Las secciocnes -F‘.- se representan por las funciones {Q(z,‘\

donde -fu('z.‘(p‘\]g '1'4 p) -F&(Z,(pﬂ si pe'U;nTg . El mapeo -

i
s — P
es complejo analitico y coincide con el m&deo respec-

tivo en U‘IAU; , quedando as{ definido un mapeo anali-
tico { M—P" que es cubrimiento local de « Tomemos
ahors As(Qes &) s'\'Pi' , Deéll, entonces fipzaprecisa
mente cuaando &, ‘f,fpﬁ-%-f,qﬂ:o y as{ tenemos gue los

ountos ge i tales que {¢p)aa son precisamente los -

ceros de la seccidn h=aa,{,-a,{, ¢ M(M,6¢5)) .

ihora supongamos gue ;€ VUy ¥y que 430, entonces, con

= L
cideramos las coordsnadas localss no homogeneas de?,—
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el mapeo# se puede ver localmente cerca de & como

N, f_g-l.(z-(“’\\ =% ha (2400))

[~

fa C2yce)) @, Q) #, (2,(PY)
y por tanto

0gCey 2 %5 (g /4, ) 8 Vp Cha/a, £, )12 Vp ()2

v=ca§) :2_‘99{0\\= {Z ( °‘(‘Pﬂ+1\
{

S
As{ que £:M—=P es cubrimiento de r hojas.

Ahora introducimos las siguienteg' funciones analiticas
£.02) 5,z
9 cz..\=al.-t(_" Jr‘: ik

A 14 (z2) PR

ST 4o, optmaw, Cha /Y 2, -9, K00 = 1080

.Lo mismo ocurre en los puntos donde -f.,_m:ko. vor 1o tan-
to el orden total de ramificacibén es el orden total -
de las funcidnes %* . Tomemos shora p¢ 'Uln'Uf; , enton-

ces

k) ) c 5
='K-(i¢e(l?(r5\- $e (Z*(eﬂ *(;:z’m) ﬁf(zf )]

2
y por lo tamto %*(z‘(pﬂz K*e(” ‘1'_,PCP‘> %,(Zrcp\\
de donde (§)eftu,8(¢§")) v como
B:lﬂ;(?\: é_;‘\%c%‘h = ¢ (CKk TI) -2 (743_‘ N y

pem
hemos demostrado el teorema.

1Y
Corolario. Si%e WM Des a1l que ce vy Y)Y, entonces pg

ra-‘,,‘{IEP(ﬂ,G(ﬂ\ linealmente independientes, existe

wr morfismoe anelftico
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L
L:C“g"‘;\: M""'_'b P
3
que exhibe a M como cubrimiento ramificado de® de a
lo .sumo r hojas.
s
Demostracidn.SinI_"?t es un divisor de los ceros -
=\
en comin de {y{t y‘kip(ﬂ,a‘:‘lﬂ,. COH'\'I’"'!P’ y es t
i -

o
queD(S\:Q ,entonces -F,!'F y{/‘k son secciones de

h

v no tienen ceros en comin y asi .

oty s $/g):m—>®
es cubrimiento de C(f{)ﬂ‘--‘ &Y nhojas.
5i notemos que § no se anula fuera de los puntos de D,
tenemos que ({o/%,-‘.fﬁ ¥ G.,-‘.) definen el mismo ma-
peo.
Ahora podemos caracterizar a las superficies hiper—
elipticas..
Teorema 5.Una superficie de Riemann de género g 1 es
hipereliptica si se cumple cualqguiera de las dos si-
cuientes condiciones.
(i)Lz superficie tiene un punto de Weierstrass hiper
eliptico.
(ii)la superficie tiene un haz lineal holomorfo con
(=2 TYEH:2.
Demostracibne (i)=»(ii).Tenemos que si p es hiperelip

tico, por el teorema 2,°(§):2.y como“f)zz , tenemos 1o
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deseado.

(ii)=H(i).Usando el hechh de que E%ﬁ*y el corolario —-
anterior, tenemos gue M es cubrimiento de dos hojas de
ﬁ*.ﬂhora, como cada punto de ramificacibén tiene or-
den 1 y el orden total es2(§*:) ,por el teorema 4,tg
nemaé que existin&12(%+&) puntos de ramificacidn.

En general si #ua-#ﬁ* es cubrimiento de r hojas y pell
es punto de ramificacibén de orden r-1, entonces r no
es un hueco pues -FCﬂQPL se puede tomar como el punto -
al infinito de Wﬁpor medio de una transformacidén pro-
Iyectiva y la composgicidn de % con dicha transformacién
es una funcidén meramorfa cuya unica singularidad es un
polo-en p de orden r.Por lo tanto, por el teorema 2,
tenemos cue r=2 es un valor que no e3 un hueco y to-
dos los puntos de ramificacién son hiverelipticos.

De acuerdo & lo anterior, tenemos cue las superficies
hi perelipticas I son precissmente aquellas que satis
facen cualquiera de las siguientes condiciones (recor
dando que g 1)

a).. M tiene un punto de Weierstrass hiperelfptico.

b). M se puede expresar como cubrimiento enalitico ra

mificado de 2 hojas de la esfera de Riemann.

c)s Todos los puntos de Weierstrass de II son hipere--
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1fpticos.

d). EI nimero de puntos de Weierstrass de I es el mi-

nimo posible.

Observando que b)=yc) puesto que las puntos de ramifi-
cacién son puntos de Weierstrass hiperelipticos y que

son: 2(g+l) de ellos, o sea que de acuerdo 2 la férmula
del teorema 1 son todos los puntos de Weierstrass po-

giblas..
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CAPITULO II

Las propiedades de una superficie de Riemann compacta
se reflejan em propiedades geﬁmétnicaa de sw variedad
jacebiana asociada (CL7]), en este capitulo traducire-
mos la.s propiedades anteriormente descritas y mse ob-
tendrd para &stas una generalizacidn..

Usaremos 1la notacién de Gunning (032), esto es, M de-
notaréd el producto simétrico de M r veces, o sea, el -
conjunto de divisores positivos de grado z, J(HM) la va
riedad jacobiana de K que se puede identificar de mang
ra natural con Pe (M) (haces lineales holomorfos de cla
se de Chern Q) y- @: My 5(11), la funciénm naturel aso
ciada aimm punta base B que supondremos fijo en todo -
lo que siguee.

I.El Teorema de Clifford.

Defin:l.—moaW.,-:‘ftﬁ“)..Equivalentemente se tiene que
» _
W, 2§ ePe it 1YCE 8D 2i) | (We g -JM) siveger)
Definicién. Si S,T son subconjuntos de J(M)y defini-

nog

_5:{—5\ BGSS
S+u=\)f,u.\ \se S}
S+T={sstlsecsS ,'E"TS
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5@T=§ uedM)| Tau = 55:. A (5-1)
teT

Algunass propiedades importantes son las siguientes
W, + W = Wess s ¥,5 20
waew‘.:ws.f S ogvgssz-l
fhora podemos definir en forma natural
WP =] §cRe (L ¥ (T 502V )
isf tenemas Ia cadena WedWidw+ de divisores positivos
especiales.

Pambien tenemas las siguientes propiedades

wY” =W S = < &l
v T Vravay Wy- s LR g
W, = #

wv:sa w: & (ws_w"\ s1 S &Y=V

Aden&4 tenemos que si Vsv€29-2 , VEQL entonces
w
W. %3¢ =y a2tv-idzy
En caso de que 2¢w1) =¥ , tendremos que wat’-z. consiste

de un solo punto U tal que W,_,~ U=Wy,g.
'\’
Por lo tanto si zﬁ?g}, tenemos que 0 bien W‘v_t‘=¢ o

bien wa:—z consiste de exactamente un punta.
Fnunciamos ahora un resultado importante.

Teorema l. Les subvariedades W: son. subvariedades ana-
1{ticas de J(M)utales que

diw WY ¢ v-2V42 ey 2&vivE G-,

Consideremos a una superficie de Riemann hipereliptica
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¥ y sea ©:M-+M el automorfismo hipereliptico. Sabemos
gque los divisores de la forma p+®P , peM , son e--
quivalentes. Por lo tanto @(p+Op) = pRtOg) =€
para cualesquiera p,9e¢M , y asi llamamos a € el
punto hipereliptico de J(M).
lTha menera de enunciar los resulsados del capitulo -
I es la siguiente caracterizacidn: I es hipereliptica
si y solo si w:*{; . Ademés en este caso W:.-..- ftf
un resultado directo es que si M es hipereliptica, en
tonces

Aumw::r-zvtz, ggv;v_‘_%-l..
Bs decir que se alcanza el maximo de
Tenemos cue , de hecho, las superficies hipeelipticas
ge caracterizan por alcanzar dicho maximo y un resul-
tado narcial en esa direccidn es el teorema de Cliff-

ord que enunciamos a continuacidn.

Teorema de Clifford. g v g
Si wzv-z. ‘1l+ parz alguna

v tal que24véq-1 entonces I es hiperelfotica.

lo que se hard en este capftulo es demostirar la carag
terizacidén antes mencidnada o sea extender el teorema
de Clifford.

II Teoremz de Clifford Extendido.

5e tiene que Wy & JCM) es una subvariedad analitica -
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regular de J(M) en todo punto cue no-esté en w: g
lév é -1 , (C3) ).
Definicidn. 3i V € JCM)es una subvaridad analitica
de J(i), llamemos a los puntos de V donde V es re-
gular, puatos regulares de N (RCV) ) a los demas —-
puntos los llameémos puntos singulares deV(4(v) ).
Definicidne. Si 1:(‘“““\% el espacio cotangente en X
definimos T: (V) como el subespacio deT:(S(M\\
formado por las diferenciales en % de todos los gé-
rmenes de funcidn analitica en % en fCv) . 51 dual
de T:(V) ea ol subespacio lineal Ty (V) €T, (W)}
y lo llamamos ¢l espacio tangente a la subvariedad V
en % , la dimensidén de T,(V\ se llamari dimensidn
de encaje deV en el punto X .
Teorema 2. (a) B (Wy) -":Wt- sf VEVEQ-N
(b)) 58 Y2\ , V¥z\ sSon tales que W\{: es una subva
riedad enalftica propia de J(), tenemos que W) &A(WYy)

v
ademés W, tiene dimensidén de encaje g en cada punto

L
Xe W,lr .

Demostraciéne. (a) Ver observacién al principio de esta
»
seccibne. (b) sabemos que W:’“: W @ (w, 'wl\ )
Vi v
tomamos X €W, ; por lo tanto x #WiW, & Wy y si

P.qaeM
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xapcp) =~ PC9OE w Y . Sea funcién analitica -
en una vecindadide x que se anuka en WY por tanto
L(xs@cpd = (NN =0 , si tomemos a p ¥ 9
suficientemente cercanos podemos congiderar a 4 iden
ticamente nula como funcidn de § ¥ asi Js-f-?}p)men tér
minolas de un sistema de coordenadas logel cercano a -
P Ahora,?}p tiene compo_nentes{w;tp\jy las diferencia
les abelianas W)(zddZ = u) @) son linealmente in-
dependientes, asi que 1o0s vectores ?‘cp), peM , gene-
ran a todo €%, por lo tanto d $=0 , pero como ésto
sucede para toda £ enali{tica en unaz vecindad de X
que se anula en Wz tenemos el resultado deseado.

51 xe W:'.-W:- y la fibra ¢ txy es una subvariedad -
anal{tica compleja de MY angl{ticamente homeomorfa
a W ([3) ). Por lo tanto 1os puntos de Cf-’Cx)se pueden
ver como divisores f:mq.«--# p*ct“) y puede pasar que =
gsean de la forma XOLERRS AR TR A,
Proposicidn. w}_, tw, < W:

Demostracidén. Es equivalente a demostrar cue w:,,

< wi e W, . Tomemos X¢ MC-.I.’ entonces -

x..cﬂr)ghé_apara toda peM y sea wé W, , asi

(wrx) - gpya W+ (x- @) € W+ W, = W s
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‘por lo: tantowue‘!:. es decir x€ W © Wy ,

Podemos descomponer Xz X+ X xX*e W3 , %2 PR, Pt B)eWe
claramente si#w;_? W, la descomposicidn: es Unicae

De esta manera si llamemos a la subvariedadw;g \‘{C—W;
Iia subvariedad de puntos huecos de\l:yt a su comple—
mento lo denotamos por:l;, tendremos gque cuelguier
punto xiW:-WE. se puede escribir en forma dnica --
como %= R 4x™ cou,“i‘:,: .Y7~‘w~r-s para algun 54¥,ademéds
W 9(R, 4+ R ) para un divisor inico R, +«-+F¢

b

e M por tanto x”‘wv-s-w.:-& oS 00 Zo Senimess

. >

rio si ?*pj)jgsnr..,v s Wk gepre %-s-z v x> seria de
la forma ¥¢p) +Y( 75"'!'"* ?,.) de donde paj para algu
na 4= Sti,:4¥,

Ios puntos B, sy P  son precisamente acuellos peM

tales que X-9Cp) € W:_, pues

W . =W

K= PP =X 4 X -ppr = x> 4 (PR, po 4 R)- Pep)) € Wy +Wgog
Teorema 3562 x&We-Ws ;) 4v¢q, donde %= *axt we &g’
X% We.g - Se2 S:i’ia dondeef¥:S$ ,Y(f):t,,d!’}:\’p!ﬂ(f‘ Hydonde §&

L.\“(H,O"\ es el haz lineal asociado a2 algun divisor en
la fibra C{"(x\ .Entonces para ﬁ,f‘eﬂ tales que X~ (f),
X~9(P,) sean regulares de W‘._‘ ,» tenemos que los espa

W,
(WV-l\ Y ‘T;‘Yf91,3( \'-s\

: T
cios tangentes PERTRTRN

Y-q
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0 bien coinciden o bien se intersectan en un subespa-
cio lineal de dimensién N (T'% )=34¥~-S .
Demostracidn.Por ser un grupo de Iie en una variedad
jacobiana se pueden identificar los espacios tangentes
en diferentes puntos en forma canénica. Io mismo ocu--
rre con los espacios contangentes pudiéndose, ademis-—
jdentificar con D(M,&%%Y) |

sea P, tal que X~ ®CP:Y es punto regular de W, enton
ces existe un tnico divisor positivo D{- € chd) tal -
cue %=PCP +D;) y el espacio tangentea W, en X -9FR)
= ‘f(.D‘-) se puede identificar con la imagen de la di
fercncialdg‘: en el punto D; € M(Wl) , el dual a -

dicho espacio es l: C’T*(J(H))definido nor

LT;;_ ={we Nem,e%) | Dew) 2D %

Por una demostracién de este hecho ver (3] )

*
Nétese que dim L:D.-%%"ﬂ\ y por Riemann-Roch
&

) _ = - L‘?- .
diwm L'Di*?.-_-% Y44 y cono LD.:“'?,; D, y tene
mos, pues que LT = L_"’l

i - Deve T D
Y asi, T"“‘f"ﬁﬁ ATK_¢<P13 es el espacio dual a
§ - am o ae o
L.D; + LD’-: LD:"P, D2+ B
Por tanto 4

)

*al
a‘m(Tx-an“T*-"‘Pt‘\: %-dm(l.pl+ n,

A »
= Gb - dim L"D,- dim ¥4 dim (LD:A L‘D‘L)

= 2(x-1) -9 +dwm (L5~ Lfg)- (L)
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5i los divisores ﬂ+D| > ?4+-Dg_, son distintos, sus
términos comunes se determinan por la descompoeicidn

K= A% as{ que p,¥D, =D, 4D y PiD), = D:-} D™ donde

~» R y L *
D’ P, no tienen puntos en comtin y donde no

tienen puntos en comun y donde Z)F g),-“ fs, zp”“ in
) 2

Bhtoncﬂes A \j
L* Al = Lpap Olpre,
A 5, =‘!w‘ pc‘“J&\:O;\ Dewd 2 Dtp ';\D(“” ?-D"Ja}
- ] L]
,% w;pcﬂ,e"“)\ Dew)2 D4 D+ D S’ .

Aplicando Riemann-Roch

a2 s\\“‘)
duw\(L;lnL.DD \’”"“5" (%
" Y((i‘st g") 4'%“""'51

que sustituyéndolo en (Hi)nos dé el resultado.

Teorema 4.Para cualgquier punto xew:-w?r,tm% ,.‘A:X"&X‘)
. oY) . m(8) .. il

sean DeM’ ,V €M 'divisores positivos tales que PeDl=X
y 9’(D‘)= %’ . mntonces la dimensién de encaje de ~——-
Wt\. ew X no es mayor cue chp ZD‘\+T-S-3 .

Demostracién. Escogemos puntos tales que X~¥(PR)D ,

X= LCR) Sean puntos regulares de W, y se si
gue cue ¢
W,
i (w‘t)cT_?(Pn(Wr_‘\ A-‘;-?’(ﬁ,) )

Por lo tanto
d"’“Tﬁcw'ﬂ (8§ )2 av-5= YC(E ZDJ 4Y=5-3
Por el teorema 3.

7l siguiente paso es demostrar la generalizacidn del
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Teorema de Clifford.

Teorems de Cifford Extendido. 5i Jiw w‘: 2TV HZ

LEVEYAPE 5 ¥ g 92, para una superficie de -
Riemann de género g, entonces esa superficie es hipere
liptica.

Demostracidn. si diwa w:‘:_?-?-?.V-\"?- y¥?% usando el --

hecho de gue

v—\
dim WY ¢ dwm Wy

-l
y de cue diwm \\l:"‘ &X-2V %3 | ge sigue cue

Anm W:-‘:. =\=2V+3 (L.2)

Nétese sue la hidtesis del teoremz es evencialmente la
misma cue (IL.2) ( excepto que se reemplaza Y-\, Y=l por
Y 4 ¥ respectivamnente) Por lo tanto es suficien-
te demostrar el teorema para Y=2.

Supongamos, pues, gque dim W’;.:*c-‘z s LECE Q=7 si

tenemos los puntos de W son puntos huecos es decir -

1-
WhoaWo  * W, y dimWE, 2 dmW mlavy o,
dim W:-; 4¥-3 por. tenemos que diw "N:_'-'-‘ -3

que es, de nuevo, la misma hipétesis, reemplazando v-p-
2

porY . i W.,_l cansta de puntos huecos solamente, re-

petimos el argumento y asi llegamos a que o bien

2 -
Aion wi = o y nor lo tanto W, 3¢ ¥y la superficie
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es hipereliotica o bien \:'21# para algin {ndiceS. En
caso de que esto Ultimo sufeda, tenemos xe&; regulary
donde dmWizv2 y D M® a1 que P¢p)=X, del Teorenma 4
se sigue que dim w'::d,mafw?,) 5‘“%‘)"3 y por tanto
Yf:;) 2 s+ y es decir !:G %:¢;¥:g¢ y por
el Teorema de Clifford ge gigue que la superficie es -
hipereliptica.
En este momento procede a dar una descripcibén geométri
ca de las implicacidnes cue ticne el teorema de Cliff-
ord para una superficie de Riemann compacta gue no sea
hipereliptica.
sabemos que toda superficie de Riemann compacta I se -
pueie realizar como una curva Hroyectiva irreducible y
no singular, esto es, existe un morfismo =snalitico
?-‘”'—’N?d de rengo médximo en todo punto cuya imagen -
P(M) es una curva analitica y por lo tanto algebrai
ca por el lema de Chow (L4 ) .
Una manera de hacer ésto es dando un haz linealf tal
que tenga suficientes secciones y gque éstas separen pun
tos y vectores tangentes.Bsto es, si '\’nY(Z) , entonces
para cada MeM debemos tener Yg’ ;; ): Y-l y Y(g’g:’z,-:)
3 ¥-2 y en este caso si f,..,f es una base de WM, o(f))

la funcién M—d PTCCY , prd (FePY ey 1))
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nos define a II como una curva algebriica X de grado

¢ c}).

Entonces el teorema de Clifford nos dice que el grado
de una curva X es cuando menos el doble de la dimen—-
cidn del espacio droyectivo donde estd sumergida.

Un problema ain no resuelto es qué tanto mas grande es
y.e. para una superficie de Riemann compacta I de"tipo
general", cudnto vale ¢($)3¥(f), ™ el siguiente capi--
tulo trataremos de dar una descripcidén mas detallada de

este problema.

& - -
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CAPITULO IIX

Por ser mas natural desde el punto de vista geométri
co, usaremos de aqui en adelante el lenguaje de divi
sores, recordando que siD:f).,-_?: es un divisor en M,
5= Ny hl\
le corresponde el haz 1ineal%‘-§;"' . y que podemos
1
identificar de manera natural al espacio vectorial -
Lepya]fetemmil (9)sD 2ok con WCM,0(5)) , o sea -
que £(D)= dim L(m""ycjp) « Observemos que chp)-'-'j—r).

I.21 Indice de Clifford.

.Empezamos definiendo el fndice de Clifford del divi-
sorD en M como

LC(D): ?D-Z (D) +2
Proposicién 1. i), y D, son divisores en I, entonces
(8) i (D4 Dy~ CDysD)Y +de €D, D,) & g (D) 4 (D)
(b) e (D (2,D)) £ de (D)
donde Z es un divisor canénico y (Di,D)es el méximo
comin divisor deD, y D, -
Demostracibn.(a) Como (b, ,'D,):ED‘;, tx 42 » btenemos que

L(D) e L(D,+D,-CDisD))
Por otro lado

LeDYALLD) = LCPi D)

va que $eLD)AL)si y solo si-DEDs , por lo tan

to sii y solo si-D{y¢(D,D), es decir, si y solo si
fe LCD, D),
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De lo anterior deducimos que

§ (DA D= (D)) # 4(01,D) 2 LD+ L ()

y sustituyendo en la férmula del indice de Clifford
demostramos (a).

(b) Usando Riemann-Roch y el hecho de que

AGD) ¥ & (2-D)= o () =242
obtenemos la férmula de Brill-Noether
Le(DY =i (=D

Sustituyendo en (a) Z,*‘DI por D.& aobtenemos

te (D#2-D,~CDry2-DOV #4(0,,2-D,)) & (D) + ¢ (2-D,)
como por Brill-Noether tenemos que

(e (D,42-D,~(D,,2=D)) = % (D,52-D)

conclufmos que se cumple (b).
Teoreme le (Clifford). sean D y v* divisores no =
negativos en M tales que D4 D2 v ‘}4(0\53-! ~ En
tonces (eCDY20 y 4 (P)z0o 5010 si D=0 a menos
que M sea hivereiptica.
Demostrecidn. si D=0 , entonces LDl y e (D):*O‘ §i -
G (D)=4& , entonces A=l y & (D)=d .
61 4 (D) 2% y Lo(D)¢o , entonces (D22 y podemos -
congiderar que (D,0%) es no negativo y %(Da D*) < dx*’(m
v por la proposicidén 1(b) Tenemos ocue 4e €p,0*) ¢ ¢ (D)

i « Aplicando induccidn sobre %«(D') llegamos
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a que L (D) 20 .
Ahoera veamos la segunda.parte. S5i %(D):z y (e(M)=0,
entonces LD =2 y M es hipereliptica. 5i 4(M23 ¥
te(D=o , entonces f(D)23 y podemos conside-
rar, por tanto, que 1 & }ffb,b"‘) < 4(1(03 o Tenien-
do en cuente que 4sCDyD*) & {a(D) =0 , llegamos —-
por inducecidn sobre ?D , a cue M es hipereliptica
Corolario. 5i D es wn divisor tal que ©¢9rD<2§-2.
Intonces {(o(D) 2o ¥ {e(®)s0 solo si D2
a menos que M sea hipereliptica.
Demostracidn. Suponganmos que L(D)22 , Intonces - -
DgD*  con (D) = §eld*) y G (2- D E§L,
por 1o tento 4e (D)=4 (D20 4 Le(D)=0 solo si
Z-D&o a menos que I sea hipereliptica.
Lo que hace Clifford es restringir los divisores es-
peciales de fndice o en una superficie no hiperelip
tica. La pregunta natural es si se pueden »oner res
triceidnes similaresuen caso de que tengamos fndice
de Clifford positivo. Por Brill-Noether podemos res
tringimos a divisores de grados entre 0 Y §-% .
Provosicibn 2. Sead un divisor cualcuiera en My
P un divisor polar. Entonces

(a) LdD4¢%D si y solo si LidY22
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(b) (D) y 4D tienen la misma paridad y

(c) (o (¥ 2D £ 2 (D)

Demostracién. (c) SeaD=D-D con (0,2 )z0 comoP es
5 ) > oM

polar existen P yP no negativos tales que PuPa? v

CP")?“) =0, mtonces "
L (D) ALCD+P=P ) L to=7"),
LedY e LCD+P) 4

L (Ds P-PPY e LD+ P)

-T2 ch)u(ow!-?”): 2 1¢p)

y por lo tanto L(D*ﬂ""!‘(
de donde se sigue (c).
Peorema 2. Sea M wna superficie de género 424, D, o*
divisores no negativos de fndice de Clifford 1 y ta-
les que 3 ¢9r(0)$4-L ,3 & Jr(D¥)€g-) . Entonces I
es hipereliptica a menos cue D% D* o bien D -FD"s(;Z;
Demostracidn. Sea %(D)!%r(b*). Si 'l_)'P no es polar, —-
existe 'D"’(D* tal que l(b"’):ltb"‘)!z \'g LCED”) (i-e,(b')
y M es hipereliptica.SiD*es polar,

L, (D+D*V 4 L (D-DM) 42

Los grados de'D-iD* yD-D* deben ser paces y DOTr -
lo tanto 1‘.&(0'!'0*):0 o bien ie(,'D-"D*S'AO , SUpPONZUH0S,
por ejemplo gue i.J.'D*D*):O , Entonces M seria hi
pereliptica a menos cue 1>+0*3L . 3e procede simi
larmente para el caso en que L'C(D-D’):o y queda de-

mostrado el teoremas
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ITI. Bl indice de Clifford de M.

Vamos 2 definir el {ndice de Clifford de una superfi
cie M que es un concepto dtil en la clasificacidn -
de las superficies. Primeramente debemos introducir
alguna téecnica.. SiD qb* gon divisores no negativos
del mismo grado y con indice de Clif_ford igual y ——-
J(D)= LD*)=ca 4 ¢>0 ’ pod;‘mos suponer que
(D,P*) es de grados 2 S donde $£¥ y siemore que

G (D,D*) < 4 (D) . Para hacer lo anterior tomamos
wa divisor D no negativo de grado S£Y ys D-D’ v B0
tienen divisores fijos 'F','F-" respectivamente, enton--
ces podemos considerar 'D.D* tales que

(B, F")s (-1, -0 )= (D, D)~ »
de donde se sigue lo deseado.
oi escogemos D yU‘ de esta manera, decimos cue cons
tituyen una "Seleccidn standard" para D .
Podemos tambien, escoger T tal que d (D) =4 y
L(D+D*- D) = L(DID¥)-5s

Proposicidn 3. sean D yD*divisores no negativos del
mismo grado 53-1 con L(DY=d(p*)=vs1, ¥>O s con p ,DH*
seleccidn standard para’)) , donde D divisor no nega
tivo de grado Séx , 4 (D+D*-D") = L(D+D") =5,

mtonces Lo (D +D*) 4 ae (D, p*)- ¢, (P, D*) +2 (L (D)~5),
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Demostracién. somo 1)‘5 (D,'D‘) y tensmos que
LCD+D*) 5 LD +D¥- (D)) 49
y claramente
o (DAD*) & 4o (D#D¥-, D)) + g4+ (D,D*)-25

ademds, por la proposicidn 1

{, (DD~ (d,D*))+ ,t‘ccp’b") ¢ ich)JicCDiﬁ £24()
y podemos conclufir le demostracidn combinando las dos
dltimas desigualdades.
Teorema 3. sea U no hipereliptica de genero §24 , D
un divisor no negativo en Il de grado£9-i con Le(D)=4
‘Eatonces L(D) €2excepto, posiblemente si 4=6 L (D)<3
y 2. 0% "
Demostracidn. supongamos lo contrario y tomemos D de
crado S = £(d)-2 21 tal que L(20-D)=L02D)5 . i
A,B formon una seleccidén sStandard para D conAx P D
tenemos que s £ §r(4,B)¢qD,
Come i CA+B = CA,BY) +4c (AB) £ L (AV+eM)=2 §
ademas ni 4+B -~ (A,B) ni (4,8 son canénicosy Tenemos
que (:CCA*B-(A,B)):“‘e. CA,D)= 4
si LCcABYY=1 , entonces {'CCA,B).-.gr(A,B):.[ y por la

proposicién amterior
le (2D) = {c CA+B) ¢ 24 Ca)-5)
Como S21z CcCA) 4 s=1ad(D)2 y {.C2D)=0

y como M es no hipereliptica 10% L ,j-‘-“}rD*l:@ "
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gi £(CA®)) 22 , podemos suponer (4,B) polar pues en -

caso contrario tendrfamos D¢ (A.B) con 2¢D”)= {A,B)

y <4e (0"):0 y N serfa hiperel{ptica. Por lo tanto -

(e (D +CAB))+Eel D-(AB)) £ 24 (D) =2
comoc D+(CA,B) y D- CA,8) son de grado par, tenemos rue
wo de los dos debe ser de indice de Clifford O y como
ninguno de los dos es candnico tenemos una contradic--
cién pues M es no hipereliptica. Quedando asi demotra—
do el teorema.
' Ahora podemos definir el {ndicé de Clifford de I como
el entero

Lo CMY=md {neZ | neic @), Deal

Con A el conjunto de divisores no negativos D con
LCOY#EL 5y gDegd.

Probleme de Biill-Noether. Cudl es{((M) para wna super

ficie general K de genero%.

Otro Problema. 5i M no es general en el sentido de Byl

Noether i.e. si f.c(M")‘ie(M'\ con I general, de cusntos

pardmetros en el sentido de niloduli™ depende M:

i e e me—m W W W A S s
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CAPITULO IV

El morfismo canénico asociado & M (el inducido por --

L(2) 1o que es lo mismo W(M,k)) ), es isomorfismo si y
solo si M no es hiperelfptica ( ésto es una consecuen-
cia inmediata de Riemesnn-Roch), una pregunta natural -
es si podemos describir a la curv=a candnica en términos
de objetos de M. Th primer paso en esta direccidén es el
teorema de Noether que incluimos ya cue se demuestra —-
con el mismo tipo de téecnicas que hemos estado usando.

I E1 Teorema de Noether.

En le demostracidn del teorema de Noether es esencial el
siguiente lema, que es una consecuencia inmediata del —-

teoreme de Clifford en su forma extendida.

Lema. Una supsrficie M de género 423 es hiperelintica si

ysolo si para todo divisor positivo]),r}::-z, existe un pun

toQtal que A(D¥RNY 22 .

Ahora veremos que nos dice Noether.

Teorema de lloether. vea Il no hipereliptica de género
A2S , entonces L(wmZ) es generado por los polino-

mios de gradom en los elementos de una base de Lt

Demostracién. Primero veremos 1los casos W22 y M3
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Por el lema auxiliar tenemos cue exiute un divisor D
de grado %-z' tal que LCD):-((D-*Q) con Q€M , ade-
mds como un divisor candénico no tieme puntos fijos, -
tenemos que(Z..,D)=0 . Por Riemann-Roch L(Z-D)=2y pode-
mos tomar una base {H.,h,'s de L(2D) tal cue ((h.\.,(‘\,\h =D
ya que (U\-\.,(N\.\ 2D y como (U\.\.,(h;).\*Osignifica que
Z=-D ticne algun punto fijo Q)por Riemann—-Roch 1lle
garfamos a gue AL(D+®)22 contrario a lo supuesto. Por
1o tanto Dz CChNey Chg),) .
$3 443‘3 > 4=4 »+ee 5§ es una base para L(z) enton-
ces los conjuntos -}\'-. 43S NG ?h"'{lg gon respectivamen
te, linealmente independientes en L.(Zlv"(hﬁo\ v
L.(2Z~(hYe) . thora, como
(22-0h), 522-Ch)) 222 3 CCRL, (h)Q)- RS Chde
=272 +D ~ChY, = (hado
y como 1Z% (W), +lnY, ’
L ¢az-chdyd A L2z~ Chade) = L¢D)

Por lo gue el conjuntolh‘_,', bt ‘] hy {5 & tiene 23'1 ele

mentos linealmente indevendientes en LCZZ.-D) . Ademis
L(z-D)= A{z)\nL (22~ Dy L(Z-D)=2 , entonces

“Iu fdﬁui h;-ﬁ‘“;ﬁitiene 3:-3 elementos linezlmente -
independientes en L (2%) y como {(22)23§-3 , tenemos -

tue forman una base para L2210 que pruebz el teorema
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para el caso Mma2 .

Lo probaremos ahora para n=3 . Sea Jf,i base para —-
L(22) de la forma obtenida gomo M es no hipere
liptica existen h,,h e J2)con (Chido s (hde)= @ y
(Z,0)=0 y los conjuntos 1h4} "“'375} son linealmen
te independientes en L3z~ Ch %) y LUZ‘M.),) cuya -
interseccidn es L(3Z*Q"U"):a|l)u)'que es isomorfo a -
L(2+Q) y por Riemann-Rovh L{z-} Q)g% o Asi, el -
conjunto 4h, %, gU‘!kz.fj}tiene 2(39-3 ) -9= -
elementos linealmente independientes en L(';Z:Q)y el
| conjunto Jl\.’é SU‘)) }",g ’{J} UJ-’-J tienc §9-§ elemen—
tos linealmente independientes en L(32)y todos son -
polinomios de grado 3 en elementos de una base de L(z)

y tenemos resuelto el caso MM=3 .

Ahora proeedemos por induceién Para M23. sean H.,h,GLfZ)

linealmente independientes con (Ch)e s Chade)so, {¥} -
pase de L(m2), entonces %;’f_.,;, “\,}J} Son linealmente
independientes, respectivemente, en Leemet) 2=(hs) 5
L((M-H\Z-(MLB cuya interseccidén es L(tm-)2) cuye
dimensidn es(ﬁ-.l.)(?-"t'ﬂ por tanto 1 h, ¢}U4h4}3"tiene

2.(4+1) @m-2)~ (§-1) (2m=D) = (§=) (2 (me1)=1)= Lon2)
elementos linealmente independientes.

@on lo anterior cueda demostrado el teorema pues si J,’

J
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es oolinomio de gradom en elementos de una base de
LL’Z,)J h{ IfJ es polinomio de grado(ma) en los mig
mos elementose.

II. Interpretacidn Geométrica.

supongamos sumergida a la superficie M en su eapacio
proyectivo candnico P , dsto es, tal que las hiper
planos cortan divisores canénicos. El hecho .de que
L(D)=22(D+@) e traduce por Riemann-Roch en cue —
4 (2-D)=2 y4(2-D-®@) =1 . Esto es, si D= 72*-"*"5-3.,
El nmero de hinzrplanos linealmente independientes —-
que J’asan por P. ;---,Pa_t es preciszmente 2 « Pero de
los hiperpl:nos (ue pesan por ?'""’?-2. que Daszn tam-
bien por @ solo hay uno. D& esto Ultimo se sigue
{de_,(“’n.\}@con W, w, € M, @*°) lincalientes

Sea d”...,ala una base de P(M,B""') o Intonces las dife-
renciales cuadrdticas W) d.,---}q&s de F(Mjg"&a“')aon li-
nealmente independiecates. Lo mismo se oueds decir de -
w“.{' = .,u‘ldg o Il subespacio generado por éstas se —-
ouede identificar con { 1 P(H,B”&O"')l(f)}(w,)j v
') Pe PCM‘ ew@ 640’ flﬂzcapg ya que ambos son de dimen
vién & . Lz intersedeién de estos subespaclos se pHue-
de identificar con f PeF(H&"’bé”A@Kk«\h(aﬂéy

"ue & su vez se identifica 0011*9(;“(_}&‘,0“@0"" ({32“’13

(p) 2 wz"bﬁ

. e e o —
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que es de dimensidn ICC(—U')‘(“’)-&J\J’D): D)= 1 . Iue
go en{w,d.,...}wu“‘, WOl g s u.hiaj hay'za-l elementos line
almente inde pendiente ocue es precisamente la dimensidn
de Lttw')—D) y donde Z=(w) . Consideramos, ahora, los
elementos

U014, g ey Wiy 5 W dy 500y Wydy 3 oy W0 dg @ € Mtm, 0% 0"°)
Las diferenciales de Lsz—ﬂU son preeisamente aguellas
que cumplen(d) 2P ¥y las difcerenciales Pe L(zz,)preci;s_a;
mente las que satisfacen (p?_L y la interseccidn son
las diferencisles cuadrd&ticas gue pasan vor L+D cuya
dimensibn es ,l(zz,-z- D)= [(z— D)=2 . 0 sea cue tenemos
23 -} 4.3 -2 = 35 -3 elementos linezles indepen-

dientes
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CAPITULO V

Veremos como Petri nos describe explicitamente una base
para las seccidnes de O (k®™) (0 de Lim2)).

Mes atn, nos describe explicitamente ( excepto en dos -
casos especiales) un nimero finito de relacidnes de gra
dos 2 y 3 que generan el ideal de la curva canbénica. Es
to es, toda superficie no hipereliptica I, se puede --
realizar como una curva algebrdica de grado Zg-2 en un

esoacio proyectivo de dimensién g-1 la cual es interceg
cién de hipersussrficies de grado 2 0 3

I. Teorema de Petri.

sea M de género g y no hipereliptica. Intonces podemos
escoger P.,--«,I‘eﬂy diferenciales holomorfas dyy-:) iqd

linsalmente independieantes tales que

di(f)=0 LHd
#o & {3_1
in casd de cue 3 ¢4 _{1, , escribimos d¢= ‘Hi Y

dys Ritidbi4-

4, = P¢ Lidti 4
Donde t; coordenada local en P y N 4o,
Fn la table adjunta aparecen los resultados obtenidos -
por Petri. Cada Columna comprende una base para las
n-formas con Lémés . Ademés en cada columna se agrupsn

1as diferencisles en renglones de acuerdo 2 la multinli
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gidad de sus ceros en Y= ?s-l-----r?,. Asf{, el primer ren-—

gldn es 'd:,..-,i; . Las columnas se obtiensén de la ——

siguiente manera. La segunda columna se obtiene asis

(a) Primero se ve que toda diferencial cuadrdtica 4=

que se anula en es de la formad (Y rd; (),

(p) 5i 3514_5!3 ,clgli se puede representar en la forma
artyvde(),

(¢c) Omitiendo los ‘(‘j con ‘N,-a:.td{ %,105 elementos ress

tantes forman la base deseada.

La tercera columa se obticne esi.

(a) se ve que las diferenciales cubicas ‘\',"0*‘1“1'““}“

son de codimensidén 1 en el espacio de las cubicas W

con doble cero enU. Para quew sea de la forma

die)+d ‘,‘U“:' (Yes necesario que

T Res (w/did) =0 (v.1)
Yy du.P

(b) si \1‘“&:.),4%. enemos que tiene un cero doble
enU y c;ue'[i-"t--5 satisface (V-1)

(c) Por lo tanto !L.‘-{J:"?( YRR+ /20y 4 0
quedan 54-5 diferenciales ciibicas que forman base
las demds columas se obtienen en forma automdtica
pues se reducen & 1as anteriores. dSin embargo se u-

gan las siguientes identidades.

Ju 0‘ E_ ?bjk(*u‘kt\ dy ¥ ""'4-3 o dg
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. = ? 3 3 2 b1} “L
Donde las  wson lineales, las Q" cuadrdticas y las ¥

egcalares.

Ahora, si. "-n---;&t son las coordenadas homogéneas co-

rrespondientes ap.,...,P\, para el mapeo candémico
?:M—-w?a""

Penemos que las identidadesW,2) nos dicen cue las e-

cuaciones homogeneaa

‘;,-K;X 2} ’pd“ (xu ‘*h L& \’4‘5 X xI.

9., = (ks Hm R i L A WRLPALS
~ Vg X} Xy = 3 X, N

que son de grados 2 y 3, generan al ideal de la cur-
va asociada a M.
Los resultados que comprende el teorema de Petri son
1. (a) *"j e > %4.5 "'zjk ’%&.k

(blxx‘f*s ~Xydun ""E‘: 3_:“'4 Z‘_;ftkl i"" P"jk %d
coneg_jkescalar simétrico en L i s ko
2. Tenemos dos powsibilidades. O bien Q‘]: ?q&"o’ en -
cuyo caso M es cubrimiento triple de P o si 3:bpue-
de ser una quintica pnlana no singular. O bien la ma-
yoria de las  y p son no cero, en cuyo cuso las Yy

generan por 3 i mismas el ideal de M.

3. Dado cualquier conjunto de ﬁ_, ,3{_) relacionadas co

mo en l. con los Adoy alguna Qtj-}-o y existe una super
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ficie If de género g cuya imagen candnica en »34931:6

definida por estas ecuaciones. O-sea que se tiene un
conjunto completo de identidzdes en ,F s WP 5
[P que caracterizan aquellas que dan lugar a curvas

canénicas.
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