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INTRODUCCION

- EL teorema de Radon-Nikodym juega un papel fundamental en La teo-
nla moderna de probabilidad; un papel que Le asigné Kolmogorov en su
histénico Libro "Foundations 0§ the Theony of Probability" (7)*. EL
teonme tal y como Lo usb Kolmogorov permite deginin La esperanza con-
dicional en su forma mds general; sin embarngo, La definicibn es pura--
mente deseniptiva y no es claro el enlace que existe entre La defini--
cibn de esperanza condicional en el caso elemental, donde se tiene una
definicibn construetiva, y el caso general, donde La esperanza condi--
cional es una derivada de Radon-Nikodym. Este "pundo obscuro” se debe
principalmente al hecho de utilizar el teorema como un resultado ajeno
a La teonfa de probabilidad.

Con el §in de esclarecer el enlace entre La definicibn constructi .

va y La definicibn descrniptiva, daremos una vernsibn probabilista del -
teonema de Radon-Nikodym, obteniendo as{ una definicibn constructiva -
de La esperanza condicional en su forma mds general.

En el Capitulo 1 damos una demostracibn del teonema de Radon-Niko
dym (su versibn en teonia de La medida) y desanrwollamos el concepto de
"condicionalidad" hasta LLlegar a La definicibn de esperanza condicio--
nal em su forma mis general.

. En el Capitulo 11, con el §in de mostran que el teorema de Radon-
Nikodym no es necesarnio para deginin esperanza condicional, obtenemos
La definicibn siguiendo un camino distinto, utilizando el feorema de -
nepresentacibn de Riesz y demostrando La equivalencia entre Las defini
ciones obtenidas.

En el Capiltulo 111 damos La vernsifn probabilista def Zeonema de -
Radon-Nikodym y algunos efemplos ilustrativos.

(*) Los ndmernos (1),(2),... se nefienen a Las neferencias bibliogrdfs
cas.
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CAPITULD 1

En el desanrwollo de este thabajo, consideremos §ijo un espacio me-
. dible (£1,Q), donde 1 es un conjunto abstracto y @ es un o-campo de -
conjuntos de Q0. En @ defininemos una medida; es decin, una funcibn
P'.G."’ﬁ.»tal que:

i) p$)=0

@ p(EA)=LrA , Al

Notaf: g AL sdignifica ,‘L__J‘N cuando A-\r\Al:gﬁ AL 4j. Se llama ---
unibn ajena.

Si pAcoo N Ac @, se dice que W es finita. Si todo con--
junto de Q. es unibn numerable de conjuntos en Q. para Los cuales o -
e4 finita, se dice que pes ¢ -fdnita. ’

1-1 Definicibn.- Sea X una funcibn medible cuya integral existe (posi--
blemente infinita). La integral indefinida \§ sobre Questd dada ponr:
Qeav= [xap = (xraap

Nota 2: EL indicador (o funcibn indicatrniz) de A, es La funcibn caracte
rstica de A deginida pon:

Y & weA
Ly = ,

1-2 Dedinicibn.- Una funcibn conjuntista \§ definida en & se dice p-
continua 84 pA=0 dmplica Y(A)=0.

1-3 Proposicibn.- La integhal indeginida de una funcibn medible es una
funcibn  p-continua.

Demostracibn.- Sea X= 1, y sea BeQ tat que MB-0
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Se tiene La afinmacibn para indicadores de. conjuntos medibles. En
el caso en que X es una funcibn Ampte es decin, X= ?‘mjm 3
4e tiene: o b

RRTT SRS T

SL X es una funcibn medible positiva, existe una sucesibn iX -i de fun-

ciones siples tales que X 1‘X Aplicando el teonema de £a convergencia
mondtona obtenemos:

@)= xer=)x fodr =¥ Tyl =0

En el caso general, descomponemos X en su parte positiva y en su parte -
negativa: X = X¥ - X"y obtenemos:

k!m\:anP. = Sé‘“‘“ - S?f‘“‘ =15

1-4 Proposicibn.- La integral indefinida es q -aditiva; es decin,
{OANE :Z:'Q(As\
Demostracibn:
L{SNAE S Yap-= S(ﬂyﬁér‘kx B )=

JEomgae=F (o yap = § fxar = Beany

1-5 Proposicibn.- Si X es una funcibn medible Anteghable (su integral es
finita) estonces es finita c.d. y La integral Andeginida es finita. Si
X no es integrable, pero no obstante es finita c.d. Yy pes @ -finita,
entonces La integral indefinida es q -finita.

Demostraremos La primera parte para el caso en que X es una funcibn
medible simple. La extensibn se sigue de La misma manera como se hizo -
en (1-3).

(*) X:N->R simple en este trabajo significa simple y medible. Es decin,

X () es finito yX (B)e&u BCR .
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X=§\13h3 3 S)IS}ﬂ&'ﬁ\*M(w = Xj<o0 c.4.

Para La segunda parte, descomponemos ) en conjuntos A, de medida -
ginita y obtenemos que:
o0
b

-0 Wi VAR (g X <l

y cada t&mino de La doblLe suma es finito.

1-6 Definicibn.- Una funcibn conjuntista Qg definida sobre &, se di--
ce que es P-singular, s4 se anula fuera de un conjunto p--nulo, es de-
cin, 84 existe un conjunto p-nulo N tal que

05 (AN)=0

1-7 Deginicibn.- Una medida con signo es una funcifn conjuntisia Q:&—bﬁ(
fal que

1) \ toma a Lo mds uno de Los valones:

2) Qg0

3) q&ﬁ\m):i&mﬁ) , Aw €8

-

1-8 Proposicibn.- Una funcibn conjuntista es una medida con s4igno &4 y -
40L0 84 es La diferencia de dos medidas, de Las cuales al menos una es -

Demostracibn: Sea § una medida con s4igno y supongamos que toma a Lo mds
el valon +°0 (queda excluddo -0 ). Sean pry Py tales que:

QA At |20
p;\#&:

O I (TR
(N =
P 0 A WAV O



Es clarno que Yy po son medidas, B &8 finita y
Qapi-pa
Reciprocamente, sean p.y H1;4 madid:u en Q con Wi Entonces, fa
funcibn conjuntista P= pPi-Pa es tal que:
i) @ toma a Lo mis el valor +co
i) QU)o (por ser p y'medidas).
i) QCEAW)= P(EAR) - (T AR) = TpeAn ~LikeAn =

T (Biha - Behn) = 20 QAW

1-9 Teorema (descomposicibn de Hahn).- Sea § una medida con signo defi
nida en Q.. Entonces existe un conjunto DeQ@ tal que para todo Ae®.

RAMIZ0  y  R(AT)4O

La demostracibn puede verse en (1) o (3).

1-10 Teorema (descomposicibn de Lebesque).- S{ La medida I Y La funcibn
¢ -aditiva \§ definidas en Q@ son ¢ -finitas, entonces existe una y -
46Lo una descomposicibn de P en una funcibn conjuntista P -continua y
¢ -aditiva ¥ y una funcibn conjuntista p-singubar y g -aditiva

\q: \'Qc+ \Q‘.i
Ademfs R, es La integral indefinida de una funcibn medible §inita X de-

tenminada p-c.d. A X se Le leama derivada de Radon-Nikodym: 4§
dp

Demostracibn: Puesto que (L puede ser considerado como una unibn numera
ble de conjuntos medibles ajenos para Los cuales Yy M son finitas, su
pondremos que \§ y M son medidas finitas.

Probaremos primero fa unicidad: Supbngase que existen dos descomposicio
nes:

\Q:L0c+l{>$:\QL+ \Q‘S

)



entonces B - W = M5 -\ =0 ya que Q- Y. s una funcibn w-conti--
nua y Q- s una funcibn  p-singular.

Para ver que el integhando e8T& defindido p-c.d., supbngase que para ca-
da Ae Q.,

W= xan =) xap

Esto implica que X = X' c.d., ya que 84 B = pUX=-X'>€]>0 enton
ces S(x—x' YAp->0 . AsL, Las afinmaciones de unicidad se cumplen -
44 probamos La existencia.

Sea & £a clase de todas Las funciones integrables no negativas X
cuyas integhales indefinidas estdn acotadas por P :

[ Xar € Ry AcQ
@ es no vaclo puesto que La funcibn medible X=0 pertenece a & .. E--
xiste una sucesibn (X} contenida en & tat que
[ Xndp — S;G%XXA\* =l & QY <o

Sea X' = S‘:_p‘,fk , de donde 0 <X ' T V= Sup X .
Sea
A DXp= Xn ) para n gijo y sea
P\“ A, F\u= K... k‘u,at Aw
AL TR =) Ae= 0 y para cada A€Q.

A *
L] - . - x A é [ =
th" A\‘- N zl:._\ jkﬂxn“ AP. 21-\ Sk':: ¥ Z::\w WA P“') bl )

Haciendo n— ooy aplicando el teorema de convergencia monStona, tenemos:
jﬁyar cqy oy Jyapea

Por Lo tanto, Y es un elemnto maximal de & . Esta propiedad nos ayuda-
nd para demostran que

U"s =\ - k?c 20 )
donde . es La integral indefinida de Y, es |»-singulan.

Sea Dn+ Dﬁ una descomposicibn de Hahn para £a funcién confuntista -
(nita y ¢ ~aditiva



entonces:
W(ADY<O  § WM(ADL)Z0 M AcQ

o0
SeaD=QDn y entonces D= \T}Dﬁ AsL, para cada A y todo n,
= W

0< Y (AD) £ K (AD)
Haciendo n-> oo se sigue que Q. (AD) = 0 y por Lo tanto
SAVSER AVS N

Puesto que
Y ()= QCAY - R (AD") € W(A) - Rs(ADY) |

4e s4gue que

JOYH 8T, )= Q) + 4 MADE ) & (A - o (ADE) € UCAY
ASL que

\
O+ wilg)ed
Pero esto contradice el hecho demostrado que

Vg =a= ggSw

a menos que pvﬁ =0 . Por Lo tanto, todos Los confuntos D: son p-nu
Los y asi Lo es D¢ . Puesto que Y, (AD) = 0 ¥ A, se concluye que \{,
es ,x.—.s/;ngwtan. //

En oL caso particutar de una funcibn \p p-continua, el nesultado ante-
nion se neduce a:

1-11 TEOREMA DE RADON-NIKODYM.- Si, sobre Q, fa medida p- y La funcibn
conjuntista q-aditiva § son @ -finitas y Y es p-continua, entonces
Y es La integral indefinida de una funcibn finita determinada p-c.d.

- ———— b



La integral indefinida de una funcibn medible X no necesawriamente 4
nita ¢4 @-aditiva y p-continua, pero no necesariamente @ -ginita. -
EL sdgudiente teorema provee una extensibn del teonema 1-11.

1-12 Teonema.~ EL teonema de Radon-Nikodym nesulta vdlido s4 La ginitud
de X y La Q-finitud de Y se suprimen sumulidneamente.

Demostracibn: Sea p una medida finita, P una medida p--continua en Q,
® 2fa clase de todos Los conjuntos medibles tales que Y es O -finita -
en B y sea

S=Sue p8B

Be®

Existe una sucesifn {Bu} » B &«® Zal que
i ‘.bn\P'B'n

y por Lo tanto,
B= UB.\GB \J P'B'-'s

Sé existe Ce§geA ,Acfltal que 0 < Q(c)¢on, entonces:

2+C e ® , nCHo0
k)
SIM(BAC)=pBFpC>S

Por Lo tanto, mientras \§ es @ -finita en {BA, Ac_&], Y puede toman -
8680 Los valones 0 o o en {B°A, A €Q].
Ademds, es imposible Tenen
pe>o0 oy W€ =0
ponque entonces B + C)e ® y tendriamos, como antes, S»S. Puesto que §
e  p-continua, tambifn es imposible tener
pC=0 y Qe >o.
AsL, para cada C € {B°A, Ae Q} nos quedan dos posibilidades:
KC>0 y €)=
o

MC=0 oy §iC) = 0



En otnas patabras, Y en { B%A, A< Q) es La integral indeginida de una
funcifn X =00 detenminada p--c.d. y por otro Lado, por el teorema ---
1-11, Yen { BA, A€ @} es I7 integnal indefinida de una funcibn X en -
B determinada p-c.d. Estos valores de X en B y B La determinan en L1
'y para cada A € Q. ,

_LXép = L)éér» X Sk;(:\p- = QIAB) + Q(ABS) = Q(A) .

CONDICIONALIDAD

Sea | _ﬂ_,G)P) un espacio de probabilidad, & c Q. un C-campo.

Degininemos probabilidad y esperanza condicionales empezando porn el
caso mds simple: Probabilidad del evento A dado el evento B, esperanza --
condicional de una variable aleatoria X dado ef evento B; Luego el caso
"dado e @ -campo ® ", cuando @ es el ¢ -campo generado por una par-
ticibn numenable de £ y pon dltimo el caso general (® cualquier sub-

g -campo de © ).

1-13 Deginicibn.- La probabilidad condicional de un evento A dado un e-
vento B no nulo, denotada pon PBA, e degine por La nelacibn

P(AB)
Pk
A ots) * TBA0

Pg ¢4 una medida de probabilidad en Q. y podemos hablar del espacio de -
probabilidad (£, G, B ).

1-14 Deginicibn.- La esperanza de una variable aleatornia X en el es
pacio de probabilidad (£1,@,R), e denomina La esperanza condicional
de X dado B y se denota por

Ee X =] Xd%

10



Peno como Py = 0 en { 48% A e Q] . Lenemos:

EeX =}-XaR,
y como Py 'T’!EP en {AB, AeQ@l , egamos a
\
E%x :‘P_B SBXAP 2
En particular,
PB-Ea1, ={ 1,d° = Plre)

3
p‘k = Eblh

La esperanza condicional ( y probabilidad condicional) adquiere su
significado completo cuando se interpreta como valores de gunciones de La
siguiente manera: EL nlimero EBX 4e asdigna ya no a B, sino a cada elemen-
to de B y similaxmente, EgeX s¢ asigna a cada elemento de B®.

AsL, considerando el @ -campo ® =i¢, 8, 8% Q’g, queda definida -
La varniable aleatonia:

E8X =(EeX) 1y + (B X) 1

Mas general, sea {83 una pa)uuutin numerable de ) y sea @ el a-cam
po generado por esta particibn. Consideremos La funcién elemental

®
E X *'EJKESJ x)lﬁj ) ] nuwwvaecob\e 5 XG‘.E
donde ¥ es La familia de fLas variables aleatorias cuya integral existe.
S{ algunos de Los B j son nulos, Los conrespondientes valones Eij -
esthn indeterminados. AsL, E“X no estd determinada en el evento nulo el

cual es La suma de Los Bjf nulos.

Considerando esta posibilidad y La definicibn de Ea_-‘X , Llegamos

11



1-15 Definicibn (Constructiva).- la funcibn elemental E®X definida --
P - c.d. por

Cy o
€8x _Eltpgj Lfé")lsj . XeE
es La esperanza condicional de X dado @&

Particularizando a indicadonres, definimos La funcibn @ -medible -
PA=E%1, , Aco it cuat send ta probabilidad condicional de A
dado @

En Las definiciones anteriones decimos, "dado el & -campo @ " Yy
no "dada £a particibn § BJ.] " ya que £ determina La esperanza condi--
cional de X dado un evento no nulo arbitranio Be® . Obsbrvese que 84
B es no nulo, existe K< J tal que

=2 Be
Rek

%
PBEyX = [0 = X[ X3P =3 po €, x- [ (%80

AL, i PgB=PB N RBe® W PR>0 , fa expresibn de fLa derecha
vendid a ser S‘LE“X )d Pg , mientras que La expresibn de La iz --
quierda sabemos que es SBXAP

Hemos justificado La tenminologla, pero ademfs hemos obtenido una
propiedad de La esperanza condicional que permite caracterizarfa, como
veremos enseguida. Nb6tese que E®X es una variable aleatornia 8 -me
dible.

1-16 Proposicibn.- Si Y es una variable aleatoria  @-medible tal que
SHPOSACLON.
jBYcW = SBXc\? t Be@®

entonces
PLY=E®x1=\

Demostracibn: Si el evento B:1Y< E®X]e¢® fuera de probabitidad posi-
Lva se tendria:

12
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Por Lo tanto, PLY < €® x1=0 . Simitarmente, PLYSE®Xx]=0./.

Esto nos Lleva a "redefinin" (ahona descriptivamente) La esperanza
condicional nespecto a un G -campo numerabfe (generado por una parnti--
eibn de £2 a Lo mas numerable).

1-17 Deginicibn (Desecriptiva).- Lla esperanza condicional E® de una va
niable aleatoria X € E es La iinica variable aleatoria @ -medible -
que satisgace La nelacibn

SxAQ:SBLE"x)A'P, % Be® |

donde ® es generado por una particibn a Lo mds numerable de £ . la
unicidad es en el sentido de que®existe otrna variable aleatonia G- me
dible Y que satisfaga esta relacibn, entonces,

PLY#E°Xx]=0 .

EL siguiente paso es extenden La definicién de esperanza condicio-
nal al caso en que dbub-vam B no necesariamente es el ¢ - cam
po generado porn una particibn numerable de £ . La deginicibn que cl4-
sdcamente se extiende es La definicibn descriptiva (ver (A) ). Una -
manera de Loghan tal extensibn es utilizando el teorema de Radon-Niko--
dym. Otra posible forma de extender La definicibn es utildizando el Zeo
nema de nepresentacibn de Riesz para funcionales Lineales acotadas en

¢ (n,e,e).

Para ginalizarn este capltulo extenderemos La definicién de esperan
za condicional, justigicando tal extensibn por medio del teorema de Ra--
don-Nikodynm.

1-18 Definicibn.- la espernaza condicional | E®X) de X€¢F dado ® -
es una funcibn @ -medible definida P -c.d. por La nelacién

13



SB(-Eﬁmpe — SBXA? ’ e® .

Para justificarn La deginicibn, obsérvese que La integnal indefini-
da \§ de X, es O -aditiva y P - continua y pon Lo tanto, su nestnic--
eibn Ug a 8 es @ -aditiva y P -continua. Aplicando el teorema -
de Radon-Nikodym extendido (1-12), La funcibn ®- medible E® existe y
estd deginida P -c.d.

En el caso que Yg es G- finita, aplicamos el teorema de Radon-Ni
kodym (1-11) y en este caso, €% es finita excepto en un evento nulo ar
bithario perteneciente a ®

la nestriceibn de €® a La familia Ta de indicadones de eventos es
La probabilidad condicional dado ® y se denota por ©®. En otras pa
Labras, P®es una funcibn en S cuyos valores son funciones - medi-
bles PPA definidas P -c.d. por P®A=E®IA o directamente pon

Jeondp, =§LEP1aNa8, = BRI

14
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CAPITULO 11

En este capltulo definirnemos esperanza condicional a thavés del teo
rema de nrepresentacibn de Riesz para funcionales Lineales acotadas en --
C (0,8,P). Demostramos primeramente ef teonema, definimos esperanza
condicional de una variable ateatonia en \ (02,Q,P) y extendemos La de
finicibn al caso general.

2-1 Definkcibn.- Sea (02,9,M) un espacio con medida. Definiremos C(0,Q,10)

como el espacio de Las funciones Q. -medibles X para Las cuales.
S\ledr <00 , \<PcLon
St (n, , P) estd fijo, escrnibinemos simpLemente L® .

Considerando iguales a dos conjuntos que difieren en un confjunto -
p-nulo damos La siguiente definicibn.

2-2 Definicibn.- Definimos en \*( (L, Q, ) una nowma por medio de fa -
nelacibn 4
\s
Wx =Ll
2-3 Definiciones.- Supbngase ¥: QL —\0,01 @ _podibee.

Sea S el conjunto de nimeros neales & tales que
ply (e, ]]=0

y sea P= inf S. Puesto que
Y (e,0)= U Y7 (p s, oe)

y puesto que La unibn numerable de conjuntos de medida cero, es de medi-
da cero, B€S. A B se Le denomina el supremo esencial de Y y se denota
P = sup ess V.

S{ X es una funcibn @ -medible, se define | \\,por Larelacibn:

W X1l = A omn X\

15



(0, Q, ) denotard ek conjunto de Las funciones X Q.- medibles ta-
Les que

T\ g & o0

" A fas funciones X € (01, @, ) se Les denomina esenciafmente acota
das. -

2-4 Proposicifn.- SL P e una medida §inita, entonces:
¢ o> ¢ (S A A

Demostrnacibn: SL | < ©<Q <oco entonces:
1P e L+

Integarando ambos Lados de fa desigualdad y por La monotonla de La inte-
- gral se tiene:

fixifap <o ey

de donde se deduce que 84 X€\} entonces X e\’
si X€ ™ entonces,

P
0> P Langarn\X\) -38 \X\Tdp

2-5 Definicibn.- Sea E un espacio Lineak. Un producto interior o produc
to escalan denotado ( X , ¥ ), es una funcibn definida en ef producto --
E x E y con valones en campo de escalarea W tal que:

i) (X +BY,Z)= (X, Z) +ply,z) We,beR X,Yek

AL) LXJY)""‘(YJ xl)
“i) X#0 = (X,x)>0 .

N6tese que 84 E es un espacio con producto interion, t 4e conviernte en un
espacio nonmado definiendo \
A XN =15, %) N Xet

2-6 Definicibn.- Un espacio de Hilbert es un espacio Lineal con produc-
to intenion que con La nowma inducida es de Banach.

Observacibn.- La nonma definida en L%, induce una métuica para el espa-

16



cio If deginida por
d(x,y\-:\\x..y“‘, ¥ X,\/e\f , \&P<oo
-2-7 Definicibn.- Decimos que {xu} A Xn ¢l convenge en If a X, sd
Wx, - Xllp—o0 cuando ns>w y escribimos X, re, X,
e . 1 4 .
2-8 Definicibn.- Decimos que {X3 , X € L' , converge en fa p-Esima
media a X (X, —F»X) &4
S \xw-X1"—s o,

En Lo sucesivo 8620 se considerardn espacios de probabilidad ----

(n, G, P) y esenibiremos EX en Lugan de fxde .

Nota: La convergaencia en L® es equivalente a £a convergenacia en fa -
p-&sima media.

2-9 Teonema.- EL espacio ¥ Lei , &, P ) es completo.

Demostracibn: Sea X una sucesifn de Cauchy en L (00, &, P );
\Xm"“x“\'—‘r—)o

Por La desigualdad de Markov,
PUXem-Xu\ € €14 L5 ENXm =Xs, >0 w,m>0,

de donde \X, - X, | —£5 0 y entonces
X 2> X

para alguna X € L° .

Existe una subsucesibn X , tal que:

x“. C.S.I x i

Puesto que

S\Xw\"'x“- |G

17



cuando m, n'—sop , 8¢ 44gue pon el Lema de Fatou (Royden pdg. 226).
S\x“-—st %‘M}\XM—X\.\c\?—ao cvomde  Am > O

por Lo tanto, X %> X.

2-10 Teorema.- EL espacio L™ | 0 ,Q, @] et un espacio de Hilbert con
el producto interion dado pon

(X, Y)=E(XVY)

Demostracibn: Las propiedades del producto interion, se obtienen directa
mente de f£as propiedades de La integral. Porn otrno Lado, La nomma Ainduci-
da por el producto interion es La nonma definida para L™ , asl que por el
teonema anterion, L es de Banach.

2-11 Deginicibn.- Una funcional Lineal en L° es una funcion F: LP~R
tak que
Flax ABY)=otFUAEFLY) ¥ x,yel | opeR

Fes continua 84 F (X ) —>F(X) cuando X %> X

F es nonmada o acotada 84 existe M <=0 , independiente de X,tal que
|0 < MK |

La nonma de F es el nlmero dado por La nelacibn

i \FOOl _ 0
Wl e Spey = Sge Eonl

2-12 Definicibn.- En un espacio Lineal H con producto interior, dos vee-
Zones X, YV son ontogonales 64 | X , ¥V ) = 0.

Para todo subconjunto M de H, el conjunto MY de vectones Y que son onto
gonales a todos Los vectones X € M es el suplemento orntogonal de M.

2-13 Teorema.- Sea H un espacio de Hilbert, M un subespacio vectorial --
completo (de Hilbert). Para cada X€H, existe un punto y 80Lo uno ----
y = Py (X) tal que

Wx =YW\ =4a(x, ™),
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EL punto Y = Py (X) es el dnico punto Z€M Zal que X - Z es ortogonal
a M. La aplicacibn X —> Py(X) de H sobre M, es £ineal, continua y de
nonma 1 84 M # {0%  ; su ndeleo M= (0) es el subespacio ortogonal
a M.

Demostracibn: Sea ol=d(X,M} pon definicibn, existe una sucesibn {)’“\de
puntos de M tal que

lim IX =>w M=ot

N—a0 i

demostraremos que ‘)’n] es una sucesibn de Cauchy.

Aplicamos La propiedad del paralelogramo (vdlida para todo espacio con
producto interion):

Woar 2wl 4 W= v W = 2 (0wt 4 W)

para e caso = X —VYa y =X =Y Y obtenemos :
A R R X T RVIR WP S SEVA NS S SR SO AN )

Poro & (Yu-Yo)e M de donde WX =% (Vn =Y )W 2 ol*
Luego, 84 N es tal que para n > N, WX =Y W' < o*A €
se tiene, '

WY —Yul" € HE  poss am3® | M2N,

Por Lo tanto, {Vm} es de Cauchy y como M es completo, iVm\ converge
ay € M para el cual
“X"‘Y“: AL\‘JM\ .

Ahona supbngase que ¥' € M es tal que WX-Y'W=d(X,w)

Aplicando La propiedad del paraleloghamo al caso
MUY, =X

obtenemos:

WY - Y'\E= e —Alx -3 LY LYW

Yy puesto que
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3(Y+yyeMm, Wy-yiteo
es decin ¥V = V',
Sea Ahora, Z#0 un punto cualquiera de M. Tenemos:
X =(Yarz)\"'>o®  ¥2A#0

Aplicando Las propiedades del producto interion obtenemos
-2a(x~-Y,%) + AWzW >0 NAfO

S (X -VY,7) #0 , Legarfamos a una contradiceibn escogiendo convenien-
temente a A . En consecuencda,

X -v,2)£0

de donde X - ¥ es ontogonal a M. Sea ¥' € M tal que X - Y' es ortogonal
a M; entonces para Z# 0 en M se tiene por el teorema de Pitdgonas:

UX=(y'az)\ = Ux-Y' I 2wz

y esto demuestra que Y =Y' en vintud de £a caracterizacibn de Y.

Esta dltima caracterizacibn de V= Py(X] demuestra que Py es Lineak,
pues 8L X -Y y X' - ¥' son ontogonales a M, entonces AR =AY

es ontogonal a M y también Lo es

(X4%x)=(Y4+Y') = (=YY 2 (=YY |
En vintud del teorema de Pitdgonas,se Tiene
1
WX = W P OOW + WX = Rabol,
Lo que prueba que P,(X) €WK\ y por Lo tanto Py es continua y tiene
nonma € 1 (ver Dieudonné pag ), pero porn sen P,(X) =X para X &« M,-
se Liene l\l;,‘“ =1 &4 M no se neduce a 0.

la definicibn de P, 4mplica que M'z P:(ol estd fonmado pon Los-
vectores X ontogonales a M. Ademds, por ser
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X=RX) +(X-Rw0) 4 X-Rux)em
se tiene : H=M + M'. " T
Finalmente, 44 X € H es ontogonal a M' se tiene en particular
(X, X -Pux))=0 ,

pero también se tiene
(B (X)), X =P (x))=0
por Lo fanto,

“ X '_R\LX)“?—:O , es decin, X:P“(X) eM 11

Nota.- A La aplicacibn Lineal R, 3se Le denomina fa proyeccibn ortogo-
nal de H sobre M.

2-14 Conolanio.- Si M# H, existe Y € H, Y # 0 tak que VL M.
Demostracibn: Sea Xe€(H - M) y sea

Y=X-Ru)#0 . //

2-15 Teonema.- Sea F una funcional Lineal continua definida en un espa-
cio de Hilbert H. Entonces existe Y € H dnica fal que

FiX) = (X,Y).

Demostracibn: S{ F(X) =0 N X € H , tomamos Y = 0. De otra manera, de-
T—

M={x| =0}

La Linealidad de F demuestra que M es un subespacio y La continuidad de
F muestra que M es completo.

Puesto que F(X) .ﬁ 0 para alglin X € H, el cornolarnio 2-14 asegura que M -
contiene puntos distintos de cero. Por Lo tanto, existe 1 € MY con wzy=A
Sea am=F(xX)Z-F(z)xX .

Puesto que
Fl) = FO) §(z) - F(Z) Fx)=0
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Zenemos que M-CM y en consecuencia

0=(1,2)= Fix)(z,2) - F2)(X, 2)

= F)= Fx(Z,2) = W2)(X,Z),

Hacemos ¥ = x 2z con o= F(Z),

Para probar La unicidad: S& (X,V)=(X,y') ¥ XeH, sea !
I=Yy-y; 1
Entonces (X,Z)=0 ¥ XeH;en particular, (2,2)=0 y por Lo tanto -
Z=0.

2-16 Proposicibn.- Una funcional Lineal en un espacio nonmado es conti-
nua 34 y 80Lo 44 es acotada.
Demostracibn: Sea F una funcional Lineal. Si F es acotada, entonces es -
continua puesto que

LE(Xa) = FOOL = | BUXn =X € MIX-XU>0  amla Wxa-X1—0.
S{ F no es acotada, entonces no es continua puesto que para toda n exis
Le un punto x, 1al que

| FOXa)| > Ml Xw

Y haciendo

¥, =X

T mlxa\
tenemos |F(Vy,)| > 1 mientras que

WYall=% =0 ./

En base al teonema 2-10 y al teorema 2-15, tenemos ek diguiente ne-
dultado, que es el teonema de nepresentacibn de Riesz para funcionales -
Lineates acotadas en L%,

2-17 Teorema Sea F una funcional Lineal acotada en L* (1, Q,P) . Exis
Ze un elemento dnico Y & L*( O, Q,P) #al que

F(xs-:jtx P ¥ xel(n,e,P),

Vamos ahora a aplican (2-17) para definin La esperanza condicional.
Sean Xel"[ﬂ,@., P), B un sub- ¢ -campo de Q. y F:C’(ﬂ,@,P)—)R
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definida por

Fuﬁj(xz\d? .

Por La Linealidad de £a integral, nesulta que F es Lineal y por fa desi-
" guatdad de Schwarz,
(F(z) < lixin zl

nesulta que F es acotada. Aplicando el teonema 2-17 se sigue que existe
vel’(Q, ®, P 1al que

F)=[izviae % zelia,e, e,
es decin,

Jx zyde = Swzm? ,
En-particulan, 84 2=1g , Be@® ,obtenemos:

fxae={vie vec® .

8 8
Sea X positiva (no necesariamente integhrable) y sea

Xn — m:r'.u()(,n)
Es clano que X, € 1*(,0,P) y X Y X. Para cada X, existe vnef(n,am)
Lal que: ’
]Bx.\ap :j:"‘m ¥ BB y PlosYag You)=d

Se sigue que existe una variable aleatoria Ve L'(0,8,P) tal qua --
Pyt Vi=1 y,aplicando el teorema de fa convergencia monétona,

SXAF’:SYA? X 8e® .
B ®

Ahona, en el caso en que X=X - X~ es casi integrable, pon Lo -
menos una de Las variables aleatonias positivas X" o X es Aintegnable-

y, por Lo tanto, al menosd una de Las variables aleatordias positivas Yy
@ -medibles Y, o V_ tales que

Jxae =L\/@9 : anw:&s‘i.&? N Be®
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es integrable. En consecuencia, Y= Y, - Y_ estd definida casi dondequie
na, es @ -medible y ademas,

X4 P =j 49 ¢
Ss ;" 4t 2e®

La siguiente proposicibn nos demuestra que La funcibn ¥ obtenida an
Lenionmente, es La esperanza condicional con nespecto a ® de La varnia--
ble Xde La definicibn 1-17.

2-18 Proposicibn.- Una variable aleatoria ® -medible VY es La esperan-
za condicional con respecto a ® de La variable aleatonin X 8i y 8620 84

faxiae = {zyyae

Demostracibn: S& Y=E®X , fa definicibn 1-17 nos dice que
3(zx)c\P=SLzy)AP

siempre que Z=1Ig , aée. Por Lineakidad, se obtiene La igualdad pwta

Z variable aleatornia simple positiva y medible; por el teorema de La --
convergencia monbtona,se tiene el resultado para el caso en que Z es una
variable aleatornia positiva y @ -medible.

Observese que,en [(Q,Q.,P) ,2a esperanza condicional no es mds -
que La proyecedibn de L'l_n,,a.,Pf en su subespacio de Hilbert {N, ®,9)
Esta propdlad permite definin £a esperanza condicional en F(SL,Q., V) -
(ver por ejemplo (8)).

Lo anterion se justifica ya que 84 Y = l;_,‘ n.a,v';( entonces
a) velln, ®,9)

b) j(x - ¥Y)2dP = 0 0 I[XZ)dP - I(VZ}dP N zef(Q,e,p).

ESPERANZA CONDICIONAL DADA UNA FUNCION

2-19 Definicibn.- Sea Y una funcibn de (L, Q,P) al espacio medible --
(QU,Q). Deginimos Los G -campos inducidos porn ¥ en €U y 0, nespec--
Tivamente,de La siguiente forma: G&',, @ es et g -campo de todos Los
conjuntos de @ cuya imagen inversa bajo Y son eventos (€ Q.) y ®, es
el @-campo de esos eventos. Py y Ry, son Las probabilidades inducidas -
por ¥ en 8, y @,,respectivamente definidas por
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PyB=PB , Be®y; P/B'=PB 4L B'e®, y B=yYB').

${ @=8, , escnibinenps EYX en Lugar de E% y a E'X La Leamare-
mos La esperanza condicional de X dada V . Para fustifican La tenminolo-
gla, demostraremos que efectivamente, E'X es una funcibn de La §uncibn V.
Para ello usaremos el sdiguiente nesultado.
2-20 Proposicibn.- Para toda funcibn numérica medible g definida en (L,

' o

EnR), j;sap,‘ :j‘;r,w)a?, s Be® 8=y,
en el sentido que 44 una de Las integrales existe, existe La otra Yy son-
Lguakes.
Demostracibn: Sea g=1, , A< @; .Tomamos A =y ™(A") y obtenemos glY) =1,
de donde '

[ 149 = R (RE) =R ey :S:,.A'P
Bl 5

Siendo vélida pana indicadones, La iguakdad es vdlida para funciones g-
s4mples y,por el teonema de La convergencia mon6tona,para g medible no-
negativa. la afinmacibn se sigue descomponiendo a funcibn g medible en
4u parte positiva y en su parte negativa.

2-21 Proposdicibn.- La esperanza condicional de X € E dada Y es una fun--
eibn de La funcibn Y.

Demostracibn: Si \§ es La integral indefinida de X y Q' en @) estd
definida pon

9'(8') = Y(8) , B'e® , B=y'B')
entonces Y' es G -aditiva y Py -continua. Aplicamos el teorema de Radon-
Nikodym extendido (1-12) y deginimos una guncibn medible g en (Q,@) por

];349; = l!‘LB‘):J':A?

Puesto que

j:av = j&e’x)c\? ;

4e s4gue aplicando 2-20 que
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Lcswm?,_—- j;scw' - wasav ,

Por Lo tanto, Las integrales indefinidas de Las funciones Rrmedibles
gl¥) y EVX son Las mismas, y asf, La afirmacibn estd probada. //



CAPITULO I

En Los capltulos anterniones, deginimos La esperanza condicional
en su forma mds general auxilidndonos de dos nesultados "ajenos" a La
teornia de probabilidad: EL teorema de Radon-Nikodym y el feorema de -
nepresentacibn de Riesz.

En ambos casos, La definicibn obtenida es puramente descriptiva:
Para toda X€ E existe una funcibn B-medible E®etal que

IéE‘X}dP = anr T — 31

Esta definicibn se obtiene como una generalizacibn de La definicibn de
esperanza condicional en el caso elemental:

E% = ?‘tfﬁixuas ------------ 3-2

donde {Bj] es una parnticibn a Lo mds numenable de L2 que genera a ©,

Consideremos £a definicibn de La esperanza condicional como se -
obtuvo en el capltulo 1 (La esperanza condicional es una derivada de-
Radon-Nikodym). No es §dcil "ver" La nelacibn que existe entre fa de-
finicibn en el caso elemental (3-2) y La definicibn en el caso mas --
general (3-1)

Pana esclarecer el enface que existe entre (3-1) y (3-2) enuncia
nemos y demostraremos el teonema de Radon-Nikodym como un teorema de-
probabilidad, obteniendo de esta manera una definicibn constructiva -
de La esperanza condicionaten su forma mis general.

Vernsibn Probabilista def Teorema de Radon-Nikodym.

Sea (01, Q,P) un espacio de probabilidad, @ un sub-a-campo de &
y ¥ una funcibn Q. -medible de SL a [-00,00] cuya integral exis-
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te. Considérese el espacio de probabilidad (2, @, donde By es La res
ticeibn de Pa @ y La funcibn confjuntista ¢ definida por

Qe)=[ VP | ge®
8
 Recubrdese que Y es @-aditiva y Py-continua.

TEOREMA.- Existe una sucesibn creciente § B, ; n=1,2,...§  de sub- ¢ -
campos de @ , cada uno generado por una particibn numerable {Bnk" k=0,
1,2,... % de £ tak que fa sucesibn § E®™w} tiene un imite puntual
F, satisfaciendo para todo Be @,

JES R ey [ s e zve

AsL, E®Y existe y es el Limite de esperanzas condicionales definidas cons
Dwetivamente.

Demostracibn: Probaremos el teorema para Y no negativas, puesto que en el-
caso genenal podemos toman E®y = E®y* - E®y”.
Sea La familia de medidas con signo
F={y-«% c >0}
Pon el teonema de descomposicibn, de Hahn, existe un conjunto Ay €8 tal-
que para cualquier BE® ,

BC Ay => (-8, )(B)20
BC Ayl = (Q-dQ)(BI<0

0 equivalentemente,

BCAy=> jBVdP 7 oP(B)
BCAS = Lvaps. oAP(B) .

Pon supuesto, Los Ay's no son dnicos (ver teorema 1-9). Sin embargo, pa-
na una coleceibn numerable de of's (usarnemos el conjunto {-{'ﬁ ; k,n=0,1,
2,... }) podemos escoger Los Ay de tal manera que sean crecdentes. Em-
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pezamos con cualquien sucesibn § A%} y definimos
Au= K- L) (AL - AD)
Vw

Esto es vdlido porque P(A} - Aj)=0 8L w>v . Ademds, puesto que Y20,

podemos tomar A,=(). Sea A, el Limite (intenseccibn) de todas nues -

nas A, (PlAg) =084 Y es Aintegrable) y nbtese que Ay es fambién el LL-
mite de cada subsucesibn

AR ; k=o;1,...}
z‘

AsL, para cada n, fa sucesibn

Q.:iB“:A%\- AB%_‘L 5 o 0.V A;}

es una particibn @ -medible de Q)

Ahona,las esperanzas condicionales de Y dado el & -campo @,,don-
de ., es(abusando de La notacibn) el G -campo generado por La parti -
eibn B,,estdn dadas pon:

E% =7 (B Y)Tg, *OT),
L

donde

oy = | X4€
Baf J;MP(B“R)

EL hecho clave es que para cualquier BE@®,

Bog.

puesto que

c
Be, CA A
"R % Y Bﬂn _E_é'f‘_\‘.

Siendo Las ®a encajadas, concluimos que i EG“V} converge puntualmen-
te a una funcibn @ -medible F satisfaciende para cada n y k,
B2 < F < (k+1)27"  on By
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Si P(BAp) >0,

aﬂ —-
E""Y)dP, =c0= | FdP = dP
L[s = de Ia.y 2

mientras que 84 P(BAg)=0 , se vernifica que

HB(E ~y -F)daf% \ < Zn SBLE@“Y-F\.:;?Q:

2. L | By -F 140 2, 27 P(eBa¢2”
R V8, R

J

(E®y-Y)de \: \Z Ll —}&%}PL&B“\ -E",SBYAP \..é
8 R Bng R OBy

DA (S E A

Como un caso particular, consideremos (3=0CX) donde X es una va-
niabte aleatonia y @(X)= {X '(A) : A es un Boreliano} .

Sea B.{-X"[—fi’ E:—J] y sea @, el @-campo generado por La particibn-
de L1 {Bugsk=0,1,...}

Definamos
Xn = Z % 1[
R

s|s

<X Rel]

la esperanza condicional de una variable aleatonia Y dado X, , E(YIX,),
es el caso elemental ya que @ (X,) estd generado por una particiln-
numenable de L) y as{, obtenemos La deginicibn constructiva:

E(YIX) = LomE (Y |X,)

Nro
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Considenemos el caso especial de probabilidad condicional: Reem-
plazamos Y por Ty ) donde Bes algin confunto de Borel y E(Y]X) se -
neemplaza por P(VeBIX). Para el caso particular P(VeB|X=x) (EL valon
comin de P(YeB|X) en el evento X'({x}) ), tenemos Las thes definiciones
sigudlentes:

P(VeB|X=x)=Lim P(VeB|Xy=x,) , -----=-=-==- (3-3)

n-»>w

donde Las X, son funciones elementales que convergen a X c.d. Y X, eb
el valor de X, cuando X=x. Por ejemplo,

Y (&
b 2GRN < xam]
Xp= R
2 G g < ma)
Otra posible definicibn es:

P(VeB|X=x)=Lim P(VeB|x&Xsx+h) ----------- (3-4)
h->0

La tencera definicibn se apuea;al caso en que La distribucibn conjun
ta de X y YV es absolutamente continua con respecto a La medida de Le-
besgue, es decin, para alguna densidad F,

P(X<A, YeB) = JjF(x,yldxdy
Axg

para cada nectdngulo de Boref AxB . la deginicibn es:

FG
P(YeB|X=x)= ‘L-— it (3-5)

Pana justificar La tercera definicibn:
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P(YeB| x=2)= lim P(YeBlors X <2ah)

h20

- Yo X;: Uppmio)d,
“*°J ( F(l-‘-;‘&)éts)clp.
x -00

Ak
=3, Jﬁjm Ue‘mﬁw“ﬂ)‘l’“
Wso lm(j:':'-m%!&s)ép- .

a

S jglu,y}dy es continua en u cuando u=x y Fx(ul=j Flu,yldy s
-

continua en u=x obtenemos

JaF(.’ls‘ﬂd‘j

P(YeB| X=x)=_
F(x)

EJEMPLOS TLUSTRATIVOS

1.- EL problema de La mejorn eleccibn. Se tiene una baraja de n cantas-
distintas (pon ejemplo n=52), Las cuales estdn arbitrariamente gradua-
das. Una persona, extrae Las cartas una por una e informa 500 una co-
da: La canta extraida es o no es"la mefon hasta ahona". Oyendo esto, se
debe decidin inmediatamente 84 se acepta o no fLa carta. Se puede escogen
a Lo mis una caria y se gana 84 y 8680 84 La carta escogida es La mefon
de Las n cartas.

Para n grande, puede parecer que Las oporntunidades de ganar son -
muy escasas, pero esto no es asl como Lo demuestra fLa siguiente solu--
edlbn.

Se escoge un entero k entre 1 y n y se usa La siguiente estrategia:

Dejan pasar Las k primernas cartas no imponta cuales sean. Despubs tomar
La primera canta, La cual es La mejon hasta ahora. Sea B el evento de -
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"ganan el juego" y para 4<1,2,...,n , sea G; et evento que La mejor de
Las n cartas es La i-8sima, N6tese que en Gy para >k se gana 84 y 400
84 La mejon de Las primeras i-1 cartas esth entrne Las primeras k.Enton-
ces se LTiene que

R@)= T P@\G) PG = L AlBle) Pied = BT (R) .
i Rircien RALL &N
Pana k=3 ,esta probabilidad es at menos 4 , no {mponta que tan grande
sea n. EL valon Sptimo de k=k(n) satisface
==l
M A N
R<iém RELAWN 2

de Lo cual concluimos que

Rn) - -
™ e, Bl® —e'x .3t

2.- Probfema de Diagnostico. SupSngase que una persona puede Lener una
y 4620 una de fas enfermedades en el confunto Rl 8 o o y-

( §, para safud perfecta’). Sea @ un sintoma (o coleccibn de sintomas).
Una persona escogida al azar tendrd La enfermedad & con probabilidad
Q( i) 4gual a La §recuencia relativa de £a enfermedad en La poblacibn.
Las probabilidades condicionales, RIS |S;), Sef, donde L es un ¢--
campo de subconjuntos de ZI (el conjunto de sintomas) se conocen por
medio de estudios clinicos. Lo dnico que un médico observa es algdn -
sintoma @, con Lo cual €L trata de diagnosiicar al paciente su condi-
cibn; es decin, trata de evaluar P( Silo).

Si %, es numerable, esia probabilidad estd bien definida:
Plsle)= B30

donde
P88z AL)R(SIS) , P@=2AGREIS) -
St g esno numerable, deginimos en el espacio medible
(£, &3:(5)‘2 5 'Zh "‘f )
fa medida de probabilidad
PL§x5) = ALSIR(SIS)

identificando P(Sc) con Pl Sxigd) ¥ P(g ) estd dada pon:
Pla)= T P1sdxieh)
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3.- Problema X-Y. Escogemos aleatoniamente un nimero Y en (0,1), es de-
cin, P(Ysyl=y 8i 0<y<].Despubs escogemos aleatoriamente un nimero-
X en (Y,1).Solamente se observa X. Dado su valon,icual es La distrnibucién
condicional de Y?

En este caso usaremos La definicibn (3-5).
Sea La distribucibn conjunta de X y Y:

PxeA,ye®) =j LE?‘Q daxtdy

con La densidad

\
= 0< <
Flxaay=4 '3 WLx <\

Q ewn C.on.\t‘mex' etre coso
entonces, para todo x €(0,1),
P(yeriIx=x)= J;ﬁi‘i\ﬂéa

donde Flx,s ‘5\

Aa\9= TS

-\

N . -
* Grdlaxy Osmexal
=0 en cualquien otro caso.

4.- Panadoja de Borel Supbngase que un punto es escogdido aleatoniamente
en La supergicie de La tiewa fa cual consideramos esférica. Encontrar:

a) La distrnibucibn condicional de La Longitud def punto, dado que cae -
en el ecuadon.

b) La distrnibucién condicional de La Latitud def punto, dado que cae en
el mernidiano de Greewich. (Kofmogonov (7) presentd una versibn de este
problema bajo el tltulo: "Explicacibn de una paradoja de Bonel").
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Puesto que el punto de La esfera, se escoge de acuerdo a una distnibu -
cibn uniforme simetrica, sida parte a) tiene nespuesta, La parte b) --
tendnd £a misma nespuesia.

Ahona Ztenemos La paradoja: Lafongitud P y La Latitud © son va -
niables aleatonias pernfectamente definidas. La distribucibn de \P es de
hecho uniforme, mientras que La distnibucifn de © no Lo es (su densi -
dad es proporcional a cos® , como Lo veremos después). Ademds, 6 y §
son independientes, asf que Las distnibuciones condicionales de cada -
una dada La otna, son simplemente sus distrnibuciones (no condicionales).
De esta manera tendremos nespuestas a La parte a) y a La parte b), ipero
no son Las mismas'!.Llo anternion nos indica que La nespuesta depende de La
descomposicibn: Cinculos meridianos con polos comunes en el ctreulo dado
nos LLeva a fLa distribucibn uniforme, mientras que circulos formados por
La interseceibn de La superficie esférica con Los planos paralelos al pla
no determinado porn el circulo dado (ecuadon) LLeva a fa distribucibn uni-
gorme.

La distribucibn de P estd dada pon:
Q“_-.‘)i
P(Uc'.‘-‘: \\’ é‘—q):.): "'T

mienthas que La distribucibn cge B es:

2 6,
39. 20 R o de - :‘-i & Cas®de
ATTRY e,

P(0.,€0646,)=
Pana demostrar La independencia:

6+
Zje. (¥, -1) R0 de
ATt RS

P(Y, s Ve, ,0,4040)=

82 o
_2( q’;""“u)V\tSe Cotde _ (W= \L) (ede
i AT TN W /R

- PR Ve, )Plo,c040,)
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