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B 19LIOTE CA 
DE CIENCIAS EXACTAS 

Y NATURALES 
E IIN AUfl.ç 

RAMA %H GRANIEZA  

1 NTRODUCCION 

Un modelo matemático para el flujo de aguas subterráneas 

consiste de un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales 

junto con condiciones iniciales y a la frontera. 

Para resolver la(s) ecuación(es) deben conocerse la 

geornetr-ia del acuífero, los parámetros hidráulicos y las 

condiciones iniciales y a la frontera. Sólamente en el caso en que 

las ecuaciones, los parámetros y las condiciones sean simples 

puede obtenerse una solución exacta. 

Desafortunadamente hay muchos problemas de flujo de agua 

subterránea para los cuales es dificil, si no imposible, obtener 

una solución analítica. La razón es que estos problemas son 

complejos ya que involucran no linealidad ya sea de los parámetros 

ci de las condiciones a la frontera. 

Para poder encontrar la solución a este tipo de 

problemas existen otros métodos, no analíticos, por medio de los-

cuales se puede encontrar una solución aproximada. Estos son los 

métodos numéricos. 

Para encontrar la solución por medio de un método 

numérico se reemplaza la ecuación diferencial básica que describe 

el sistema de flujo por un conjunto de ecuaciones que pueden 

resolverse con una computadora. 

Los métodos numéricos mas comunes son dos: 

- Método de Diferencias Finitas. 

- Método de Elemento Finito. 

En este trabajo se presenta una introducción al método 

de diferencias finitas, presentando varios esquemas que resultan 

de la discretizacióri de la ecuación diferencial parcial básica de 

flujo. 

Estos esquemas con sus respectivos programas son 

aplicados a un ejemplo sirítético._ Los programas pueden correrse en 

cualquier computadora que cuente con ¿ompilador FORTRAN. 



En el capitulo 1 e revisan algunos principios 

fundamentales de flujo de agua subterránea. En el capitulo II, se 

presenta una introducción al método de diferencias Finitas 

aplicándolo a la ecuación de flujo de aguas subterráneas. En el 

capítulo III, se realiza la corrida de unos programas para 

presentar los resultados de los esquemas en diferencias finitas 

(Explícito hacia atrás, Implícito hacia adelante, Implícito de 

Crank-Nicolson e Implícito de direcciones alternantes), para un 

ejemplo sintético. 

Otra forma de resolver este problema por medí o 

decomputadoras sería el de utilizar un paquete comercial , como el 

que se presenta en el capítulo IV. Aquí se emplea el paquete 

computacional MODFLOWP  el cual mediante una serie de archivos de 

entrada en los que se le proporciona la información necesaria nos 

resuelve el problema de encontrar los niveles del agua y los 

abatimientos de un acuífero por medio del método de diferencias 

finitas. 

En el último capitulo, el V. se plantea el problema 

inverso de flujo de aguas subterráneas, el cual es un problema mal 

planteado, y representa uno de los principales problemas en la 

actualidad y al que se le ha tratado de dar solución por 

diferentes métodos. 

Además se presentan dos apéndices, uno para demostrar 

uno de los teoremas fundamentales de estabilidad, el teorema de 

LAY. El segundo es para dar una peque?a introducción al método de 

Elemento Finito. 

Agradezco a la persona que depositó su confianza en mí 

para llevar acabo este trabajo, así como al comité de tesis y a 

todas aquellas personas que directa e inderectamente me apoyaron 

durante el tiempo que me llevo realizarlo. Gracias, Fernando. 



CAPITULO 1 

ECUACIONES DE FLUJO EN HDROLO(A B1EFAt'EA 

Primeramente introduciremos varias definiciones- básicas 

relacionadas con Hl dr ol ogí a Subterránea. 

DEFINICIONES. 

Agua subterránea es un término utilizado para denotar 

todas las formas de agua que hay por debajo de la superficie de la 

tierra. Prácticamente todos los tipos de agua subterránea son 

parte del ciclo hidrológico (figura 1.1). 

El estudio del ciclo hidrológico del agua usualmente se 

divide en tres disciplinas: 

- Meteorología 

- Hidrología Superficial 

- Hl dr ogeol ogí a 

En esta última se puede estudiar el agua subterránea 

desde un punto de vista físico, considerando todos los parámetros 

del medio. Sin embargo hay formas por las cuales el subsuelo se 

recarga con agua; por ejemplo, lluvia, nieve, condensación del 

vapor de agua, etc. Estos se filtran y pasan a formar parte del 

agua subterránea. 

La formación del subsuelo que contiene agua se puede 

dividir, verticalmente, en zonas horizontales con respecto a la 

proporción de espacios vacíos, ocupados por agua. 

En general los espacios vacíos pueden contener en parte 

un líquido (agua) y gas (aire). Los espacios sólidos podrían 

tomarse corno granos de cierto material, corno arenas, rocas 

fracturadas, etc. 

Escencialmente tenemos_una zona de LATURACZON; aquí los 

espacios yacios o poros estan ocupados en su totalidad por agua. 
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Y una zona de t& SATURACZON es donde los poros contienen agua y 

gases, es decir no están completamente llenos de agua. 

Un ACUJFERO es una formación geológica>  saturada, y que 

puede transmitir cantidades significativas de agua. 

La palabra acuífero se origina del latín, acui-agua y 

fero-llevar; otro término que a menudo es utilizado para designar 

a un acuífero es " Manto Acuifero ". 

Nubes 

¿114 Ji 

ubljmacj6n 
Precipjtacj 

FIGURA 1.1. Ciclo Hidrológico. 

CLASI FI CACI ON DE ACUI PEROS. 

De una forma general , los acuíferos pueden ser 

clasificados como confinados y no confinados. 



Nivel FreStico 

Nivel Piezamtrico. 

Un acuífero CONFINADO 6 acuífero de presión, es aquel 

que tiene por frontera superior e inferior una capa impermeable; 

es decir, material que no permite el paso del agua. Si se 

perforaran varios pozos que penetren el acuífero confinado, el 

nivel que alcanza el agua en estos pozos definen una superficie 

imaginaria llamada SUPERFICIE P1EZOMETRZCA 6 NIVEL P1EZOMETR1CO. 

Un acuífero NO CONFINADO, es un acuífero en el cual el 

nivel del agua es la frontera superior, que es el NIVEL FREÁTiCO, 

y la frontera inferior es una capa impermeable. También es llamado 

acuífero FREÁTiCO. (ver figura 1.2). 

Un acuífero ARTESIANO es un acuífero confinado (o parte 

de éste), en donde la superficie piezométrica esta sobre la 

superficie de la tierra. En un pozo en este acuífero el agua sube 

libremente, y sale del pozo sin necesidad de bombeo (pozo 

artesiano). En algunas ocasiones el término artesiano es usado 

para denotar un acuífero confinado. 

Aculfero  
no Carifinado,  

cu,ff'ero 
Confinado 

FIGURA 1.2. Acuífero no confinado y su nivel freático; 

acuífero confinado y su nivel piezométrico. 

Aunque estas fronteras (semi per meables) tienen 

relativamente alta resistencia al flujo de agua, cantidades 

significativas pueden filtrarse a través de ellas hacia dentro o 

fuera del acuífero. Los acuíferos, confinados o no, que pueden 

perder o ganar agua a través -de una o de ambas fronteras son 

llamados acuíferos FILTRANTES. 
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La cantidad y la dirección de filtración está dada por 

la diferencia del nivel piezotrico ó frtico. 

Un acuífero freático Co parte de éste) que se encuentre 

sobre una capa semipermeable se llama acuífero freático filtrante, 

de igual forma un acuífero confinado que tenga por lo menos una 

frontera semipermeable se l lama  acuífero confinado filtrante. 

Acuif ero 
Capa Semipermeable 

Acuífero 

(d) 

FIGURA 1.3. - Ejemplos de aproximación de flujo 
en acuíferos, a) confinados con 
espesor variable B « L. b) confinado 
con un pozo penetrando parcialmente. 
C corte horizontal D. c) freáticos. 
d) confinadofiltrante. 



El flujo a través de un medio poroso es en tres 

dimensiones. Sin embargo, cuando la geometría de los acuíferos nos 

muestra que las dimensiones horizontales son mucho más grandes con 

respecto a las ver ti cal es , por ejemplo, de diez a cientos de 

metros comparados con miles de metros, podemos asumir que el 

acul fer-o es escenci al mente horizontal , o que puede ser aproximado 

como tal, despreciando la componente vertical del flujo. Esto es 

cierto para un acuífero confinado de espesor constante y con pozos 

penetrando totalmente. Y también es valido cuando el espesor-

varia, pero siempre y cuando esta variación sea mucho más pequefa 

que el espesor promedio. 

La consideración de flujo horizontal se desprecia en 

regiones donde el flujo tiene una componente vertical grande, por 

ejemplo en las vecindades de un pozo penetrando parcialmente o 

cerca de rico, etc. Sin embargo en cualquier caso, después de esa 

vecindad, puede hacerse dicha consi deraci Óri. (ver figura 1-2)  3) 

POROSI DAD 

Si el volumen total VT, de un suelo o roca es dividido 

en el volumen de la porción sólida Vs, y el volumen de espacios 

vacíos Vv, la POROSIDAD, y, es definida como 

Vv 
V'r

i..l 

representada en fracción decimal o porcentaje. 

La tabla 1.1, enliSta los rangos de porosidad 

representativa para varios materiales geológicos. En general , las 

rocas tienen menor porosidad que los suelos. Las gravas, arenas y 

aluviones que estan formados por partículas angulares y redondas 

tienen menor porosidad que los suelos ricos en minerales. 

Por último, los depósitos pobremente acomodados tienen 

menor porosidad que los que están bien acomodados. 

La porosidad T), se refiere a la razón de vacíos e, que 

es muy usado en mecánica de suelos. La RAZON DE VACIOS esta 

definido como: - 

Vv 
e V& 1.2 



entonces e 1 6 

 

e 
1+. 

los valores de e " usualmente están en el rango de 0-3. 

TABLA 1.1 .-  Rangos; de Porosidad. 

LEY DE DACY. 

- En una dimensión. 

HEDI O PO0SI DAD TOTAL -: 

Granito no alterado y Gneis 0.002 - 
Cuarzos O.0 
Arcillas, Pizarra. m.ica-esquistc 0.6 - 7.5 
Calizas, Dolomitas primarias 0.5 - 12.6 
Dolomitas secundarias 10 - 30 
Yeso e-37 
Áreni zcas 3. E- - 13 e 

1 Piedra V6lcanlca 30 - 40 
Arenas 16-48 
Arcillas 44 - 63 
Arcillas Húmedas. Aluvión > 0 
Suelos comunes 45 - 

£1 nacimiento de la Hidrología como una ciencia 

cuantitativa puede decirse que fué en -el a?o de I86. Este fué el 

ario en que el Ingeniero Hldrailico Henry Darcy publicó su reporte. 

Darcy describe un experimento de laboratorio que lo llevó a 

analizar- el flujo de aguas a través de arenas. El resultado de sus 

experimentos puede gerier-alizarse como una ley empírica que se 

conoce como la ley de Darcy. 

Este experimento consiste en hacer pasar agua o algún 

fluido a través de una columna de arena, donde hi es la altura del 

fluido en un tiempo lriícial h2 es la altura en un tiempo 

después. - 



De sus experimentos Darcy concluye que la Lasa de flujo 

Ces decir, el volumen de agua por unidad de tiempo). C, es 

proporcianal a: 

- el área de sección transversal A 

-  hí  - h2 

e inversamente proporcional a la longitud L. (ver Figura 1.4). 

entonces 

= i( A Chi - h2) 
L 1.9 

donde K es un coeficiente de proporcionalidad. Las longitudes hf y 

hz se miden con respecto al mismo nivel (horizontal), un nivel 

arbitrario ya establecido. 

L - A- 

Rreia 

FIGURA 1.4 . - Experimento de Darcy. 

Podemos reconocer que aquí h, es la carga piezométrica y 

Fn-hz es la diferencia en la erga piezornétriaca a través del 

filtro de longitud L. 



Corno la carga piezomét.rica describe (en términos de 

carga de agua) la suma de presión y energía potencial del fluido 

por unidad de peso (hi - h2)/L es la interpretación del GRADIENTE 

HZDRAULÍCO. Si definimos la DESCARGA ESPECIFICA q, como el volumen 

de agua que fluye por unidad de tiempo a través de una unidad de 

área de sección transversal, normal a la dirección de flujo, 

obtenemos 

q = K Chi - hz) 1.4 
L 

donde q = 0 / A. como otra forma de la ley de Darcy. 

Las dimensiones de 0 son [L9/T] y las del área son 

q tiene dimensiones de velocidad [L/T]. 

El coeficiente de proporcionalidad 1( que aparece en la 

ley de Darcy (1.4) se le llama CONDUCTIVIDAD HIDRÁULICA del medio 

poroso, en ocaciories se le llama COEFi:iE,TE DE PERMEABILiDAD y 

depende de propiedades del medio poroso y del fluido. 

BIBLIOTECA 
) DE CIENCIAS EXACTAS 

- Extensión de la Ley de Darcy. Y YNATURALES 
LSMF E)4IHIJfls 
RA1A M (kA.DEZA 

La ecuación de movimiento derivada experimentalmente en 

la f<Drma de la ley de Darcy (1.4) se limita a flujo en una 

dimensión. Cuando el flujo es en tres dimensiones, la 

generalización de (1.4) es 

q - KVh 1.5 

donde q es el vector de descarga específica con componentes qx, 

qv y qz. y V h es el gradiente hidraúlico con componentes áhZX, 

ah/Y, h/Z en las direcciones X, Y. Z respectivamente. La 

ecuación (1.5) se puede escribir como tres ecuaciones 



qx 

-kv 
9h 

qz = -Kz 

donde Kx Kv y Kz son los valores de la conductividad hi dr aúl 1 ca 

en las direcciones X, Y. y Z. Como ahora h es función de X, Y, y Z 

las derivadas deben ser parciales. 

Otra generalización de la ley de Darcy es el conjunto de 

ecuaciones 

8h 6h 9h 
= -Kxx - )xv -

iz 
Kxz 

8h - 9h 8h 
-Kvx - kvv -  - Kvz 1.7 

Oh 
5

Oh 9h 
qz = -kzx - kzv - 

Este conjunto de ecuaciones tiene nueve componentes de 

la conductividad hidraúlica, es el caso más general. Si se colocan 

en forma de matriz, se conoce como un tensor simétrico de segundo 

rarg. llamado TENSOR BE CONDUCTIVIDAD HIDRÁULICA. Para el caso 

especial Kxv = Kxz = Kvx = Kvz = 1(zx = Kzv = O las nueve 

componentes se reducen a tres y por consiguiente a la ecuación 

(1.6) 

Rango de Validez. 

A medida que la descarga q se incrementa, la ecuación 

que relaciona la descarga específica, q, y el gradiente hidraúlico 

Vh se desvía gradualmente de la forma lineal expresada por la ley 

de Darcy. Por lo que es conveniente definir al rango de validez 

para la ley de Darcy lineal. 

En flujo a través de conductos, el NUMERO DE REYNOLS, RG, 

es un número sin dimensiones, -expresa la razón entre fuerzas 

inerciales y fuerzas viscosas actuando en el fluido. 

1.6 
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Se usa como un criterio para distinguir flujo laminar 

que ocurre a bajas velocidades y flujo turbulento que ocurre a 

altas velocidades. El valor critico de Ro entre flujo laminar y 

flujo turbulento en conductos es de alrededor de 2000. 

Análogamente el número de Reynols se define también para 

flujo a través de un medio poroso, como 

_ q  Re - 1-.e V 

donde d es la longitud del medio poroso y u es la viscosidad 

dinámica del fluido. Aunque por analogía con el número de Reynols 

para conductos, d es una longitud que representa la sección 

transversal de un canal de medio poroso, se acostumbra usar- para d 

la longitud representativa del grano. Frecuentemente el diámetro 

del grano se toma como la longitud d. Algunas veces, se menciona 

que el diámetro representativo es dio, que significa que el 10 

de una muestra de granos son mas pequefos que el diámetro del 

cedazo (utilizado en pruebas para determinar el tipo de suelo). 

FIGURA 1.5.-Curva esquemática que relaciona 

a J y q. 

A pesar de las variadas definiciones de d, en la 

ecuación C1.8), prácticamente todo parece indicar que la ley de 

Darcy es válida mientras el nüterode Reynols este entre los 

valores de 1 a 10. (Ver figura 1.5) 

1 111111111 



CARGA HIDRÁULICA. 

El análisis de un proceso físico que involucra flujo 

requiere del reconocimiento de un gradiente de potencial. Ejemplos 

conocidos son el flujo de calor a través de sólidos, de altas 

temperaturas hacia temperaturas mas bajas, y el flujo de corriente 

eléctrica a través de circuitos eléctricos de altos voltajes hacia 

más bajos. 

Para estos procesos la temperatura y el voltaje son 

cantidades pueden ser un potencial, y las tazas de flujo de calor 

y electricidad son proporcionales a esos gradientes de potencial. 

Determinaremos el gradiente de potencial que controla el flujo de 

agua a través de un medio poroso. 

Análisis de Hubbert. 

Hubbert(140) define el POTENCIAL como "una cantidad 

física, capaz de medirse para todo punto en un sistema de flujo, 

cuyas propiedades son que el flujo ocurra siempre en regiones las 

cuales vaya de altos valores a valores bajos, depreciando la 

direc:ci6r del En el ecperimento de Darcy (figura 1.4) la 

carga hidráulica h, indicada por los niveles del agua, parecería 

que satisface la definición, pero para Hubbert eso no es 

suficiente. 

Dos posibilidades para el potencial son la elevación y 

la presión del fluido. Si el aparato de Darcy (figura 1.6), con el 

cilindro vertical ( e = O ), el flujo ocurrirá hacia abajo a 

través del cilindro (de la elevación de arriba hacia abajo:), en 

respuesta a la gravedad. En otra forma, si el cilindro se coloca 

en forma horizontal c & = 90°  D. la gravedad no toma importancia, 

el flujo puede ser inducido por incrementos en la presión. 

Individualmente, ni la elevación, ni tampoco la presión son 

potenciales adecuados, pero podemos esperar que sean componentes 

del potencial total. La definictón clásica de potencial, es en 

términos del trabajo realizado durante el proceso de flujo; 



y el trabajo realizado para mover una cantidad de masa de fluido 

entre dos únicos puntos en un sistema de flujo, es una medida de 

la energía perdida por unidad de masa. 

El POTENCIAL DEL FLUIDO a través de un medio poroso es 

la energía mecánica por unidad de masa de fluido. 

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  

  

2O 

 

FIGURA 1.6 . - Experimento de Darcy (con el cilindro 

inclinado un ángulo e). 

Para relacionar el potencial con la elevación y la 

presión, consideremos un estándar (figura 1.7) a una elevación Z = 

O y una presión p = po, (la presión atmosférica). Una cantidad 

de masa de fluido de densidad po ocupando un volumen Vo donde 

Vo = 1/po. Desearnos calcular el trabajo requerido para llevar la 

unidad de masa de fluido del estado estándar a un punto P en el 

sistema de flujo el cual está a una elevación Z y donde la presión 

del fluido es p . Además consideremos que el fluido tiene una 

velocidad y = O en el estado estándar y una velocidad y en el 

punto P. Entonces son tres componentes para calcular el trabajo. 

Primero, el trabajo requerido para llevar la masa de una elevación 

Z0 a Z : 

Wt=mgZ 1.9 



1.10 
2 

m4) 
Wz 

2 

Segundo el trabajo requerido para acelerar el fluido de una 

velocidad e = O a una velocidad o 

• ELEVACION Z 
PRESION p 

• . 

 

VELOCIDAD 4) 

• . . . • . . DENSIDAD 

• : • : - : - : : 1 - : : VOLUMEN V=1p 

]ESTADO ESTANDARD ARVITRARIO 

ELEVAC ION Z0 

PRE& ION pO (ATMOEFERICA> 

VELOCIDAD 00 
DEIDAD Po 
VOLUMEN Vo=1/po 

FIGURA 1.7 .- Datos para el cálculo de la energía mecánica 

por unidad de masa de fluido. 

Tercero, el trabajo realizado en el fluido para elevar la presión 

de p = Po a p 

Wa=m dpm 
po Ipo 

 P J 

 

1.11 

 

Si el fluido va de un punto P a un punto en el estado 

estándar 1  la ecuación (1.12) es la pérdida de energía potencial, la 

ecuación (1.10D es la pérdida de energía cinética y la ecuación 

(1.11) es la pérdida de energía elástica o trabajo p-V. 

El potencial del fluido 4 C energía mecánica por unidad 

de masa) es la suma de Wi, Wz Ws. Para una unidad de masa de 

fluido yn = 1 en las ecuaciones (i.Q), (1.10) y  (1.11) tenemos 



   

2 
4) 

 

Jpo P 

 

+ + 1.22 

       

Para flujo en un medio poroso, las velocidades son 

extremadamente bajas, así que el segundo término puede ser 

despreciado. 

Para fluidos con densidad constante es decir, si p no 

es función de p,  la ecuación (1.12) se simplifica a: 

= g Z + 
p—po 

p 
1.13 

El primer término de la ecuación (1.13) involucra la 

elevación Z y el segundo término involucra la presión del fluido 

p. 

Para relacionar estos términos con la carga hidráulica, 

recurramos al manómetro de Darcy (figura 1.80. En P la presión del 

fluido p está dada por 

ppg+po 1.14 

donde p es la elevación de la columna de liquido sobre P y po es 

la presión atmosférica o presión en el estado estándar. 
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FIGURA 1.8 .- Carga hidráulica h, carga de presión w 
y carga de elevación Z para un 
n-ianométro de laboratorio 

Esto se puede ver mas fácilmenteen la figura (1.8) y  la ecuación 

(1.14) queda 



ppgCh - Z)+po 1.15 

Sustituyendo la ecuación (1.15) en la ecuación (1.13) y cancelando 

tér mi nos obtenemos: 

gh 1.16 

Llegamos a la conclusión de que, el potencial del fluido 

4 en un punto F' en un medio poroso es simplemente la carga 

hidráulica en el punto multiplicada por la aceleración de la 

gravedad. Corno g es constante en una vecindad de la superficie de 

la tierra, 
0 

y h estan perfectamente correlacionados. Para conocer 

uno es necesario conocer el otro. 

Es común en Hidrología de aguas subterráneas tomar la 

presión atmosférica po o cercanas a ésta, igual a cero. En este 

caso las ecuaciones (1.13) y  (1.16) quedan 

g 2 + E  = g h 1.17 

Dividiendo entre g obtenemos 

h=z+_a_ 1.18 
p  

Escribiendo la ecuación (1.14) en términos de la presión medida 

obtenemos 

p=pg' 1..1 

y sustituyendo en la ecuación (1.18) nos queda 

1.20 

La carga hidráulica, h, ahora es la suma de dos 

componentes: la elevación del punto de medida)  o la carga d,---

elevación, Z. y la carga de pres7ión, Ví. 

CONDUCTI VI DAD Hl DRAULI CA 

El coeficiente de proporcionalidad K que aparece en la 

ley de Darcy es llamada conductrvi.dad hidráulica y es una función 

no sólo del medio poroso sino también del fluido. 



Consideremos de nuevo el aparato experimental de la 

figura (1. 4D. Si ¿h y Al las consideramos; constantes; para dos 

experimentos usando la misma arena, y hacemos pasar agua en el 

primer experimento y melaza en el segundo, la descarga específica, 

q, es mucho mas baja en el segundo experimento que en el primero. 

En esta observación conviene encontrar un parámetro que 

describa las propiedades conductivas de un medio poroso, 

independientemente del liquido que fluya a traves de él. 

La porosidad puede ser una importante influencia 

controlando la conductividad hidráulica K. En depósitos de arena 

o en formaciones de roca fracturada con alta i generalmente tienen 

alta K. Pero, desafortunadamente no siempre sucede ésto; por 

ejemplo, suelos ricos en arcillas usualmente tienen mas alta 

porosidad que suelos arenosos o gravas pero baja conductividad 

hidr'ául ica. 

Para, estos experimentos se tiene que tornar en un medio 

poroso ideal , que consiste de granos de diámetro uniforme, d. 

Cuando varios fluidos de densidad p y viscosidad dinámica ji son 

pasados a través del aparato bajo un gradiente hidráulico 

constante dh/dt, se observan las siguientes proporcionalidades 

2 qctd 

qpg 

qc*lvji 

junto con la ley de Darcy, q a -dhvd€, generan una nueva versión 

de esta ley 

1.2-1 

El parámetro C es otra constante de proporcionalidad. 

Para un suelo real se incluye además la influencia de otras 

propiedades del medio, que afectan al flujo, aparte de la medida 

del diámetro de grano, y la naturaleza de su acomodo. 

Comparando la ecuación CI.21) con la original de la ley 

de Darcy (ecuación 1.5) se muestra que 

K- 2 
. C d p g 

- --'u 
1.22 

 

-
.d 2  egdh 

q
ji  dZ 



Aquí p y p son funciones sólo del fluido y Cd2  del medio. Si 

definimos: 

entonces 

= C 

K4pg 

1.23 

1.24 

  

4 es conocida como permeabi lidad intrínseca o espec/l.ccL, y tiene 

unidades [L2] y K de [L'T]. 

La constante C de la ecuación (1.21) está en el rano de 

45 para arenas arcillosas y  140 para arenas puras (frecuentemente 

el valor de C = 100 se usa corno promedio)1  y d es el diámetro 

efectivo, &o. kumbrein y Mark (1042) sugieren a C = 6. 17Y10-4  

para d en centímetros y un factor de acomodo, ¡3, establecido 

experimentalmente cerca de 5 cm2. 

Otro ejemplo es la fórmula desarrollada por Fair y Hat.ch 

(1033) verificada experimentalmente 

_1 [C1-y) (
l
.!  VPn 

 

 

 

1.26 

 

 

donde a es un factor que mide la forma de las arenas, variando 

desde 6.0 para granos esféricos a 7.7 para angulares. Pm es el 

porcentaje de arena entre tamices (cedazos) vecinos y dm 

es la medida geométrica del diámetro representativo de los granos. 

Fórmulas teóricas se obtienen de la ley de Darcy, 

frecuentemente tales; fórmulas incluyen coeficientes numéricos los 

cuales se determinan empíricamente. 

Bajo ciertas condiciones la permeabilidad 4, puede 

variar con el tiempo. Esto es causado por fuerzas externas que 

cambian la estructura y textura del medio poroso, por hundimiento 

y consolidación (los cuales por tiempo prolongado pueden producir 

canales y cavidades), y por arcilla húmedas. La permeabilidad para 

suelo seco es más alta que para suelo húmedo. 

Las unidades usadas en la práctica por los hidrólogos 

para la conductividad hidráulica K (dimensiones L/) son m'día 

Cmetro por día). Otros a menda usan cm/seg. Otras unidades 

comunes son, por ejemplo galonesdia pie2. 

II 111iii ulllill• 
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La conversión de estas unidades es 

1 Us gal/dia tt' 4.72 X 10 cm/seg 4.08 )1 10' nt/dia 

La permeabilidad k (unidades L2D es medida en el sistema 

ntricc en cm2  o en m2. En el sistema inglés las unidades son 
2 

pies 

También se usa la unidad DARCY definida por 

1 darcy -
2 

Cm 'e/crn X 1 centipoise 
1 atmosfera/cm 

con 
11 

1 darcy = g.8607 X 10' cm2 1. 062 X 10 ft2  
- -4 0 

=
- X 10 cm/seg (para agua a 20 CD 

= 1. 4153 X 10_2  US gal /min ft2  (agua a 20 °C) 

TABLA 1.2 .- Rangos de valores de conductividad 

permeabilidad hidráulica. 

  

Depósitos No 
Consolidados 

 

Rocas 
k Ii k k 

(dorcy) (ci) tC.(fl/$) (rvl/) (9GI/dG/ft2) 

    

     

111 1 III 11111 



La tabla (1.2) muestra valores de la conductividad 

hidráulica y permeabilidad en cinco diferentes sitemas de unidades 

para diferentes medios geológicos. La tabla está basada en parte 

de los datos recopilados por Davis (1969). La pr 1 mer a concl usión  

que podemos obtener de los datos es que la conductividad 

hidráulica varía sobre un rango muy amplio; en cm/seg varian de 
—4 2 —9 2 —? 

10 a 10 , en m&eg de 10 a 1 y  en gal  "di a f de 10 a 10 

donde los valor-es mlrdmos son para rocas metamórficas e ígneas y 

el valor máximo es para gravas. 

HOMOGENEIDAD Y ANI SOTROPI A 

Los valores de la conductividad K ci permeabilidad 4 

normalmente presentan variaciones a través del espacio en medios 

geológicos . 

La homogeneidad y la anisotropia de un medio poroso se 

refieren a sus propiedades de permeabilidad 1 y/o conductividad K. 

Si la conductividad hidráulica K es rdepercUerLte de la 

posición dentro del medio poroso, el medio es HOMOGENEO, es decir, 

es la misma en todos los puntos. De otra manera se dice 

RETEROGENEO Co no homogéneo). Tomando el sistema de coordenadas 

XJY,Z en un medio por-oso, una formación homogénea es aquella en la 

que KCX,Y PZ = cte. ; mientras que una formación heterogénea 

KCX,Y, cte. 

Si la conductividad hidráulica K es ndeperLderLte de la 

dirección de medida en un punto, en un medio geológico, este se 

dice ISOTROPlCO en ese punto. Y si varia con la dirección en un 

punto, el medio es ÁNZSOTROP1CO en ese punto. 

Para un punto CX,Y,, en un medio isotrópico se tendrá 

que Kw = Kv = Kz, mientra que en un medio anisotrópico Km Kv ;e 

Kz. Si Km Kv Kz se tienen capas horizontales de depósitos 

sedimentarios y el medio se dice que es transuersamente 

otr6ptco. 

Para describir totalmente la naturaleza de la 

conductividad hidráulica en un indio, es necesario tener en cuenta 

la heterogeneidad y la anisotropia. 
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Por ejemplo para un sistema homogéneo isotrópico en dos 

dimensiones: KxCXZ) = KzCXZ) = C para todo CX I Z) donde C es una 

constante. Para un medio homogéneo, anisotrópico KxCX,Z) Ci y 

Kz(X,Z) = C2 para todo CX,ZD pero Ci -- C2. La figura CI.Q) muestra 

gráficamente las cuatro posibles combinaciones, donde la longitud 

de los vectores representa los valores de Kw y Kw para dos puntos 

(Xi,Z) y CX2,22) en un mismo medio. 

Puede ver-se (Maasiand, 1957; Marcus y Evenson, 1961) que 

existe una realación entre capas de heterogeneidad y anisotropía. 

Consideremos una formación en capas como se muestra en la figura 

(1.10), en donde cada capa es homogénea e isotrópica, con valores 

de conductividad Ki en la primera capa, K2 en la segunda y asi 

sucesivamente. 

)3ovnogórGo, Iot r6ptco 

   

(X2 • 2) 
Ko 

(Xi , Z2) 

   

N.tQrogérieo, Iot. r6p.co  

Horngóreo, Aotr6pi.cr  

Htro9r.nGo. Ari.&6t. ropic 

FIGURA 1.9.- Cuatro posibles combinaciones de 

heterogeneidad y anisotropia. 

Primero, para encontrar esta relación de heterogeneidad 

y ani sotropl a, tomemos la dirección del flujo perpendicular a las 

capas. En este caso la descarga específica, q, que entra es la 

misma en cada capa o estrato, y sea Ahí la diferencia de carga del 

primer estrato, Ah2 del segundo- así sucesivamente. 
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FIGURA 1.10 .- Relación entre capas heterogéneas 

y arilsotrópicas. 

Entonces la diferencia de carga total es 

Ahí + Ah2 + Abs + . . + ¿hn 

y de la ley de Darcy 

Ki&h¡ Kzhz -. - Khn - Kzh 
di d2 

- - 
-a 1.27 

donde Kz es la conductividad hidráulica vertical para el sistema 

de capas. Despejando Kz y usando la relación para ¿hi, z.hz,. 

obtenemos 

q  
-

q  
Ah Ahí + Lb2 +. . + ¿J 

qd 
qdizKi + qd2K2 +. . . + qdr.Kn 

entonces 
ci 1.28 

Ahora consideremos- el flujo paralelo a las capas. Sea M 

la diferencia de carga a una distancia horizontal t. La descarga 

a través de un espesor unitario del sistema >  es la suma de las 

descargas a través de las capas. La descarga especifica cj = C / d 

está dada por - 



q 
Kt d. ¿h 

d d 

donde Qi = K. d. Ah /t es la carga en la 4-sima capa y además 

Kx es la conductividad hidráulica horizontal 

Si mpi 1 ficando 

Kx 1.29 

 

d 

Las ecuaciones (1.28) y  (1.29) proveen valores para Kx y 

Kz para una formación simple homogénea pero anisotrápica, que 

hidráulicamente es equivalente al sistema de capas homogéneas e 

isotrópicas. 

COMPRESI BI LI DAD 

El análisis de flujo de aguas subterráneas requiere 

introducir el concepto de COMPRESIBILIDAD, una propiedad del 

material que describe el cambio de volumen )  producido en un 

material bajo una fuerza aplicada. 

Si consideramos que una fuerza aplicada a una unidad de 

masa de arena saturada, tenemos tres mecanismos por los cuales 

puede registrarse un cambio (reducción) del volumen. 

1).- Por compresión del agua en los poros. 

2).- Por- compresión de los granos individuales de arena. 

3).- Por reacomodo de los granos de arena dentro de una 

configuración cerrada. 

El primero de los mecanismos es controlado por la 

compresibilidad del fluido, [. El segundo mecanismo podemos 

tomarlo como insignificante lo cual significa que los granos de 

arena son incompresibles; y el tercero define la compresibilidad 

del medio poroso. 

Empezaremos por introducir el concepto de FUERZA 

EFECTIVA (FUERZA ¡TERGPL??JLAR que fué definido por Terzaghi en 

1955. 
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La figura 1.11 muestra una sección transversal de un 

acuífero. Para simplificar, consideraremos un medio granular con 

un tama?io de grano tal que las fuerzas moleculares e 

interparticulas son omitidas. La figura 1.11 (b), muestra en 

detalle para un elemento horizontal en el plano AB en un acuifero. 

&4erticie de la Tierra 

e# trr7 
iAl-hl .iJt14lhiJ#t1 U 

Acuífero 
-Ceja de Control 
,F dUf1f/J1h1f' ',jiiil,i P,,r, rl 

() 

FI GURA 1. 11 - Presión y fuerza i ntergr-anul ar en un 
acuífero. 

La carga total de suelo y agua (y también cualquier 

carga adicional a la superficie de la tierra, incluyendo la 

presión atmosférica), por encima del plano considerado se balancea 

por una fuerza Cpor unidad de área), F' en el medio sólido y por 

una presión p en el agua (figura 1.11 (b)). 

F = r" + p 1.30 

donde F es la FUERZA TOTAL, que resulta de la carga opresora. Cada 

uno de los tres términos que aparecen en la ecuación (1.30) es una 

fuerza dividida por el área total, A, del plano considerado. 

La parte de la fuerza total F que no es sostenida por el 

fluido es llamada FUERZA EFECTIVA, F'. Entonces esta fuerza es 

aplicada a los granos del medio poroso. Un reacomodo de los granos 

sólidos y la compresión resultante, son causados por cambios en la 

fuerza efectiva, no por cambios en la fuerza total. 

La ecuación (1.30) se deriva considerando fuerzas 

verticales solamente. Sin embargo, se puede extender al caso 

general de tres dimensiones CBear , - 172; Verrui jt,1Q60). 



Ademas cambios en la carga opresora también producirán 

cambios en r' y P. 

dr = dr' + dp 1.31 

Si tenemos que r = constante, pero la presión si cambia; 

por ejemplo por- bombeo del acuífero, o recarga artificial , tenemos 

dr = O = dr' + dp 

dr' = - dp 1.32 

Tales medidas corresponden al cambio producido en la 

fuerza i.ntergranular. De esta forma, una reducción en la presión 

del agua, por- bombeo de un pozo, da como resultado un incremento 

en la carga sostenida por el ar-mazón del suelo del acuífero. 

Para casos en los que la fuerza total no cambia con el 

tiempo, y dan como resultado deformaciones volumétricas, la fuerza 

efectiva en un punto es controlada por la presión en ese punto. 

Como p = p g i y = h - Z CZ es el punto en cuestión), 

entonces cambios en la fuerza efectiva en un punto dependen de 

cambios en la carga hidráulica en ese punto. 

dr' = 
- 

p g d' = - p g dh 1.33 

Para flujo de agua a través de un medio poroso es 

necesario definir dos términos de compresibilidad, uno para el 

agua y otro para el medio. 

COMPRESI BI LI DAD DEL AGUA. 

El agua es compresible, sin embargo su compresibilidad 

es pequea. 

El coeficiente de compresibilidad del agua 19 está dado 

por 
ldVw 
Vw dp 

1.34 

 

donde Vw es el volumen de agua sujetaa cambios de presión. 



El signo menos indica una disminución en el volumen 

cuando la presión se incrementa, además es necesario si deseamos 

que (? sea un número positivo. 

La temperatura a la que normalmente se encuentra el agua 

subterránea tiene poca influencia en (3' y para propósitos prácticos 

podemos considerar a P como constante. Las dimensiones de ( son 

inversas a la de la presión o fuerza. Su valor puede ser tomado 

come- 4.4 x 10-10   n2,N CÓ 

Para una masa de agua dada es posible reescribir la 

ecuación (1.34) en la forma 

1 d 
p dp 

donde p es la densidad del fluido. 

Integrando la ecuación (1.36) obtenemos la ECUACION DE 

ESTADO para el agua 

p=  P. ep[((p-po)] 1.36 

donde po es la densidad del fluido para una presión de 

referencia po. Para po la presión atmosférica (convenientemente se 

toma po = O), la ecuación 1.36 se puede reescribir 

ppoexp[p] 1.37 

Un fluido incompresible es uno para el cual 13' = 0 y p 

= po = constante. 

COMPRESI BI LI DAD DEL MEDIO. 

El medio sólido del acuífero es elástico y no rígido. 

Debido a que está sujeto a cambios en la fuerza intergr ,  anular, 

experimenta una deformación. 

Esta deformación involucra un movimiento del sólido o de 

las partículas sólidas en su reacomodo, de tal forma que la 

porosidad del medio cambia. Asumiendo que la elásticidad de las 

partículas sólidas es muy peque?a,. entonces su volumen no cambia. 

La propiedad de elasticidad del medio sólido se expresa 



rt onces dVs 
- o , por 10 tanto 

dr ,  

por el coeficiente de compresibilidad c*, definido por 

- - 
1 dVT 
VT di` 1.38 

donde Vr es la cantidad de volumen total y d1" es el cambio en la 

fuerza efectiva. 

Un incremento en la fuerza efectiva dl` produce una 

reducción en el volumen total de la masa sólida dVT. En materiales 

granulares esta reducción ocurre casi completamente como resultado 

de un reacomodo de los granos. En general como Vr = V + Vv 

dVT = dVs + dVv 

pero para nuestro propósito consideraremos que dVs = O entonces- 

dVT = dVv 

Solamente se ha considerado compresibiliad vertical, las 

deformaciones laterales en el aculfero se toman como 

± nsi gni fi cantes. 

Como el volumen de sólidos Vs en Vr permanece constante 

tenemos 
Vs = Cl - y) Vr = Constante, 

1 dVT 1 di 
Vr dF' 1 - dr' y 

CA  = 

 

-1 dv 1. d 1 .39  

1 - v dr' 1 - r dp 

donde se expresa c para cambios en la porosidad, n . resultando de 

cambios en la presión del agua. 

FLUJO EN ESTADO ESTACI ONÁRI O Y ESTADO TRANSI ENTE. 

El flujo en estado ESTACIONARIO ocurre cuando para un 

punto en el campo de flujo, la -ngnitud y dirección del flujo son 

constantes con respecto al tiempo. 



El flujo TRANS1EhTE C o flujo no estacionario) ocurre 

cuando la magnitud o la dirección del flujo cambia con el tiempo. 

En un sistema de flujo estacionario la velocidad puede 

variar de punto a punto, pero no variará con el tiempo en un punto 

dado. 

Una diferencia importante entre estado estacionario y 

transiente está en la relación entre sus líneas de flujo y lineas 

de corriente. 

Las IIneas de flujo indican la dirección instantánea del 

flujo en todo el sistema, para todo tiempo en un sistema 

estacionario, o para un instante dado de tiempo en un sistema 

transiente. Estas deben ser ortogonales a las líneas 

equipotenciales en toda la región de flujo y para todo tiempo. 

Las l íneas eqtnLpoterLcLates se forman uniendo todos los 

puntos que tienen la misma carga hidráulica, h. 

Las ln.eas de corr iente son un mapa de rutas que sigue 

una partícula de agua a través de una región de flujo, ya sea en 

estado estacionario o transiente. 

En estado estacionario una partícula que entra al 

sistema por una frontera influente fluirá hacia la frontera 

efluente a lo largo de una línea de corriente que en este caso 

coincide con una linea de flujo. En flujo en estado transiente, es 

de otra forma, las líneas de corriente y de flujo no coinciden. 

Aunque para un instante dado de tiempo (en estado transiente), las 

líneas de flujo muestran solo la dirección de movimiento. Aquí la 

configuración de las líneas cambia con el tiempo, las lineas de 

flujo no pueden describir la trayectoria completa de una partícula 

de agua que recorra el sistema. 

La delineación de líneas de corriente en estado 

transiente son importantes en el estudio de contaminación de aguas 

subterráneas. 

TRANSMI SI BI LI DAD Y ALMACENAJE. 

Hay seis propiedades básicas de los fluidos y medios 

porosos que deben concerse- _ para describir los aspectos 

hidráulicos de los acuíferos. Estas fropiedades son: 



Para el agua 

p : densidad 

ju viscosidad 

155 compresibilidad 

y para el medio 

Y) : porosidad ( e razón de vacies) 

k : permeabilidad 

CX compresibilidad 

Todos los parámetros que se usan en las propiedades 

hidrológicas pueden derivarse de estos seis. 

Consideremos ahora los conceptos de al ivaceriarni ente 

especifico Ss, coeficiente de almacenamiento 5, y Transmisividad 

T. 

Al macenarti er]te Especí fi co. 

El ALMACENAMIENTO ESPECIFICO Ss de un acuífero se define 

como el volumen de agua liberada por unidad de acuífero del 

almacenamiento bajo una unidad de disminución en la carga 

hidraúlica. 

Sabemos que una disminución en la carga hiraúlica h, 

infiere una disminución de la presión, p.  del fluido y un 

incremento en la fuerza efectiva r'. £1 agua que es liberada del 

almacenamiento bajo condiciones en las cuales h decrece es 

producido por dos mecanismos: 

i)- La compactación del acuífero causada por 

incrementos de F' 

2). ~  La expansión del agua causada por la disminución 

de la presión p. 

El primero de estos mecanismos se controla por la 

compresibilidad del acuífero , y el segundo por la 

compresibilidad del fluido f. 
Consideremos primero el agua producida por la 

compactación del acuífero. El volumen de agua expedido de la 

unidad de volumen del acuífero durante la compactación es igual a 

la reducción en el volumen de La unidd de volumen de acuífero. 



La reducción volumétrica dVr será negativa pero la 

cantidad de agua producida dVv será positiva así que de la 

ecuación C1.38) 

dVw = - dVT = c* VT d' 

Para una unidad de volumen VT = 1
, y de la ecuación 

CI . 3), dr' = - p g dh. Para una unidad de disminución en la 

carga hidráulica obtenemos 

dVY a p g (1.40) 

y de la ecuación (1.34) tenemos 

dVv -(Vwdp 1.41 

El volumen de agua Vw en la unidad de volumen total VT 

es Y)VT donde es la porosidad. Con VT = 1 y 

dp = p g dp = p g dCh-Z) = p g dh, y la ecuación (1.41) para 

dh = -1 se convierte en 

dVw=fpg 1.42 

El almacenamiento específico es l a suma de los dos 

términos dados por las ecuaciones (1.40) y (1.42) 

SS-  pg(cx-7)() 1.43 

De esta expresión se puede ver que Ss tiene unidades de 

[L]. Esto también se sigue de la definición de Ss corno un 

volumen por unidad de disminución de la carga. 

En acuíferos confinados. 

Para un acuífero confinado de espesor b la 

transmisibilidad T está dfinidacomo 

T=Kb 1.44 



galdí a ft2  .- , entonces 

Tr arisini si bi 1± dades mas gr andes que 

unidades 

0.016 

de gal  "di a ft. 
- 2 ( o  0. 16  ft /s o 

T tiene 

El ALMACENAJE Co coeficiente de almacenamientoD, S, se 

define como 

SSsh 1.45 

sustituyendo la ecuación CI . 43) en la ecuación (1.45) tenemos 

1.46 

El almacenaje de un acuífero saturado confinado de 

espesor b, puede definirse como el volumen de agua que un acuífero 

11 bera del almacenado por unidad de área superficial de acuífero 

por unidad de disminución en la componente de la carga hidraúlica, 

normal a la superficie. La carga hidraúlica de un acuífero 

conf i nado usualmente se expresa como una superficie 

potericiométrica, la figura 1.11(a) ilustra el concepto 

Si la conductividad hidraülica K tiene dimensiones 

(L/T] entonces de la ecuación (1.44) se ve que la 

Tr-arsmisividad T tiene di mensi enes [LZ,].  Si K se expresa  en 

100,000 gal/día ft) son buenos acuíferos para explotación de 

pozs. El almacenaje no tiene dimensiones. En un acuifero 

confinado, el rango de valores de 5 es de 0. 006 a 0.00005. 

Es posible definir un parámetro simple que reuna las 

propiedades de T 6 K y las propiedades de almacenaje 5 6 . La 

DI FUSIBILIDAD HIDRÁULICA, E), se define como 

T K 
Izz SS (1.47) 

Este término, en la práctica tiene poco uso. 

En Acuíferos No Conf ± nados. 

En un acuífero no confinado, la Transmisibilidad no está 

tan biéri definida como en el caso de un acuífero confinado, pero 

se puede usar. 
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t»finiendolo con la misma ecuación (ecuación (1.44)), 

pero en este caso b, es el espesor saturado del acuífero o la 

altura del nivel del agua desde la capa impermeable que limita el 

acul f er-o. 

FIGURA 1.12 - Representación esquematica del almacenaje 

en un acuífero a)confinado, b)rio confinado. 

El término almacenaje para acuíferos no cofinados se 

conoce como PRODUCCI ON ESPECI FI CA 5v. Se define como el volumen de 

agua por unidad de disminución en el nivel del agua. En ocacLiones 

se le llama almacenamineto no confinado. La figura 1.12 CbD, 

ilustra este principio. 

La producción específica de un acuífero no confinado es 

mucho mas alta que el almacenaje de acuíferos confinados. El rango 

usual de Sv es de 0.01 a O.S. 

ECUACI 0W BASI CA DE CONDUCTI VI DAD. 

Desarrollaremos la ecuación básica describiendo flujo 

tridimensional en un medio poroso. Derivaremos la ecuación básica 

de balance 

- V.(p q) - div (e c) 1.49  

usando consideraciones elementales- 



Consideremos un volumen de control (o caja de control), 

que tenga la forma de un paralelogramo rectangular de dimensiones 

óx, óy, &z, centrado en e]. punto PCX,Y P Z, en el interior del 

dontiriio del flujo, en un acuífero.(Figura 1.13). Una caja de 

control puede tener forma' ar bi tr aria, pero una vez fijada la forma 

y posición, deben permanecer inalteradas durante el flujo, la 

cantidad de material y el material mismo, que pasan a través, de la 

caja de control puede variar con el tiempo. En este análisis, agua 

y sólidos entran y salen de la caja por sus superficies. 

En hidrodinámica a esto se le llama una aproximación 

Euleriana, contraria a la aproximación Lagrangiana, en el cual se 

fija la masa de agua y se sigue en su movimiento a través del 

medio poroso. 

Sea J un vector que denota el flujo Ces decir, masa por 

unidad de área por unidad de tiempo) de agua de densidad p en un 

punto PCX,Y.ZD. 

J = p 1.49  

FIGURA 1.13. - Conservación de masa para un volumen de control. 

Ref'iriendose a la figura 1.13 el exceso de flujo de masa 

que entra sobre el que sale durante un corto intervalo de tiempo 

c5t, a través de la superffcie perpendicular-  a la dirección X, se 

expresa por las diferencias 



Jvj
- 
 JV 

X V-V./2 X, V+3V'2 • 

by: 5y + [ 

- 1 - 

E -  ixi l6v86t 

y en las direcciones Y y Z tenemos 

[  JVI -

3y  1 ] 6x 60 6t 

[  JMI - X,V,Z*3Z/2 
bu 6v 6t 

respectivamente. 

Sumando las tres expresiones obtenemos una para el 

exceso total de masa que entra sobre la que sale durante ót. 

Jzl
- x,v,+zz 6x 6v óz 6t 1.60 

 

    

donde 6x6v6z = 6U es el volumen de la caja. Dividiendo la 

expresión (1.50) por 6U y ót, obtenemos la cantidad de masa que 

entra sobre la que sale por unidad de volumr d mdic poroso y 

por unidad de tiempo. Si tomamos 6x6v5z tendiendo a cero, entonces 

la caja converge al punto P por lo que el exceso de flujo que 

entra sobre el que sale por unidad de volumen de medio (alrededor 

de P) y por unidad de tiempo queda 

c9Jx 8Jv 8Jz 
cX 8Y 82 

-. V. J donde J = pq 1. 61 

Por el principio de conservación de masa, en la ausencia 

de fuentes y sumideros, el exceso de masa que lo tenemos expresado 

en la ecuación (1.61) debe ser,  igual al cambio de masa m, durante 

ót, contenida en la caja. 

Como m = p 6U, esta acumulación de masa en la caja 

durante 6t, puede expresarse com 



l
-

It PnI] 6U t4ó.t  
1.52 

aúra mas dividiendo la expresión (1.52) por 6U y ót y tomando el 

limite cuando ót —* O obtenemos 49( p)/8t como la masa de agua 

acumulada por unidad de volumen y unidad de tiempo en un punto. 

Entonces el balance de masa en PCX.Y,ZD esta dado por 

- [ 8Jx (9JY 8Jz 1 6() 

[ 8(pqx) 
8X 1 c9Y 

+  
62 J 9t 1.53 

-V-pq  = 
c9t 

expandiendo el lado derecho 

   

- V.pq = Y áp  + P 1.54 

El primer término en. el lado derecho de la ecuación 

(1.64) es la tasa de masa de agua producida por una expansión del 

agua bajo un cambio de densidad p. 

Fi egundo término es la tasa de masa de agua producida 

por la compactación del medio poroso, como reflejo del cambio en 

su porosidad y. 

El pr 1 mer- término es controlado por la cornpr esi bi i i dad 

del fluido f y el segundo por la compresibilidad del acuifero . 

Para simplificar los dos términos del lado derecho de la 

ecuación (1.64) conocemos que el cambio en p y y son producidos 

por un cambio en la carga hidráulica h y en el volumen de agua 

para una disminución en la carga que es Ss, donde Ss es el 

almacenamiento especifico dado por Ss = p g (c + r fi). Entonces-

la tasa de masa de agua producida (la tasa de tiempo del cambio de 

la masa de fluido almacenado) es p Ss 8h/6t y la ecuación (1.64) 

queda 

ax iu 
8(pqx) 6(pqv) O(pqz) = 

6Y 62 
1.55 

1 .1 

+ - + -- 1 = 
c9X 62 1 8t. 



Cuando e] flujo es estacionario Ces decir, bhøt O) y/o cuando 

fluido y sólido son incompresibles Ces decir, S& O y p = cte.) 

consideraremos que (en un acuífero no confinado) la ecuación 

(1.66) se reduce a 

V.q0 6 divq=O 1.56 

la cual establece continuidad de volumen. Recordando que div A = 

aA,'X + aAv/Y + Az/Z para un vector A, donde Ax, Av y Az son 

las componentes de A. 

Ahora introduciremos una ecuación de movimiento Ces 

decir, una expresión para qD en la ecuación de continuidad (1.55) 

Tomaremos en cuenta el factor de que es un medio 

deformable o consolidado, también que el movimiento del medio 

sólido con respecto al sistema de coordenadas fijas. 

Consideraremos, para propositos prácticas, que: 

a). -  La velocidad de los sólidos es pequefa (cari 

respecto a q/fl) con q expresado por la ley de Darcy ,ecuación 

(1 .6) 

b). - 1< es constante, no obstante p = p(p). o, si el 

medio es heterogéneo, 1( varia en el espacio independientemente de 

la rariabilidad de p. 

c).- Ss y K no sari afectados por variaciones en 

debido a deformaciones. Consideraremos que estas variaciones sari 

pequeas relativas a la j inicial , lo mismo para p. 

d).- q . grad p « <9p,/<9t (entonces (1.63) se reduce a 

p - V.q ± (-y p)/t = O), o sea, consideramos que las- variaciones 

espaciales en p son mucho mas pequeas que las locales o 

temporal es. 

Bajo estas suposiciones (1.55) puede escribirse en 

términos de la variable h, para un fluido compresible. 

- di  q di  (1( grad h) = Ss c9h/0t 1.57 

Para un medio homogéneo isotrópico (1.57) se reduce a 



21.  
 E V 2 h I( div(grad h) r= E + + lc,X2 8Y 2 j 

 

1.58 

 

 

Para un medio isotrópico pero heterogéneo (1.57) queda 

-_ÍJ'1+_ ÍK) 
ÓX ( 6XJ 1 8YJ 82 1 82J 8t 

 

1.59 

 

Para un medio no homogéneo, anisotrópico, donde las 

direcciones principales son las direcciones X. Y, Z, obtenemos 

6 ( 8h' 8 (. 8h' 8  (KZt9M 8h 
_x_ kXJ + (kv yJ + 

 

1.60 

 

Obviamente en (1.60) y (1.60) E = KCX,Y,Z) debe ser 

continua y tener una primera derivada continua en el dominio del 

flujo. Final mente si el flujo es estacionario y,--o cuaado el medio 

sólido y el agua se consideran incompresibles, el lado derecho de 

la ecuación (1.57) y (1.60), desaparece. La ecuación (1.57) se 

reduce a la ecuación de Laplace. 

2 62h 62h 62h 
V h = - O 

8X 2  8Y2  822  

también usualmente consideraremos que E = k p g/p k po g/po, 

independientemente de los efectos de presión en p y M. Recordemos 

que (1.53) y (1.66) se desarrollaron para un dominio sin fuentes 

y/o sumideros. Si fuentes y/o sumideros se presentan, entonces se 

representaran por un término adicional en el lado izquierdo de 

(1.63), expresando la tasa a la cual la masa de agua es agregada 

por unidad de tiempo y de volumen de medio poroso alrededor de P. 

La ecuación (1.55) se modifica en un sentido similar, por ejemplo 

la ecuación (1.56) queda 

- div (lO q) + q' = p S 
Oh 

donde q' es el término que denotria fuente y/o sumidero. 



En general la ecuación general de flujo para aguas 

subterráneas la podemos escribir como 

V-(F Vh) S& 
 Oh 

y dependiendo de 1( (conductividad) puede tomar diferentes formas. 

Además podemos tomar a h con dos componentes, es decir, flujo 

bi di mensi onal , con las consideraciones que se mencionaron 

anterior mente. 



CAPITULO II 

DFflZAQON DE MODELOS 

Un modelo es una versión simplificada de la realidad. 

Usando un modelo de aguas subterráneas se pueden hacer pruebas del 

manejo del agua. Por supuesto la validez de estas pruebas dependen 

de que tan bien se aproxime el modelo a las condiciones de campo. 

Cuando se usa un modelo es esencial tener buenos datos de campo. 

Los modelos de aguas subterráneas se basan en la 

ecuación diferencial parcial de flujo 

0 Kw 
(911 + 0 Kv 

<9h  ) + 0 
 ( Ko —Oh  ) + q —<9h  2.1 c9 x 1 ox 

)
8 49Y '0-7

492 at, 

aquí ti representa la carga hidráulica en el acuífero K es la 

conductividad hidráulica, Ss es el almacenaje específico, q 

representa una fuente y/o sumidero. 

Para resolver esta ecuación es necesario conocer ciertas 

características del flujo, llamadas condiciones iniciales y 

condiciones a la frontera, que mencionaremos posteriormente. 

El problema de resolver estos modelos es el de encontrar-

el valor de la carga -hidráulica h, en cada punto del sistema o 

región de flujo. Estos métodos se clasifican en Analíticos y 

Numéricos. Varios de los métodos mas conocidos son: 

1) Métodos Analíticos 

a. - Separación de Variables 

b. - Técnicas de Variable Compleja 

c. - Transformada de Fourier o Laplace 

d.- Funciones de Green 

e.- Series de Potencias - 



2) Métodos Numéricos 

a.- Diferencias Finitas 

b.- Elemento Finito 

Para problemas que involucran ecuaciones lineales o casi 

lineales y en regiones de geometría simple Co regular), es posible 

obtener una solución exacta por medio de un método analítico. En 

ocasiones es complicado encontrar la solución por separación de 

variables o utilizando uncambio de variable que la haga de 

variables separables y llegar- a una solución. En ocasiones, las 

técnicas de variable compleja, la aproximación por- identidades de 

Gr een, o por transformadas de Four i er o de Lapi ace Co ambas), 

llevan a una solución exacta. 

Para problemas no lineales con regiones de geometria 

regular, son pocas las soluciones analíticas que existen y 

usualmente son soluciones aproximadas, obtenidas a partir de 

modificaciones del método de series de potencias. Las 

modificaciones son aplicables primeramente cuando los términos no 

lineales de la ecuación son mas pequeos en comparación con los 

términos lineales, además son poco utilizados. Los métodos de 

series de potencias son muy buenos. pero requieren evaluar un 

coeficiente para cada término de la serie y esto es tedioso. 

Además es difícil , si no imposible, demostrar que la serie de 

potencias converge a la solución exacta. 

Normalmente las consideraciones necesarias para resolver 

un modelo matemático analíticamente son muy restrictivas. Por 

ejemplo, muchas soluciones analíticas requieren que el medio sea 

homogéneo e isotrópico. 

Problemas que involucran regiones de geometría 

irregular, que son situaciones mas reales, generalmente, no se 

tratan resolver analíticamente. Para estos problemas es muy 

ventajoso el uso de métodos numéricos, para obtener una solución 

aproximada. 

Los métodos numéricos pr'een la herramienta mas general 

del análisis cuantitativo de las aplicaciones de agua subterranea. 
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+ 
CáX) d h 

31 .9 dk x 
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Estos no están sujetos a muchas de las consideraciones 

restrictivas que se requieren para la solución analítica. A pesar 

de la flexibilidad de los modelos numéricos, sus bases matemáticas 

son menos sofisticadas que para los métodos analíticos. 

Para desarrollar un modelo numérico de un sistema físico 

(en este caso un acuífero), es necesario entender como se comporta 

el sistema. Esto comprende tomar la forma de las leyes y conceptos 

(por ejemplo, la ley de Darcy y el concepto de almacenaje), las 

cuales se transforman a expresiones matemáticas. 

Los métodos de diferencias finitas y elemento finito 

(ver apéndice B) son la mejor técnica numérica usada en 

aplicaciones de aguas subterráneas. 

METODO DE DI FERENCI AS FINITAS. 

En una variable. 

Aunque la aproximación de derivadas puede realizarse en 

varias formas, nos fijaremos en la aproximación más popular, la 

cual se basa en la expansión de la serie de Tayl or - Considerando 

la expansión de la serie de Taylor para hCX) con respecto al punto 

X en una variable independiente, ver figura 2.1. 

h (C+) LX ] = h. = h + AX 
dk,

1 + 
(áX 2  d2 h 

IL dX 21 x dX 2  1 

2.2 a 

y además 

LX] = h = h. -

dh ~ (áX) 2  d2  b 
- 

21 dX x dX 2  

  

  

  

  

(LY)9  d9h 
3?	 + 

AV 

     

    

2.2 b 
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FIGURA 2.1.- Discretización por diferencias finitas 

de h(X) para ri incrementos de longitud ¿Y. 

Para aproximar la primera derivada )  la despejamos de la 

ecuación C2.2 a) y obtenemos: 

dh h.-h
AY d  2  h (AY) 2  d9 h

2. 3 
= - y-- - - 

 AY d/ 2 / dX x dX dX x 

y despejando de la ecuación (2.2 b) obtenemos: 

h.- h. 
dh . -t AY d 2 

I
- 

CAY) 2  d9h + = + 
dX

AY
dY 2  x dX  

31
9  ti1X 

 

2.3 b 

 

Como se puede ver, las series son truncadas después de los 

primeros términos y se comete un error del orden de ¿Y. Entonces 

podemos escribir las ecuaciones (2.3 Ca)) y  (2.3 Cb)) como: 

h. -h
dh . 

1
-

'. + 
OCAX) 

dX
AX 

 

2.4 a 

 

h- h. 
E!2: - - 

_1. . -
+ OC AY) 

dX iX 

 

2.4 b 

 



)- -'-' -h d 
- 

"i+4 
2 (AX) -2 dX - 

+ O[CáX)2]2. - 

Hasta aquí hemos obtenido una expresión para la derivada 

(en una variable) en términos de LX es decir) discretizamc,s la 

primera derivada. Ahora lo que haremos es obtener una 

discretización para la misma derivada, pero con un error de 

truncamiento más peque?o. 

Esto lo podemos hacer sumando las ecuaciones C2.3 Ca)) y 

(2.3 (b)) y dividiendo entre dos: 

h -h - z s (LXX. d h 

- 1 - 2LX 6
dY 

+ 2.5a 

6 bien 

h -h 

d1,

1 +i .-t 

1 - 2LX + O[ C AX) 2 
 

Cuando AX se toma suficientmente pequefo la ecuación 

(2.5) se considera más exacta que la ecuación (2.4). 

Por lo pronto sólo hemos discretizado las primeras 

derivadas; para aproximar derivadas de orden superior)  se puede 

proceder en forma análoga. 

Una aproximación para la derivada de segundo orden 

d2h'dX2 , se puede obtener restando las ecuaciones (2. 3 Ca)) y  (2. 3 

Cb)): 

dX 

- h 
CAX) 3  C14h

+ 1 - 12 7 
Ji. ..x 

reacomodando términos obtenemos: 

       

d21 h, - 2h.+ h.
(. 

)9  d  4  h 1 + 
i 1 

- 2 - 12 4 dk 1 CAX dX 

 

2.6a 

 

o bién, la llamada aproximación por diferencias centrales: 



En dos variables. 

La aproximación de derivadas parciales generalmente es 

una extensión de la aproximación de derivadas ordinarias. Tomando 

en cuenta esta discretización y la figura 2.2, podemos escribir la 

ecuación (2.5 Ch)), pero para dos variables de la forma siguiente: 

h -h 
ahcx,Y)

- 

2AX 
JLV 

  

+ 0[(LX)2 ] 2.7 

  

y para la segunda derivada, de la ecuación 2.6 (h)) 

2
h -2h 

hCX,Y)
- + O[CAX)2] 

 CAXD 

Estas dos ecuaciones (2.7) y  (2.8) son aproximaciones 

para la primera y segunda derivada parcial con respecto a la 

variable independiente X. 

Para la variable independiente Y se hace en forma 

similar sólo que el subíndice que varia es j. La primera derivada 

queda: 

. -. 

hCXY)

h 
. 

I
-

J+4
h

+ o[CAY) 2 ] 
2LY 

y para la segunda derivada 

h -2h. 

8Y2 (LY) 2  

 

2.10 

 

En flujo de agua subterránea tenemos como modelo la 

ecuación diferencial parcial en tres dimensiones, pero como se 

mencionó en el capítulo 1 podemos considerarlo en dos dimensiones, 

es decir, considerar flujo horizontal, y entonces la ecuación nos 

queda (cuando no hay fuentes ni sumideros): 

 ay 
8 (. 0h.) 8—  ( 8h 8h 

1 + . 1 
1Y

) + 

2.11 

 

 

2 1 2 
8X 'iAx...j.v 

2.9 

2.9 



multiplicando la ecuación (2.11) por el espesor saturado b 

Csuporiiendolo constante) obtenemos: 

6 ( 
1KJ + 

6
_49Y  f Kv b 

2.12 ) = Ssb 

como T = K b y S = Ss b, donde T es la transmisibilidad y 5 el 

coeficiente de almacenamiento, la ecuación (2.12) nos queda: 

6 ( TX 8h 6 f
ix7 1—y ii7 ;iy ) = iu 

o en forma simplificada 

2.13 

2.14 V.CT V}-I) = 5  Oh 

FIGURA 2.2 .- Discretización por diferencias finitas 

para h(X,Y) para n incrementos de LX y m 

incrementos de LY. 

Aplicar diferencias finitas a la ecuación de flujo 

(2.13) equivale a escribir la expresión de balance de masa para el 

rectángulo ¿X M que se muestra en la figura 2.3. A ésto también 

se le conoce como la discretizacin de la ecuación, y el objetivo 

es escribir las derivadas en términos de ¿Y y AY. 



Entonces, retomando las ecuaciones C2.8) y (2.10) y 

sustituyendolas en el lado derecho de la ecuación C2. 13), pero 

considerando a Tu y Tv constantes en cada rectángulo ¿X ¿Y tenemos 

que: 

íh. - 2h. + h 
C ¿X) 2 ( L1J '.4 

íh. - 2h + }- 
2 1 

representa la tasa neta de influjo, que es igual a la tasa neta de 

acumulación, la cual toma en cuenta la discretizaciór en el tiempo 

para la primera derivada de la forma de la ecucuación (2.4), 

tornando en cuenta que en este caso también se involucra al tiempo 

como variable, entonces se aumenta un superíndice k, para indicar 

los incrementos en el tiempo y sustituyeridolo en el lado izquierdo 

k Vi h. 

entonces obtenemos 

Tx 
+ 

Tv 

• ÍVI - 2h. + 

C.&3C2 1 

- 

Tv
- 2h. + h 1 = 

At (y)2 
 (Vi 

t4* '.4 4'.  

Tx 
+ 

2.16 

Aquí L'.t es el intervalo del tiempo, definido como: 

= t - 

Si el lado izquierdo de la ecuación C2.15) se toma a un 

nivel de tiempo k, obtenemos el esquema de Diferencia~-9 Explicit<~y--~z 

haci..a adelante. 



Tx (hi k - 2h 
k + hk .1

(ZX)2  
+ 

Tv (k k k 
- 2h + h 

(LY)2 1 

  

   

=s 

 

2.16 

   

 

At 

 

     

k+i y de este esquema podernos obtener- h. depejardo1a de Cc. 16) 

(ver figura 2.) 

= TxLt (k k k ) 
+ ib . - 2h -4- h .1+ 

£ CL.X) 2  

 

 

TyLt f k k k 
1 h. - 2b + h 

S (Y)2 ( t.J*t 

 

 

2.17 

 

donde 

 

TxLt (k k k ) 
}- + h i + 

h - 2h + h 
TvLt 

{ 
k k k ) 

S CLY) 2
t.j+ i,j-tJ 

es el cambio de h. durante el 1 riter val o de tiempo ¿t. 
Lli 

FIGURA 2.3 . - Localización de los nodos Ci.,j), 

en una mal ir de dimensiones 



Tv f
h

k 
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h. 
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2.21 

Ahora bien , si e]. Lado izquierdo de la ecuación (2.16) 

se toma a un nivel de tiempo k + 1, obtenemos el esquema de 

Di feren.c tas lmplCctto hacia atrás. CVer figura 2.4) 

Tx íht - + 

(&X32 1 %.1,j ¡,j i.*I j 
+ 

Tv k+a - 

11 - 

CLY) 

(

' 1 t,i 
k* 1 

+ h. 

  

- 

 

c 2.19  

  

¿1 

     

entonces b nos queda: 

 

kst 
= h Tx á t 

S 
íhk*1  

 

- 

'3 

hk .  + 

  

TvL.t 

E; CLY)2  ( 11 
ki-t

- 

2h ki-i 
+ h 

k+i 
. . , j í) 

 

2.19  

 

Otra posibilidad es el esquema de Ttempo Centrado de 

Crrrnk-NtcoLsorz..CVer figura 2.4) 

1 
2 

Tx íh' .2h+h 
1 i.-t,j ,j +1,J 

1 Tv ( k+i k+1 k+t 
+ - jh. , -2h. +h 

(/y)2 1 t•,J4f t.j .j—t 

 

 

1 Tx 
2 c - 2 &X) lb  

k _2hk 1,k 
..-.-t,j 

 

+ + 

  

1 Tv ( k k lh. -21-i +- 1 = - 

L.  (AY) 1 Lj LiJ
2.20 

Otro esquema relacionado a este último de Crank-

Nicolson, es el esquema lrrLpiCc?Ltc' de Dirección Alternante. Este 

esquema se escribe en dos ecuaciones, una para renglones: 

Tx 

CLX)2  1 '-- -J 

 

'-''3 

k-4- 1 
+ h 

 

+ 

 

  



\ 
y otra para el conjunto de columnas: 

+ 
IARA HIJOS 

1318'
Nr)EzA 

CM)2 (h
- 
2ht 

+ h 2.22 ] = S
hk 

la. ecuación (2.21) es implícita por renglones y la (2.22) es 

implícita por columnas. 

El esquema explícito hacia adelante es el más sencillo 

de resolver y su nombre se debe a que h es evaluado en tér-minos 

de valores conocidos de h. Podemos proceder de una manera 

recursiva para calcular el valor de la carga para tiempos futuros, 

después de que se hayan dado los valores de la carga en un tiempo 

inicial. En cambio, en los métodos implícitos se necesita conocer 

valores de h en el nivel de tiempo k+1 . que son desconocidos. 

CONDICIONES 1 NI CI ALES Y A LA FRONTERA 

Las ecuaciones diferenciales parciales que describen 

ciertos fenómenos, en especial flujo de agua a través de un medio 

poroso, tienen un número infinito de posibles soluciones. 

Para obtener de esta multitud de posibles soluciones una 

solución particular, es necesario tener información adicional que 

no está contenida en las ecuaciones. Esta información debe incluir 

especificaciones de: 

- El estado inicial del flujo en el dominio, es decir, 

condiciones iniciales. 

- Relación de como interactúa el flujo con sus 

alrededores, condiciones a la frontera. 

Obviamente las condiciones iniciales y a la frontera son 

motivadas por la realidad física del flujo. Estas condiciones son 

determinadas primero en el campo o tomadas en base a la 

información que se tiene y después expresadas en forma matemática. 

Diferentes condiciones dan como pesultado soluciones distintas, y 

de aquí la importancia de determinarls correctamente. 

Tx
- 

2h + h  ) 
C 

 

11 1 I IllilUl 



x 

Diferencias Explícitas hacia adelante 

t 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

Implícito de Direcci6n Alternante 

Diferencias Implícitas hacia atrás 

Implícito de Crank-Nicolson 

FIGURA 2.4. -  Esquemas de Diferencias Finitas. 

Las condiciones iniciales incluyen las especificaciones 

de la carga hidráulica h, para tios los puntos en el dominio a un 

mismo tiempo inicial, usualmente denotado como t = O. 



En términos generales las condiciones a la frontera 

tienen la forma: 

Ja hCX.Y. + b 
hCX ,Y) 

= C CX I Y) € 8fl 

donde 9C) representa la frontera del dominio y ch/án es la derivada 

respecto a la dirección normal a la frontera. Frecuentemente 8h/n 

= h/8Y. 6 h./Y. Además podemos categorizar a las condiciones 

como homogéneas si C = O y no homogéneas si C O. 

Si en la ecuación C2.23), b = O, tenemos que las 

condiciones nos quedan 

a hCX,Y) = C CX, Y) 

y se conocen con el nombre de condiciones de Dl rl chi et 6 de primer 

tipo, estas indican un valor específico de h. 

Si en (2.23), a = O tenemos 

b = C 

en este caso tenemos flujo preescrito y se dicen condiciones de 

segundo tipo 6 de Neumann. 

Y por último se tiene el caso más general, a O y b 

O, que son condiciones mixtas o de tercer tipo. 

En la ecuación C2.23), a, b y C pueden ser funciones de 

X y Y; estos coeficientes deben tener ciertas propiedades para 

definir correctamente el sistema. Estas propiedades se obtienen de 

consideraciones físicas. 

Ahora el problema consiste en discretizar las 

condiciones a la frontera para obtener el problema completo, la 

ecuación y las condiciones en un esquema de Diferencias Finitas. 

Las condi ci 0r3e5 de primer tipo o bien de Di r i chi et, son 

como ya se mencionó, con carga h preescrita. En este caso, se 

establece para todos o algunos de los puntos en la frontera y 

simplemente se transfieren términos con h conocida al lado derecho 

de la ecuación. Por ejemplo, consideremos el esquema de 

diferencias implícito, en donde el nodo i,j-i es uno de la 

frontera (Figura 2.5), en.tonces.se  tiene de la ecuación C2.18) 

que: 



Óri c9y 
1911 ch 

2.27 

- T ¿t 
h - 

k.t Tv ¿
h 

t ki
+ [1 . 2 

i TvLt . Txt k+a 

5 Y) 2  

Tx t k+a Tx ¿t h k-'s k 
- h - = 

5 CL.X22 
.

s 
2.25 

como hk+i es conocida r-eescribimos la ecuación pasando este 
t-. 

término conocido al lado derecho y obtenemos 

- Tv ¿t ki- t f TvLt . TxLt 1 k+i Tx t k+i 
i h. - 

S  Ay 1 s cx:2  

- 
Tx At k Tv Lt k+ h =h + h 

5 
()2

5 (LY)2  
t.-. 26 

%, j-f•i 

i. +  

i. , j - t 

ron 1. r 

FIGURA 2.5.- Discretizaci6n de la frontera de Dirichlet. 

Para las condiciones de Neumann o de segundo tipo, lo 

que tenemos es flujo preescrito,, es decir, 8h/8n es una función 

conocida, donde n es X 6 Y dependiendo-de cual sea la frontera. Si 

se considera la misma frontera que en el caso anterior tenemos 

entonces que la condición a la frontera estaría dada por- 

, i 

discretizando esta derivada parcial tenemos: 

 

 

h. -h. 
81.1. 

-
. j + t. 

49Y 2-Ay 

 

g 2.28 

 



E» acuerdo a la figura (2.6) tenemos que el nodo ¡J es 

el que está en la frontera, por lo tanto el nodo ,j-i es aquel en 

el que no conocemos h, es un nodo ficticio. 

      

 

   

   

) 

   

   

        

i , 

FIGURA ¿.6 - Discretización de una frontera de Neuman. 

Pero como en el nodo la carga h sí es conocida, la 

carga en el nodo i,j-i se despeja de la ecuación (2.28) y 

obtenemos que 

h..= h.. -2gy 2.29 

El nivel de tiempo se establece de acuerdo al esquema 

que se emplee al hacer la discretización de ese nodo de la 

frontera. Por ejemplo, en el caso del esquema implícito, la 

discretización de acuerdo con la ecuación (2.25), el nodo ij-i lo 

tomamos en el nivel k-ti y obtenemos: 

-
Ty Lt k + i Tv At k + t 

h - h 
Sr CY) 2 (y)2 , [h  - 29  EY] 

 

+
. TvLt 

+ 
2 TxLt 1 h 

S( Y)2 S(LX)2J 

 

Tx L.t k-it Tx ít k+t k 
h 

5 CAY)2 S CAY) 2
4.,J 

2.30 



reacomodando términos 

2 TY Lt hk 4 t + 2 Tv Lt g + • Tv - TxLt 1 1.p 

S-  i.y: 2 CLY, 2 1 SCLX)2J L,j 

- 
Tx ¿t

2 
 [

Y,
k + k 

2.31 

Y por último para las condiciones de tercer tipo solo se 

combinan las dos formas anteriores. 

Cuando el término fuente y/o sumidero aparece en la 

ecuación de flujo, entonces la ecuación en diferencias en e] nodo 

,j podemos escribirla como 

(,,k+,L k+t k+ ) -q = -2h+h 1+ 
At (LY)  i-t,j i,j i+ijJ 

Tv ( k+ k+a k+t 

CLY) 2 
 

 

•-' z. - 

 

donde q es la tasa de agua agregada o disminuida por unidad de- 

área [L /t]. 

CONSI si ENCI A Y CON VERGENCI A. 

En esta parte analizaremos los conceptos de consistencia 

y convergencia de la aproximación por diferencias finitas y en la 

siguiente sección la estabilidad. 

Para esto es necesario que los modelos de ecuaciones 

diferenciales parciales estén "bien planteados", como también 

tener soluciones; únicas. El término "bien planteado" significa que 

la solución de la ecuación diferencial parcial tenga pequeas 

variaciones con respecto a la solución original cuando se 

perturban levemente las condiciones iniciales. Esto equivale a 

decir que la ecuación diferencial parcial represente, 

verdaderamente, el prototipo del s.ist-ema. 



En términos generales se puede decir que la estabilidad 

se refiere a las limitaciones de las perturbaciones en las 

soluciones calculadas. En otras palabras, cuando la magnitud de 

las perturbaciones en las condiciones iniciales se hacen 

arbitrariamente peque?as cuando LY y AY tienden a cero, la 

perturbación resultante en la solución debe desaparecer en lugar 

de crecer; en este caso las soluciones basadas en una aproximación 

en diferencias finitas consistente convergen a la solución de la 

ecuación diferencial parcial. Dicho de otra forma, el obtener 

convergencia de una solución numérica basada en una aproximación 

en diferencias finitas depende de la consistencia de la 

aproximación. 

La importancia del concepto de consistencia se establece 

en el teorema de Lax, el cual dice que si una ecuación en 

diferencias finitas lineal es consistente con el problema lineal 

con condiciones iniciales, entonces el que haya estabilidad 

garantiza la convergencia, cuando ¿Y y ¿Y, las longitudes de la 

malla, tienden a cero. 

Para definir en forma general la consistencia, 

representaremos a la ecuación diferencial parcial con solución 

exacta U como LCWO y a la aproximación en diferencias finitas 

con solución exacta u como FCu)0. 

a e una función continua con suficientes derivadas 

continuas para facilitar que L(v) se evaluado en el punto 

(kLt ,itiXD • en una dimensión. Entonces el error de truncamiento 

Tk( u) en el punto C át, i.áX) esta definido por 

'IC u) = FkC u) 
- LC 

Si 'ICu) tiende a cero cuando At-.O, ¿Y-GO, se dice que la 

ecuación en diferencias es consistente o compatible con la 
k 

ecuación di er-ncial parcial. Con esta definición T, indica el 
k - 

error  resultante  al reemplazar LCe k  .) por F(e). 

Primeramente haremos el análisis para la ecuación 

diferencial parcial 

8U 
- 

e9X 2  
2.33 



Muy parecida al modelo de flujo de agua subterránea, 

pero sólo en una dimensión Para la discret.ización de 8U/8t y 

82U'8X2  se desarrolla la serie de Taylor alrededor- de U... Esta 

discr-eti.zación se puede escribir de la forma 

Uk4 u  
-

- 2U -f

+ At (AY)2  - 4 u 

¿St cx 1 2 12 j ax4 

tenemos que ea error de truncamiento es 

At (AY)2 ) 84U 
1 2 -12 J 4 

y tornando AY -, O, At -, O tenemos que el error de truncamiento 

tiende a cero por lo que podemos decir que es consistente con la 

ecuación deferericial parcial. Esta aproximación es la explícita 

cl ási ca. 

También es necesario decir lo mismo para las condiciones 

a la frontera, el análisis es el mismo donde las condiciones a la 

frontera son reemplazadas (si es necesario) por diferencias 

finitas. 

Las aproximaciones por diferencias finitas presentadas 

aqul son consistentes Cori la ecuación diferencial parcial del tipo 

par aból ± ca, pero debernos diferenciar aquellas que son 

Incondicionalmente consistentes y las que son condicionalmente 

consistentes. La aproximación explícita clásica es 

incorid± cionalmente consistente ya que no hay que mantener- una 

relación especial entre AY y At para poder eliminar el error 

cuando AY y At tienden a cero. Aunque ésta es la situación en 

muchos casos, hay excepciones. Por ejemplo, la aproximación de 

Duíort-Frarikel, en la cual el error de truncamiento local tiene la 

forma 

- AX)2  84U CLt32 a U C At)  2  82U 
12 4 9 

+
2

49t 2 
2.34 

La consistencia en este caso., depende de la forma en que At y 

LX tienden a cero. 

1 1 1 11 IUI1I1 III 1 1 U 



Si At tiende a cero mas rápido que AY, el último término 

en la ecuación (2.34) también se va a cero juntó con los otros dos 

términos. En este caso es consistente. Si ¿t/tX = C = constante y 

¿t y AX tendiendo a cero en la misma razón entonces el error de 

truncamiento en (3. 34) no tiende a cero y la aproximación no es 

consistente con la ecuación deferencial parcial (2.33). Entonces 

esta aproximación es condicionalmente estable. 

Una aproximación por diferencias finitas se dice 

Convergente si 

cuando ¿t y ¿X - O. Aquí II - H es la norma de la diferencia entre el 

valor- exacto U y el valor- calculado U, para un punto fijo. Esto 

nos asegura que la aproximación por diferncias se acerca a la 

solución exacta por- refinamiento de la rnalla. En ocasiones se 

pueden derivar estimaciones de la forma 

II U - u M (u T-E II) 2.35 

 

donde T.E es el error de truncamiento para la aproximación en 

diferencias finitas. Si M es independiente de ¿t y LX entonces 

a. 3) especificarla una convergencia condicional y se 

necesitarían los valores de At. y ¡XX. También en este análisis se 

pueden incluir las condiciones a la frontera. En tal, caso el lado 

derecho de (2.36) queda M((T.Ell + u <P II), donde <P representa el 

error de truncamiento de la aproximación de las condiciones a la 

frontera. En nuestro análisis no se incluirán. 

Llamemos 

Como un ejemplo tomaremos la apr oxi maci ón explícita de la forma 

Uk+i =  (i2p)Uk + p(U+ U) + O((Lt32+Cb.X)) 2.36 



= (l ap)Ek + p(Ek + Ek ) t*I 
+ O((át)2+MCX)2) 2.37 Ek41  

y en términos de errores 

Esta es una ecuación en diferencias lineal para Ek.  ?'otese que los 

tres coeficientes Cl-2p), p y p suman 1 para cualquier valor de p, 

además., son positivos si O < p < 1/2, entonces Ek  es un promedio 
t + 

con coeficientes positivos de los otros términos y no puede estar-

debajo del mínimo o arriba del máximo de los otros términos del 

error. 

Tomando valores absolutos en (2. 37) obtenemos 

1 (l_2p)IEkI+plEk I4-pIE I +A((:AtY+Lt(Lx)2) 
i 1 i i , -+J  

2.38 

Aquí A es el limite superior de las derivadas en la forma 

explícita de los errores de truncamiento local, y p está entre los 

valores de O y 1/2. Además se tiene que cuando ¿t - O y AX - O, y 

tomando a (.áX)2vp = M.:, tenemos que el error tiende a cero, 

entonces la aproximación explícita es convergente si O p :5 1/2. 

Cuando p > 1/2,, esta aproximación no se puede usar y 

entonces se debe resolver- (2. 37). El resultado es que Ek  ro Se-

puede acotar- cuando L.t -, O, por lo que se dice que esta 

aproxi mación es condicionalmente convergente. 

Ejemplos de aproximaciones incondicionalmente  conver-

gentes, es decir, convergen para cualesquier valor de p, son la 

implícita hacia atrás y la de Crank-Nicolson. 

E JABI LI DAD. 

Esta forma de análisis no tiene riada que ver con la 

ecuación diferencial parcial, pero sí concierne al crecimiento 

inestable o decrecimiento estable de los errores en las 

operaciones aritméticas, necesarias para resolver las ecuaciones 

en diferencias finitas. Que estos errores se amplifiquen o 

disminuyan es lo que caracteriza la propiedad de estabilidad del 

esquema numérico. 



Si una aproximación es estable aseguramos que los 

errores computacionales son pequeNos. De nuevo, encontraremos el 

término "condicional " e **incondicional". pero referido a la 

estabilidad de una aproximación en diferencias finitas. De la 

misma forma, un esquema condicionalmente estable implica que los 

valores de ¿t y ¿X seguiran restringidos. 

Muchas de las aproximaciones por diferencias finitas 

explícitas son condicional mente estables, pero las aproximaciones 

implícitas son incondicionalmente estables. Por ejemplo la 

aproximación explícita (2.36) es condicionalmente estable ya que 

para p 1,2 es estable y esto implica una restricción para At y 

¿y. 

La estabilidad o inestabilidad es un factor que debe 

analizarse cuidadosamente. 

La estabilidad en cualquier algoritmo es una condición 

necesaria y suficiente para que un esquema pueda considerarse 

exacto. Lo que significa es que un esquema inestable es no 

convergente; por ejemplo, el esquema explícito en el caso en que p 

> 1/2. La relación formal entre estabilidad y convergencia es 

conocido como el "Teorema de Lax", que dice: 

el Dada una ecuación diferencial parcial del tipo 

parabólico con condiciones iniciales y a la frontera y una 

aproximación en diferencias finitas que satisfaga la condición 

de consistencia, entonces la estabilidad es una condición 

necesaria y suficiente para la convergencia. 1 

La demostración de este teorema requiere de Análisis 

Funcional, y se presenta en el apéndice A. 

ESTABI LI DAD DE VON NEUMAN. 

En una dimensión. 

El procedimiento mas ampliamente usado para determinar 

la. estabilidad Co inestabilidad) de una aproximación en 

diferencias finitas es el de Von Neumnn. 



Consiste en introducir un nivel inicial de errores que 

se representa por una serie de Fourier finita y considerar el 

crecimiento Co disminución) de estos errores para incrementos de 

X. El método es aplicable solo a problemas con condiciones 

iniciales,  además solo es aplicable a problemas lineales. con 

coeficientes constantes y aproximación por diferencias finitas. Si 

la condición de linealidad no se cumple, es necesario tener 

linealidad local- Gracias a la linealidad, cada componente de 

Fourier puede ser tratada por separado y usar la superposición 

para agregar las demás componentes. La condición de Von Neumann 

siempre produce una condición para estabilidad y en muchos casos 

es una condición suficiente. 

Primeramente consi der aremos una aproximación en 

diferencias finitas en la cual u sea una cantidad escalar, y 

además, tomaremos una descomposición armónica del error para los 

puntos de la malla en un nivel X 

E(X) = e  VPsu 

e 
2.39  

donde S es el número de puntos en la malla en el nivel t es 

la frecuencia de error, t es el número complejo 1:7. Gracias a la 

linealidad solo consideraremos uno de estos 5 términos, ut, 

(donde ( es real), que significa que cada crecimiento Co 

disminución) se trata por separado. 

Ahora escribiremos la solución de la aproximación por 

diferencias finitas en forma separada como 

rt i.x 
ECt,X) e e  2.40 

Donde F = Fc (D que en general es complejo. Notes e que la 

solución para k = O es igual al error introducido en t = O, además 

el orden del error original no aumenta cuando t incrementa, 

rt. e 

para todo F. Otra forma en la que podemos escribir esta condición 

de estabilidad es 



= 1 - Sen2 (ÁkX 
-. 2 

-" . 4_ 
. 

1 Condición de Von Neuuann 2.41 a 

En general definimos-   factor de ampl 1 fi cae 1 ór y entonces 

(2.41 a) queda 

1 f:5i 2.41b 

Para ilustrar el uso de (2.41 b) consideremos las aproximaciones 

por diferencias finitas para el modelo de la ecuación diferencial 

parcial (2.33), desarrollada anteriormente. 

Primeramente trataremos con la aproximación EXPLI CITA 

clásica (2.36), la cual escribiremos pero con respecto a los 

errores 

(1_2p)Ek 
+

+ Ek ) 

sustituyendo  (2.40) en la forma 

Ek rkt .k i1 ..ó.x =e e = e 

obtenemos 

2.42 a 

.:_, .4 -:, 

k+
7

¡  t le tt = 
(12)k e p [ e i.1 AX k +1)AX .k -t)óX + 1   

cancelando términos comunes obtenemos 

= (i-2p) +
[e  

 p + 

usando la identidad trigonométrica 

1-Cos (:';áX = 2 Ser, (áX 

tX -iX 
y la definición de que e + e = 2Cos (X, entonces 

tenemos que: 

=1 2p(1 - Cos (áX) 



1 
zfLX 

;.:
- Se n 

á 

2 

1 
6 0< 2(1-CcisLX) 2.46 

Entonces tenemos una expresión desarrollada para el factor de 

amplificación para la aproximación explícita. Ahora solo 

necesitamos saber cuando 1 
Entonces necesitarnos considerar las condiciones para las 

cual es 

-i 1 
- 4

p -Serl ~ •i 

vernos que 

a).- la cota superior es 1 y que se satisface automaticamente 

cuando p > O 

b).- Cuando -k O la solución (2.42 b) decrece constantemente 

e).- para -1 <1 < O, la solución decrece, pero oscilando 

d).- para 1 < -1 la solución (2.42 b) oscila incrementando la 

magnitud. Esta es una condición de inestabilidad. 

Entonces para tener estabilidad 

1 
- 

4p Sen2 
(X 

aquí el ntximo valor de Sen2 para cambios de ¿Y es 1 así que 

P :~ 1/2 

entonces la aproximación es condicionalmente estable con un límite 

de estabilidad de 

O < p :5 1/2 CExplicita) 2.44 

Si además no queremos oscilación en la -estabilidad 

= 1 
- 4p r 2 ~ O 

En la aproximación IMPLICITA hacia atrás para la misma 

ecuación (2. 33), tenemos que en diferencias finitas toma la forma 



U C  = (l *2p)tjk k+'+ U') 
t L+ 

2.46 

sustituyendo (2.42 b) obtenemos 

49t.AX  

k = CI+2p)t
- pL

+ 

eliminando términos comunes: 

1 = Ci.+2p) + p {x+  _tx] 

Esta expresión puede ser reescrita 

1 = 1 [1 + 2p - PC  Cas (3LX)3 

= 1 [1 + 2pCI - Cas fLX) 

1 = Z [1 + 4p Sen2  
2 

entonces el factor de amplificación es: 

 

1 

  

implícito 2.47 
•1 + 4p Ser2 fLX 

  

y este factor cumple con 1 Z 1 :5 1 para todos los valores de p, 

razón por la cual este esquema, implícito, es incondicionalmente 

estable. 

La aproximación de Crank-Nicolson para la ecuación 

C2.33D se puede escribir de la forma 

( -
- .k k+j - . k i+p) U - p(U + u ) = ¿C1-p)U + p(U. + U . . . . ) 

1. 

podemos analizar su estabilidad de 1a misma forma, sustituyendo 

(2.42 b) obtenemos 

+ 

+ 
 

cancelando términos y utilizando identidades trigonométricas 

obtenemos 



1 
- 
2p Ser 2  2 

1 + p Ser, 
Cr ank -Mi col son 2.4 

+ 2p Sen 2 =1 -  ap Se2 (3LX 2 

entonces 

y se puede ver que para cualquier p y fLX, tenemos que 1 y 

por lo tanto la aproximación es incondicionalmente estable. 

En dos dimensiones. 

Para analizar- la estabilidad de los esquemas en 

diferencias finitas, pero en des dimensiones, tomaremos la 

di scretización en diferencias finitas de la ecuación diferencial 

parcial 

c9U_U
2.4 

8X 2  ay 2 

Para denotar a UC t, X , X ) usaremos con incrementos  
t 2 

en los valores de la malla para t, X, X como Lt, AX y ANX2, 

además, supondremos que los incrementos de X y X,láx y Ax 

respectivamente son iguales (X = AX =  AX 

Primeramente tomaremos la aproximación en diferencias 

finitas EXPLICITA para C2..4D 

k+ k  
t,i -

=
1

M+1,3:2U + k kk 
Lt (AX) 2 '-.i i,i+i Y,i 'i-- 

o bién, escrita de la forma 

= + 
RVIIIIi,

+k+Uk _4Uk 
t-1,J t3*i L4-1

'. ,j) 

 

2.O 

 

Este método involucra una evaluación punto por punto en 

el plano k+1 usando los puntos del plano k. Dadas las condiciones 

iniciales para i=O, se sigue fcilmente el evaluar plano por 

plano. 



:5 1 para que el de amplificación y como requerimos que 

esquema sea estable entonces 

COMO son arbitrarios tenemos que 

La estabilidad de la aproximación explícita se puede 

obtener con el método de von Neumann. La extensión de (2.40) para 

el caso de dos dimensiones queda 

E(tP X X ) e rt eevP2>L2 = erk.At 
4 2 

donde 7L = 17 , y sustituyendo en (2.60) obtenemos 

rki.>t 2,)A3z = rk.tt
e2 

+ p 

le 

r k-.& t e y t& 1(i+f)tX eP2J4X + rkLt 1<i>t3I 

rk.tt rk.t e #2( >A 

-4e e 1 e 
rkt e 

eliminando términos 

1 + P[ei' + PI + 2 + 

usando las identidades 1-Cos ¿X = 2 Sen y 

i.ó.x 4X e + e
-

= 
-LOS 

 fLX, obtenemos 

r.&t 
e = 1 - 4P[ Sen2 1

AY
2 2 

+ Sen 

J 

y como lo hicimos en una dimensión llamamos a e rAt =Z el factor- 

-1 < 1 - 4P[ Sen2 1
+ Sen2 2 

r;Lx 
-1 :5 -  2p Sen2 

 _
+ Se-n 

 19  
2 

 AX 
2 

¿ 

2 



EL SABER D' MIS HIJOS 
I4ARA NOEZA 

jBfl1JEGA 

DEPARTAMENTO DF 
MATEMAUCA 

entonces tenemos que 

-1 S -4p 

p:: o 

-1 

Ademas, 
í 

p < 2
2 + Sen2 2 

Si no suponemos que k = k = k, es decir, si tomamos K 

k, el limite de la estabilidad quedaría 

-i 

Entonces el método explícito es condicionalmente 

estable. 

Para los métodos implícitos en una dimensión se demostró 

que tienen estabilidad incondicional. Analizaremos ahora la 

estabilidad de los esquemas, implÍcito hacia atrás y de 

Crank -Ni col son. 

La aproximación IMPLICITA hacia atrás la podemos 

escribir de la forma 

Cl+4p
k+ 1 

= 
k ( k- k+j k+f 1 '. 

U 
+pU 

+J + 
i ,i t+t,j i-t,j i 

, i- J 

 

2.52 

 

Sustituyendo (2.51) en (2.52) obtenemos: 

(j.+4p) e tt e te í ' e 2» e fX 

+ 

p le-  

ttetP +i )'¡5'w 23z + 

+ t 2 j*4)AX 
-

i ) AL e' 



que

+ 

4P[ 
 

n + Sen
2 
 jj 

siempre es mayor- o igual a 

cancelando términos obtenemos 

     

+ eró p{etPi + e £)+ e2'"  + - 4] 

 

 

 

utilizando las identidades 

     

 

1-Cos (AX = 2 Sen 2 

   

2.63 

    

y e = 2Cos flAX 2.54 

llegamos a 

fi tX

J 

fi  r.ó.t = [1 2 1 Se2 2

] 

e + 4.P[ .
AX 

-D 

y como antes la condición de estabilidad se debe dar 

para e' 5 1 En este caso la condición siempre se cumple ya 
-1 

2 

uno. 

Para la aproximación de CRANK-NICOLSON usamos la 

representaci ón 

C1+2p)U 1  - (1_ 2p)Uk . Jk+i .wk+t 

p(k +U k -FU 
.k -4-U k --iU 

r. 1 L+1,) i.,j-t 

 

 

2.66 

 2(11 Ay 2 

y análogamente, como en el caso implícito hacia atrás, sustituimos 

(2.51) en (2.66), eliminamos términos semejantes y utilizamos las 

ecuaciones C2.53) y  (2.54) hasta obtener 

rt F. - L '1] 2p1
. 221 

2 +Ser,  2  jj  r 
+p 

 r 

r
2

+Sen  2 J 1 

que cumple con la condición 1 er :5 1 para cualesquier fi y fi. 

1 



,'2r.t i_íeZg1X + -2)1 + e2 _2) 
J 

Ot. ro esquema i mpl i ci to es el de DI RECCI ONES ALTERNANTES, 

el cual tiene una representación para los renglones y otra para 

las columnas. Primeramente, analizaremos la estabilidad por 

separado para renglones y para columnas. 

a).- Por renglones. Tenemos que el esquema se puede escribir 

de la forma 

- í uki2 
 - 2U'2  - k+t/2  

2 i.+t,j 3 

 

.íuk  _2uk  _uk  
2 1 i,j+t ¡,j i,j_j 

 

2.66 

 

sustituyendo (2.51) en (2.66) obtenemos 

- 
[rk*i2t 

-  2e e 
'2JAx 

pr rkt i.x rk.t t AX
+ e —le e =e e e 2 
21 

rkt rkt tp i i ¿j-tx e e 2 -2e e 

cancelando términos comunes y agrupando tenernos que 

usando las ecuaciones (2.63) y (2.54) obtenemos 

LX 
•J/2r t 

= { l-2' Sen2 2 [ +2 Ser 2  e 

  

1~1 

 

 

2.67 a 

 

2 

    



fiAX 

] 
 AM  

2 
2 ] 

b).-  Por columnas, el esquema que se tiene as 

- r - 

1 t,J 
-

u k-*¡ 

J 
) - 

L-t,) tli 

- + U 2U 
k+1/2 

.1  

utilizando el mismo procedimiento que para renglones llegamos a 

que 

 

[ 1 .p Ser-,  
í LX 

2 
-

2 2 

2 

 

1,'2 ra t 
2.67 b 

  

Cada uno de los factores (2.57 a) y (2.57 b) tienen 

estabilidad condicional, esto se puede ver rápidamente, por 

ejemplo, si tomamos a fi = O en C2.57 a) se convierte en la 

condicón de estabilidad del método esplicito, y que como se 

mencioné anteriormente es condiconalmente estable. Lo mismo 

sucuede para C2.67 b), cuando fi = O. 

Sin embargo al acoplar los esquemas obtenemos el factor 

para el método explícito completo: 

c. b 
2 6 

donde es el factor de amplificación del método de dirección 

alternante (completo) y es para columnas y para renglones. 
b 

Tenemos 

[ 

[ 
2 

•1 +p Sen 

.L 4 .-. . - 

fiL.x1 
- 2 t 

2
[i_2Pr. 

fi LX 

1 [ 

 

1 +2p Sen2  
2 

el cual cumple con
'

:5 1 para culesquier valor de p. Es decir, 

el método de direcciones alternantes es incondicionalmente 

estable. 

11111111 IllU 



CAPITULO III 

DVLO 

EJEMPLO SI NTETI CO. 

Consideremos la región de flujo de la figura, suponiendo 

que se trata de un medio homogéneo, isotrópico y en estado 

transiente donde la transmisibilidad T = 1 y  el coeficiente de 

almacenamiento 5 = 1, además no hay fuentes ni sumideros. Entonces 

la ecuación que rige el flujo esta dada por 

82 k- 81-, 

ax 19Y
19 41 + = 

O X > Y 2~l; t O 3. 1 

 

sujeta a las condiciones iniciales y a la frontera 

h(X,Y,O) = O 

h(1,Y,t) = h(X1t) = 1 

CO,Y — t) - (X,O,t) = O

Oh 0 iv t x 

.9h 
ctx 

/ 

////Y-, =  

T 

3.2 

Y 
h=1 



ww 

a).-  Solución por el esquema de Diferencias Finitas EXPLICITO 

para el ejemplo sintético. 

Para esta ecuación diferencial, junto con las 

condiciones iniciales y a la frontera, consideremos primeramente 

el esquema EXPLICITO hacia adelante con una malla determinada por 

¿Y: = ¿Y = 0.1. (Figura 3.1). 

J = O jr4 j=2 j=9 j=4 j j=ó J7 j0 i=io j=ii 

t=0 

i =9 

L =4 

=5 

i 6 

i =7 

i 6 

i= o 

by 
= o h =1 

X 
h = 1 

FIGURA 3.1.- Numeración de la malla para el método explícito. 

Usaremos la aproximación que C2. 16) que obtuvimos que 

es: 

k

[
ti

k k k k k
=h + p + h + h + h - 4h. 

 

con p = 



k 
h 

k
= h 1,2,. . . 

O,,) 2,j 
y y 

Como el esquema explícito hacia adelante, como se vió 

anteriormente, es condi conal mente estable, pondremos atención en 

este particular. 

En este esquema la estabilidad esta determinada por la 

condición de que p 1/4, por lo tanto, ésta se cumple para tt 

0.0025 como valor máximo. 

Debido a las condiciones a la frontera, en la parte 

superior y el lado izquierdo del acuifero, se introducen nodos 

ficticios, de tal forma que discretizando esas primeras 

derivadas parciales tenemos que 

donde O denota al nodo ficticio. 

Para la frontera inferior y el lado izquierdo tenemos 

carga constante 

k h = h 
k

1,2,,. - . ti y ' k 

y por último, de las condiciones iniciales obtenemos 

= o i.j = 1,2.. ..10 

Para resolver este problema utilizamos el programa 

EXPLI.FOP que se erilista en la página 35. 

Se muestra una corrida del programa para M. = 0.0025 y 

otra para At = 0.0027, obteniendo un sistema estable para el 

primero y uno inestable para el segundo; en este se distingue 

rápidamente esta inestabilidad ya que los valores que se obtienen 

oscilan sin cota 



PROGRAMA POR EL METODO EXPLI CI TO 

PARA EL EJEMPLO SI NTETI CO 

C234567 

SDEBUG 

DIMENSION HCII,11),HP(11 11) 

open(3,file'archiyo. dat' ,tatus='new') 

DX =0. 1 

DY=O. 1 

WRITEC,1) 

1 F'ORMATC 5X, 'VALOR DEL INCREMENTO DEL TIEMPO') 

READC*, 3ODT 

DO 10 1=1,11 

DO 10 3=1 11 

HCI,J)=1.O 

IF'CI . EQ. 11)HCI ,J)=0. O 

IFCJ. EQ. 11)HCI ,J)=0. O 

HPCI ,J)H(I ,J) 

- 10 CQI NUE 

WRITEC2,11) 

Ii. FORMATC5X, 'DI SiiIBUCION INICIAL') 

WRI TE( 2,12)(CHCI ,J) ,J=1 ,11) ,I=l,ll) 

RO=DT'C DXDX) 

KMAX=4 

K='l 

20 K=K+i 

H(11,11)=O. O 

H(1,1)=HP(1,1)+2.*RO*CHPC1,2) +HPC 2,1)-2.*HPC1,1)) 

DO 30 L=2,10 

LL =L -1 

HC L, 1)=HPCL, 1)+ROC2. ,EHPCL, 2)+HPCL+1 .1) +HPCLL, 1) -4. 3HPCL, 1)) 

H'1 ,L) =HPC 1 , L) +ROM( 2. WHPC 2, L) +HPC 1 L+1) +HPC 1 ,LLD -4. tHPC 1 ,L)) 

H(L,11)=0. O 

HCI1,L)=0. O 

30 CONTINUE 

DO 40 1=2,10 

DO 40 3=2,10 - 



11=1-1 

JJ=J-1 

HCI ,D=HPCI ,J)+RO*CHPCI+1,J)+HPCII ,J)+HF'CI ,JJ)+HPCI 1 J+1) 

-4. *H(] 1 J)) 

40 CONTINUE 

T=DT*(K-1) 

DO 45 K3=181 

IFCK.EQ.5*K3)G0 TO 46 

45 CONTINUE 

GO TO 47 

46 WRITEC2,41)T 

41 F0RMATC6X 'DI SnIBUCION PARA EL TIEMPO=' ,F'8. 5) 

WRI TE( 212)CCHCI .J) ,31,11D ,I=1,11) 

12 FORMATC'O,11Fi2.5) 

WRITE C:3,60)CHC5,J) J=1.11) 

60 FORMAT C11F12.5) 

47 DO 60 1=1,11 

DO 60 J=111 

HPCI ,J)=HCI ,J) 

50 CONTI NUE 

1 FC K-KMAX. LE. O)GO TO 20 

STOP  

END 

11 ala •.ii 



D1STRIEUCION PARA LA CARGA POR EL METODO EXPLICITO 

FARA ¿t=O. 002 

DISTRIBUCION IN1iAL 

.00c.00 .000c. .00000 .000 .000co .ocoo .00000 .00000 .00000 .00000 1.00000 

.00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 1,00000 

.00000 .00c: •OC'00(; .0000. .00coo .00:oo .000o0 .00000 .00000 .00000 1.00000 

()CKt.) .000(0 0000: , 0000k .00000 .0000: coo 

.00000 .0000(' .ocoo ,00cx .00000 .00000 .0C0O .00000 .00000 .00000 1.00(00 

.00000 .00000 .0(xXC' .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 1.00000 

.00000 ,0000C .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 1.00000 

.ocox .0.0ú-5,.-.»x .0000( .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .000co i,00000 

.00000 .0(000 .00000 .00000 .00000 .000(o .00000 .00000 .00000 .0(000 1.000(0 

.00000 .00000 .00000 .0000C .00000 .0(000 .000% .00000 .00000 .00000 1.00000 

1.00000 1.000% 1.00000 1.O000( 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 
DISTRIBUC1ON PA EL TIEMPO .59750 

.9164: .Ç: 4 7 .:s: .40B6 .s:.& .205 .97417 .9869: 1.0(000 

.91743 .91845 .9147 .92643 .93330 .94162 .95146 .96252 .97448 .96708 1,00000 

.92050 .92147 .9243! .92916 .93566 .94378 .95327 .96.390 .97543 .98756 !.0000C; 

.92551 .92643 .92916 .93363 .93974 .94733 .95622 .96616 .97698 .98335 1,00000 

.93237 .93,320 .92566 ,93974 .94529 .95217 .96025 .96929 .97910 .98942 1.00000 

.94086 94162 .94373 .9433 .95217 .95320 .96525 ,73i6 .96173 .99075 1.00000 

.95086 .95l4 .95327 .95622 .96025 .96525 .97112 .97769 .96432 .99231 1.00000 

.96205 .9625 .96390 .96616 .96929 .97316 .97769 .98277 .968:7 .99406 1.00000 

.97417 .97443 .97543 .976E .97910 .98173 .98482 .98827 .99202 .99596 1.00000 

.98092 .9V03 .93756 .93535 .9692 .99075 .99231 .99400 .99590 .99795 1.00000 

1.00000 1.0(0vL 1.000(0 1.00000 i.000h) 1.00000 1.00000 1. 1 .00000 i.00:oo t. 000(.K:. 

DISTRIBUCIOI4 PARA EL TIEMPO' .99750 

.9:':48 .98862 .98904 .98974 .99066 .99185 .99323 .99477 .99644 .99820 1.00000 

.98662 .93876 .98918 .96986 .99080 .99196 .99331 .99483 .99643 .99822 1.00000 

.93904 .39IE .9E5E ,5C0o .99114 .99225 .99356 .99503 .99661 .99629 1.00000 

.99974 .9998 .99024 .9906: .99: .9927 .99397 .99534 .99683 .99839 1.00000 

.99068 .99080 .99114 .99170 .99246 .95341 .99452 .99577 .99712 .99854 1.00000 

.99185 .99190 .99725 .9974 .99341 .99424 .99521 .99630 .99748 .99673 1.00(00 

.99323 .99331 .9356 .99297 .99452 .99521 .99602 .99693 .99791 .99894 1.00000 

.99477 .9482 .99503 .99534 .99577 .99o30 ,99693 -.99763 .99638 .99918 1.00000 

.99644 .99o43 .99661 .6E7 .99712 .99748 .99791 .99838 .99890 .99944 1.00000 

.99820 .99822 .99629 .99839 .99854 .99873 .99694 .99918 .99944 .99972 1.00000 

1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00(00 1.000(0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 
111111 IlUl II 



DIMIlWiON PARA El. TIIz .05130 

.00647 .00647 .01585 .032" .06604 .12503 .22000 .35763 .54016 .75922 1.00000 

.00647 .01045 .01787 .034 .06767 .12705 .22138 .35934 .54064 .76004 l.0000( 

.0131 .(1'87 .(75:: ,C4!84 .07513 .13336 .22'92 .36775 .54504 .76161 1.00000 

.03267 .034&Ç .0415 .05560 .09072 .1493: .2405 .37632 .55210 .76657 1.00000 

,06604 .06787 .07513 .09072 .12326 .17763 .26922 .39621 .57003 .77375 1.000(0 

.12503 .12705 .13336 .153@ .17763 .23256 .31304 .43864 .59480 .79024 1.00000 

.22000 .27135 .22752 .24250 .26522 .71304 .39242 .49550 .64342 .81091 1.0000(' 

.35763 .75524 .36775 .77673 .356:1 .43664 4955 .59054 .70231 .64731 1.00004 

.54016 .54084 •54504 .55214 .57003 .59480 .64342 .70231 .79123 .88635 1.00000 

.75932 .76004 .76161 .76657 .77375 .79024 .81091 .84731 .88839 .94314 1.000)0 

1.00000 1.00000 1.00000 1.00(00 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00020 

DJSTR16t10N PARA El. T1E1F0r .21330 

3.06657 -2.16084 3.04509 -1.96!E 2.91664 -1.56755 2.5315: -.766)0 1.86374 .36552 1.0000) 

-2.16084 3.05815 -2.08666 2,9574(,  -1.80583 2.76617 -1.20055 7.25044 -.22594 1,45573 1.00004 

3.04508 -2.08686 3.02247 -1.92592 2.89320 -1.50369 2.53099 -.72437 1,87117 .38088 1.0000) 

-1.99616 2.99740 -1.92592 2.935!' -1.65924 2.70722 -1.06534 2.20644 -.16166 1.43925 1.00000 

2.91664 -1.8(583 2.8972' -1.65916 2.'5735 -1.27515 2.42526 -.56675 1.80949 .43752 1.00000 

-1.56395 2.76617 -1.5036 9 2.70732 -1.27515 2.50143 -.78383 2.05628 .00643 1.38478 1.00000 

2.53182 -1.20055 2.53099 -1.08534 2.42526 -.78383 2.14613 -.22821 1.64970 .55910 1.00000 

-36600 2.25044 -.72437 2.20644 W75 2. 05828 1.74435 .31597 1.27073 1.000')0 

1.88374 -.32594 1.8711' -.16166 1,60945 .00643 1.64970 .31597 1.36761 .75446 1.00000 

.36552 1,45573 .3 1.47525 .43752 1,36475 .55910 1.27037 .75446 1.09611 1.00000 

1.00000 1.0(000 1.000X 1.01o0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 
DISTRIKCION PARA EL TIEMPO= .37530 

11262.20000-11127.19000 10730.35000-10072.30002 117C,939W -8037.40800 6701.97400 -5188.34800 3540.33800 -0793.16900 1.00000 

-11127.19000 10998.78000-1O60i.620C 5954.43420 -9u60.6210.:i 7942.75000 -6622.81400 5128.59100 -3496.52400 1773.81700 1.00002 

!o73o.3s:)c-Il.6:o( l ,::27.1:;•' -95.53501 873.62800 -'15.729X 6385,458(4 -493.22&X' 3373.15300 -1706.41800 1.00000 

-10072.30000 9954.43400 -955.53541 5010.87200 -6201. 58000 7194. 7b002 -5993.0340: 4642.46100 -3164.92904' 1605.73700 1.00420 

9170.93900 -9260.6310v) 6737,82602 -8201.58000 7467.94920 -6544.52400 5457.45100 -4224.54700 22.97900 -1459.93600 1.00000 

-8077.40800 7943,75000 -7657.7214 7192.76020 -6544.52420 5736.28700 -4782.00020 3704.76400 -2525.32000 1281.53200 1.00202 

67':!.524•o -663o.61:: 63B5.5E -59'3.0740i. 245.451 20 -4763,1000) 3%86.2504i0 -30B.'66X 2106.96400 -1066.55500 1.00000 

-5165.34600 5126,55:00 -447.27634 &4:.46100 -4234.54'o': 7704.76400 -3086.76620 7791.96420 -1625.87400 627.65000 1.00000 

3340.33800 -3496.57400 3372.1530: -3164.92°00 2882.97900 -2525.32000 2106.96400 -1629.87400 1113.31000 -562.85110 1.00000 

-1793.06920 1773.8170v) -1708.41800 16:5.77700 -1455.93600 1281.53200 -1066.35500 827.65000 -562.85110 286.60200 1.0000: 

i.00000 1.00000 1.00000 1.44000,: 1.0002: 1.C')(400 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.000)0 



— Sol uci ón por el Esquema de Diferenci as Fi ni tas 1 MPLI CI TO, 

para el modelo sintético. 

Encontraremos la solución numérica para la ecuaciÓn 

(3.1) del ejemplo sintético, tomando las mismas condiciones 

Iniciales y a la frontera. 

Para este tipo de esquemas, implcitos se tienen tres 

ti pos: 

i.) Implícito hacia atrás 

i) Implíci to de Cr- ank -Ni col son 

üC-  In-iplicito de Dirección Alternante 

Primer-amente para el inciso ) el esquema se ilustra en 

la ecuación (2. 10), para el la ecuaciÓn (2.20) y por- último 

para iii) la ecuación (2.21) y  (2.22). 

IMPLICITO HACIA ATRÁS Y DE CRANK-NICOLSON. 

El esquema implícito hacia atrás y el de Crank-Nicolsori 

pueden obtenerse del esquema de diferencias finitas: 

[ 
k* t - - h h - 2h + h 

(jç) (- LX -, .1 

[ - k. 
+ h h - + 

+cj.-) j ttJ tJ.i•i 

(jÇ 2  

h, 
 k+ £ - 

L,J 3. 3 

(át) 

para diferentes valor-es de 8 € [ 1 ]. En particular con 6 = 

se trata del esquema de tiempo centrado o de Crank-Nicols-ori y para 

6 = 1 es el esquema hacia atrás. 
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Desarrollando y racomodando la ecuación (3.3) 

escribimos la forma general de esta ecuación como: 
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Y considerando la numeración de la malla que se presenta en 

la figura 3. 2. obtenemos: 
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Pero para los nodos de la forma i = 1OJ + 1, 1 J :5 8, 

no tenemos ningun nodo del lado izquierdo. Para esto utilizaremos 

la condición a la frontera h/X = O y se obtiene que h. = 

y la ecuaciÓn queda 

- h + (l-149p) h. 
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Para los nodos dela forma iO+J con 2:5j :5 

tenemos en forma análoga a la anterior, que h. 
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para el nodo i = Ql tenemos la ecuación siguiente 
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FI GURA 3.2.- Numeración de la mal la para el esquema implícito 

hacia atrás y de Crank-Nicolson 

para los nodos . = 2,3, . ..  Q tenemos que h. 
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para los nodos i = 10j con 2 J Q . tenemos que la carga del 

nodo del lado derecho es 1 y  modificando la ecuación tenemos 
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Con esto tenemos que para cada paso del tiempo 

necesitamos resolver un sistema de ecuacionea lineales de 100 X 

100. 

Este método se resuelve con un programa llamado 

IHPLI.FOR con des valores distintos de e, e  

CCrank-Nicolson), y G = 1 (Impl1cit-o hacia atrás). 

En el programa se utilizan unas subrutinas para resolver 

el sistema de ecuaciones lineales, por medio de sobrerelajacióñ 

sucesiva. 



Las Eubrut1ras que se usaron se Implementaron tomando en 

cuenta que el método de sobrerelajación es bueno par resolver 

sistemas de ecuaciones lineales del tipo que tenemos (grande y 

muchos ceros). Aqul se presenta un listado del programa aplicado 

al ejemplo sintético, así como las corridas para los dos valores-

de &. 



PROGRAMA POR EL METODO 1 MPLI CI TO 

HACIA ATRÁS Y DE CRAN—NICOLSON 

PARA EL EJEMPLO SI NTETI CO 

C234667 

SDEBUG 

DIMENSION ACII ,100) ,HcXiO0: ,B(XIO) P ASOR(2,1O) 

COMMON/BASTA'HLOCIO,lO) ,U(10) ,NIT(10) ,ALCIO,2,10) ,NREPC1O) 

OHEGA, RO, IT 

COMMON/GATO,-DM( SO, iO),DN(:SO,iO),W(10),VNIT,ITR 

COMMON/FLOJOZALT, HLI (10,10) , CORC 10) ,WA( 2,10) , BC 100) 

WRI TEC , 1) 

1 FORMATC 5X, 'EL VALOR DE TETA ES =') 

READC*, 3OTETA 

WRI TE( *,8) 

8 FORMÁT(5X, 'EL VALOR DE DX ES =') 

READ(, *)DX 

WRI TE( *, 3) 

3 FORMAT( 5X, 'EL VALOR DE DT ES =') 

REA1X, )DT 

WRITE(:9*, 4) 

4 VORMÁTC 5X. EL VALOR DE DTG E ' 

READ(*, IODTG 

WRITE(*,6) 

5 FORMATCSX, 'EL VALOR DEL TIEMPO MÁXIMO ES =') 

READC9, *)TMAX 

WRITE(:,6) 

6 FORMATC 5X, 'EL VALOR DE OMEGA ES = 

READ( , *:)OMEGA 

WRITEC2,7)TETA, DT 

7 FORMÁTC '1' ,IOX, 'EL VALOR DE TETA ES=' ,FG. 2,6X, 'EL PASO DEL 

3TIEMPO ES= ',F74) 

RO=DT/( DXDX) 

ALT=RO*TETÁ 

DO 10 1=1,100 _ 

HO( 1) =0. 



BC 1) 0. 

DO 10 J=1,11 

A(J.I)0. 

10 CONTINUE 

DO 2 1=1,10 

DO 2 J=1,10 

2 HLOCI.J)=O. 

IT=O 

T=O. 

CALL MATRI ZA( A, TETA, RO) 

NTT= O 

DO 34 1=1,10 

DO 36 J1, 

II =C I-1)*10+J 

ASORCI ,J)=ACI,I1) 

36 ASORC2,J)=A(2,I1) 

ASORCI ,1O)=A(I ,103*I) 

ASORC2, 1 0) =0. 

NUMNP =0 

CALL DECOMC ASOR, NUMNE') 

DO 37 N=1,10 

ALCI ,1,N)=ASORCI,N) 

37 ÁLCI,2,N)=ASORC2,N) 

34 CONTINUE 

DO 66 I=1 ,10 

66 WC ID =OMEOA 

DO 70 J=1,10 

WA(i ,J)=O. 6±20. *RO 

70 WAC 2, JD =-g. 5*RO 

WAC2,iO)=0. 

WÁCI ,IOD=WACI,1O)/2. 

CALL DECOMC WA, NUMNPD 

NT=O 

TG=DTG 

IK=1 

12 NT=NT+1 

T=DT*FLOATC NT) 



GALL VECTBC B HO, TETA, RO) 

CALL LSOR 

DO 46  1=1,10 

DO 46 J=1,10 

H=CI -1)l0+J 

HLOCI ,J)=HLICI ,J) 

HCxM)=HLI(I ,J) 

46 BCM)=HLi(I,J) 

DO 17 INT=1 1 10 

17 NTr=NTT+NI TC 1 NT) 

IFABSCDT-DTG:- . LT. 0.0001)00 TO 22 

IF(ABS(T+DTG). LT. 1.E-4)GO TO 2000 

WRITEC2,60T,Nrr,(NIT(:I) ,1=1,10) ,CWCI) ,I=i ,10) 

60 F'ORMAT( '0', /,22X, TIEMPO=' ,FI 0. 4, 1OX, 'NUMERO TOTAL DE 1 TERACIO 

*NES',Iç,/,jX,'I TER ',10I7,/,1X,' OMEGA ',4X,iO(F7.4),,-,jx,7ç'') 

GO TO 22 

2000 WRITEC2,500)T,NTT,CNIT(I) ,I=1,10) ,CW(I) ,I=1,iO) 

500 FORMÁTC'1',z,22X,'TIEMPO=',FIO.4,IOX,*NUMERO TOTAL DE ITERACIO 

NES' ,I10,/,IX, 'ITER' ,1017,/,1X, 'OMEGA' ,.4X,IOCF7. 4),',1X,7OC'. 

*) ,) 

22 1 FC ABSC TG-D. GT. ÁBSC TG-T-DT) ) GO TO 40 

IK=I I(-1 

WRITE(2,500)T, NTT, CNIT(I) 1=1 ,10), (WCID ,I=1 ,1O) 

WRITEC2,505)T 

605 FORMÁT( 5X, 'DI i Rl BUCI ON PARA EL TI EMPO=' FE. 6) 

WRITEC2,502)CBCI),I=1,IOO) 

502 FORMÁTC'O',12X,10F12.6) 

TG=TG+DTG 

40 1 FC T. LT. TMAX) 00 TO 12 

sTop 

END 

SUBROUTINE LSOF 

CO}.MON,'BÁSTÁ/HL0C1O,10D ,UCIO) ,NIT(10) ,ALCIO,2,1O) ,NREPCIO), 

OMEGA, RO, IT 

COM1.fON/GATO/DM(60,1O) ,DNCSO,1O)TWCIO)j(NIT,ITR 



COMMON/FLOJO/ÁLTHLICIO,1O) CORCIO) WAC2I 1O) BCIOO) 

DIMENSION AC2,1O) 

CT=1 . E-4 

IFC=0 

DO 10E MN=1,10 

NPEP( ?N) =1 

NI T( MW) =0 

DO 10E NIT1=1,50 

DWCNIT1 ,MN)=-1. 

10 DMCNIT1 ,MN)=-1. 

45 DO 100 1=1,10 

}(NIT=NIT(:I) 

IFCNREPCI) NE. 1)G0 TÚ 100 

DO 20 N=1,1O 

Il=C 1 —l)3(10+N 

Q3=O. 

02=0. 

IF(I. NE. 10)Q3=ÁLT*HLcXI+1 ,N) 

IFCI I . NE. 1)Q2=ALT*HLICI-1 ,N) 

IFCN. NE. 1)GO TÚ 200 

Q3=Q3/2. 

02=02,2. 

200 Q1=CI1) 

AFC1 N)=AL(I ,1 ,N) 

ARC2,N)=ALCI ,2,N) 

20 U(N)=W(I)(Q1+Q4-Q3D 

NUMNP=1 O 

C&LL SIMETRICÁR,U,NUMNP) 

DO 31 J1=1,10 

31 HL1CI,J1)=U(J1)±(i—W(1))HLcXI JI) 

DO 30 31=1,10 

E=HL1CI ,J1)—HLOCI JI) 

D=ÁESCE) 

1 FC DMC I(NI T, 1). (3T. D) (30 TO 22 

DMCKNIT,I)=D 

22 IFCÁBS(DNCKWIT,I)) . 3T. E)GO..TO 30 

DNCKNITI)=E 



30 CONTINUE 

IFCDWKNIT,I).GT.CDGO TO 25 

NREF'CI) =0 

GO TO 100 

25 NREPCI)=1 

NITCI)=KNIT+i 

100 CONTINUE 

DO 44 NU=1,10 

DO 44 NV=1,10 

44 HLO(NU,NV)=HLI(NU,NV) 

DO 36 IU=1,10 

IF(NREP(IUD.EQ.1)G0 TO 46 

36 CONTINUE 

1 FC=I FC+1 

IF(IFC.LT.2)GO TO 46 

RETURN 

END 

S'JBROUTI NE VECTB( B, HO TETA RO) 

DI}4ENSION B(100),H(XiOO) 

ROT=C 1 —TETA) RO 

DO 210 I=1100 

Bi =RO 

W-3 =C 1. —4. *ROD *HO( 1) 

IF'CI .GT. 10)Bi=ROT*HO(I-1O) 

B2=RO 

IFCMOD(I ,10) NE. 0)B2=ROT*HOCI+1) 

IF(:MOD(I,10).EQ.1)GO TO 120 

B3=ROT*HO( 1-1) 

GO TO 160 

120 BS=B5/2. 

B1=B1-2. 

B3=0. 

150 IFCI. GT. IDO) G--) TO 180 

B4.=ROT*HOC 1+10) 

GOTO1O 

180 BS=BS'2. 

( BIBLIOTECA 
DE CIENCIAS EXACTAS 

Y NATURALES 
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B4=0. 

B=B3-'2. 

2=B2'2. 

1ÇO IFCMOD(I,10) EQ.1)B4B4/2. 

210 BC ID =B1 +B2~B3+B4+B3 

RETURN 

END 

SIJBROUTINE SIMETRICA. UF,NUMNP) 

DIMENSION A(2,10),UF(I0) 

UF'(l) =UFc: 1 )/A(2 > ID 

DO 101 N=2,10 

101 UFCND=CUFCN)—AC2,N--1)9AC1 ,N-1DUF(N-1D)/Á(2,N) 

N=iO 

202 N=N-1 

IFCN. LT. 1)RETURN 

UFCN)=UFCN)—A(1 ,N)*UF(N+1) 

GO TO 202 

END 

C234567 

SIJBROUTI NE DECOMC A, NUMNP) 

DIMENSION AC,1O) 

A(I,1)=AC2,1).'ÁCI ,1  

DO 111 J=2,9 

WN=ACI ,JD—AC2,J-1DÁ(1 ,J-1) 

111 AC1.J)=A(2,J)/WN 

ÁC2,10D=A(1,10)—A(2,0)AC1,D 

DO 222 M=1,9 

222 AC2,MD=ÁC2,MD/ACI,MD 

ACI 1030. 

RETURN 

END 

C234567 

SUBROUTI NE MAITU ZAC A, TETA, RíPD 

DIMENSION ACII,100) 



RAT=RC*TETA 

DO 300 1=1,100 

AC1,I)1.+4.WFAT 

IF(I GT. 0DAC1 1 1)=A(i ,I),'2. 

IF(MOD(I ,10). EQ. 1. )A(1 ,I)=AC1 ID /é2. 
AC2, I)=-RAT 

IFCI GT. GODAC2,I)=-RAT'2. 

IFCMODCI ,1O). EQ. 0)A(2j)=O. 

AC11 ,I)=-RAT 

IF'(I GT. GODA(11 ,I)=0. 

IFCM0D(I ,10). EQ. 1)ACII ,I)=-RAT2. 

300 CONTINUE 

RETURN 

END 



DISTRIBLICION PARA LA CARGA POR EL METODO 

IMFLXCITO HACIP ATRAS 

NSTRiE1JC1clT F EL TIEPIPÜ: 

.99933 .9998? .9993 .99995; .99990 .99992 .99995 .99957 

.99552 .99955 .999$ .999 .99970 .995': ,99978 .99953 .93955 .99994 

• 99950 .99951 .99953 .99956 99960 . 99945 . 999?i .99977 .99995 .99392 

9994f: 994i 994 .99952 .99955. .99565 .99973 .99992 .9999 

• 99934 .99935 . 99935 .99941 .99947 .99954 .99991 . 99970 . 99980 .99990 

.99935 .99931 .99934 .99939 .99944 .99951 .99959 .99969 .99379 .99939 

• 995:27 .99926 .99930 .99935 .99941 .99948 .99957 .99967 .99977 .99939 

• 99920 99521 .99924 .99929 .99935 . 99943 . 99953 .99964 .99975 .99997 

.99916 .99919 .99922 
 

.99927.%934 .99542 .99952 .9996? .95975 .S957 

.99917 .99918 .99921 .99926 .99933 .99942 .99951 .9996? .99575 .99997 

fIsTRI&L0ION P,R4 EL TIEiFÜ:10.000O0 

.99994 .99994 .99994 .99995 .99995 .9:9994 .99957 .95997 .99999 .93999 

.99997 .99987 .99982 .99959 .99990 .99391 .99934 .993% .99935 

.99922 .99983 .99983 .99984 .99956 .99986 .99990 .99952 .99395 .99957 

Ç7q • Pi .7  

.99976 94:Ç7 .9997v .99979 .99980 .99983 .9999.5 .99989 .99992 .99994 

.99974 .99974 .99975 .99977 .99979 .99951 .99985 .99985 .99932 .99996 

.99873 .99973 99974 .99976 .99976 .99981 .99994 .99989 .99992 .99954 

.99972 .9997? .99974 .99575. .99978 .99981 .99384 .99998 .99392 .99936 

.99573 .99573 .99974 .99976 .95978 .99991 .99964 .99998 .99992  

99974 .99575 • 99974 ,99977 .99979 .99932 . .99983 . 93992 . 



DISTRIEUCION P ARA LA C4Rc3(- POR, EL tIETODO 

IMFLICITO DE CRANV-NICOLSDN 

DISTRIBUC:10t PA EL TIEMPO: 5. (II 

.6719 .67240 .6T: .7 .679I6 .6829.3 .6315.7 7 

.9450% .9455? . 9433? ,9525 .95333 .95510 .94707 .9453 .859 

1.0.3183 1.03295 1.03640 1.04269 1,05190 15210 1.%693 1,04318 .94566 .65394 

1.04123 1.04243 1.04562 1,05433 1.06564 l 2s 1.o94so 1.06641 .96779 .61, o 

1.02474 1.02620. 1.03090 1.03966 1.05293 1.06895 1.07972 1,05302 .94727 .66402 

1.0oso4 1.00ss9 1.02163 1.02107 1.03553 1.05342 1,06E.7. 1.0532% .9609? .66102 

.98974 .99134 .9 1.  fin  7 1.02157 1.04065 1.05575 1.04455 .95496 .67797 

.98024 .96185 .96710 .99712 1.01269 1.03242 1.04855 1.O373 .95057 575:7 

.9754% .97709 .96237 .ss 1.00813 1.02816 1.04477 1.03555 .94865 .67474 

.97427 .97567 .96115 .99119 1.00692 1.02700 1.04372 1.03478 .94857 .67441 

DISTRIBUCION PARA EL TIEMPO= l0.00000 

.80781 .80773 .80761 .3(784 .80919 .81243 .8181 .81997 .79046 .62931 

1.01837 1.01877 1,01894 1.01857 1.02076 1.02693 1.03763 1.0445% 1.50755 .7937 

1.04019 1.03954 1.03913 1.03907 1.04165 1.04967 1.06457 1.07774 1.04508 .32067 

1.0195? 1.0191, 1.01805 1.01763 1.02019 1.02919 1.0457% 1.0548' 1.03347 .81913 

1.00137 1.00079 .99942 .99858 1.011087 1.01013 1.02903 1.04990 1.02790' .81393 

.99306 .99237 .99071 .98945 .99134 1.0ü041 1.01965 1.04166 1.02175 .81063 

.9925e .9913! .99936 .93768 .98 91 1 .99731 1.01688 1.03906 1.01972 .80951 

.9947.4 .99360 .99155 .98944 .99541 .99872 1.01752 1.03951 1.02052 .80947 

.99799 .99477 .99254 .99325 1.00114 1.01938 1.04078 1.02076 

.99925 993. .99605 .99380 .99443 1.00215 1.52015. 1.04131 1.82107 



1 14PL1 CITO DE DI RECCI ON ALTERNANTE. 

Ahora utilizaremos el esquema 'ii) Implícito de 

Dirección Alternante, en el cual tenemos una ecuación para los 

renglones (Ecuación (2.21)) y  otra para las columnas (Ecuación 

C2.22)), y sustituyendo el valor de T (Transmisibilidad), S 

(Coeficiente de almacenamiento) y además que AX = AY, entonces 

obtenemos: 

(k k 
plh - + h 1 + p!h - + 

k+ i. k 

'-, 3 1., 3 
por- renglones 

( k+ 1 

- 3h + h 1 t, j 

(k k 
+ ph. - 2h + h 

k+i. k por col umras 

estas dos ecuaciones se usan alternadamente en cada paso del 

tiempo, resolviendo primero para renglones y después para columas 

Co viceversa). 

Para resolver cada urja de las ecuaciones tersemos que 

encontrar la solución de un sistema de ecuaciones lineales de 10 X 

10, en este modelo sintético. 

Con ayuda del programa ÁDI. POR se resolvió el problema, 

además de utilizar algunas subroutinas para resolver sistemas de 

ecuaciones lineales (ya implementadas). El listado y la corrida de 

este método se presentan en las siguientes páginas. 

Para el caso de los esquemas implícitos, no se analizó 

el problema de estabilidad, ya que como se vió anteriormente, son 

siempre estables. 



PROGRAMA POR EL MET000 DE DI RECCI ONES ALTERNANTES 

PARA EL EJEMPLO SIP4TETICO 

c234567 

COMMON LAT J, L, M, JPLUS1 ,HC1I ,11 ,60), AC50) B(5O) P CC50 

COMMON DC50) 

INTEGER EVEN 

U.ÍAX=11 

MMÁX=ii 

JMAX =41 

DX=O. 1 

DY=DX 

WRITE(*, 1) 

1 FORHATC > VALOR DEL INCREMENTO DEL TIEMPO') 

READ(*,4*)DT 

Rl =C DT2. ),-C DXDX) 

R2=Rl 

DO 100 L=1,LMAX 

DO 99 M=i,MMAX 

H(LM,1)=0. O 

BC=1 O 

IF(L. EQ. LMÁX»iCL,M,1)=BC 

IFCM. EQ. MHAX)H(:L,M,1)=BC 

QQ CONTINUE 

100 CONTI NUE 

WRITE(2,10) 

10 FORMATC'i',5X,'DIs ¡VI BUCION INICIAL') 

WRITEC2,20)((:H(L,M,1),M=1,MMAX),L=1,LMAX) 

DO 08 JPLUSI=2,JMAX 

J=JPLUSI -1 

EVEN =J /2 

EVEN=EVEN*2 

IFCJ. EQ. EVEN)GO TO 95 

PASO=1.O 

DO 97 M=1 ,MMAX 



<». y 

EL SABE-í,b 
4R4 H• idljos 

&/BLI(. 
OEPART 

MATrMrIc 

H(LMAXWJPLUSI)=BC 

L4ST=LMÁX —i 

DO 06 L=1,LÁST 

IF(M. EQ. MÁX)HCL,M,JPLUS1)=BC 

1 FC M. EQ. MMAX) GO TO 06 

IFCM. EQ. 1)MHEN=M+1 

IF'CM. GT. 1)MMEN=M-1 

MPLUS1 M±i 

ACL)=-RI 

E( L) =2. *R1 +1. 

IF(L. EQ. 1)CCL)=-2. R1 

IFCL. GT. IDCCL)=-Ri 

D(L)=CHCLMMEN,J)-2. *H( L, MJ)+H(LMPLUS1 ,J))4R2-fH(LM,J) 

IF(L. EQ. LÁST)rxL)=DcL)+R1*H(LMAxM,JPLus1) 

06 CONTINUE 

IFCM. LT. MHAXDCALL TDAC PASO) 

07 CONTINUE 

GOTO0 

05 PASO=2. 

DO 04 L=i,LMAY 

HCL,MMÁX,JPLUS1)=BC 

LÁ=MMAX -i 

DO 03 M=1 • LÁST 

IFCL. EQ. LMÁX)H(L ) M3PLUS1)=BC 

IFCL. EQ. LHAX)GO TO 03 

IFCL. EQ. IDLMEN=L+1 

IFCL. GT. 1)LMEN=L-1 

LPLUSI=L+1 

AC MD =-R2 

B( MD =2. *R2+1 

IF(M.EQ.i)C(M)=-2.R2 

IFCH. GT. 1)CCMD=-R2 

EKMD=(HCLMEN,H,D-2. *H(L)MJ)+H(LPLUS1 ,M,J))*R1+H(L)H,J) 

1 FC M. EQ. LAS-T) D( MD =DC MD +R2H( L. MMAX P JPLUSI) 

03 CONT[NUE 

IFCL. LT. LMAX)CALL TDAC PASO) 

94 CONTI NIJE 



IFCJ. NE. 2. AND. J. NE. ¿. AND. 3. NE. 8. AND. J. NE. 15. AND. J. NE. 30D 

GO TO Q 

TI EMPO=DT*( JPLUSI —i D,12 

WFITE(2,15)TIEMP0 

15 FOPHATC1--5X'CARGA PARA EL TIE.fPO',F.6,'--t) 

WRITEC2)20)(CH(L,M,JPLUS'1DM=i,M}.ÁX),L=lLMAX) 

20 FOP.MAT( 1  O' , 11 FI 2. E 

OE CONTINUE 

STOP 

END 

(234567 

SUBPOUTI NE TDA( PASO) 

COMMON LAST L, M P JPLUSI HCI 1 ,11 50) ACSO) • BCSO) ,C(50) 

C0M4ON Lx. 60) 

DI MENSI ON BETAC 100) , GAMMA( 100) 

SETA( i)=Ei) 

G&MMA 1 =rx: 1) zBc 1) 

Ex) 30 I=2,LAST 

1 ME),I=I —i 

BETACI) =B( 13 —ACI)*C(IMEN)/BETACIMEN) 

GAMMA(I)=(D(I)—A(I)*GÁM}.4Á(IMEN))/BETAc ID 

30 CONTI NUE 

IFPASO. LE. 1. 5)HCLAST,H,JPLUSI)=GÁMMA(LAST) 

IFCF'ASO. GT. 1. 5DHCL,LAST,JPLUSI)=6ÁMMACLAST) 

DO 40 K=2,LAST 

1 =LAST—K+I 

IF'LUSI=I+I 

IFC PASO. LE 1.5)GO TO 1 

IF(PÁSO.GT.1.5)GO TO 2 

1 HCI ,M,JPLUSi)=GAMMACI)—C(:I)HCIPLUSI ,M,.JPLUSI),-BETACID 

GO TO 40 

2 HCLI ,JPLUS1)=GAMMACI—C(IHCL,IPLUS1 ,JPLUSI)/BETA(I) 

40 CONTINUE 

RETURN 

END - 



DISTRIBUCION PARA LA CARGA POR EL METODO 

IMF'LICITO DE DIRECCION ALTERNANTE 

C4A F EL TIEPIF'L;: 1. 

.9990 .99950 .99950 .99P .99976 1.00022 1.00109 1.00252 1.00493 1.00873 ;.1 : 

.99950 .99951 ,99959 .99579 1.00011 1.00101 1.0014 i.0047 1.00939 i.01591 

.99956; .99959 .9996 .99981 1.00017 1.00885 1.W3203 1.00399 i.00705 1.01169 

• 99976 .99979 .99982 • 99951 1.00009 1.00044 l Joik 1. ('0207 1. 00967 1. 'l3(: 1. 

1.00021 1.00021 1.00017 1.00009 .99991 .99957 ,95737 .99641- 

1.00101 1.00085 1.00044 .99957 .99790 .9945 .902 .99152 .57102 

1.00252 1.00242 1.00203 1.00106 . .99896 .99496 .9979.3 .9743.3 .9%12 .9:3057 i.i0o01  

1.00499 1.00474 1.00399 1.00207 .99797 .99012 .57633 .95359 .91789 .64389 1.00000 

1.130373 1.00839 1.00705 1.00367 .99641 .98252 .95912 .91765 .85472 •7917 1. 00000 

1.01447 1.01391 1.01169 1.00606 .99405 .97102 .93057 .86369 .75917 .60078 1.00000 

1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 

CARGA PARA EL TIEMPO= 7.50000-- 

.99992 .99998 .99997 .99998 1.00001 1.00007 1.00017 1.0002.3 1.00000 .996.95. 1.40000 

.99997 .99997 .99997 .99998 1.00001 1.00009 1.00016 1. 00024 1.00000 .999.74 1.00000 

99997 .99997 .99997 .99998 1.0000.1 1.00009 1.00020 1. 00026 1.00008 .99644 1. 

.99995 99991 .99998 ,994 1.00001 1.00007 1.00015 1.00020 1.00000 .99997 1.00000 

1.013001 1.00001 1.00001 1.00001 1.00000 .99997 .99991 1.00000 1.00045 1.00000 

1.00007 1.00008 1.00009 1.00006 .99997 .99576 .99945 .99527 1.00001 1.00377 1.00000. 

1.00017 1.00016 1.00020 1.00015 .99993 39945 99874 .99832 1.00002 1.00867 1.00000 

1.00023 1.00024 1.00027 1.00020 .99991 .99927 .99832 .99776 1.00002 1.01153 1.00000 

1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00001 1.00002 1.00002 1.130000 

.99669 .99874 .99964 .99897 1.00045 1.00377 1.00864 1.01159 . .94065 i . 00300 

1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 ¿00000 1.00000 1.00000. 1.00000 1.00000 1.80030 



CAPITULO IV 

EL PAQUETE MODFLI 

El paquete MODFLOW presenta un programa para reolver un 

modelo de flujo de agua subterránea por medio de diferencias 

finitas. El programa está escito en FORTRAN '66 y puede correr, 

con peque?as modificaciones, en computadoras que tengan compilador 

FORTRAN '77. El modelo simula flujo en tres o dos dimensiones. La 

estructura modular con la que cuenta este programa consiste de un 

programa principal y una serie de subrutinas independientes 

llamados modulos, los que a su vez se agrupan en paquetes. Cada 

paquete trata con una parte especifica del sistema hidrológico 

que se quiere modelar. Para designar cual es la parte que se 

utilizará se hace por medio del arreglo IUNIT que es una tabla de 

24 elementos para las unidades de entrada. Sólamente 10 elementos 

(1-5, 7-9, 11 y  12) estan implementadas. El elemento 6 se reserva 

para el paquete Transiente Filtrante. El 10 es para respuestas 

adicionales. Los elementos del 13 al 24 se reservan para opciones 

futuras. A continuación se enlistan las opciones con las que se 

cuenta hasta la fecha: 

Unidades de Entrada OpciÓn 

1 Paquete de Flujo por Bloque Centrado 

2 Paquete de Pozos 

3 Paquete de Drenaje 

4 Paquete de Ríos 

6 Paquete de Evapotranspiración 

6 Reservado para paquete Transiente 

Filtrante 

7 Paquete de Fronteras de carga General 

8 Paquete de Recarga 

9 Paqu'te 51P 

10 Reservado para soluciones adicionales 



11. Paquete SSOR 

1.2 Opción de Control de Salida 

Gracias a que el programa se divide en modulos, se 

permite al usuario examinar caracteristicas hidrológicas 

i nependi entes. Ademas se pueden desarrollar capacidades 

adicionales y así gregar nuevos modulos o paquetes. Para mayor 

flexibilidad la entrada se designa por medio de un archivo y la 

salida puede o no designarse. 

Uno de los paquetes que no esta en la lista, es el 

Paquete Básico (BAS), que se utiliza para cualquier simulación, ya 

que por medio de un archivo se leen los datos de entrada. Estos 

incluyen: el número de renglones (NROW) y columnas CNCOL) que 

forman la malla del modelo, el número de capas CNLAY), el número 

de períodos de tiempo (NSIP), etc. Además puede indicarse la 

unidad de tiempo CITMUNT) en la cual se va ha trabajar, 6 

simplemente no se define ninguna unidad. Si se definen unidades, 

estas deben ser consistentes para todos los valores de los datos 

que involucran tiempo. Por ejemplo, si se escoge anos como la 

unidad de tiempo, la longitud del paso del tiempo, 

transmisibilidad, etc. , deben expresarse usando anos para sus 

unidades d tirnpo Admá, lasi unidades de lcrgitud también deben 

ser corisi stentes. 

La entrada al paquete BÁSICO (BAS) se lee de la unidad 

número 1. El flujo de aguas subterránea junto con el acuífero se 

simulan usando una aproximación en diferencias finitas por bloque 

centrado. Las capas del acuífero se pueden simular corno 

confinadas, no confinadas o una combinación de las dos. 

La estructura de entrada del programa se basa en un 

elemento del lenguaje FORTRAN, llamado número de unidad, que 

identifica simbólicamente la localización del archivo que será 

leído o impreso. En general el usuario debe proveer una conección 

entre el número de unidad y el nombre del archivo. 

Uno de los primeros pasos en la organización de los 

datos de entrada es especifíc~ cuales serán las opciones a 

utilizar. 



Las opciones a utilizar se especifican en el arreglo 

IUNIT, y se debe asignar un número para la opción correspondiente, 

si una opción o paquete no se usará se le asigna el número cero. 

Si IUNIT (n) O, esto significa que la opción correspondiente no 

será usada. 

Si IUNIT (n) > O, la opción correspondiente se usará y los datos 

se Jeeran del número de unidad contenido en 

IUNIT Cn). Los números de unidad deben ser 

enteros del 2 al GQ, el número 1 no, porque está 

reservado para el paquete básico, se recomienda 

usar diferentes números para cada opción. 

Además de indicarse las opciones que se utilizarán en el 

modelo, otras indicaciones con los que debe contar el modulo BAS 

son, por- ejemplo: 

ISTRT que indica si se salva la carga inicial. Esta debe 

salvarse si se calculará el abatimiento. Daridole el 

valor de cero si no se salvaran y diferente de cero 

cuandc .e desea salvar-  las cargas iniciales.  

IBOUND es el arreglo en el que se indican las condiciones de 

la carga en cada celda de la malla, es necesario 

proporcionar un arreglo para cada capa. Aquí se 

cuentan con tres tipos de celdas, IBOUND < O, la celda 

tiene carga constante. IBOUND = O, la celda es 

inactiva y por último si IBOUND > O, la celda es 

activa. 

SHEÁD es la distribución de carga al principio de la 

simulación (un arreglo para cada capa). 

Independientemente de que se salve o no, estos valores 
ow 

deben ser proporcionados para inicializar la solución. 



PAQUETE DE FLUJO POR BLOQUE CENTRADO. 

En el paquete de FLUJO POR BLOQUE CEWTRADO CBCF), se 

calculan las componentes de la conductividad de la ecuación en 

diferencias finitas la cual determina el fl ujo entre celdas 

adyacentes. También calcula los términos que representan la tasa 

de movi mi ento del agua hacia el almacenaje. 

Para hacer los cálculos se considera que cada nodo está 

localizado  en el centro de cada celda del malla, de aquí el nombre 

de flujo por bloque centrado. 

La ecuación de fijo para cada celda en el modelo es 

de la forma 

CVt,j,k-t, h,k-a + CC-i2,j.k ht.-i,j,k + 

+ C -CV,j,k-t/2 CCi-izj,k - 

- CV.,,,k+1/2 + HCOF\,j,kD hi,k + 

+ CCL+t/2.J,k hi+i,j,k + 

CVt,j,k+i/2 h,k* = RHS,j,k 

donde los coeficientes CV, CR, CC son las conductividades entre 

los nodos. Los coeficientes HCOF y RHS estan compuestos de 

términos de fuentes externas y términos de almacenaje. 

La entrada al paquete BCF se lee de la unidad 

especificada en IUNIT (1). 

Para cada simulación, algunos de los datos que deben 

proporcionarse son: 

El tipo de flujo del acuífero CISS), si ISS es cero 

indica que esta en estado transiente y diferente de cero en estado 

estacionario. 

El tipo de capa CLAYCON) ,se debe proporcionar un valor 

para cada capa. Hay un limite de 80 capas, si no se utlizan todas 

se deja en blanco las que no se vallan ha Utilizar. Si hay 40 

capas o menos , se usa sólo un archive, si son mas de 40 capas se 

utilizan dos archivos. Los tipos de capas que se manejan son el 

-CONFINADO CLAYCON = O), que indica transmisibilidades y 

coeficiente de almacenaje constante para toda la simulación; 



-NO CONFINADO CLAYCON = 1), varia la transmisibilidad de las 

capas y para la capa uno el coeficiente de almacenaje es 

constante; y 

-Una combinación de los dos con LAYCON igual a dos o tres. 

Además se debe proporcionar el valor de las condiciones 

de anisotropía CTRPY), el ancho CDELR) y largo (DELC) de cada 

celda. 

Hay otros datos que se deben incluir de acuerdo al tipo 

de simulación y al tipo de capa que se tenga, estos datos incluyen 

especificaciones de transmisibilidad y almacenamiento, 

conductividad hidráulica, la elevación del acuífero, etc. 

PAQUETE DE POZOS. 

En un acuífero, se puede tomar a un pozo recargando como 

una fuente de agua la cual no se afecta por la carga en el 

acuifero. Un pozo descargando se toma con una tasa negativa. Para 

utilizar este paquete (de Pozos CWELD),cada pozo que haya en el 

acuífero debe estar contenido en una celda y debe agregarse una 

tasa de recarga al lado derecho de la ecuación en diferencias 

finitas. 

En esta opción se debe incluir una lista que contenga la 

localización y tasa de recaga para cada pozo. La lista debe 

contener cuatro valores: renglon, columna, y capa de la celda que 

contiene a cada pozo y la tasa a la cual el pozo recarga el 

acui. fero. 

PAQUETE DE DRENAJE. 

En la opción de DRENAJE CDRND la tasa a la cual el agua 

pasa por un dren en una zona 

usando la ecuación 

saturada de un acuífero se aproxima 

= CtX,j,k( hj,k-di.,j,k) = CEX,j,kh,j,k-CDtj,kdt,j,k 

donde 

II 1 



Çt,j.k es la tasa de flujo de agua en el dren 

di.,j,k es la carga en el dren EL] 

es la conductividad en el acui. ferc cerca del dren 

(L2t) 

El coeficiente CDt,j,k es la conductividad de la 

interface entre el dren y el material poroso. El flujo en el dren 

se considera proporcional a la carga por encima del dren. Esta 

ecuación sólamente es válida cuando la carga en el acuífero es 

mayor que la carga en el dren. Cuando la elevación del dren es 

mayor que la carga en el acuífero el flujo en el dren QDt,j,k, es 

igual a cero. 

En este paquete hay que introducir datos como el número 

de celdas que estan involucradas con un dren CMXDRJ'D, y así como 

tambi n el número de capa el número de rengl Ón y la columna de 

cada celda involucrada con el dren. 

PAQUETE DE RIOS. 

Los ríos pueden contribuir o drenar agua del acuífero 

dependiendo del gradiente de la carga entre el río y el acuífero. 

£1 prp6itc' d este paquete es simular los efectos de 

filtración a través de las orillas del río sobre el nivel del 

agua. 

Para simular los efectos de filtración del río en el 

modelo, se agregan términos a la ecuación de flujo para cada 

celda. 

El río se divide en arroyos, cada uno de los cuales 

debe estar contenido en una celda, ver figura 4.1. La filtración 

del río sobre el acuífero se define entre cada arroyo del río y la 

celda del modelo que contiene al arroyo. 

La entrada al paquete de ríos CRIV) se lee de la unidad 

especificada en IUNITC4) y para cada simulación se deben 

proporcionar datos como: número de arroyos; el número de capa, 

renglon y columna de cada celda.-que contiene un arroyo, as¡ como 

la carga del río y la conductividad de la orilla del río. 

1I 



FIGURA 4.1.- Discretización de un río en arroyos. 

PAQUETE DE EVAPOTRANSPI RACI ON. 

La evapotranspi ración CET) es el mecanismo por medio del 

cual el agua se convierte de fase líquida a vapor. El paquete de 

EVAPOIkÁNSPIRACION (EVT), simula los efectos de ET, donde la 

fuente de agua es un medio poroso saturado; por consiguiente, 

primero trata con agua removida por las ralees de las plantas. 

La tasa de ET determinada por el paquete depende de la 

posición de la carga del acuífero, relativa a dos elevaciones de 

referencia de ET dadas (ET superficial y ET de extinción). Para un 

nodo dado del modelo, la tasa de ET se considera que es 

proporcional al espesor saturado sobre la ET de extinción dada. La 

tasa de ET se expresa en términos de flujo. 

Para simular los efectos de ET en el acuífero, se agrega 

una expresión a la ecuación e» diferencias finitas para cada 

12 

10 

'Ii 

celda. 



Para calcular los términos para la evapotranspi ración 

es necesario indicar si ET se calculará sólo para la primera capa 

o para todas así como la ET superficial y la de extinción y 

algunos otros datos. 

PAQUETE DE FRONTERAS DE CARGA GENERAL. 

Una frontera de carga general (GHB) consiste de una 

fuente de agua fuera del área de modelado la cual suministra agua 

a una celda que se encuentra en el área de modelado con una tasa 

proporcional a la diferencia de carga entre la fuente y la celda. 

La tasa a la que el agua se suministra a la celda Í,J,k está dada 

por la expresión 

= CmCHBm - 

donde 

Q,jk,m es la tasa a la que el agua se surni ni stra a la celda 

de la frontera m EL9C); 

Cm es la constante de proporcionalidad para la frontera m 

EL2t]; 

HBm es la carga en la frontera de la fuente m CL); y 

hi,j,k es la carga en la celda CL]. 

La fuente de agua puede ser un río y en este caso la 

constante de proporcionalidad es la condictividad de la orilla del 

río. Si la fuente es un dren Ces decir, una fuente negativa) 

entonces la constante es una función del material que rodea el 

dren y el tamaf'o y espacio de los poros del material del dren. 

También puede ser una carga en el acuífero fuera del área de 

simulación y en este caso la constante es la conductividad 

hidráulica del material entre la carga conocida y la frontera del 

área similada. El paquete GHB puede usarse para simular estos tres 

casos. En los des primeros casos, el paquete GHB tratará con una 

relación lineal simple, que es mas restrictivo que en el paquete 

de ríos o el de drenaje que tratan con dos relaciones lineales. En 

el tercer caso1  el paquete GHB no trata de tomar cambios en el 

almacenaje del acuífero entre l carga de la frontera y el área 

si mul ada. 



Los datos para GHB, los cuales se.. deben almacenar en un 

archivo y se deben especificarse por el usuario para cada periodo 

de fuerza. La entrada para cada frontera consiste de la 

localización de 'a celda fronteriza (capa, renglón y columna), 

carga fronteriza, y la constante de proporcionalidad. 

PAQUETE DE RECARGA. 

La infiltración por precipitación generalmente ocurre 

uniformemente sobre una gran superficie, por- lo que es llamada 

"recarga distribuida superficialmente". Esta se expresa en 

términos de tasa de flujo por unidad de área y se puede reducir a 

unidades de longitud por unidad de tiempo, como por ejemplo: 

cmm/seg, pulgadas/hora, etc. 

La tasa volumétrica de flujo en una celda es la Lasa de 

1 nfi itraci 6r-% por el área de la celda. En forma de ecuación 

tenemos: 

CH - = 1. 3 DELR. * DELC 
j 

donde 1. es la tasa de infiltración [LtT]. Notese que la tasa 

de recarga es independiente de la carga en la celda. 

La tasa de recarga se almacena en un arreglo 

bidímensional CRECH) con un elemento para la localización de cada 

celda. 

La capa a la cual la que se aplica la carga puede 

especificarse usando una de las tres opciones: 

NRCHOP = 1 la recarga sólamente afecta la primera capa; 

2, la recarga afecta la capa especificada en el arreglo 

indicador CIRCH) que se indica por el usuario; y 

= 3, la recarga afecta la primer celda activa en cada 

columna vertical. 

La tasa de recarga se lee como flujo volumétrico por 

unidad de área. Esta tasa se multiplica por el área de la celda y 

se obtiene la tasa de flujo volumétrico. 



Si se especifica la opción 2, .1 arreglo indicador IRCH 

también se lee. El arreglo indicador debe contener para cada 

celda: el numero de capa a la que se aplicará la recarga. 

Si se especifica la opción 1, la celda apropiada está en 

el limite de la malla (capa 1). 

Si se toma la opción 3 la celda apropiada es la primer 

celda acti va, la cual no debe estar debajo de una celda de carga 

constante. Si la primer celda activa está debajo de una celda de 

carga constante la recarga no se aplica a ninguna celda porque se 

considera que la recarga es interceptada por la frontera. 

PAQUETE DEL PROCEDI M:r ENTO FUERTEMENTE 1 MPLI CI TO. 

El procedimiento fuertemente implícito (SIP) es un 

método para resolver iterativamente un sistema de acuacione's 

lineales simultaneas grande. 

Como ya se sabe, al tener un esquema en diferencias 

fi ni tas implícito para cada celda, tenemos que resolver un sistema 

de ecuaciones lineales simultaneas, por lo que es necesario tener 

un método para resolver este tipo de problemas. 

El sistema por resolver puede escribirse de la forma: 

Ah =q 

donde las dos barras sobre A indican que es una matriz cuadrada. 

La barra simple sobre h y q indican que son vectores. Además estos 

sistemas de ecuaciones que se obtienen de la discretización en 

diferencias finitas tiene pocos elementos diferentes de cero y 

ellos estan en siete diagonales. 

El procedimiento SIP es un procedimiento iterativo que 

calcula una sucesión de distribuciones de carga h -2 - 

, . . . , 

que convergen a E, la solución de ¡ h = . Cada distribución de 

carga consiste de un valor de carga para cada celda activa. 

La experiencia muestra que si la ecuación en diferencias 

finitas se resuelve en dos ordenes diferentes sobre iteraciones 

alternantes, el número de iteraciones  necesarias para converger a 

la solución es mucho menor que si sólo se utiliza un orden. 



Una alternativa de orden para empezar es la primera 

columna, el último renglon y la última capa y proceder en forma 

ascendente en las columnas y descendiendo en los renglones y las 

capas. 

Basados en la experiencia se deben tener datos como el 

número de parámetros de iteración (generalmente cinco son 

suficientes), tomando en cuanta que la selección no altera el 

valor de la solución, sólamente la eficiencia del método; el 

parámetro de aceleración (ACCLD que debe ser mayor que cero y 

generalmente igual a uno, y algunos otros que indican  la forma de 

archivar e imprimir los resultados. Estos son necesarios para la 

entrada a este paquete. 

PAQUETE DEL PROCEDI MI ENTO DE SOBRERRELAJACI ON SUCESI VA. 

La sobrerrelajación sucesiva (OR) es una técnica para 

resolver iterativamente un sistema de ecuaciones lineales. 

El paquete ISSOR, en particular, resuelve las ecuaciones 

en diferencias finitas asociadas a las celdas de la malla. Estas 

ecuaciones tienen la forma: 

CV K CC h + CR 
i.,j,k-t/2 . -t, j • k J-/2,I.: i. ,-t,k 

-CC -CR -CR 
i,j+L'2,k 

- LC. - Cv. - HCOF. )h. 

yflLAi . .  
+CR h +Cc. h +C', h 

i,j-$-t/2,k i,j+1k t-.-i2,j,k i +1, j • k  

= RHS. 

donde 

m es el contador del paso del tiempo; y 

. es el contador de la iteración 



Aquí tenemos una ecuación para cada celda de la malla. 

Lo primero que hace el paquete SSOR es reducir el número de 

ecuaciones y resuelve simultaneamente sólo esas ecuaciones que 

representan todas las celdas de un mismo renglon en un bloque, 

donde el bloque se identifica por sus número de renglon. 

La implementacióri del método de sobrerrel aj aci ón 

sucesiva involucra  procesamiente de los renglones a un sólo 

tiempo, primero se reformulan las ecuaciones para cada renglon y 

entonces se resuelven las ecuaciones resultantes y así se obtienen 

los cambios aproximados de carga en cada. celda del renglon. 

Finalmente el cambio de carga debe multiplicarse por el factor de 

relajación uN (que se encuentra entre cero y uno) y agregarse a la 

carga de la iteración previa para obtener el nuevo valor de la 

carga. 

Al fi nal de cada iteración, el cambio de carga máximo 

para la iteración se compara con un criterio de clausura. Si el 

cambio de carga máximo es mas peque10 entonces se dan por 

concluidas las iteraciones. 

El número máximo de iteraciones en cada paso del tiempo 

CMXITER), el parámetro de relajación CACCL), el valor del criterio 

de clausura (HCLOSE) para la convergencia; se necesitan como datos 

de entrada al paquete OR. 

CONTROL DE SALIDA. 

El control de salida es una opción separada del paquete 

básico (BAS). La entrada para el control de salida se lee de la 

unidad especificada en IUNIT (12). Si IUNIT (12) es cero, los 

datos del control de salida no se leen y se usa el control de 

salida por default. Bajo la impresión por default la carga se 

imprime al final de todo el periodo de fuerza. Además si las 

cargas iniciales se salvan CIS1kT Pe O) el abatimiento se imprime 

al final de cada periodo de fuerza. El formato de imperióri por 

default para la carga y el abatimiento es IOG1I.4. 



En el caso de que se utilice la opcion de control de 

salida, se tienen que indicar el formato en el cual las cargas y 

el abatimiento se imprimiran CIHEDFM. IDDNFHD, asi como también se 

debe indicar si se imprim.iran los gastos volúmetricos. el 

abatimiento, etc. 

PROBLEMA EJEMPLO. 

Este problema ejemplo es para ilustrar la entrada y 

salida del programa. 

El acuífero que se simulará consta de tres capas de 

simulación, como se muestra en la figura 4.2, la separación entre 

cada capa es una capa confinada. 

Cada capa es un cuadrado de 75,000 pies por lado y está 

dividida en una malla de 16 renglones y 16 celunas, que forman 

cuadrados de 6,000 pies por lado. El flujo en las capas confinadas 

que separan a las capas activas no se simula, pero los efectos de 

estas en el flujo entre las capas activas se incorpora en el 

término de la conductividad vertical CVCOUN). 

El flujo en el sistema es infiltración por 

precipitación; el flujo hacia afuera del sistema es llevado por 

tubos de drenaje. pozos de decarga y un lagó que e repreert.a 

por una frontera de carga constante. 

Al empezar las cargas son iguales a cero, el programa se 

corrió para obtener una solución en estado estacionario. 

El procedimiento que se utilizó para resolver el sistema 

de ecuaciones en diferencias fué el fuertemente implicito  

con un criterio de error de 0.001, y el parámetro de aceleración 

de 1.0 y  el número máximo de iteraciones fue de 60, aunque 

sólamente 31 iteraciones fueren necesarias para terminar. 

•i..III U 
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FI GURA 4.2. - Problema ejemplo. 

Lista de Pozos. 

Capa Rengi ori 

6 

2 4 

2 6 

O 

1 9 

1 9 

1 9 

1 11 

1 11 

11 

1 11 

1 13 

1 13 

1 13 

1 13  

Lista de Drenes. 

Rengl 0r1 Col umna Elevación. 

8 2 0.0 

8 3 0.0 

6 4 10.0 

8 6 20O 

8 6 30.0 

7 60.0 

8 8 70.0 

6 O 

8 10 100.0 

10 

12 
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ARCHIVO DE ENTRADA AL PAQUETE BASI CO 

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO 

2 18 18 1 0 

7 8 0 0 0 0 0 9 10 0 0 11 

o 1 IAPAFT,ISnT 

1 1(201:3) 

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 •1 1 1 1 1 

-i •1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

-1 1 1 1 1 •1 1 1 1 1 •1 1 1 1 1 1 1 1 

-1 11 1 111 1 1 1 111 1'1 111 

o 1 

444.44 HNOFLO 

o loo. 

0 100. 

86400. 1 1 



ARCHI VO DE ENTRADA AL PAQUETE DE 

FLUJO POR BLOQUE CENTRADO 

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO 

1 0 I IBCFBD 

O 1. 

O 1000. 

O 1000. 

o .00i 

o 0. 

0 00000001 

o .1 

ARCHI VO DE ENTRADA AL PAQUETE DE POZOS  

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO 

2 0 MYWELL IWELBD 

2 

1 0 14 -1. 

ARCHI VO DE ENTRADA AL PAQUETE 

DE RECARGA 

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO 

1 0 NRCHOP IRCHBD 

O O 

O 1.E-Q 
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ARCHIVO DE ENTRADA AL PAQUETE 

DEL PROCEDI MI ENTO FUERTEMENTE 1 t4PLI Cl TO 

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO 

5 MXITER NPARM 

\\/ 

EL SAFR D M15 HIJOS 

NOEZA 

DEPARTAMENTO DE 
MjTFMATICAS 

1. .001 1 0 1 

ARCHIVO DE ENTRADA AL PAQUETE 

DE CONTROL DE SALIDA 

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO 

-4 5 0 0 IHEDFM IDDNFM IHEDUN IDDNUN 

O 1 1 0 INCODE IHDDFL IBPRFL IBSVF'L 

1 1 0 0 HDPR DDPR HDSV DDSV 



CARGA EN LAS CAPAS 1, 2 • Y 3 RESPECTIVAMENTE. 

3 7 3 4 6 6 7 8 9 lo  
31 37 13 14 13 

1 .0 24.94 44.01 59.? 13.97 82.52 91.91 100.0 306.9 332.4 
137.4 122.3 374.3 126.4 327.4 

7 .0 74,45 43.10 17.90 70.17 60.57 90.32 96,40 105.3 1 1 1.0 
315.7 139.6 327.7 321.9 128.2 

3 .0 73.45 43.30 55.43 66,76 76,2 1 66.51 95.20 302.7 101.6 
112.0 136,1 119.6 122.1 123.4 

4 .0 23.97 36.61 61.75 61.79 88.03 6134 90.75 97.8.4 302.5 
106.1 310.1 114.9 337.9 119.4 

6 .0 19.73 34.92 47.32 51.69 66.74 77.09 65.76 92.72 96.35 
9139 303.1 108.8 112.5 134.3 

6 .0 16.51 29.60 40.90 53.30 63.21 73.19 79.85 86.47 90.82 
93.03 94.23 102.3 106.4 108,4 

7 .0 33.55 21.10 33.21 41.40 51.64 63.08 72.68 79.95 64.92 
88.60 91.66 96,43 99,87 103.8 

6 .0 3.483 6.832 36.25 76.30 36.97 57.59 64.33 72.92 77.25 
82.99 85.00 69.21 91.72 94.33 

9 .0 10.54 19.13 26.17 36.92 45.27 52.95 55.38 65.35 66.07 
73.93 73.79 80.84 80,17 86.49 

30 .0 34.62 75.86 35.38 43.45 50.11 54.93 57.55 62.95 65.55 
70.39 77.44 76.17 78.26 81.79 

II .0 17.31 29.96 40.01 47.18 53.24 65.81 53.33 60.27 59.29 
66.43 65.45 72.22 71.04 77.62 

12 .0 18,68 32.58 43.01 60.91 55.92 68.33 68.47 61.93 63.18 
67.12 68.50 72.29 73.46 76.85 

13 .0 19.67 34.24 45.34 53.01 88.04 89.91 66.75 62.59 60.93 
67.22 65.75 71.90 70.35 76.48 

34 .0 20.27 35.27 46.48 64.61 60,08 63.37 64,52 67.25 68.79 
73.64 73.38 75.64 77.03 79.09 

35 .0 20.56 35.18 41.16 55.48 61,26 65,02 67.52 69.94 72.03 
74.29 76.22 78.22 79.66 80.87 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
11 12 13 14 15 

1 .0 24.6.6 43.73 59.02 71.61 82.32 91.72 99.86 106.7 112.5 
117.2 121.1 124.1 126.2 327,3 

2 ' .0 24.17 42.83 57.74 69.95 80.36 69.93 98.22 105.1 110.8 
115.5 319.4 122.6 124.8 175.9 

3 .0 23.37 41.03 55.19 66.53 75.77 86.29 95.02 102,0 107.4 
1)3.8 136.0 319.5 123.9 123.2 

4 ,0 21.65 38.34 51.50 63.35 60.17 90.90 90.53 97.45 107,3 
105.4 110.4 114.8 117.7 119,2 

5 .0 19,48 34,65 17.07 51,44 66.30 76.85 85.57 92.00 95.41 
91.09 302,3 108.6 112.4 134.2 

6 .0 36.27 29.24 40.65 51.07 6(1,98 70.98 79.65 66,28 90,54 
92.06 86.23 301.1 106.2 108.3 

7 .0 11.38 20.95 31.05 41.25 51.70 67.90 72.48 79.76 84.73 
86.35 91.24 96.22 99.65 301.6 

8 .0 4.209 8.330 17.58 27.58 38,25 52,94 64.39 72.34 77.32 
81.81 84.86 69.10 91.59 94,37 

9 .0 10.38 18.96 27.98 36.79 45.16 52.86 56.13 65.08 66.79 
73,87 74.48 80,77 80.84 86.38 

10 .0 14.40 25.61 35.15 43.27 49.93 54.76 57.48 62.79 65,49 
70.74 72.37 76.57 78,20 83,64 

13 .0 36.07 Z9.10 39.78 47.56 53,05 55.68 54.09 60.20 60,04 
66.37 66.18 72.16 71.75 77.51 

17 .0 38.43 32.31 42,85 50,60 55.73 58.16 59,41 61.78 63.17 
66,98 68.44 72.35 73,40 76.69 

13 .0 39.42 33.96 44.91 52.80 57.85 69.76 57.50 62.53 61.65 
61.16 66.48 71.84 71.06 76.37 

14 .0 20.02 35.02 46.26 54.41 59.88 62.99 64.39 67.08 68.66 
73.48 73,06 75.68 76.91 78.93 

15 .0 20.30 35.52 46.94 55.78 61.07 64.84 61.34 69.76 71.84 
74.01 76.04 78.04 19.49 60.65 

1 7 3 4 5 6 7 8 9 10 
11 12 13 34 15 

1 1,800 24.34 43,36 50.70 71.33 62.06 91.48 99.63 106.5 112.3 
117.0 120.9 123.9 126,0 127.1 

2 1.764 23.85 42.46 57.42 69.66 60.07 89.68 97.99 104.9 110,6 
115.3 319.2 122.4 124.6 325.1 

3 1.691 22.86 40.67 54.87 66.70 75.28 85.98 94.77 103.7 107.2 
111.5 115.7 119.3 121.7 123.0 

4 1.578 21.35 37.98 53.17 60.85 62.69 80.41 90.28 97.19 101.9 
104,1 330,0 114.5 017.5 119.0 

5 1,415 19.16 34.30 46.75 57.10 65.80 76.54 65.30 90.67 94.17 
77.46 100.7 308,2 137.3 114.0 

6 1.76 15.95 28.91 40,33 50.18 60.67 70.70 79.38 86.01 90.12 
90.6.3 88.51 101.7 106.0 100.0 

7 •8773 11.71 20.79 30.86 41.09 51.55 62,67 72.22 79.50 84,46 
87.90 90.77 95.94 99.42 102,4 

8 .4332 5.132 10,19 19.27 79.39 39.84 53.40 64.07 72.11 76,95 
• 81,58 84.68 88.88 91,44 93.95 
9 .7543 10.22 18.82 27.84 36.66 45,06 52.78 57.03 65.02 61.64 

73.81 75.31 80.72 81.64 86.24 
10 1.039 14.13 25.79 34.85 47.99 49.65 54.54 57.44 62.61 65,44 

70.05 72.33 16.39 78.15 81.43 
11 0.224 16.59 29,37 3947 41.28 52.79 55.63 55.01 60.16 60.94 

66.33 67.06 72.13 72.60 77.38 
12 3.341 15.35 31,97 42.54 5(2 55.47 57,94 58.37 61,60 63.08 

66.80 68.41 13.97 73.36 76,49 
13 0.415 19.34 33,65 44.62 52,53 57.10 59.63 58,39 62.48 62.54 

67.37 07,35 73.80 71.90 76.24 
34 3,460 19.73 34.68 45.96 54.13 59.63 62.76 64.24 66.87 68,52 

71.27 72.91 11.47 76.77 78,71 
15 3.482 20.01 35.18 46.63 55.00 60.83 64.59 67.11 69.52 71.61 

73.87 75.82 77.81 79.77 80.42 
IIII II 1111111111 1 



CAPITULO V 

CALJBRAQON DE MODELOS 

L ecuación di fer enci al que rige el flujo de aqu en do: 

di mensi enes, basada en la ley de Darcy y en las leyes de 

conservación de masa es: 

íOh18í91 _9h+ 

donde: 

El ovad ón del nivel del aria, desde un nivel arbitrario. 

q = Tasa de bombeo o recarga por unidad de área. [L/t] 

5. = Almacenamiento del medio poroso Csin dimensiones). 

T = Trarismisividad del medio poroso [L2/t] 

tambi éri: 

T = K h' acuífero no confinado 

T=KD acuífero confinado 

donde: 

K = conductividad hidráulica [L't] 

espesor del acuífero no confinado a tiempo t.. [L] 

E) = espesor del acuífero confinado. [U] 

además de la ecuación diferencial se tienen las condiciones 

iniciales y a la frontera 

h(X,Y I O) = J(X.Y); con X,Y € 00 5.2 

hCX,Y,t.) = CX,.Y,t); con X,Y € án; t > O 5. 3 

Si se supone que los parámetros hidráulicos, es decir, K 

y 5 son conocidos • entonces la ecuación (5. 1) junto con (5.2) y 

(5.3) determinan a h(X,Y,t) de manera única para t > O. Esto es a 

lo que se le llama el problema d-ecto en aguas subterráneas, que 

comurimente se resuelve por un método de simulación numérica. 

5.1 

[U 



Cuando se recurre a un modelo de smu1ación se considera 

que datos conic' la transmisividad y almacenaje, son conocidos en 

cada punto de la malla. Una vez resuelto el modelo de simulación 

ya se por di fer-er-ica as fi nitas o por el ementc' finito • se deben 

hacer- veri fi caciones para ver si dicha sol uci ón concuerda Con la 

realidad del acul fero, este proceso de ver-i fi caci ón es a lo que se 

le llama CÁLIBRÁCICN del modelo. 

La c:alibración consisite en ajustar los catos de entrada 

hasta que 1 as car pas hi. dr- ul i cas calculadas por ci riode1 o de 

s mul aciór- sear- igual es a los val ores de campo. La cal ibraci ór 

muchas veces se obtiene por simul ac-i. enes de pr-ueha y error y se 

puede considerar cono una f orrna de resolver el problema Inverso. 

Estimar- los valores de los par-árret.ros hi drul 1 c-os de un 

acui fero es una de las aplicaciones mas importantes del modelado 

ae aguas subterráneas. Esta aplicación describe coríc' resolver un 

pr-chi ema de i denti IT icaci ón de parámetros o problema nverso. El 

pr obi ema de ± dent i fi caci Ór-i de par ámet.r os puede definir-se,  como la 

sol uciór de la ecuación de flujo de agua subterr-anes para les 

val ores de los par-ámetr-os., usando observaciones de la variable,  

dependiente (carga hidráulica), geometnia del aculfero y 

condiciones a la frontera, es decir, en el problema inverso 

dados val ores mcdi dos de h, digamos h*C  X Y. > t - » en un número 

finito de puntos CX.,Y.) y un número finito de tiempos t., 

encontrar un conjunto particular de parámetros, los cuales, al 

mismo tiempo que no difieren mucho de (posibles) estimaciones 
* 

previ as • 1 i evari a una concor- danc-i. a óptima entre valore_-  med oes h 

y valores calculados de h. 

En este capitulo, no se resuelve ningún problema de 

± denti fi caci Ón de parámetros, ya que son muchos los métodos que 

hasta la fecha se han desarrollado y el analizar exhaustivamente 

el problema inverso, podría ser un tema para un estudio adicional. 

Sin embargo, se presenta una resea de procedimientos- que utilizó 

Khan  

Sí h(X,Y,t) es el valor observado de la carga 

hidráulica y hC X, Y t.) el calculado, y son funciones continuas 

conocidas de X, Y , t., entonces el probl ea inverso es continuo. 



0 
En cambio si h (X.Y It,) y h(X I Y I t) son conocidas en 

algunos puntos discretos, en el acuífero, entonces se dice que es 

un problema inverso discreto. 

Las cargas SE-  miden la mayor i a de las: veces en puntos 

di scr et-os, r-azon por- la cual se dice que el probi ema i nver-sc es 

casi siempre discreto. 

dice que el problema inverso es un prohl ema mal 

pi anteado. Lo n121 planeado se debe a que la scluci ón no es única 

y a la inestabilidad de los parámetros identificados. La 

inestabilidad de los algoritmos para la estimación de par me- t.ros, 

es causada por pequehos errores en la carga observada que causan 

scsi os error-es en los para-metros i denti fi cados. Adems, no exi st.en 

ar ant las de que el pararnetro identificado esté cerca del valor 

verdader-o del parámetro desconocido. La simulación u optirnización 

de los riiradel os, basados en parámetros estimados pueden deformar 

las predicciones futuras o el óptimo desar- relio de la- 

alter nativas de agua subterránea.. 

Los métodos de sol ud ón para el problema inverso,  se 

clasifican segün Neuman en DIRECTOS e INDIRECTOS. 

El procedimiento drec to trata a S y 1< corno variables 

dependientes en un problema formal de val ores a la frontera 

inver so. Sin embargo el problema puede resolverse bajo ciertas 

restricciones. Los trabajos de Staliman (lQSG), Nelson  

Nelson y McCollurn C19Q) y Kle±necke (1g71) son unos pocos 

ejemplos de sol ución directa del problema inverso. 

En este caso se tiene que conocer la di stri huci ór3 de 

carga y el gradiente hidráulico, que en muchas ocasiones es muy 

pequeho (cercano a cero) y al estar dividiendo hace que la 

ecuaciÓn diferencial parcial por resolver- para 5 yo T sea una 

ecuación no consistente con la ecuación de flujo y por- lo tanto no 

hay estabilidad. Por- ejemplo: 

Consideremos el problema inverso uni di mensi anal 

aw 

[ cx: ] -
dh 

q(X)= 0 

  

[O,L] 5. 4 

  



con la condición de flujo preescrito 

Tc
- 

X
- dh - 
.'  X=L 5.5 

Par la defi ni cón de Neuman 1 g73) • (5. 4) for-

un pr- oi eni de val ores ini ci al es del ti po de Cauchy. 1 ntegr ando 

s. entre X y L sujeta a 1a ccncii ci óri de Cauchy (55.15,_)  tenemc 

T( X) - 

 

1 
q(X) d  5. 6 

dh-dX 

    

esta sal uciór' es vl ida sól arient-e si dh/dX O para toda X€[ O, U, 

de cual qui er- otra forma el problema se dice que es mal planteado. 

Otras causas que provocan que un problema sea mal planteado Son: 

1 a escasez de información acerca de los datos de Cauchy, es decir 

QL, sin embargo, en el caso particular cuando q(X) = O para todo 

X€0, L), TCX) puede determinarse coma una constante, en el casa- en 

que QL sea desconocida. Es decir, aunque el valor permanezca 

desconocida, T(X) estará dado por (57. 6). 

En (5. 4) -(5. 6) los datos de entrada al problema inverso 

se considera sin error c completamente desconocido. Ahora vamos a 

considerar que el problema inverso sin error esta bien planteado y 

además T(X) (como en (6.6)) se comporta "bien" en toda [O, U. Sin 

emharao, en lugar de tener información completa acerca de h(X) 
* 

<4(X) y QL, terienios i nfc,rmación acerca de las cantidades h CX), 
* 

q (í y QL. r-espeotivament-e y se r-el salarian con las anteriores oc 

la siguiente forma 

h(X) = h(X) + eCX) 5.7 
4' 

q (Xi = q(X)  

QL=QL+JL 6.g 

donde c(X), y)CX) y ¿JL, representan "ruido". Introduciendo estos 

tér mi nos de ruido  en (5.6D obtenemos una expresión exacta para la 

transmi si vi dad 

4. 
T CX) = 

clh*/dX - 5 q(X) dx 
1 

6.10 



Se considera que el error en las estimaciones de La 

trasnusividd TCX) esta dado por 

* 
e.X) = T (X - TCX) 5.11 

Si consi der- amos1 a norma de cualquier fund &n g( Y), 

llx:i fi, definida como: 

g(Y ) fi = rnax JqCX) 5.12 
XE ( O, L) 

Entonces en el caso hipotético cuando c'(X) es cero en 

todo [O,L] la norma de eCXD satisface la relación 

tI>Dll = II ídX 
/JL )CX) d  

] 

 

( dh II 

1aj  

 

 

LJJ(X)  11 ) 6.13 

 

 

donde fi Cdh/dX)fI es finito, ya que C6.4)-(6.5) esta bien 

planteado, implicando que en ausencia de errores en los datos del 

nivel del agua, el error- de estimación tiene una cota superior y 

puede hacerse arbitrar-lamente pequefo controlando las magm tudes 

de PL y DCX). 

Como las: magnitudes de e( X:) dependen continuamente de 

las magnitudes de fJL y rC Y), el problema inverso  permanece bien 

planteado aun cuando los datos de flujo de la frontera y fuentes 

y/o sumideros esteri perturbados por ruido. Le mismo sucede cundo 

el modelo (6.4) es perturbado por ruido ya que el efecto de tal 

ruido es igual al de r(X). 

Otra implicación de (5.10) y (5.11) es que si 

E [pL] = E [(:X)] = O para todo Y. € [0,L], entonces E [eCX)] 0, 

lo que significa que T4#' (X__) es un estimador insesgado de T(X). 

En el caso mas realista cuando e(X) no es identicamente 

cero, la situación queda mucho mas dificil. Aquí la norma del 

error de estimación satisface la r-elaión 



; { •1-
( 

Twr - ¿tiL_J'(X) cxJ ] 1 
d h 
dx 

dx - T: X) II II e. .X) dy 11 
 . eC)C)

JJ 

' 
también 

(jdh f d-
1  r í 1

1  d-£ 
dX  

i na r 
-  

aL-Jcx:) cixi 5. :14 

donde Tnr, = mi n TCX) 
)€ r ú • L) 

El problema inverso queda mal planteado cuando los datos 

del nivel del agua estan perturbados por ruido. Para ver 

esto es suficiente mostrar que si cambiamos cualquiera de les dos 
* 

numeres cK y ( si empre podemos encontrar una unción h X:' tal que 

II 
* x: 

 - icx:11 
= II EX II 6.15 

y aun mas 
dc 

 

* 
En efecto, si uno torna 1, (:X-'j = hCX) + ex sen (w X) y 

establecernos w > f/c, la relación de arriba se cumple. Esto 

implica que (5.14) puede escr- ibirse en la forma 

Como f puede hacerse arbitrariamente grande para 

cualquier c* entonces de C 6. 17) 1 a ceta i nf eni or en 11 cC XD 11 puede-

hacer-se tan grande como Tyrtr. Esto significa que el problema 

inverso es mal planteado en el sentido en que para cualquier h(X), 
* 

q Xi, QL., c y Tmir, existe una unción h X tal que c-uarioe TC A) 

satsace (s. 4)-C6. 63 par-a h(X) y T CX) satisface (55 .41)-(5. 5) para 

uno tienen 

II h(X) - iCX)....It < 5. 10  



y además jj TC X) - T(X) 11 > Tnnr, 5.10 

En otras palabras, un cambio mínimo en los datos del 

ni vel del aaua pueden causar un cambio arbi trariamente arande en 

la trarismisividad cal cul ada implicando que no depende 

continuamente de los datos. Es equivalente- a decir que el problema 

inverso es mal planteado y su solución puede ser inestable. 

Debido a esto ci método directo es poco utilizado para 

resolver- el problema inverso. 

El enfoque in.direco ececenci al mente es un procedimiento 

de pr uba y error . Los valores de 5 y K son supuestos y el model o 

se resuelve conociendo la geometría del acuifero y la carga 

hi dr' ¿ul i ca. 

La carga Hidráulica obtenida por,  el modelo es comparada 

con la carga piezomtrica obsevada, usando una función criterio 

conveniente. Si el criterio se satisface ci procedimiento se da 

por terminado; en cualquier otro caso, se propone un nuevo 

conjunto de parámetros y se repite el procedimiento hasta que 

converja Los trabajos de Vermuri y Karplus (169), Haimes y otros 

c19E58), Labidie (19-75), Neuman (1973D, Kanh C18), son ejemplos 

de aproximaciones indirectas. 

Los métodos indirectos difieren principalmente en la 

selección del algoritmo y la función criterio. Varias funciones 

criterio que han sido usadas son: 

1.- La minirriización de unas funciones de CK -  ZD  y (5 - 

donde K y S son la conductividad hidráulica y el 

alrnacenaje respectivamente, y K y 5 son los 

correspondientes parámetros estimados. Como K y 5 son 

desconocidos, sólarnente la esperanza de la diferencia 

puede minimizarse si se dispone de suficientes 

conocimiento. 

a. -  La minimización de una función o funcional de Z = [h(,) 

- (K,S)J, donde hC,) y RCK,S) son las cargas 

piezométricas calcu1adasy observadas, respectivamente. 



Cuando el segundo criterio se usa. La función que 

se utiliza es la función de mínimos cuadrados, usando el criterio 

de m1n2moE. cuadrados, el objetivo es encontrar V y y tajón 

mininuar 2, donde la ecuación puede escribirse 

z - 2 

 
dr> dt 5.20 

Como el pr-ohlema inverso en aguas suhterraneas es 

discreto (:la mayorla de las veces), es decir, las cargas 

pi ezomt r-i car son disponibles para puntos discretos. la  ecuación 

CE 20:, para un número N de observaciones sobre un periodo de 

tiempo T' , puede escribirse como: 

T' N 

t 
y 

1 ; 

2 

5.21 

ALGORI TMO DE AJUSTE. 

En una aproximación indirecta, en una corrida del modelo 

de simulación se requiere que en cada paso del tiempo se ajusten 

los parámetros. Como los modelos de simulación son costosos, se 

requiere de un algoritmo de ajuste, para que se miriimize el número 

de evaluaciones de la función. 

Se pueden considerar dos tipos de algoritmo-- de ajuste, 

uno que requiere derivadas y el otro no. 

Algunos algoritmos usan derivadas de primer orden de la 

función objetivo y otros usan derivadas de segundo orden. 

Los métodos sin derivadas se les llama métodos de 

registro de optimisación, no requieren derivadas de la función 

objetivo para determinar la dirección de movimiento. La dirección 

de minimización se determina por evaluaciones sucesivas de la 

función objetivo. 

En general los métodos de registro son mas lentos que 

los que requieren derivadas. Pero, para funciones donde las 

expresiones anl iticas para la derivada son difíciles o imposibles 

de evaluar, el método de regí i str o puede-prefer i rse. 
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La función objetivo es muy compleja, y su derivación 

puede ser imposible. Sin embargo, para un punto dado, se puede-

obtener numéricamente. Esto i ncrementoa si oni fi cat i vamente el 

numero de evaluaciones, en el caso de que se usen mtc'dos que 

requieran derivadas. 

La eficiencia de tres al gori tmc's fué presentada por 1 

}.:har (1985), para un acuí fer o hi potti cc rectarul ar, con 

fronteras 1 rnpermeabl es como se muestra en la fi gura 5. 1 Ca, h, y 

o). El acul fer o se di vi de en tres regiones de di ferente 

conductividad, es no confinado y de espesor uniforme. Además 

cuenta con cinco pozos de bombeo. 

id 

POZO» de bombeo 
e. Il 

- 

- I3 

FIGURA 5.1.- Acuífero ejemplo. 

El acuífero se modeló con diferencias finitas. 

determinó la elevación del nivel del agua de 30 días, y estos 

resultados se usaron como dato históricos para el problema 

inverso y se consideró 



- Para los tres algoritmos se empezó con un valor de 

conductividad igual en las tres regiones. 

Y se obtuvo: 

- El al gori trc si ri den vadas convergió en tres i teraci enes y 

se obtuvieron m.1 ni mas variaciones en los val ores de la 

conducti vi dad do las. tres regi enes, en dos regiones se obtuvo el 

vaJor verdadero y el otro difirió en O. 02 ft/da y e] valor- de la 

unc1óri 0h1et2 yo fué de 0.7 X -10-d (ver ficusa 5. 2 
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FIc3UF:A 6.2. - Resultados del algoritmo que rio 

utiliza derivadas. 

- Cori el algoritmo de derivadas- de primer orden no convergió 

par a nueve i ter a ci enes y el valor de la función objetivo fue de 

3.37 (ver figura 6.3) 

- Y por Último, con el método de derivadas; de segundo orden, 

converge para cinco iteraciones y se obtuvo una diferencia de 

0. 1, 0. 3, 0.01, para cada una de las conductividades de las tres-

regiones y la función objetivo tmó el valor de 8.0 X 10 (ver 

figura 6.4) 



De los tres algoritmos, el que no utiliza derivadas y 

con el que ut.a 1 ia derivadas de segundo orden e obtuvieron 

resultados muy buenos, en cambie con el algori tmo con der i vdac d 

pr i nier orden no converge. En un problema para un acul f ero grande 

el nímero de evaluaciones de la función objetivo es muy 

i mpc'r tantE. 

200 

150 

tu 
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100 
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50 

o 

No. de Iteraciones 

FI 3UFA 5.3. -  Resul tados del algoritmo con derivadas 

de primer orden. 

El modelo inverso consiste de un algoritmo de ajuste y 

una si mul aci ári de acuas subterráneas por di fernci as fi ni tas o bi én 

elemento finito, donde la función criterio que puede usarse es la 

ecuación (5.6:). 

El énfasis es determinar los valores de los parámetros 

del acuífero, los cuales puden considerarse como simples 

constantes en la ecuación de flujo. 

Determinar los parámetros de un acuiferos con precisión, 

requiere del conocimiento exacto de las condiciones iniciales y a 

la frontera, tipo de acuífero, carga piezométrica y propiedades 

físicas del medio a través del medio poroso. 

. 
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5 

En situaciones practicas encontrar y determinar los 

parámetros reales es dificil Cquizá imposible). 

FIGURA 5. 4. - Resultados del algoritmo con derivadas 

de segundo orden. 

Como referencia para este problema que ha tenido un buen 

lugar- en el modelado de acuíferos y debido a su inestabilidad 

también se han presentado muchas técnicas de solución puede verse 

el articulo de I. Khan C1986D donde se aplica un modelo inverso a 

una acuífero real. 



         

         

  

APENDICE A 

EJEH3iW001q 111 TEOREMA DE LAX 
EL SAsp í HIJOS 

 

DEPRTM1FrJO D 

 

TEOREMA DE LAX: 

"Un esquema c:orisl stente para un probl ema de val ores 

bien planteado pala una ecuación diferencial parcial es 

cc'rer-ccr,te si y sol e- si es establ " 

DEMOSTRÁCI 0W. 

Primeramente probaremos que la estabilidad del esquema 

1 rnpl i ca la convergencia del esquema. Después mostrar emes que ur-i 

esquema inestable es no convergente. 

Probaremos que la est abi 11 dad implica  convergenci a donde 

rscnsi der-ar emes. que hay una constante CT tal que 

1 q(t»t 1
y

9()n11
C Al 

para O tz1,  T y O r, k-  :!~ T. 

Para la primera parte de la demostración asumiremos que 

la función Inicial para el esquema es. Tu Entonces tenemos 

Bu  o- s4,311 = $ ¡u  0 1 2  ci; 

Id >rr.'h 

que corvcrce a cero cuando h tiende a. cero. Usando consistencia. 

ob te no mes 

kqe)t
Ch) en h y k 

A2 
k 

La notacián 0(1) sigrfica que para cada el lado 

izquierdo de CA. a2) tiende acero cuando h y k tienden a cero. 



Ahoris consideremos la norma en L2  de u(tr •) - S. y 

obtenemos la relacián 

- S4" 1 2  dx 
fr/h 

5 i 
q)t.r 

- gCl) T  j 12  dt 

4.J" • q2)tr 
-

5 U C 1 2  ci 

Corici ciererrios el Lado derecho de (A3) como una integral 

sobre , tomando el 1 nter ando por separado, es decir, el 

integrando  es 1 a fund ár1 

 

e u si 
o 

Rl 

Rl ' 

i-t 

17,-11 

Adeffix1nS par a cada cuando h es ci fiel erit.emente pequefio 

de tal forma que J& 1 < ri/h, el integrando queda como en la primera 

parte y se satisface que 

fe -. g(}t•)r1
- gCh) 1 C 

De C Á2) tenernos 1 a apr cxi rnacl ór 

- g( Y1 1 n k C  

Concl uyendo que el miembro del lado derecho de (A3) 

converge acero para cada valor de cuando h y k tienden acero. De 

este modo tenemos el conjunto de funciones que estan en L1(R) y 

tambi en tienden acero en cada punto cuando h y k tienden a cero. 

Para poder continuar lo que teemos que concl ui r es que 

la norma de estas funciones también tienden a cero, esto lo 

obtenemos observando que 

II 11 



le 
q(Y,)tr 

- q(hYJ I)I2  ,: C2 C)2 ,u()r 

Esto muestra que las funciones 'n estar) acotadar 

uni f orrnement€- para una unci ón en L1( R), esta cota es 4C 

Por el teorema de conver-gencia dominada de Lesheg', corci ul mos que 

a, 

idz 
= lu(t) - 

_r,.. ldt, 

- 

converce acero cuando h y k tienden acero, y de este modo es 

convergente. 

Ahora consi dererjios el caso donde v 
ci 
 rio es igual a Tu°. 

Primeramente de fi ni mos la función malla. w, que es la sol uci Ór 

del esquema en di fer-enci as con funmci Ón inicial Tu°. Entonces 

tenemos 

-) 
-

Jt,' -) 
- Sw"lJ + 11-" - 

donde la norma de u(: t r, -) converge a cero - Por estabi 1± dad tenernos 

llSw St' J = 1lSc - 45 ti =
- 

n 

o 
L 
111 

o 
- i

o
= C il lu

o 
 - u 

L llu° -
0 1 

la cual converge acero. Esto concluye la primera parte, 

mostrando que un esquema estable es convergente. 

Ahora pr ovaremos que un esquema con--¡ stent-e es no 

convergente si es inestable. 

La demostración consiste en la construcción de una 

función uC X) tal que el esquema con función inicial  Tu no 

converge a la solución de la ecuaciÓn di fer-encial parcial. La 

función u O 
 CX) se construye como una suma de funciones w CX) 

M 

determinadas como sigue. 

Si el esquema es inestable entonces la aproximación 



para 11  

s.atiEl aga 

JgCh?,kh) ( 1 + Ck A4 

nc e vJida para cualquier constante C y para h y k 

sufi ci entemente pequehas. Entonces para cual esqui er entero 

positivo M, ex.steri valores. de , hm y km tal que 

J h, kM:)j 1 + Mk- M A5 

fl. Como g(h k ,h) es una función continua, existe un 

número YJM tal que 

IcI(hM , h, kDI  a 1 + f MkM ACS 

:5 .rM, y además podemos. escoger )M para que se 

-. M -2 

escocer hM y km menor que hm-1 y kM-1 respectivamente. Ahora 

necesitamos un resultado crucial que repercute en la consi stenci a 

del sistema. 

LEMA: Si el esquema en di ferenci as fi ni tas es consistente,  

entonces. los i nt er val os. 1 M = [ M-T)M, M+r)M j pueden tomarse de tal 

forma que sean disjuntos. 

Dmotrai ¿ri: 

Probaren-Los este lema por i riducci ón en M. Para M'l solamente 

hay un intervalo y por lo tanto se cumple. 

Supongamos que para algun M el intervalo IM no puede tomarse 

dis.junto de IN con N mayor que M. a 

= U IN 

nuestrea suposición para cualquier h y k menor que hm-i y kM-

respectivamente, la apr cxi mación 

g(h k h) 1 :5 1 + Mk A. 

para J. De la consistencia del esquema para la ecuación de 

CA2) se sigue que 

¡gCh,kJi)
qz k 1

CC) A8 



para cada cuando h y k tienden a cero. Como J es un conjunto 

compacto existe la unión de un número fi ni to de intervalos 

cerrados, de tal forma que 

* 
sup C(D = C 
2. E  

cxi Etc y es fi ni t o. De (Al) también tenemos que 

It q(i 1  
1 

- U ~ c1' . ± Kk 

para algun valor de K. Esto irnplica,por (A7) para g J y por CAE) 

para 1 € J que 

gCh, k, h 1 + rr&ax(M, C*+K)k 

para h < hm-1 y k < km-i, lo cual contradice- nuestra suposición de 

que el esquema es inestable. Por consiguiente, nuestra suposición 

es falsa y si existe un M iz 3 tal que (A5) se cumple para algun 

hm y km suficientemente pequeíos. Como 3 es un conjunto cerrado y 
g es una función continua, existe un intervalo [M- M M+flM) 

disjunto de 3 tal que (A6) se cumple. Esto prueba el lema. 

Ahora continuemos nuestra construcción de las funcione--

w CXD. Definamos los números positivos e< por a 
2  nM = M 2  y 

entonces definimos-  1¿-i función w M  por 

w c = 
M 

Definirnos nuestra función inicial como la suma de las 

funciones w. Sea uCX) w(X); mostraremos que u 
ci 
esta es L2. 

Debido a que los intervalos  1 son di sjuntos, tenernos que 

si -5 TiM, 

O cualquier otro caso. 

= SI ;) I2d 



y 
C - 1 

T 

H - 

n k '1 

donde C 

tenemos 

es una constante que acota a en C Al). Entonces 

S fg(hDr 

-_.TI ,• 

T /' h 
- 

q>k - 2 J ' )  2 
d 

t.\ 
q»kn2 ' 2 

- e Ju0C) 1 dz 

o' 2 
2 CJ 2  TjM

... -2 17 

lo cual muestra que u esta en L2CF). 

Ahor nic'strar cmos que .1 a sol Ución del esquema aplicado a 

Tu no converge. Sea 1 a sol uzz:i ón del esquena con esa f urci ór- 

1roi al . Dadc' Uh tienpc' L escogernos un nivel de tiempo n y un 

valor de M tal que 

11 - tiC 4- 1- i . : ,j2 11" - Tu(: tv,, . ) 

para h = hm y en IM tenemos que 

entonces 

M 

MkM 
) fl 

- CI cY 

(1 -- f MkM) L 

 ] 

esta Cii ti ma expresiÓn 1 a es ti mames usando la desigualdad 

Ci + X) --- 1 nX para X positiva. Etonces por (Ag) tenemos 



u 

)? 
T 
2 

- Ctr, 
)jJ2 

 2 2 [ 
1

- 

CT_l 

Etcanc.e rc corv U(tr, y pc t.i mti vc 

eS auen;¿ nc e corver Et c comç-4 eta 1 a dernot raci ór. 



Frontera del Acuífero 

APENDICE B 

t€TODO DE ELEEJffO F1  14 TO 

En & método de- el ement o fi ni te, ur~ recién es. dividida 

en suhregi aries 11 amadas. el ernentor-, en donde la for- ¡si j;' se deter-mina 

por- las nodos (ver- figura si). 

L for-ma de la subreqi ór en la fi qur-a Bi • es un 

tr-iargul e, sin embargo pueden usarse otras formas-. Para problemas:, 

en una di mensi Ón, l os el emeritos son 1 neas; para das dimensi ones 

los elementos pueden ser triánaulas o cuadrilateros, y para tres 

dimensiones pueden ser tetrahedr-os o prismas. 

El primer paso al aplicar el método de elemento finito 

den var- un representación integral de la. ecuación di ferencial 

Parcial. 

Figura Bi . - Configuración por Elemento Finita, mostrando un 

nodo y un elemento tipico. 

Esto puede realizarse por varios métodos; das de los mas 

utilizados son 

-1.- el método de cargas esiduales 

2. - el método variacional 



En el método de cargas residuales se trabaja 

directamente con la ecuación diferencial y las condiciones a la 

frontera, mientras que el método variacional se utiliza una 

f unci onal Cuna función de una función)  rel ati va a la ecuación 

d f erenci al parcial y condiciones a la frontera. 

El siguient e pase,  es aproximar la variable independiente  

(carga hidrulicaD en trminos de funciones de interpolación. Lar 

funci ones: de interpolación se les llama funci ones "base" y se 

escogen para satisfacer-  ciertos requerimientos matemáticos y para 

facilitar el cálculo. Como los elementos usualmente son pequeños- , 

la función de interpolación puede aproximarse por un po1 i nomi o de 

orden menor, por ejemplo, lineal cuadr át.i co o cúbico. 

Una vez que las funciones base y la malla se han 

especificado, la relación de la integral debe expresarse para cada 

elemento como funcibri de las coordenadas de todos los nodos de los 

el ementos. Lo siguiente es calcul ar-  el valor de l a integral para 

cada. elemento, y se combinan con las condiciones a la frontera, 

produciendo un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, de 

primer- orden en el tiempo. 

Este- sistema de ecuaciones diferenciales se puede 

resol ver usando técnicas de diferencias finitas , y así obtener un 

conjunto de ecuaciánes algebraicas. En este punto se requieren 

métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. matrices. 

En general , una ecuación matricial puede resolverse 

númnericamente por métodos 

Di recto 

Iterativo 

e incluso por una combinación de los dos. 

En los métodos directos se realiza una secuencia de 

oper aci ones solamente una vez, que dan como resultado una 

solución exacta, excepto por errores de redondeo. 

Los métodos iterativos procuran una solución por un 

proceso de aproximaciones sucesivas, hasta que un criterio de 

error se satisface, además & e debe tener en cuenta la 

convergencia. 



Algunos de los métodos directos- son 

Solución por determinantes. 

Solución por eliminación sucesiva d€- los términos 

desconocí des 

c).- Solucic'n por inversión de matrices. 

De- acuerdo con Narasi nhar y Wi therspoon ( :> el mé todo 

directo más utilizada es el de eliminación sucesiva y sus ti tuci ór) 

hacia atrás, la cual incluye- el método de eliminación Gaussiana, y 

el metodo de descomposición de cholesky. 

Los esquemas iterativos utilizan para resolver 

sistemas con matrices grandes. Varios esquemas se han 

desarr-o21ado de los más comunes los métodos de Sobrerelajación 

Sucesiva, Jacohi y Gauss-í del etc.  



EL SABER r. "S HIJOS 

CONCLUSIONES HARA •DEZA 

DEPRTAMNTO DF 
MATr'!'TlC 

El modelado de fi u'o de aauas sub.terrrieas es una de las-

muchas. aplicaciones de la Matematica. En este trabajo aplicamos 

las técnicas del Aril ¡si .s Numérico para resolver la ecuaciÓn 

di ferencial parcial de flujo que rige el movimiento de aguas 

subterráneas y asi encontrar una solución aproximada. 

La técnica numérica no es la única forma de tratar este 

problema; se pueden utilizar métodos analíticos, o usar enfoques 

estadisticos y probabilisticor. 

En este trabajo se desarrollaron cuatro esquemas en 

di ferenci as fini tas para la ecuación de flujo. Los esquemas son: 

Explícito hacia adelante. 

Implicito hacia atrás. 

Implícito de Crank-Nicolson. 

Implícito de Dirección Alternante. 

No sari los únicos esquemas que se pueden obtener, pero son los más 

utilizados par-a este tipo de problemas. 

Los cuatro algoritmos se aplicaron a un ejemplo 

sintético de un acuífero. Para resolverlos se uti l izaron progr amas 

codificados en FORTRAN. En el caso de los métodos implícito hacia 

atrás, de Crank -Ni col son y de direcciones alternantes se utilizó 

una subrutina adicional, ya implementada, para resolver el sistema 

de ecuaciones si rriul trieas que resulta de aplicar estos al gori tmos. 

Esta subrutina fué la de Sobrerrelajación Sucesiva. 

Además de obtener los equemas en diferencias se 

anal izaron los aspectos de Convergenci a, Corisi stenci a y 

Estabilidad. Se relacionaron los tres aspectos por medio del 

Teorema de Lax e  el cual menciona que un esquema consistente es 

convergente si y solo si es estable. 

Como los cuatro esquemas son consistentes cori la 

ecuación diferencial de flujo, se analizó la estabilidad por el 

rnétc'do de ven Neuman. 

Los resultados de apMcar el método de von Neuman 

fueron: 



- El esquema EXPLICITO es estable t/esquema en una 

na11a cuadrada, y Lt . 2(1/CX1)2*1/(.X2) 
)_i

par-  i6 una malla 

rectargu1 ar .  

- Para los esquma. IMPLICITO hacia atrás, CRANK-Ni COLSON y 

DIRECCIONES. ALTERNANTES' se,  cumple la condición de estabilidad para 

cualesquier- valor del incremento del tiempo y longitud de la 

ma 11 a. 

Ot r a opción que se presenta para resolver el problema 

por medio del paquete MODFLOW el cual presenta una serie e 

opciones para mayor flexibilidad en el manejo. 

El tema central del presente trabajo es resolver el 

problema directo, el cual consiste en encontrar el valor- de la 

carga hidráulica del acuífero para diferentes tiempos conociendo 

los parámetros de Transmisibilidad T, y Almacenaje S. 

En el caso de que se desconozcan los valores de T y S y 

se ter- ra el valor de la carga hidráulica, se dice que se ha 

planteado el problema inverso. El problema inverso es mal 

planteado , es decir que para pequeas variaciones en las 

condiciones la solución varia demasiado de la original además 

tiene solución no única e inestable. Este es un problema difícil 

al que se le ha tratado de resolver de muy variadas formas y aún 

sigue siendo un problema abierto. 

Este tipo de análisis puede ser- aplicado a un acuífero 

real . Uno de los propósitos de este trabajo era presentar 

resultados de una aplicación al acuífero de la Costa de 

Hermosillo, pero debido a la dificultad de obtener datos 

sufi ci entesy confiables, no se realizó. 
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