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Introduccion

La teorfa de representaciones lineales de grupos ha tenido un importante impacto en
diversas dreas de la matematica y las ciencias en general. En [12] puede encontrarse una
excelente exposicion sobre el desarrollo de esta teoria y las importantes aportaciones de
sus fundadores.

Algunas aplicaciones a la ingenierfa han sido estudiadas en (8], sobre construcciones
con bielas y cables; asi como en el disefio de redes telefénicas [5].

En la misma fisica-matemadtica hay bastante literatura de distintas aplicaciones de la
teoria de representaciones. Por ejemplo en la ecuacion del calor o la ecuacién de onda de
Schrodinger, [11]; en Mecénica se puede consultar [24], [18] y [28].

En cristalografia la teoria de representaciones encuentra un drea muy rica en aplica-
ciones, debido a la rigidez de las transformaciones involucradas. Algunos articulos que se
pueden consultar son [7] y [6], entre otros.

En teorfa de nudos estd [10], un drea que recientemente ha sido utilizada para la mo-
delacion del ADN. Incluso en la hipdtesis de Riemann, A. Connes mostré una aplicacién
de la teorfa de representaciones, [9].

En este trabajo realizamos un anélisis sobre la topologia del espacio de representaciones
unitarias de un grupo finito abeliano en un espacio de Hilbert complejo, separable y de
dimensién infinita. La motivacién de este andlisis radica en su relacién con la construccion
de ciertos espacios topoldgicos cuyas propiedades son importantes en topologia algebraica,
principalmente por el hecho de que el enfoque presentado en el tltimo capitulo de este
trabajo proporciona un enfoque alternativo a las técnicas tradicionalmente utilizadas en
el estudio del espacio de representaciones unitarias para la construccién de espacios cla-
sificantes (cf. [3] y [2]). El contenido de dicho capitulo se basa principalmente en [13] y
[20].

A fin de establecer de una manera mds precisa el resultado principal de [20], y que
desarrollamos en el Capitulo 3, recordemos que si X es un conjunto y G es un grupo, se
dice que G actiia sobre X si existe un homomorfismo entre el grupo G y el grupo de simetrias
de X, esto es, el grupo (bajo la composicién) de las funciones biyectivas X - X. Luego,
una representacion lineal de un grupo G, sobre un espacio vectorial V, es un homomorfismo
de grupos

p:G — Aut(V)c Sim(V)
g =/ pPg

donde Aut(V') denota el grupo de transformaciones lineales invertibles del espacio V' en si
mismo. Equivalentemente, una representacion lineal consiste en una accién de G sobre V
mediante transformaciones lineales e invertibles de V.
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Cuando cada uno de los automorfismos pg : V' = V es un operador unitario, decimos
que p es una representacion unitaria.

Por otro lado, si (X,p) es un espacio de probabilidad estdndar, se dice que G
actia sobre X mediante automorfismos que preservan la medida, o bien, mediante pu-
automorfismos si para cada g € G sucede que X —% 5 X es un automorfismo de Borel tal
que ;1(A) = u(g~'(A)) para todo g € G y A c X medible. Ademss, si (X, ) es un espacio
de probabilidad estdndar, se define el siguiente espacio de Hilbert complejo, separable y de
dimension infinita,

3 = { e LX)+ [ rau=o},
lo cual permite definir canénicamente el homomorfismo

Aut(X,p) — ULR(X, 1))
T — Ur

donde T': X — X es un p-automorfismo de Borel y Ur : L3(X, 1) — L3(X, ) se define
por Ur(f)=foT".

Sip:G->U(H):={U:H > H:T*T =TT* =1d} es una representacién unitaria sobre
un espacio de Hilbert H, complejo, separable y de dimemsién infinita, diremos que p es
representable por una accidn si existe un espacio de probabilidad estandar (X, p) y una
accion a: G - Aut(X, ) tal que la representacién inducida

Aut(X, p)—U(LF(X, 1))

es unitariamente equivalente a p.

Originalmente, en [20, Prop. H.14], Alexander S. Kechris demuestra que si G es un grupo
numerable y H es un espacio de Hilbert, entonces el conjunto de representaciones unitarias
realizables por una accién de G en H es denso en Hom(G,U(H)). También demuestra que
dicho conjunto es de primera categoria o residual en Hom(G,U(#)), ya que es invariante
bajo conjugacién por elementos del grupo unitario U(#), y en el caso que G es un grupo
abeliano libre de torsién entonces tal conjunto es de primera categoria.

En [20, Problem H.16], A. Kechris plantea el siguiente problema, ain abierto hasta el
momento de la redaccion de este trabajo:

Pregunta: Sean G un grupo infinito numerable y H un espacio de Hilbert complejo sepa-
rable de dimensién infinita. ;Es el conjunto de todas las representaciones unitarias de G,
realizables por una accién, de primera categoria en Hom(G,U(H))?

Posteriormente, en [13], M. Dolezal responde una variante de esta pregunta bajo la
hipétesis de que G es un grupo abeliano y finito. El resultado obtenido por M. Dolezal
afirma de hecho. que tal subconjunto es residual, dando una respuesta negativa bajo las
hipétesis mencionadas sobre el grupo.
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Formalmente, el resultado obtenido por M. Dolezal es el siguiente.

Teorema([13, Th. 2]). Sea G un grupo abeliano finito y sea H un espacio de Hilbert
complejo, separable y de dimension infinita. Entonces el conjunto

{m e Hom(G,U(H)) : m es realizable por una accién}
es residual en Hom(G,U(H)).

De hecho, Dolezal demuestra un resultado mas fuerte, a saber que existe una represen-
tacién m € Hom(G,U(H)) realizable por una accién, con una clase de equivalencia unitaria
que es residual en Hom(G,U(H)), i.e., el conjunto

[7] = {p e Hom(G,U(H)) : 7 = p}

es residual en Hom(G,U(H)).

La estructura de este trabajo es la siguiente. En el Capitulo 1 se introducen varios
conceptos y resultados preliminares sobre topologia y dlgebra. que son usados en el resto
del trabajo. En el Capitulo 2 presentamos una introduccién a la teoria de representacio-
nes lineales de grupos finitos y mostramos algunos ejemplos. Finalmente, en el Capitulo
3 se presenta el resultado principal antes mencionado y se concluye el capitulo con su
demostracién.
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Capitulo 1

Preliminares de topologia y
algebra

En este capitulo introducimos algunos conceptos y resultados que serdn necesarios en
los capitulos siguientes. El material aqui incluido puede consultarse con mayor detalle en
2] y [15].

1.1. Elementos de topologia

Iniciaremos con alguna terminologia estdndar sobre espacios topoldgicos, topologias
relativas, continuidad y topologias en espacios de funciones.

1.1.1. Espacios topolégicos

Antes de introducir la definicién de espacio topoldgico, recordemos que un espacio
métrico es un conjunto S con una funcién p: S x S —» R* u {0}, llamada métrica en S,
tal que para s1, 82, 83 € § se cumple lo siguiente:

1) p(s1,52) =0 siysélosi g =sg
2) p(s1,82) = p(s2,51)
3) p(s1,83) < p(s1,82) + p(s2,53)

Si S es un espacio métrico, con métrica p, definimos para cada punto sg€ S y a € R",
la bola de radio a centrada en sy, como el conjunto dado por:

Bso(a) ={s€S | p(s,s0) < a}.

Ejemplo 1.1.1. Sea S = R%. Definimos tres métricas sobre S como sigue.
Para Py = (z1,41), P2 = (72.92) € S,
p1(Pr, P2) =\/(z2 - 21)% + (y2 - 91)?,
p2(P1, P2) = max{|x2 — z1|, |y2 — y1l},
p3(Pr, P2) = |z2 — z1| + |y2 — 31].

La bola de radio a y centro en el origen depende de la métrica, como se muestra en
la siguiente imagen. Note que la bola no tiene porque ser circular o tener una frontera suave.
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(D:p(s,0)<a  (2):p2(s,0)<a  (3):pa(s,0) <a
¢

Las tres métricas le dan al plano tres distintas estructuras como espacio métrico. Por
otro lado, la convergencia en el espacio es independiente de la métrica, esto es, de la forma
de la bola, pero si depende de que la bola sea abierta. Es justo esta propiedad sobre esta
clase de subconjuntos la que motiva la definicién de espacio topolégico.

Definicién 1.1.2. Un espacio topolégico es un conjunto S con una coleccion T de
subconjuntos de S (T €2°) que satisface las siguientes condiciones:

1) Vacio y total: ,S €T.
2) Interseccion finita: Si Ay, As €T entonces AjnAs €T.
8) Unidn arbitraria: St {A;}icr € T entonces Uiy A; €T.

Los elementos de T se llaman conjuntos abiertos en S, y a T se le conoce como una
topologia en S.

Por lo general se omite 7 y se menciona a S como un espacio topoldgico. Notemos que
sobre todo conjunto S siempre es posible definir al menos dos topologias, las cuales son.

» Topologia discreta: T = 25
» Topologia indiscreta: 7 = {@, S}

Definicién 1.1.3. Sea (S,7T) un espacio topoldgico. Un conjunto A c S es cerrado si su
complemento es un conjunto abierto, i.e., S\AeT.

La coleccién C que contiene a los conjuntos cerrados de S cumple las siguientes propie-
dades, que se derivan de las propiedades de los conjuntos abiertos:

1) Vacio y total: @, S €C.
2) Unidn finita: Si A;, As € C entonces A; U Ag €C.
3) Interseccion arbitraria: Si {A;}ier ¢ C entonces Ny A; €C.

Un topologia se puede describir especificando la coleccién de conjuntos cerrados, o bien,
la coleccién de conjuntos abiertos.

Definicién 1.1.4. Sea S un espacio topoldgico y sea Ac S. Un punto s € S es un punto
limite de A si para cada subconjunto abierto U c S, tal que s e U, se tiene que

(U-{s})nA+o.



Preliminares de topologia y dlgebra

La cerradura de un conjunto es definida por
A=Au{seS|sesun punto limite de A}.
Proposicién 1.1.5. La cerradura A de un conjunto A es un conjunto cerrado.

Demostracién. Probaremos que el complemento de A es abierto. Sea s € X\ A. Entonces
s no es punto limite de A, por lo que existe un conjunto abierto U, tal que s € Us y
(Us—{s})nA=02. Ademss, s ¢ A porque s¢ A y por lo tanto

UnA=g2.
Se sigue que U, no contiene puntos limites de A y U;n X\A = @, i.e.,
UscX\A VYseX\A.

Por otro lado como s € Uy, X\A c Usex\a Us, y como Us € X\A4, Usex\7 U, c X\A. Entonces

X\A= U U,
seX\A

es union de conjuntos abiertos, por lo tanto es un abierto.
|

Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto A ¢ X se dice que es denso en X si y
solo si A = X. Luego, si X es un espacio topoldgico y A c X, las siguientes proposiciones
son equivalentes:

i) A es denso en X.

ii) Ac By B es cerrado, entonces B = X.
ili) Para todo subconjunto abierto V' c X se tiene que si AnV = & entonces V = @.
iv) (X\A)°=a.

La prueba de estos enunciados se puede encontrar en [14].

Un espacio topoldgico es separable si contiene un subconjunto que sea denso y
numerable.

Un conjunto B c 2° es una base para una topologia de S si satisface las siguientes
condiciones:

1) @eB.
2) U B=S5.
3) Si By, Bs € B, entonces By N By = Upgep, B para algin By c B.
Proposicién 1.1.6. Sea S un conjunto y B una base para la topologia en S. Entonces

Tg:={U €25 | U es unidn de elementos de B},

ARSI @E N 100 e e I
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es una topologia en S, la topologia generada por B.

Demostracién. Por definicidn de base, tenemos que &, S € Tg, que es la primera condicién
para ser una topologia.
Sean V1, V5 € T, entonces

V10V2=( U Bl)m( U Bg)= U BlﬂBg,

B; EBVI 32€BV2 BleBVI,BgeB;rz

donde By, , By, c B para V3, V, respectivamente y donde By n Bs € B, por ser elementos de
la base, que es la segunda condicién para ser una topologia.
Sea V c Tg, entonces

Vey VeV \ BeBy BeBy

UV=U(UB)=UB,

donde By c B para cada V € V y By = Uyey By € B, que es la tercera condicién para ser
una topologia. W

En particular, si (S, p) es un espacio métrico, se puede demostrar que
{Bs(a) | s€ S y a es un real no negativo},

es una base para la topologia inducida por la métrica.

De modo que todo espacio métrico tiene la estructura de espacio topolégico donde los
conjuntos abiertos son uniones de bolas.

Definicién 1.1.7. Sean S un conjunto y Bi, B2 bases para topologias en S. Entonces 3,
y By son equivalentes si generan la misma topologia, i.e., si Tg, = Tp,.

Proposicién 1.1.8. Sean S un conjunto, By, B bases para topologias en S. Entonces By
y By son equivalentes si y solo si:

1) Para cada s€ S y By € By con s € By, existe Bs € By tal que se Byc By, y

1) Para cada s€ S y Bg € Ba con s € By, existe By € By tal que s € By c Bs.

Demostracion. Suponemos que By y Bs son equivalentes y sea s € By € B1. Entonces
B] € ‘T‘Bl = 715’25 ¥

Bi= |J B

B?EBQD

para algin By, c Bs. Por lo tanto, s € By ¢ B para alguin By € By, c By, lo cual prueba (1)
y (i7) se prueba de manera andloga.
Reciprocamente, suponemos que se cumplen (7), (ii). Sea B € By, por (i), para cada s € B
existe B, € By tal que s € B; c B. Ahora B c | J,g B; ¢ B, entonces

B = | Bs € Tg,,
seB

por lo que
TB, ¢ Tg,-

La otra contencién se prueba de manera andloga usando (ii), y asi Tp, = Tp,. B

De lo anterior, se puede observar que las métricas p1, p2, p3 del plano R?, descritas en
el Ejemplo 1.1.1, determinan la misma topologia en S.

4
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Definicién 1.1.9. Sea (X,T) un espacio topoldgico, una subfamilia SB de conjuntos
abiertos en X es llamada subbase de X para la topologia T si la familia de todas las
intersecciones finitas de elementos de SB es una base de X para T, o bien, una subbase
para (X,T).

Los elementos de una subbase generalmente son llamados elementos basicos. Es
importante ver que una subbase no puede generar dos topologias distintas. ya que SB
genera una base tnica de 7 para X y dicha base genera una topologia tinica 7 en X,
como ya se vio anteriormente. Por el contrario, se pueden encontrar espacios topolégicos
con mds de una subbase.

Ejemplo 1.1.10. Sea R con la topologia usual, una subbase para este espacio es la familia
de semi-rectas o rayos de R, es decir:

SB={{zeR:z<a},{zcR:z>a}:aeR}.
Ahora, sea R? con la topologfa usual, una subbase para este espacio es la siguiente familia:
SB={Rx (a,b), (a,b)xR:a,beR. a<b}.

¢

Proposicién 1.1.11. Sea X wun espacio topoldgico, sea SB una subbase de X y sea un
subconjunto A c X. Entonces A es un conjunto abierto de X si y sdlo si para cada x € A
existe S € SB tal que x € SB c A.

Demostracion. Suponemos que A es un conjunto abierto en X, como SB es una subbase
de X entonces la familia B de intersecciones finitas de elementos de SB es una base de X.
Esto es, existe {B;}is € B tal que
A= U B{.
iel

Como z € A entonces x € B;, para algtn ig € I donde Bj, = Njes S; con J finito y S; € SB.
Asi, zeS; € A

Reciprocamente, supongamos que para cada z € A existe S, € SB tal que 2 ¢ S, ¢ A,

entonces
A= | Hz}e | ]S, eA
TeA TeA

Es decir, A = Uzes S; y como SB es subbase de X, entonces A es un conjunto abierto en
X. n

1.1.2. Topologia relativa
Si S es un espacio topolégico y A c S, entonces la familia de subconjuntos
{AnU : U es abierto en S}
es 1na topologia en A, y se llama la topologia relativa en A; en efecto,
» Ang=gyAnS=A
. ML (ANUL) = An (N2, V)
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s Uier(AnT;) = An (Usier Us)

Cuando se trata de subespacios, se debe tener cuidado con especificar las topologias
que se usan, porque se puede tener que un conjunto es abierto en una topologia y no en otra.

Ejemplo 1.1.12. Sean R con la topologia usual y sea Z el conjunto de los niimeros enteros
un subconjunto de R. Consideremos en Z la topologia relativa a la usual de R, que coincide
con la topologia discreta en Z.

¢

Proposicién 1.1.13. Sean S un espacio topolégico y Ac S. Si A es abierto en S, entonces
todo conjunto abierto de A es abierto en S. Si A es cerrado en S, entonces todo conjunto
cerrado de A es cerrado en S.

Demostracién. Si A es abierto en S y B es abierto en A, entonces B = U n A para algiin
U abierto en S. Como A y U son abiertos en .S, se sigue que B es abierto en S.

Ahora, si A es cerrado en S y B es cerrado en A, entonces A\B es abierto en A. Por lo
que A\B = AnU para algtin abierto U en S. Asi,

B=A\(A\B)=A\(AnU)=An(S\U).
Como A y S\U son cerrados en S, B es cerradoen S. W

Proposicién 1.1.14. Sean S un espacio topoldgico, Q@ c S con la topologia relativa, y
P c Q. Entonces la topologia relativa T en P considerado como subconjunto de Q es la
misma que la topologia relativa To en P considerado como subconjunto de S.

Demostraciéon. Sea A c P. Entonces

AeT7, & A=PnU para algin abierto U c Q
= A=Pn(QnUp) para algiin abierto Uy c S
< A=Pnl para algin abierto Uy c S (pues P c Q)
< AeTs.

1.1.3. Conexidad y compacidad

Un espacio topoldgico S se dice ser conexo si los 1inicos conjuntos que son abiertos y
cerrados son @y S.

Proposicién 1.1.15. Un espacio topoldgico S es conezo si y sélo si no es la unidn de dos
conjuntos abiertos disjuntos no vacios.

Demostracién. Suponemos que S es conexo, y suponemos que S = V3 U V5 con Vi, V5
conjuntos abiertos tal que V3 n V3 = @. Entonces V; = S\V, y asi V] es tanto abierto como
cerrado. Como S es conexo, V; =@ 6 V3 = 5. 81 V] = @ entonces Vo = S, ysi Vo =@
entonces V7 = S.

Inversamente, suponemos que S no es unién de dos conjuntos disjuntos no vacios. Sea
V c S un subconjunto abierto y cerrado. Entonces S\V es abierto y cerrado también, y S
es la unién de conjuntos abiertos disjuntos V' y V’. Entonces V=@ 6 V' =@, y asi, V=2
6 V=25, por lo que S es conexo. M
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Ejemplo 1.1.16. Los siguientes espacios son conexos:
1) Los intervalos en R.
2) El espacio real R" de dimensién n.
3) Cualquier bola en R™.
4) La esfera de dimensién n, para n > 1.
5) El toro de dimensién n, T" = S* x ... S,

¢

Un subconjunto de un espacio topolégico es conexo si es conexo con la topologia relativa.

Proposicién 1.1.17. Sea S un espacio topoldgico, y sean Ty, {Ty }wew Subconjuntos co-
nezos de S. Suponemos que Ty N Ty, #+ @ para cada w € W. Entonces Ty U (Uyew Tw) €s
conezo.

Demostracién. Sea T := Ty U (Uyew Tw). Suponemos que T = Vj U Vy para Vi, V5
conjuntos abiertos disjuntos en T'. Entonces para cada w, V1 nTy, y Van T, son conjuntos
abiertos disjuntos en Ty, y la unién es Tj,. Como Ty, es conexo, VinTy =2 6 Von Ty, = @.
Del mismo modo, VinTy=@ 6 VonTp = @.

Si VonTh = @ entonces Vi nTy =Ty, Asi, Tpc Vi, y como TynTy, # @, Vi nTy, # @ para
cada w € V. Entonces Vo nT,, = @ para cada w e W y VinT,, =T, y asi, T, c V; para
toda w € W. Por lo tanto, Vi = To U (Uyew Tw) ¥y Vo=@. B

La proposicién anterior se puede usar para probar que R™ es conexo, dado que las lineas
en R™ son conexas. En efecto, sean Ty = {0} y {73, }wew el conjunto de lineas que pasan
por el 0. Entonces R™ = Ty U (Uyew Tw)-

Definicion 1.1.18. Un espacio topoldgico S es compacto si cada cubierta abierta tiene
una subcubierta finita; esto es, si por cada cubierta abierta V ewiste un numero finito de
conjuntos Vi,..., Vi, €V tal que S = U5, V;.

Ejemplo 1.1.19.
1) R™ no es compacto.

2) Los subconjuntos compactos de R", con la topologia usual, son los subconjuntos
cerrados y acotados. (Teorema de Heine-Borel).

¢

Sean X un espacio topoldgico y A una familia de subconjuntos de X. Decimos que A
tiene la propiedad de interseccién finita si para cada coleccién finita no vacia F c A

se tiene que

N Fze.
FeF



Capitulo 1

Proposicién 1.1.20. Sea S un espacio topoldgico. Entonces S es compacto si y sdlo si
toda familia de conjuntos cerrados {Fy}aer en S que tiene la propiedad de interseccion

finita, cumple con
NF.+@.

el

Demostracion. Suponemos que S es compacto. Sea {Fy}aer de S tal que

) Fat 2.

el

Por lo que

s-5\(1 F) - U(S\F).

ael ael

Asi, {S\Fa}aer define una cubierta abierta de S, pero como S es compacto existen
ai,...,ar € I tales que

k
S = U(S\Faj)}
j=1

ie., ﬂ?zl Fo; = @. Entonces la familia {Fy}qer de cerrados no puede tener la propiedad de
interseccién finita.
Inversamente, sea { Fy, }qer una cubierta abierta de S, entonces

Uaer Fa=S siysélosi  Naer S\Fa = @.

Como F,, es cerrado, S\Fy es abierto para cada a € I. Suponiendo que la familia {S\Fq }qer
no tiene la propiedad de interseccion finita, exiten a;,...,ax € I tales que

k
S\Fa, = @,
j=t

i.e., U?::; Fu; = 5. Por lo tanto, S es compacto. W

Proposicién 1.1.21. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto en
su topologia relativa.

Demostracién. Sea A un subconjunto cerrado de un espacio compacto S. Probaremos
que A tiene la propiedad de la interseccién finita, asi, sea F una coleccién de subconjuntos
cerrados de A que satisface la propiedad de interseccién finita. Como A es cerrado y cada
F e F es cerrado en A, cada F € F es cerrado en S.

Entonces F es una coleccién de conjuntos cerrados en S que satisfacen la propiedad de
interseccion finita. Como S es compacto, Nper F' £ @. Pero Nper F € A, ie., A tiene la
propiedad de la interseccién finita. W

Proposicién 1.1.22. Sea S un espacio topoldgico compacto. Entonces cada subconjunto
nfinito de S tiene un punto limite.

Demostracién. Probaremos que si A ¢ S no tiene un punto limite, entonces A es finito.
Observemos primero los siguientes hechos:

8
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i) Suponemos que a € A. Como a no es un punto limite de A, existe un conjunto abierto
UscStalqueaeU, y que (U, - {a})n A = @; esto es que U, n A = {a}. Entonces
cada {a} es un conjunto abierto en la topologia relativa de A y por lo tanto, 4 es un
espacio con la topologia discreta.

ii) Como A no tiene puntos limites entonces A = 4, i.e., A es cerrado. Por la Proposicién
1.1.21, A es compacto.

iii) Sea U, = {a} para cada a € A. Entonces por (i), {Us}qea €s una cubierta abierta de
A. Luego, por (it), existe una subcubierta finita {Uj,...,Uy}. Por lo tanto,

k
AzuUa-? ={ai,...,ak}
j=1

es finito.

1.1.4. Funciones continuas

Una clase particularmente importante de funciones entre espacios topoldgicos son aque-
llas que son compatibles, en cierto sentido. con las estructuras topoldgicas. Esta clase de
funciones son llamadas funciones continuas y generalizan el concepto usual de continuidad
en espacios métricos.

Definicién 1.1.23. Sean S y T espacios topoldgicos. Una funcion f:S =T es continua
si la tmagen inversa de un conjunto abierto es abierto; esto es, para cada conjunto abierto
U cT, se tiene que f~1(U) es abierto en S.

Proposicién 1.1.24. Sean S y T espacios topoldgicos. Sean Bs y Br bases para las to-
pologias de S y T respectivamente. Entonces f: S — T es continua si y sdlo si para cada
s€S ycada VeByp con f(s) eV, eviste un U € Bg tal que se U y f(U)c V.

Demostracién. Suponemos que f es continua. Si s € Sy f(s) € V € Br, entonces f1(V)
es abierto en S y por lo tanto es unién de elementos de Bs. Como s € f~*(V), entonces s
debe estar en uno de los elementos bésicos, llamémoslo U € Bs. Entonces U c f~1(V), asi,
f(U)cV.

Reciprocamente, sea V; un abierto en T. Vamos a probar que f~1(Vp) es abierto en S. Sea
s € f1(Vp), entonces f(s) € Vo, y asi f(s) estd en un bésico V; € By con Vs ¢ V. Por lo
tanto, por hipétesis, existe un elemento basico U € Bg tal que s € Us y f(Us) c Vi c Vp;
esto es, U c f~1(V). Entonces

f_l(%) =, U Us

sef~1(Vo)

es abiertoen S. W

Proposiciéon 1.1.25. Sean S y T espacios topoldgicos. Sean SBg y SBr subbases para las
topologias de S y T respectivamente. Entonces f: S — T es continua st y sdlo si para cada
s€8 ycada V e SBr con f(s) eV, existe un U € SBs tal que seU y f(U)c V.
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Capitulo 1

La prueba de esta proposicién se puede encontrar en [23].

Para espacios métricos, la Proposicién 1.1.24 muestra que la definicién de continuidad
es equivalente a la definicién usual con £ y 4.

De la definicién de continuidad se sigue quesig: R - Sy f:S — T son funciones
continuas, entonces fog: R — T es continua.

Proposicién 1.1.26. Sean S y T espacios topoldgicos y f : S - T una funcidn continua
y sobreyectiva. St S es conezxo, entonces T es conexo.

Demostracién. Suponemos que Vj,V, son conjuntos abiertos disjuntos en 1" con
ViuV, = T. Entonces f~1(Vi),f*(V2) son conjuntos abiertos disjuntos en S con
F YV u (V) = S. Como S es conexo, f71(V1) 6 f1(Va) es vacfo. Pero como f es
sobre, f71(V;) = @ para j = 1,2 implica que V; = @. Entonces T es conexo. M

En particular, del resultado anterior se sigue que si f : S — T es continua y S es conexo,
entonces f(.S) es conexo.

Ejemplo 1.1.27. El resultado anterior nos sirve para probar que si f : [a,b] = R una
funcién real continua definida en el intervalo cerrado de a a b, con f(x;) > 0 para algin
x1 € [a,b], y f(x2) <0 para algin x € [a,b], entonces f(zg) =0 para algin zg € [a, b].

En efecto, sea T = f([a,b]). Como [a,b] es conexo, también lo es T. Pero si 0 ¢ T, entonces
T=(R nT)u(R*nT) es la unién de conjuntos abiertos disjuntos no vacios. Por lo tanto
0€T; esto es, 0 = f(zp) para algin zg.

¢

Ejemplo 1.1.28. Sea S™ la esfera unitaria en R™"1; esto es,

n+l

8" ={(z1,...,%n+1) eR™ : Z; Lt;‘? =1k
j=
Entonces S™ es conexo para n > 0. En efecto, sea f: R™! - {0} - S™ definida por

] T+l
S .
2 2
\/Zirj \/ij

Luego, como R™! — {0}, con n > 1, es conexo y f es continua y sobreyectiva, se sigue que
S™ es conexo.

Flr1, oon s Brai) =

¢

Ejemplo 1.1.29. Sean GL(n,R), GL(n,C) los conjuntos de matrices de tamano 7 xn, no
singulares (invertibles) con entradas reales y complejas, respectivamente. Entonces, si se
concatenan las filas de cada matriz en un sélo renglén, entonces GL(n,R) se puede consi-
derar como un subconjunto de ]R”2, por lo que es un espacio topoldgico como subespacio de
R™ con su topologia relativa. De manera similar, GL(n,C) c C" esun espacio topoldgico.
Note que C™ tiene la topologia producto de R2, n?-veces.

Ahora, GL(n,R) no es conexo porque tomando

A:RY > R-{0},

10
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la funcién determinante, A es continua y sobreyectiva. Como R—{0} no es conexo, tampoco
lo es GL(n,R), por la Proposicién 1.1.26.
Note que este argumento no se cumple con GL(n,C). Como C - {0} = R? - {0} es conexo,
no se puede utilizar la Proposicién 1.1.26.

¢

Proposicion 1.1.30. Sean S y T espacios topologicos, y sea [ : S - T una funcion
continua y sobreyectiva. Si S es compacto, entonces T es compacto.

Demostracién. Sea V una cubierta abierta de T. Entonces {f™2(V) : V € V} es una
cubierta abierta de S. Como S es compacto, existe una subcubierta finita

{1, 7 (Ve)}-

Como f es sobreyectiva, f(f™'(V;)) = V; para j = 1,...,k. Como Ui f‘l(Vj) = 8
entonces U?zl V;=T. Por lo tanto, T' es compacto. W

Del resultado anterior, se deduce en particular que si f: S - T es continua y S es
compacto, entonces f(S) es compacto.

Definicién 1.1.31. Sean S y T espacios topoldgicos. Una funcién f:S — T es llamada
homeomorfismo si f es una funcién biyectiva y tanto f como f' son continuas. En este
caso, lo denotamos por S=T.

El hecho de que, f sea homeomorfismo, no sélo significa que f manda puntos de S a
puntos de T" de forma uno a uno, sino que f manda conjuntos abiertos de S en conjuntos
abiertos de T de forma uno a uno. Esto nos dice que S y T son topoldgicamente equivalen-
tes: esto es, cualquier propiedad topolégica que tenga S, también la tiene T, y viceversa.
Entonces si f: S - T es un homeomorfismo, S es conexo si y sélo si T' es conexo; v S es
compacto si y s6lo si T’ es compacto.

1.1.5. Topologias en espacios de funciones

Con base a la notacion y resultados de [14], denotaremos por C'(X,Y’) el conjunto de
las funciones continuas f : X — Y. Aunque, en general, no podemos asignarle una métrica,
si podemos hacerlo si consideramos al subconjunto de C'(X,Y’) de funciones acotadas sobre
un espacio métrico (Y, d).

Ejemplo 1.1.32. Considere la funcién continua f: X - Y, donde X es compacto y (Y, d)
un espacio métrico. Como f(X) es compacto, y con el Ejemplo 1.1.19 (2), se tiene que
f(X) es acotado en Y, esto es, existen yp € Y y M > 0 tales que

d'(f(2),y0) < M

para todo z € X. Por lo tanto, se tiene que f es una funcién acotada.

¢

Definicién 1.1.33. Sea X un espacio topologico y sea (Y, d) un espacio métrico. Definimos
el conjunto Ca(X,Y) como el conjunto de funciones continuas y acotadas de X a Y.

Notemos que si X es compacto, entonces C4(X,Y) = C(X.Y'), como se puede observar
en el Ejemplo 1.1.32.

11
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Capitulo 1

1.1.5.1. La topologia de la norma

Proposicién 1.1.34. El conjunto C4(X,Y) se puede metrizar a través de la métrica
uniforme, que se define como

du(f.9) = sup d(f(x),g(x)).

Demostracion. En primer lugar, se tiene que la funcién d, estd bien definida, ya que
si f y g son dos funciones acotadas, entonces existen yp,yy en Y, y M, M’ > 0 tales que
d(f(z),y0) <M y d(g(z).y,) < M’ para todo z € X. Entonces

d(f(z).g(z)) < d(f(z).%0) +d(vo,yp) +d(g(x), yo)
< M+d(yo,yp)+M' =M< oo

Ahora. verificamos que d,, es una métrica:

i) Como d es una métrica, entonces d(f(z),g(z)) > 0 para todo = € X, por lo que
entonces, si f,ge C4(X,Y), du(f.9) 20.
Ademss, si f # g, existe un zg € X tal que f(zg) # g(x0), y por lo tanto

du(f,9) 2 d(f(z0),9(z0)) > 0.
0 dulh gl = dala ) ve kel de vetifiar ya e
d(f(z).g(z)) = d(g(z), f(2))
para todo z € X.

ili) Si f.g.h e C4(X,Y), entonces, para cada zg € X,

d(f(z0), 9(z0)) < d(f(z0), h(20)) + d(h(0), 9(z0)),

y por tanto

1A

d(f(z0),9(z0)) supd(Fiz), z)) + Sup d(h(z), 9(2))

dy(f,h) +du(hg)

como xg € X es arbitrario,

du(f.9) =supd(f(z),g9(2)) < du(f,h) +du(h, g).
zeX

|

Un espacio normado es un par (X, ||-||) formado por un espacio vectorial X sobre C y
una aplicacién ||-||: X — R*u {0}, llamada norma, que cumple las siguientes propiedades
para todo AeCy z,ye X

1) |l 2 0

2) ||z]| =0 siy sélo si z =0
3) |IAz]l = [A]- |l

12
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4) llz+yll < |l + llyll

donde |- | denota el médulo complejo. Si no se exige la condicién (2), la aplicacidn || - || se
llama seminorma.

Sea (X,||-||) un espacio normado, si definimos la aplicacién

d(z,y) :=[lz -9,

entonces (X.d) es un espacio métrico, de modo que todo espacio normado es un espacio
métrico, sin embargo. no toda métrica se puede obtener de alguna norma. El siguiente
resultado nos da condiciones para obtener una norma de una métrica.

Proposicién 1.1.35. Sea (X.d) es un espacio métrico, donde X es espacio vectorial. Si
para todos x,y,z € X, se cumple que:

i) d(z+z,y+2)=d(z,y)
ii) d(Az, \y) = |A| - d(z,y)
entonces se puede definir une norma en X, ||z|| = d(0,z). Ademds,
|z - yll = d(0, z - y) = d(y, x) = d(z.y).
Demostracion.
i) |l=|| = 4(0,z) > 0.
ii) ||zl = 0 si y sélo si d(0,z) =0 si y sélo si z =0.

iii) [[Az|| = d(0, Az) = (M0, Az) = |A|-d(0,z) = |A|-||z||, donde se ha usado la Propiedad
(id). '

iv)
lle+yll = d(0,z+y)
< d(0,z) +d(z,z+y)
= d(0,2) +d(0,y)
= ||z|| + |ly||, donde usamos (7).
|

De la Proposicién 1.1.35 se sigue que el espacio métrico (Cx(X,Y),d,) es un espacio
normado. En efecto, se sabe que para f,g,h € C4(X,Y) se cumple lo siguiente:

i) du(f+h,g+h) zg}rgd(f(w) +h(x),g(z) + h(x))
= 2E§?tf(.f(=z), 9(z))

= du(fug)
i)  du(Af,Ag) = supd(Af(z),Mg(x))

TeX
= If\l-sgg d(f(z),g(x))
= A du(f,9)

Entonces podemos definir

11l = du(0, £).

13
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Capitulo 1

Definicién 1.1.36. A la topologia en Ca(X,Y) inducide por la métrica d,, se le conoce
como topologia de la norma.
1.1.5.2. La topologia compacto-abierto

Por otro lado, si X es un conjunto y {A,}aca s una familia de subconjuntos de X,
donde cada A, tiene una topologia, entonces para cada «, 3 € A, se tiene:

1) La topologia de A, y Ag concuerda con la de A, N Ag.

2) Ya sea que A, N Ag es abierto en A, y en Ag, o bien A, n Ag es cerrado en A, y en
Ap.

La topologia débil en X determinada (o inducida) por {As}aca se define por:

U es abierto en X si y sélo si U n A, es abierto en A, para todo a € A.

Definicién 1.1.37. Sean X,Y espacios topoldgicos. Para cada par de conjuntos K c X, A c
Y, definimos
Vka={feC(X,Y): f(K)c A}

La topologia compacto-abierto en C(X,Y) es la que tiene como subbase a todos los
conjuntos Vi 4, donde K c X es compacto y AcY es abierto.

Se puede ver que C(X,Y) es un espacio topolégico invariante de X y Y; esto es, si
Xz2LyY =M entonces C(X,Y) =2C(L,M).

Como los conjuntos abiertos basicos en C'(X,Y) son intersecciones finitas de subbdsicos.
es 1til observar que:

ok »
1) Nit1 Vikia = Ve, K4

i) Min Va4 = Vene, A

iii) Mt Vii,a € Vur, koun, Aq

Sean X.Y, Z espacios topoldgicos. Para f € C(X,Y) y g € C(Y.Z), la composicién
go feC(X,Z) define una aplicacién C(X,Y) xC(Y.Z) - C(X, Z).

Para cada funcién f : X - Y fija y continua, la funcién C(Y,Z) - C(X,Z) tal que
g+~ go f se llama funcién inducida por f. De manera similar, cada ¢g:Y — Z induce la
funcién C(X,Y) - C(X,Z) tal que f > go f.

Proposicién 1.1.38. La aplicacion C(X,Y) x C(Y,Z) - C(X,Z) es continua, en la
topologia compacto-abierto, en cada argumento, esto es,

i) C(Y,Z) - C(X,Z) tal que g~ go f1, es continua para cada f1 € C(X,Y).
ii) C(X,Y) - C(X,Z) tal que f+ g1o f, es continua para cada g, € C(Y,Z).

Demostracion. Usaremos la caracterizacién de continuidad en términos de subbases.

14
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i) Sea ge C(Y,Z) y sea Vi 4 un subbésico de C'(X, Z) que contiene a go f;. Notemos
que go f1 € Vi 4 siy sélo si g € Vi (k) 4. Como f1(K) es compacto, Vy, (k) 4 es un
subbésico que contiene a g. Sea h € V}, 4 v entonces h(f1(A)) c V. Como h(f1(4)) =
(ho f1)(A) c V entonces ho fi € Vi 4.

ii) Se prueba de manera similar, viendo que g; o f € Vi 4 es equivalente a f € VK,Q?( A)

Proposicién 1.1.39. Sean X, Z espacios topologicos y sea Y un espacio compacto. En-
tonces la funcion C(X,Y)xC(Y,Z) » C(X.Z) es continua.

Demostracién. Sean f; € C(X,Y), g, € C(Y, Z) y sea Vi 4 un subbésico de C(X, Z) que
contiene a g1 o f1. Como g7*(A4) c Y es abierto y fi1(K) c g;*(A) es compacto, existe un
abierto U tal que f1(K) cUcU c g;}(A).

Por lo que se tienen los siguientes abiertos Vi 1, VU, 4 que contienen a fi, g1, respectiva-
mente. Ademds, sean hy € Vi y ho € V@;’A entonces (hi,ha) —» haohi € Vg 4. B

La funcién w : C(Y,Z) x Y - Z definido por (f,y) » f(y) es llamada la funcién
evaluacion de C(Y, Z).

Proposicion 1.1.40.
i) Para cada yg €Y fijo, la funcion wy, : C(Y,Z) - Z tal que f — w(f.y0) = f(wo), es

continua.
i) Si'Y es compacto, entonces w:C(Y,Z)xY - Z es continua.

Demostracién. Como w se puede ver como la funcién composicién C(X,Y) xC(Y,Z) —»
C(X,Z) con X como un conjunto puntual; el resultado se obtiene de las Proposiciones
1138y 1.1.39. m

Sean X,Y, Z espacios topoldgicos y sea a: X x Y - Z una aplicacién continua en y

para cada z fijo; asi
(@(x))(y) = oz, y) (1.1)

define una aplicacién @: X — C(Y, Z) tal que z — @(z).

Reciprocamente, dada@: X - C(Y, Z), la ecuacién 1.1 define una aplicacién a: X xY - Z
continua en y para cada z fija.

Las dos funciones, o y @, relacionadas por (1.1), se llaman asociadas, y satisfacen las
siguientes propiedades:

i) Sia: X xY — Z es continua, entonces @: X - C(Y, Z) es continua.

it) Sia@: X -» C(Y,Z) es continua y Y es compacto, entonces o : X xY — Z es continua.
La demostracién se puede encontrar en [14, p. 261].
Definicién 1.1.41. Un espacio de Hausdorff X se dice compactamente generado (o

bien, k—espacio) si todo subespacio A c X es cerrado en X si y sélo si, An K es cerrado
en K para todo K c X compacto.
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Corolario 1.1.42. Sia: X - C(Y,Z) es continua y X xY es un k—espacio, entonces
a: X xY - Z es continua.

Demostracién. Se puede probar que « es continua en todos los conjuntos X x B, donde
B c Y es compacto. Usemos la funcién continua i* : C(Y,Z) - C(B, Z) inducida por la
inclusion i : B = Y, cada funcién en la secuencia

xxB¥ o, 2)x B 0(B,2)xB >+ 2
es continua. Ahora, o es continua en cada subconjunto compacto C ¢ X x Y, porque si
p: X xY =Y es la proyeccién, entonces p(C') es compactoy C c X x p(C). B

1.1.6. Topologia en espacios de Hilbert

Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesién {z,} en X se dice que es convergente a
zeX si
lim d(z,z,) = 0.
71— 00

En este caso el punto x, necesariamente tinico, se dice que es el limite de la sucesién y se
escribe

lim z, = x.

M=o
Definicién 1.1.43. Sea (X,d) un espacio méirico. Una sucesion {a,}n>1 es de Cauchy
st dado € > 0, eziste N € N tal que d(zn,2m) < € para todo n,m > N, en otras palabras,

lim d(z,,zm) =0.
7, M—+00
Observemos que toda sucesién de Cauchy {z,},»>1 estd acotada, ya que existe N ¢ N

tal que para todo n,m > N, d(zn, ;) < 1, luego, si

r>méx{l,d(zn,z;) | 1<i< N -1},

entonces d(zn,z,) <7 paratodon> N.
Por otro lado, toda sucesiéon convergente es de Cauchy, ya que si {z,}ns1 converge a
xo en (X, d) entonces dado 5 existe N € N tal que d(z,,20) < § si n2 N, por lo que
£

d(Tn, Tm) < d(Tn, To) + d(zo, Tm) < g + ) =£

sin,m2N.

Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesién de Cauchy en (X,d) es
convergente.

Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado, tal que con la métrica
inducida d(z,y) = ||z — y|| es completo, esto quiere decir que es un espacio vectorial X
sobre el campo C con una norma || || tal que toda sucesién de Cauchy es convergente.

Un pre-espacio de Hilbert es un espacio vectorial X sobre el campo C, en el que
estd definida una aplicacién (-.-) : X x X - C, llamada producto interior, que cumple lo
siguiente para todo z,y.z € X:
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1) (z.2) >0, y ademds (z.2) =0 si y sélo si x = 0.
2) (y,z) = (2.y)

3) (Az,y) = Az,y)

1) (@ +1.2) = (3,2) + (3, 2)

Todo pre-espacio de Hilbert (X, (:,+)) es normado con
el = /(e 2)
v por lo tanto es también un espacio métrico.

Definicién 1.1.44. Un pre-espacio de Hilbert (X,(-.-)) es un espacio de Hilbert si el
espacio métrico (X, d) es completo, donde

d(z,y) = ||z - yll;

2]l = V{z, z).

Ejemplo 1.1.45. Se tiene que £2 es un espacio de Hilbert, que se define como el siguiente
espacio de funciones

22 :=L*(N) = {:.': = (21,%2,...) 12, € C, Y Jmif? < m},
i=1

y con el producto interior

{z,9) =Y |[zuiml®
i=1

¢

Si (X, (-,-)) un pre-espacio de Hilbert, dos elementos z,y € X se dicen ser ortogonales
cuando

(z,y)=0.

Lema 1.1.46. Sea {¢;}icr un subconjunto ortonormal de un espacio de Hilbert H. Entonces
la combinacidn lineal finita de elementos de {e;}icr es denso en H.

Demostracién. Sea = = Y. ajej € H y sea ¢ > 0. Como ||z|[* = Y |ay]?, existe N e N tal
jed jed
que Y |y <. Entonces
j2N

2

= 3 layf? <,

j>N

2

T - Z aje;

jsN

Z a;e;
>N
por lo que son combinaciones lineales finitas de elementos de {€;};e7, que son densos en . W

Proposicién 1.1.47. Las siguientes condiciones en un espacio de Hilbert H son equiva-
lentes:
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i) H es separable.
it) H admite una base ortonormal numerable.

Demostracion. Suponemos que D es un subconjunto denso y numerable de H y
suponemos que {e; };e; es una base ortonormal para H. Asi, si i # j entonces ||e; —¢;||* = 2.
Como D es denso en H, para cada i € I se puede encontrar un vector z; € D tal que

2
[|z; —es]] < % Por la propiedad de los elementos de la base, se tiene que la funcién I - D

tal que i — x; es inyectiva; como D es numerable, se concluye que / también es numerable.
Reciprocamente, si I es un conjunto numerable y si {e;}ic; es una base ortonormal de

H, sea D un conjunto cuyos elementos tipicos son de la forma Zcxje_,-, donde J es un
jed

subconjunto finito de I y los a; son complejos cuyas partes reales e imaginarias son

racionales; por lo que D es un subconjunto denso y numerable de 7. W

Dos espacios con producto interior £ y F' son linealmente isométricos si existe una
funcién A : EF — F tal que para todo u,v € F y a. 8 € C cumple que:

1) A(au + pv) = adu + SAv.
2) [|Aull = [full

El operador A se llama isometria lineal.

Proposicién 1.1.48. Cualquiera dos espacios de Hilbert separables de dimensidn infinita
(sobre C) son linealmente isométricos.

Demostraciéon. Suponemos que H; y Ha son espacios de Hilbert separables de dimensién
infinita con bases ortonormales {e;}ic; ¥ {fj}jes respectivamente. Para cada h € H; se
define
Ah = E(h, ek)fk.
k

La serie converge por que en [19] se prueba que al tener una base ortonormal, se cumple
la igualdad de Parseval, la cual es

(IR = Zkﬁl(h, ex)?,

y por lo tanto se tiene que

[|AR|* = Zkff(h, ex)* = [|R]*.

Finalmente, A : H; — H2, por lo que si h € Ha, entonces
h=Y (R, fi)fi = A (Z(Ihh, fk)ek) ;
k k

La misma prueba muestra que cada espacio de Hilbert de dimensién n (sobre C) es
linealmente isométrico a C™. Por lo que cada subespacio finito dimensionl de un espacio
de Hilbert es cerrado. W
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1.2. Elementos de algebra

Introducimos a continuacion algunos resultados y definiciones relacionados con la parte
algebraica de este trabajo, tales como el concepto de grupo, homomorfismos, subgrupos y
concluimos con el concepto de grupo topoldgico.

1.2.1. Definiciones y ejemplos

Sea G un conjunto no vacio. Una operacion binaria * en G es una funcién como la
siguiente:

s 5 6
(a,b) —» axb

La operacién binaria * es asociativa si para todo a,b,c € G tenemos

a*(bxc)=(axb)*ec.

Si * es una operacién binaria en G, decimos que a,b € G conmutan si
axb=bxa

Decimos que la operacion *, o bien G, es conmutativo si para todo a,be G, a*b=b=*a.

Ejemplo 1.2.1.

1) En Z,Q,R,C, la suma y multiplicacién usual (+, x) son operaciones binarias conmu-
tativas.

2) En Z, la resta usual (=) es una operacién binaria no conmutativa pues a-b#b-a
para algtin a,b € Z, por ejemplo 3-5# 5 - 3.

3) En Z*,Q",R*, la resta usual () no es una operacién binaria.
k]

4) El producto cruz de dos vectores en R? es una operacién binaria que no es asociativa
ni conmutativa.

¢

Supongamos que * es una operacién binaria en el conjunto G'y sea H un subconjunto
de G. Si * también es una operacién binaria en H, se dice que H es cerrado bajo =.
Observe que si * es asociativa (respectivamente conmutativa) en G, y H es cerrado bajo
*, entonces * es asociativa (respectivamente conmutativa) en H.

Definicion 1.2.2. Si G es un conjunto no vacio y * : GxG — G es una operacion binaria,
decimos que (G, *) es un grupo si satisface las siguientes propiedades:

1) Asociatividad: Para todo a, b, ¢ € G tenemos que a * (b*c) = (a*b) »c.

2) Elemento neutro: Eziste e€ G tal que gxe=ex*g=g, para todo g€ G.
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3) Ezistencia de inversos: Para cada g € G, existe he G tal que g+h=hx*g=e.
Por la propiedad que cumple h, se le denota por g.

Decimos que (G.*) es abeliano o conmutativo si a+b=b+*a para todo a,beG.

Si tenemos al grupo (G, *), podemos decir G es grupo bajo *, o bien que G es grupo
cuando se entiende que la operacién es *. Ademads, cuando G es finito, se dice que G es
un grupo finito.

Ejemplo 1.2.3.
1) Z.Q,R,C son grupos bajo + con e=0y g~! = —g, para todo g€ G.

2) Q- {0},R-{0},C - {0},Q",R* son grupos bajo x cone=1y g* = é, para todo
geG.

3) Los axiomas que cumplen los espacios vectoriales, los convierten en grupos abelianos
con la suma. Asi, R™ es un grupo aditivo.

4) Para n € Z¥, tenemos que Z/nZ es un grupo abeliano bajo +, donde la operacién es
la adicién de clases de mod n.

5) Para n e Z", tenemos que (Z/nZ)* es un grupo abeliano bajo x, donde la operacién
es la multiplicacién de clases de mod n.

6) Si (A4,*) y (B,*) son grupos, podemos formar un nuevo grupo A x B llamado pro-
ducto directo y se define como el producto cartesiano de A y B con la siguiente
operacion:

(a1,b1)(az,b2) := (a1 * ag, by * ba),

el ejemplo més claro, seria tomar A = B =R, ambos con +, para crear R?.

Proposicion 1.2.4. Si G es un grupo bajo la operacién *, entonces:
i) El elemento neutro de G es unico.
i) Para cada g€ G, existe un tnico inverso gL
iii) (g7')"! = g para todo g€ G.
i) (g+h) L =h"1%g™! para todo g,heG.

v) Para g1,...,9n € G, el valor de g1 * ... * gn es independiente de como se encuentren
asociados los elementos por paréntesis. Es la llamada ley asociativa generalizada.

Demostracién.

i) Siej y eg son neutros de G, por (2) de la Definicién 1.2.2 tenemos que ej * ez = €1 y
que e * ez = ea. Por lo que e; = es.
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ii)

iii)

Sea e el neutro de G y sean a y b inversos de g € G. Por (3) de la Definicién 1.2.2,
a*g=eyg+b=e. Asi
a = a#*e
ax*(g*Db)
(axg)b
= exb

= b

Debemos probar que (g7})™! = g es decir que g es el inverso de g7, Como g*g™! =e,
si cambiamos g por g7} tenemos que ¢! (¢71)7! = e. Pero sabemos que el inverso
es tinico, por lo que (g72)™ = g.

Sea a = (g + k)™, entonces

gr(h*a)=¢€
g'l*(g*(h*a))zg_l*e
(g7 *g)*(h*a)=g"!
ex(hxa)=g7"
hxa=g"!

R lx(h+a)=h1xg?
(hixh)ra=htlxg7?
exra=hlxg}
a=h1lxg?

(9xh)*a=e

IEEEEEEEE

Para probar esto, utilizamos induccién sobre los subindices de los elementos de G.
Para n = 1,2 se puede ver que si se cumple la propiedad; para n = 3 se cumple por
tratar con una operacion binaria asociativa.

Luego, suponemos que para n = k, se cumple que el valor de g; * ... * g es indepen-
diente de como se encuentren asociados los elementos por paréntesis.

Ahora, para n = k + 1, tenemos que ambos componentes del producto

(g1 % ... % gk) * (Gk+1)

cumplen la proposicién. gracias a la base y a la hipétesis de induccién. Por lo que se
puede decir que
g1% ... % Gk * Gk+1

es independiente de como se encuentren asociados los elementos por paréntesis.

Cuando se tiene un grupo G en abstracto, es decir que no se especifica los elementos
pero se hacen cédlculos con ellos, se puede escribir ab en lugar de a * b. o también se puede
escribir @ - b. Del mismo modo, al trabajar con tres elementos, no se necesita colocar los
paréntesis. se escribe simplemente abe. Continuando con notacién. podemos establecer
que e = 1.

De la misma manera, al tener un producto zz--x (n—veces) con z € G y n € Z*, se
puede escribir z". Igualmente para z 'z !---z7! (n-veces) es ™. Se tiene que z° = 1.

21



Capitulo 1

Ahora, si G es aditivo, la suma z + 2 + -+ 2 (n-veces) con z € G y n € Z" se escribe nz.

Igualmente para ™! + 271 + -+ 27! (n-veces) es —nz. Se tiene que 0z = 0.

Proposicién 1.2.5. Sean G un grupo y a,b € G. Las ecuaciones ax = b y ya = b tienen
una unica solucidn para z,y € G. En particular, las leyes de cancelacidn por la derecha y
por la izquierda se cumplen en G, i.e.,

1) Siau=av entonces u = v.
1) Si ub=vb entonces u =v.

Demostracién. Podemos resolver axz = b al multiplicar por la izquierda en ambos lados
por o™}, asi ¢ = a”'b. Como a™! es tinico, tenemos que x es tinico. De manera similar con
ya = b, obtenemos y = ba™1.

Ahora, con este procedimiento:

i) Si au = av, multiplicamos ambos lados en la izquierda por a1, y obtenemos u = v.

ii) De manera similar si ub = vb, multiplicamos ambos lados en la derecha por bt
obtenemos u = v.

Para un grupo G y z € G se define el orden de x como el entero positivo n
més pequefio tal que 2™ = 1, y se denota |z|. En este caso, = es de orden n. Si x no
tiene una potencia positiva que lo haga el elemento neutro, se dice que z es de orden infinito.

Es importante no confundir el simbolo de orden con el simbolo de valor absoluto.
Ejemplo 1.2.6.
1) Un elemento del grupo tiene orden 1 si y sélo si es el elemento neutro.

2) En los grupos aditivos Z,Q,R,C, los elementos distintos del neutro tienen orden
infinito.

3) En los grupos multiplicativos R-{0}, Q—{0}, el -1 tiene orden 2 y los dem4s elementos
distintos del neutro tiene orden infinito.

4) En el grupo aditivo Z/9Z, el elemento 6 es de orden 3, pues

o
| +#
=i

]
Il
i
+#

.I_
+

[=2[l=21]

o ol
+ i
ol =

Il k:
s

00

Il

Ol

5) En el grupo multiplicativo (Z/7Z)*, los elementos 2 y 4 tienen orden 3,
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El grupo diédrico

Una familia importante de ejemplos de grupos es la clase de grupos cuyos elementos son
simetrias de objetos geométricos. La subclase més simple es cuando los objetos geométricos
son figuras planas regulares.

Para cada n e Z*, n > 3, sea Dy, el conjunto de simetrias de un n-agono regular, donde
una simetria es un movimiento rigido del n-dgono.

Ma4s precisamente, podemos describir las simetrias eligiendo nombres para los n vértices,
como en la siguiente imagen.

Luego, cada simetria s puede describirse tinicamente por la permutacién correspondien-
te o de {1,2,3,...,n} donde la simetria s manda el vértice ¢ a donde estaba el vértice j,
i.e., c manda el 7 al j.

Se puede decir que si s es una rotacién de %1’-’- radianes con sentido de las manecillas del
reloj sobre el centro del n—-4agono, entonces o es un permutaciéon que manda el ¢ al 7 + 1,
donde 1<i<n-1yo(n)=1.

Ahora, Dg, es un grupo definiendo la operacion st tomando s,t € Dy, para crear la
simetria que es aplicar primero t y después s al n—agono. Si s,t describen a o, 7 respecti-
vamente, aplicar st es aplicar o o 7 a los vértices del n—-4gono.

La operacién binaria en Dg,, es asociativa pues la composicion de funciones es asociativa.
El elemento neutro de Do, es la simetria identidad que deja fijos los vértices, se denota

por 1. El elemento inverso de s € Dy, es la simetria que regresa lo que hizo s, i.e., s' que

describe a o71.

Al grupo D3, se le llama el grupo diédrico de orden 2n. En algunos textos se denota
D,., v podemos ver que el subindice nos dird el orden del grupo. Para verificar que el orden
del grupo es 2n, observemos que dado cualquier vértice 7 existe una simetria que lleva el
vértice 1 al vértice i. como el vértice 2 sigue al vértice 1 es enviado al vértice t+1 0 -1.

Por lo que existen 2n posiciones para ordenar el par de vértices 1, 2. ya que las simetrias
son moviemientos rigidos. Tomemos en cuenta que n+1=1y 1-1=mn, i.e., los enteros que
nombran los vértices se leean en modn.

De las 2n simetrias, tenemos n rotaciones sobre el centro cada % radianes, con 0 < i <
n - 1. También tenemos n reflecciones sobre las n lineas de simetria. Si n es impar, cada
linea de simetria pasa por un vértice y el punto medio del lado opuesto, si n es par, hay
n/2 lineas de simetria que pasan por 2 vértices opuestos y § que pasan perpendicularmente

por 2 lados opuestos.
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Capitulo 1

Ejemplo 1.2.7. Si tomamos n = 4, podemos dibujar un cuadrado centrado en el origen
del plano zy. Las lineas de simetria serian los ejes x,y y las rectas y = =,y = —x.

\Y
Yy=X
~ ¥
b s
5 ’
7|
40~ -1
A '
~ Fd
N rd
~ Fd
N s
b ra
~ rd
~ 4
L
- by
P Y
& LY
s hY
rd ~
- N
4 ~
Fd RS
3 ” ~ 2
ra ~
s ~
- )
y-;x

¢

Fijemos al n—agono regular centrado en el origen del plano zy y nombremos los vértices
del 1 al n con el sentido de las manecillas del reloj. Sea r la rotacién sobre el origen por
27 radianes, con el sentido de las manecillas del reloj. Sea s la refleccién sobre la linea de

mn

simetria que pasa por el vértice 1 al origen.
Ejemplo 1.2.8.
lj 1,7,72,...,r" ! son distintas, y " = 1, por lo que |r| = n.
2) Jsl=2:
3) s#ri, para cualquier i.
4) srt# srd, paratoda 0<i#j<n-1,asi
Do, = {1‘?',?"2, ™ s s 2, s

i.e., cada elemento se puede escribir de manera tnica como s*r, con k € {0,1} y
0<ign-1.

rs = sr~1, lo cual indica que D, no es abeliano.

o
R

ris = sr7%, lo cual indica como conmuta s con las potencias de .

(=2}
—

¢

Teniendo estos resultados. se puede tener completa la tabla de multiplicacién del grupo
Ds,, en términos de r y s. ya que cada elemento tiene una representacién unica en base de
potencias de r y s, y de su producto.

Un subconjunto S de un grupo G con la propiedad de que cada elemento de G se puede
escribir como el producto finito de elementos de S se dice ser conjunto de generadores
de G. Se denota G = (S) para indicar que G es generado por S o que S genera a G.
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Ejemplo 1.2.9.
1) Decimos que Z = (1) pues cada entero es suma de +1's 6 —1’s.
2) En Dg,, r y s son los generadores, esto es D, = (r, s).

¢

Cualquier ecuacion en un grupo G que cumplan los generadores, se llaman relaciones.
Por lo que se denota al grupo de la siguiente manera:

G:(SlRI:Rﬂ?"'aRm)

donde S genera a Gy R;. Rs, ..., Ry, son las relaciones en G. Cuando se tiene a G descrita
de esta manera, se le conoce como una presentacién del grupo G.

Ejemplo 1.2.10. En D, tenemos las siguientes relaciones:

=1, s2=1 , rs=sr

-1
Ademaés, estas relaciones tienen una propiedad adicional. que cualquier otra relacion entre
elementos del grupo es derivada de alguna de estas tres.

Por lo que una presentacion de Dy, es:

Dop=(r,s|r"=1, =1, rs=sr’!)

El grupo simétrico

Sea X un conjunto no vacio y sea Sim(X) el conjunto de todas las biyecciones de X a
sf mismo, i.e., el conjunto de todas las permutaciones de X.

El conjunto Sim(X) es un grupo bajo la composicién de funciones, y es llamado el
grupo simétrico del conjunto X. Veamos que efectivamente tiene una estructura de
grupo: Primero observemos que el ser composicién de funciones biyectivas nuevamente es
una biyeccién, la operacién es cerrada en Sim(X).

Luego si ®1, P2, P3 € Sim(X) y z € X, entonces

1. Asociatividad:

(@10 (P20 ®3))(z) D1 (P20 ®3)(7))
1 (22(P3(2)))
(D10 P2)(P3(x))

((®10P2) 0 P3)(x)

I

Asf, @10 (D20 P3) = (P10P3) 0P
2. Elemento neutro: Existe la simetria Id := ®.(z) = .

3. Emzistencia de inversos: Como se vio anteriormente, se tiene la existencia de inversos
para cada elemento de Sim(X') gracias a la existencia de inversos para cada elemento
de G. Asi,

_l _
Q)g = ‘I)g-l
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Es importante ver que los elementos de Sim(X') son permutaciones de X, no elementos
de X.

Ejemplo 1.2.11. Cuando X es el conjunto {1,2,3,...,n}, se suele denotar Sim(X) por
Sn. Veamos que el orden de S, es n!. Como X es finito, nos podemos fijar solamente en las
funciones inyectivas de X en si mismo.

Una funcién inyectiva ¢ puede enviar al 1 a cualquiera de los n elemenos de X. Luego,
o(2) € {1,...,n} = {o(1)}, ie., puede ser cualquiera de los n — 1 elementos restantes.
Después, o(3) puede ser cualquiera de los n — 2 elementos restantes. Y asi continta, por lo
que existen n! funciones inyectivas posibles de X en si mismo.

¢

Vamos a describir una notacién més conveniente al momento de calcular permutaciones,
asi los elementos de S,, quedardn expresados por su descomposicién en ciclos.

Definicién 1.2.12. Un ciclo es una cadena de enteros que representan los elementos de
S,., los enteros permutan ciclicamente y fijan a los que no se encuentran en la cadena.

Ejemplo 1.2.13. El ciclo (a; a2 ... am) representa la permutacién que envia el a; al a;+;
conl<i<m-1y el a, al a;. Por ejemplo el ciclo (2 1 3) es la permutacién que envia
21, 1-3y3~2

¢

En general, para cada o € S,. los nimeros del 1 al n serdn reorganizados y agrupados
en k ciclos de la siguiente forma: :

(a]. az ... aml)(am1+1 am1+2 amg)---(amk_1+1 amk_1+2 e a'mk)

a partir de la cual la accién de o en los nimero del 1 al n se puede leer ficilmente. El
producto de estos ciclos es la llamada descomposicién en ciclos de o.

Ejemplo 1.2.14. Sea 1. = 13 y sea o € 513 definida por
c(1)=12 , o(2)=13 , o(3)=3 , oc(4)=1 , o(5)=11
o(6)=9 , o(7)=5 , o(8)=10 , o(9)=6 , o(10)=4
o(11)=7 , o(12)=8 , o(13)=2

Por lo que su descomposicién en ciclos es la siguiente:

(112810 4)(2 13)(5 11 7)(6 9)

¢

La longitud de un ciclo es el niimero de enteros que estdn en él, un ciclo de longitud &
es un k-ciclo. Adems4s, dos ciclos se llaman disjuntos si no tienen ningiin entero en comun.

Se considera que los 1-ciclos no se escriben, asi se facilita atin més la escritura y lectura
de las permutaciones. Por lo que la identidad en Sy, se escribe como 1, pues la permutacién

es (1)(2)...(n).
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Ejemplo 1.2.15. Veamos los 6 elementos de Sz y sus descomposiciones en ciclos.

51(1)=1= 51(2)=2! 0-1(3)=3 - o1 =1
o3(1) =1, 02(2)=3, 02(3)=2 << 02=(23)
o3(1)=3, 03(2)=2, 03(3)=1 < 03=(13)
0'4(1) =2, 0'4(2) =1, 64(3) =3 = 04 = (1 2)
0'5(1)22, O'5(2)=3, G’5(3)=1 <~ 0’52(1 23)
06(1):3: 06(2)=1$ 06(3)=2 = '762(1 32)

¢

Para cualquier o € S,, la descomposicién en ciclos de o1 se obtiene escribiendo cada
ciclo de la descomposicién en ciclos de o pero en el orden inverso.

Ejemplo 1.2.16. Si o= (1128 104)(2 13)(5 11 7)(6 9) es un elemento de S;3, se tiene
o™l =(4108121)(13 2)(7 11 5)(9 6).
¢

Otro detalle que debemos mantener en mente es que el producto de permutaciones (o
composicién de ellas) se debe leer de derecha a izquierda.

Ejemplo 1.2.17. Sea el producto de las permutaciones o = (12 3) y 7= (1 2)(3 4). Por
loqueenocor=(123)o(12)(34)sevequer mandaellal2y o mandael?2 al 3, por
lo que ¢ o7 manda el 1 al 3. Siguiendo con los demés nimeros, llegamos a que

goT=(134).
¢
Ejemplo 1.2.18. Sean o = (1 2) y 7= (1 3). Entonces:
(12)2(13)=(132) y (13)o(12)=(123)
Lo que muestra que S, no es un grupo abeliano para todo n > 3.
¢

La descomposicién en ciclos de las permutaciones es tinica, siempre y cuando se tratan
de ciclos ajenos. Por otro lado, un mismo ciclo puede escribirse de diferentes maneras, ya
que los enteros permutan ciclicamente:

(az az ... amal)
(as ag ... am a1 az)

(a1 a2 ... am)

(Gm ay az ... am—l)

I

Pero por convencién, se escribe el entero mas pequeno al principio.
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1.2.2. Homomorfismos de grupos

En el contexto de teoria de grupos, la clase particularmente importante de aplicaciones
entre dos grupos, es aquella de las aplicaciones compatibles con la estructura algebraica,
en el sentido de la siguiente definicién.

Definicién 1.2.19. Sean (G, *) y (H,*) grupos. Una funcion @ : G — H tal que
p(z*y)=wp(z)*o(y) paratodaz,yeCG
se llama homomorfismo.

Cuando los grupos G y H no tienen una operacién explicita, se puede escribir

e(zy) = p(z)e(y)
pero se debe tener claro que zy representa el producto en G y ¢(z)¢(y) el producto en H.
Definicién 1.2.20. Una funcién ¢ : G — H es llamada isomorfismo si

1) ¢ es homomorfismo, y

2) ¢ es biyectivo.
En cuyo caso, G y H se dicen ser isomorfos, i.e., G2 H.

Intuitivamente, los grupos G y H que son isomorfos, son el mismo grupo, excepto que
los elementos y las operaciones se escriben de distinta manera. Entonces cada propiedad
que tiene G depende sélo en la estructura de grupo de G, y se cumple en H.

Ejemplo 1.2.21.

1) Para todo grupo G, G = G. La funcién identidad nos da un isomorfismo, pero no
necesariamente es el unico.

2) La funcién exponencial ezp : R — R* definido por = +~ €” es un isomorfismo de (R, +)
en (R*, x).

3) Se prueba que el isomorfismo entre grupos simétricos s6lo depende de la cardinalidad
del conjunto a permutar. Se va a probar para el caso finito:
Sean X y Y conjuntos no vacios. Probaremos primero que Sx y Sy son isomorfos si
|X| =|Y]. En efecto, podemos ver que si |X| = [V, entonces existe una biyeccién ¢ de
XenY.Elcualenviaze X af(z)eY.
Para obtener la funcién ¢ : Sx = Sy, sea ¢ € Sx una permutacién de X y sea (o)
una permutacién en Y, asi, si o(z1) =z con x1, 2 € X entonces p(c)(0(z1)) = 0(z2).
También se tiene que si Sx = Sy, entonces |X| = |Y]. Como Sx = Sy entonces [Sx| =
[Sy]. Si [Sx| =n!y |Sy| = m! entonces n! =m!, i.e.,, n=m y asi | X]| = [Y].

¢

Para determinar qué propiedades de una estructura se conservan bajo isomorfismos se
usan los teoremas de clasificacién. Se puede determinar cudles objetos matematicos
(grupos) son isomorfos sin tener una funcién explicita.

Generalmente es dificil determinar cuando dos grupos son isomorfos. Hay ocasiones
donde es mas facil determinar cuando dos grupos no son isomorfos.
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Ejemplo 1.2.22. Si ¢ : G - H es un isomorfismo, entonces en particular se tiene lo
siguiente:

1) Gy H tienen la misma cardinalidad, i.e., |G| = |H]|.

2) G es abeliano si y sélo si H es abeliano.

3) =y ¢(x) tienen el mismo orden, i.e., |z| = |p(z)|, para toda = € G.

¢
Sea G un grupo finito de orden n y con S = {51, 82,..., S} un conjunto de generadores
de G. Sea H otro grupo y sean {ry,ra,....7n} elementos de H. Suponga que cada relacién

que se satisface en G por s; también se satisface en H cuando cada s; se reemplaza por r;.

Entonces hay un tnico homomorfismo ¢ : G - H que evia s; — r;. Si tenemos una
presentacion de G, sélo necesitamos verificar las relaciones de G y verificar que cumplan
en H al hacer la sustitucién.

Si H es generado por {r1,72,...,"m}, ¥ es sobreyectivo. Si ademds H tiene el mismo
orden que G, entonces ¢ es inyectivo. Asi. tenemos un isomorfismo, i.e., G = H.

Ejemplo 1.2.23.

1)

Recordemos a Do, = (r,s | 7" =1, s2 = 1. sr = r"!s). Suponga que H es un grupo
que contiene a los elementos a y b con a™ =1, b =1 y ba = a *b. Entonces existe un
homomorfismo de Dy, a H que manda r = a y s — b. Daremos un homomorfismo
explicitamente. .
Tomando k € Z tal que divide an y k > 3, sea Do = (11,51 | 7] = s% =1, siri =r{'s).
Definiendo
@: Dan = Do
rooeomn
s = 8§

Como k divide a n, escribimos n = km y como r¥ = 1, entonces ] = (r§)™ = 1. Asi,
¢ se extiende de manera tnica de Ds, a Dgi. Luego, como {71, s1} generan a Doy, ¢
es sobreyectivo. Este homomorfismo no es isomorfisimo si k < n.

Sea G = Dg como se presenta en el ejemplo anterior. Si H = Sg, los elementos a =
(123)yb=(12) satisfacen las siguientes relaciones:

a3:1_. b2 = 1, ba=atb

Entonces existe un homomorfismo de Dg a S3 que manda r — a y s~ b. Ademas, a
y b generan a Ss3 pues

b = (12)

a = (1.23)

¥ o= (12) = |

a2 = (123)(123) = (182)
ab: = (1238)(12) = (13)
ba = (12)(123) = (23)
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Entonces el homomorfismo es sobreyectivo. Ademas como Dg y S3 son de orden 6, el
homomorfismo es isomorfismo, i.e., Dg 2 S3.

¢

Se mencion6 anteriormente la nocién de isomorfismo, el cual es un homomorfismo
biyectivo. Se tiene también los siguientes homomorfismos particulares:

1) Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo.

3

2) Un epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo.
) Un endomorfismo es un homomorfismo sobre el mismo grupo.

4) Un automorfismo es un endomorfismo biyectivo.

1.2.3. Subgrupos

Sea G un grupo y sea H un subconjunto de G. Diremos que H es un subgrupo de G si
H es no vacio y H es cerrado bajo el producto e inversos, i.e., si z,y € H entonces z~! € H
v ademads zy € H. Usamos la notacién H < G para establecer que H es un subgrupo de G.

Los subgrupos de G son simplemente subconjuntos de G que también son grupos con
la operacién de G, por lo que se le denota a la operacion con el mismo simbolo. Ademaés
si H< Gy H # G, se puede escribir H < G.

Si H < G entonces las leyes de cancelacién de G implican que el elemento neutro de
H es el mismo que el de G, y que el inverso de un elemento x € H es el mismo elemento
inverso en G.

Ejemplo 1.2.24.

1) Todo grupo G tiene 2 subgrupos: H =G y H = {e}. El segundo se llama subgrupo
trivial.

2) Z<Qy Q<R con la operacién +.

3) Si G = Dan, sea H = {1,r,7%,...,7™ '} el conjunto de rotaciones de G. Como el
producto de dos rotaciones es una rotacién y el inverso de una rotacién también es
una rotacién, se tiene H < G.

4) El conjunto de los enteros pares es un subgrupo del grupo Z bajo la suma.
5) La propiedad de ser subgrupo es transitiva, i.e., si H <G y K < H entonces K <G.

6) Algunos conjuntos que no son subgrupos, son los siguientes:
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a) @ - {0} bajo la multiplicacién no es subgrupo de R bajo la suma. Aunque
ambos sean grupos y Q — {0} c R, la operacién de @ — {0} no es restriccién de
la operacién de R.

b) Z* no es subgrupo de Z. Aunque Z* es cerrado bajo +, no contiene al elemento
neutro de Z ni a ningiin elemento inverso de sus elementos.

c) De manera andloga, (Z - {0}, x) no es subgrupo de (Q - {0}, x).
d) Dg no es subgrupo de Dg pues Dg ¢ Ds.

1.2.4. Grupos topolégicos

Un grupo topoldgico es un conjunto con una topologia y una estructura algebraica,
las cuales coexisten de manera compatible. Formalmente, un grupo topolégico consiste de
un grupo G con una topologia, tal que las aplicaciones

iy G » G i) GxG -» G
g » g (9,h) = gh

son continuas.

En [1] y [22] pueden consultarse una gran cantidad de resultados acerca de grupos
topoldgicos.

Primero, si (H,(-,-)) es un espacio de Hilbert complejo y T': # — H una transformacion
lineal, decimos que T' es unitario si 77" = Id = T*T, donde T* : H — H es el operador
adjunto de T, i.e.,

(Tz,y) = (z,T"y)

para todo z,y € H.

Notemos que si dimH = n < oo, T corresponde a una matriz con T = Tt, esto es, T
corresponde a una matriz unitaria de n x n.

Nos interesa particularmente trabajar con espacios de Hilbert H de dimensién infinita.
Denotaremos

UH)={T:H-H|TT" =T"T =1d}

para un espacio de Hilbert H de dimensién infinita y separable.
Notemos primero que U(#) es un grupo. En efecto,

1) Sean Ty,T5,Ts € U(H) entonces Ty 0(T20T3) = (T10T3)oT3 pues para cada i € {1,2.3}
se tiene que T} : H — H.

2) Existe Id € U(H) tal que Ido T =T o1Id, para todo T' € U(H).
3) Para cada T e U(H), existe T* e U(H) tal que TT* =TT =1d.

Por otro lado, sea (U(H),||-||) entonces T € U(H) preserva producto interior, i.e.,
(T'z,Ty) = (x,y). Por lo tanto también preserva normas.

El objetivo de esta seccién es demostrar que el grupo U (), con H espacio de Hilbert
complejo. separable y de dimensién infinita, tiene una estructura de grupo topoldgico, ya
que este hecho serd utilizado en el Capitulo 3 de este trabajo.
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Capitulo 1

Por otro lado, sobre el grupo U(#) es posible definir varias topologias de manera
natural. La topologia mds usual es dada por la topologia de la norma, inducida por la
norma en el espacio de Hilbert #H; con esta estructura, Z(#) es lo que se conoce como un
modelo de espacio de Lie de Banach. algo mucho mds fuerte que sélo un grupo topolégico.
En [21] pueden consultarse tanto este hecho, como algunos resultados interesantes en su
topologia.

Otras topologias que también hacen de U(#H) un grupo topoldgico son la topologia

fuerte, la topologfa débil y la topologia compacto-abierto. entre otras. En [16] se demuestra
dicho resultado y ademds que U(#) es de hecho un grupo Polaco.

En esta seccién presentamos la prueba de que U(#) es un grupo topolégico en la
topologia fuerte, ya que es esta la topologia utilizada en el Capitulo 3.

Recordemos que en la topologia fuerte, una base de vecindades para un operador Ty €
U(H), es dada por:

V(Ty,e,z) ={T eUU(H):|(T-To)z|<e VzeH}

con € > 0, y la topologia generada por la coleccién de estos bésicos es la la topologia
fuerte.

Proposicién 1.2.25 (cf. [25]). U(H) es un grupo topolégico con la topologia fuerte.

Demostracién. Primero, sean S,T € U(H). Se busca probar que (S,T) = ST es continua.
Asi, tomamos Sg, Ty € U(H) fijos y un bésico que contiene a SyTp, esto es,

Vo(SoTo,e,2) ={RecU(H) : |(R- SoTp)z| < €}.
Debemos probar que existe un abierto Wy con (Sg.Tp) € Wy. Sea
Wo(($,T),,@) = {(S,T) €U(H) xUH) : (S = So)Toa| < 5, (T~ Toal < 5}.
Ademss, si (S,T) € Wy entonces ST € V(SpTh, &, x) ya que

|(ST—S(]T[|)$| |(ST—ST@+STO—50TU):1:|

< |(ST—STU):I:]+ |(STO—SQTO)2:|
< |S(T—TU).'L'|+ |(S—SO)T0$|
< % + % =

Probaremos ahora que T'+ T! es continua. Por lo que tomamos Ty € () para definir
Vo(Tgte,a) ={SelU(H):|(S-Ty )z|<e VaeH},

una vecindad de Tj!.
Ademds, sea

Wo(To,e,y) = {T eU(H) : (T -To)y| <& VyeH}
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un vecindad de Tp. Entonces sea x € H y tomando y = Ty 1o

(T -Tgh)a| = [T e-Tg'a|

|T 1T Ty x - Ty 'af
T~ Toy - |
[TTToy - Tyl
|Toy - Ty| < e.

De modo que (W) c V. W
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Capitulo 2

Representaciones lineales

Como comentdbamos en la introduccién de este trabajo, la teoria de representaciones
lineales es un drea con una amplia gama de aplicaciones y es nuestro objetivo analizar
algunos aspectos analiticos del espacio de representaciones lineales de un grupo, bajo ciertas
condiciones sobre éste. A fin de darle a este trabajo una presentacién mas autocontenida
incluimos en este capitulo una introduccién a la teoria de representaciones lineales de
grupos finitos y mostramos algunos ejemplos.

2.1. Acciones de grupos

Iniciaremos con algunos resultados generales sobre acciones de grupos y posteriormente,
en la siguiente seccién, nos restringiremos a acciones lineales sobre espacios vectoriales.

Definicidn 2.1.1. St G es un grupo y X es un conjunto, decimos que G actia sobre X si
existe una funcidn, llamada accion

P:GxX->X
tal que, para cada g,h € G y para cada x € X, se satisface lo siguiente:
i) (g, 2(h,z)) = ®(gh,z).
it) ®(e,x) =z, coneecG como el neutro en G.

Con el fin de simplificar un poco la notacién, escribiremos g-z en lugar de ®(g.z). Con
esta notacion, los axiomas que definen una accién se pueden escribir como:

i) g-(h-z)=(gh) =
i) e-x=z, con e € G como el neutro en G.
Observemos que para g € G fijo, tenemos una aplicacién

¢9:=®(gv_):x - X
x » ®(g,7)
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Capitulo 2

Y de los axiomas anteriores, se sigue que, para todo z € X,

@Q_lotl)g(m) = t1>g-1(‘1)(g,:c))
= @(9_1}@(97;{:))

= ®(g7'g.2)
= ®(e,z)
= &
Por lo que,
108, =1dx.
Anélogamente, ®; 0 ®,1 = Idx y se sige que
_1 e
@, =Dy

De modo que cada elemento de g € G define una funcién biyectiva de X en X, esto es, una
permutacion ®, € Sim(X). Asi, toda accién ® de G en X induce una aplicacién

¥:G - Sim(X)
g = (I)g

Proposicién 2.1.2. Sean G un grupo, X un conjunto no vacio, y ¢ : G x X - X una
funcion. La aplicacion

definida por ¥(g) := @, = ®(g,-) es un homomorfismo de grupos si y sdlo si, ® es una
accion.

Demostraciéon. Supongamos primero que ¥ es un homomorfismo. esto es,

U(gh) =T(g)¥(h).

Por un lado
P(gh)(z) = @(gh,z),
V(g)(¥(h)(z)) = (9. 2(h,z)),
asf que
@(g,2(h,z)) = V(g)(¥(h)(z))
= ¥(g) o ¥(h)(z)
- Y(gh)(a)
= ®(gh,z).

Por otro lado, como ¥(e)(zx) = Idx(z), por lo que:

U(e)(z)
Idx ()

= I

D(e,x)

Concluimos que @ es una accién. Reciprocamente, se debe probar que ¥(gh) = ¥(g)o¥(h),
pero sabemos que
‘P(gh) = @gh,:
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U(g) o U(h) =Bg0 &y,

y que ® es accién, asi que
Y(gh)

Dy
Dy0 Py
U(g)oT(h).

Existen diferentes tipos de acciones, dependiendo de la forma en la que actuan sobre
X. Enlistaremos a continuacién los tipos de acciones méas frecuentes:

= Accién Trivial: Donde ¥ : G — Sim(X) es el homomorfismo constante g — Idx.
Equivalentemente, g -z = z para todos g € G, y para todos = € X.

= Accién Fiel: Donde ¥ : G - Sim(X) es inyectivo.
Equivalentemente, si g = x para todo x € X entonces g = e.
En este caso, G = Im(V).

» Accién Libre: Si gz = x para algiin z € X entonces g = e.
Se sigue que toda accién fiel es libre.

» Accidon Transitiva: Para cada x,y € X, existe ge G tal que g-z = y.

= Accién Regular: Para cada z,y € X, existe un dnico g€ G tal que g-z = y.
Se sigue que toda accién regular es libre y transitiva.

Definicién 2.1.3. Si G actia en X, para x € X se define el grupo
Gzi={g9¢G | g-z =1},
llamado el grupo de isotropia en .

Se puede verificar que efectivamente G, es un grupo, de hecho es un subgrupo de G.
En efecto, el elemento neutro de G es el mismo que en G y también los inversos de los
elementos de G, son los mismos que en G. De esta manera sélo falta ver que la operacién
es cerrada en (G, esto es gh € G para cualesquiera g, h € G;. Por lo que tomamos g, h € G,
entonces

(gh)-z=g-(h-z)=g-z=2.

Observemos que G actia trivialmente sobre X si y sélo si G, = G para todo z € X, y
que G actiia libremente sobre X si y solo si G, = {e} para todo = € X.

Se tienen los siguientes ejemplos de acciones.

Ejemplo 2.1.4. Todo conjunto X puede ser considerado como un G-conjunto, para cual-
quier grupo G, mediante la accién trivial que es aquella que no tiene efecto alguno sobre
el G-conjunto X.

GxX - X
(9:2) = =
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Ejemplo 2.1.5. Si G es un grupo, podemos considerarlo como un G-conjunto utilizando
la multiplicacién en G,

B:GxG - G
(9.2) » gz

Veamos que 3 cumple los axiomas de una accién. Primero tomemos g,h,z € G, se tiene
que

B(g,B(h,z)) = B(g,h-x) = gh-x = B(gh, ).

Ahora sea e € G el elemento identidad de G, asi
Ble,z)=e-z=z€G.

También se puede ver que 8 es una accién fiel. pues es una accién inyectiva. Por lo que
G < Sim(G), y se sigue el Teorema de Cayley, que afirma que todo grupo G es isomorfo a
un grupo de permutaciones.

¢

Ejemplo 2.1.6. Otra manera de darle a G una estructura de G-conjunto es mediante la
accion sobre si mismo, con la operacién conjugacion.

v:GxG - G
(g,x) =~ gzg™

Los axiomas de accién se siguen por las propiedades de grupo en G. En efecto, primero
tomemos g, h. x € G, se tiene que

v(g,v(h,z)) v(g, hzh™)

= g(hah™)g™

= (gh)z(h™'g™)
= (gh)z(gh)™

= ~(gh,z)

Ahora sea e € G el elemento identidad de G, asi

v(e,z) = exe
= ¥

Ademis es una accién trivial si y sélo si G es abeliano, pues, si por un lado suponemos
que G es abeliano, para ge Gy = € X,

v(g.z) = gxg!
= g9z
= exr
= I

Por otro lado, si G no fuera abeliano, existen x € X y g”! € G tal que
gegl#gg 'z =u
de modo que y(g,z) # = y la accién v no es trivial.
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La accién « es fiel si y solo si el centro de G. definido por
Z(G):={geG|gh=hg VYheG}

es trivial. En efecto, supongamos que Z(G) = {e}, entonces ningiin otro elemento de G

conmuta.
Vg x)=gzg™ =g 't = g=¢
La accién +y es libre, o transitiva, si y sélo si G es trivial.
Si G = {e} entonces y(e,z) = exe™’ = z. Por lo que el tinico elemento de G que es el
elemento neutro es el que manda x — z, es decir, es libre.

¢

Definicion 2.1.7. Sea G un grupo actuando sobre el conjunto X. Decimos que los elemen-
tos x,y € X estdn relacionados si y sélo si, existe g€ G tal que g-z =y, esto es

r~y < JgeCG, gxz=y
Lema 2.1.8. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Para probar que ~ es una relacién de equivalencia, hay que probar que ~
es una operacién reflexiva, simétrica y transitiva.

» Reflexividad: Como e € G es tal que e- 2 = z, entonces x ~ .

= Simetria: Si z ~ y entonces existe g € G tal que g-2 = y. Pero como G es grupo, existe
gleGtalque gl y=g(g- %) = (g7'g) -z = z. Por lo que existe g~* € G tal que
gly=umie,y~2a.

= Transitividad: Si z ~y y y ~ z entonces existen ghe G talque g-z =y, h-y = z.
Pero como G es grupo y g,h € G entonces también m = hge G, por loque z=h-y =
h(g-x) = (hg) -z =m-z. Entonces existe m e G tal que m-z = z, i.e., T~ z.

Definicién 2.1.9. Definimos el espacio cociente ¢ espacio de orbitas como el conjunto
de clases de equivalencia de la relacidn ~, y denotamos este conjunto como X [G.

Es importante tener en cuenta cémo se va a manejar el cociene X /G, ya que se puede
tomar a H, un subgrupo de G, y si H actiia sobre G mediante la multiplicacién por la
izquierda (h,g) = h-g se obtiene el espacio de érbitas G/H como las clases laterales
derechas de H en G, i.e.,

G/H = {[g]|g¢G}
= {{h-g|heH}|geG}
= {Hg|geG}

Andlogamente, si H actia sobre G mediante la multiplicacién por la derecha
(h,g) = g-h™! se obtiene el espacio de érbitas G/H como las clases laterales izquierdas de
Hen G.
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Se puede observar que ambas son acciones, la multiplicacién por la izquierda se probd en
general en el Ejemplo 2.1.5, y la multiplicacion por la derecha se sigue de tomar hy.ho, g € G,
asi

(h1,(h2,9)) = (h1,9-h3") = (g-h3') - hi' = g+ (h3'hi') = g+ (haha) ™" = (Raha.g),

(e.9)=g-¢' =g
Es usual restringir nuestra atencién a cierta clase de simetrias de un conjunto X, en
especial en aquellas que preservan ciertos aspectos caracteristicos de interés. Por ejemplo,
si X es un espacio topoldgico nos interesarian aquellas simetrias de X continuas, si X es
una variedad diferenciable, nuestras simetrias de interés serian las simetrias diferenciables,
y si X es un espacio vectorial. seria deseable trabajar con simetrias lineales, etc.

Ejemplo 2.1.10. Consideremos las siguientes transformaciones de R?,

a(z,y) = (z+1,y)
b(.,"':,y) = (:I:"'%,—y)
c(z,y) = (z,y+1)

Cada una de estas transformaciones es un homeomorfismo de R? en R?, y por lo tanto
también lo es cada composicién entre éstas. Asi, consideremos el grupo

Ic={a)={a":R?* > R? | neZ}
y a la accién inclusion
I'c < Homeo(R?) c Sim(R?).

El espacio cociente o espacio de érbitas R?/I'c mediante esta accién puede identificarse con
el cilindro. Si tomamos el espacio cociente ([0,1]xR)/I'c, obtenemos nuevamene el cilindro.
Esto se debe a que la regién [0, 1] xR contiene al menos un representante de cada I'c—6rbi-
ta. Una regién conexa del plano con esta caracteristica es llamada dominio fundamental.

T'c—6rbita: Cilindro
Por otro lado, si consideramos al grupo
].-‘MF = (b)
entonces la accién inclusién
T2 = Homeo(R?) c Sim(R?)

tiene como espacio de érbitas a la banda de M&bius.
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I'pr—6rbita: Banda de Mdbius
No es dificil convencerse que las acciones
T'r = (a, c) = Homeo(R?) c Sim(R?)
I'k = (b.c) = Homeo(R?) c Sim(R?)

tienen como espacio de érbitas al toro y a la botella de Klein, respectivamente.

o N
/7 /4
AT~ AT~ TN P
AN
- «
I'r—drbita: Toro T'j—orbita: botella de Klein

¢

En los ejemplos anteriores, nos enfocamos en cierto tipo de simetrfas de R® (homeo-
morfismos), si en lugar de eso, enfocamos nuestra atencién en aquellas simetrias de R?
que preservan su estructura de espacio vectorial. entramos en la teoria de representaciones
lineales.

2.2. Representaciones de grupos finitos

En esta seccién se establecen algunos resultados sobre teoria de representaciones
lineales de grupos finitos. Tanto las definiciones como los resultados aqui enunciados, se
pueden encontrar completamente desarrollados en [17] y [26].

Sea V un espacio vectorial complejo. Denotaremos por Autc (V') al conjunto de todos
los isomorfismos C-lineales de V en V. Notemos que Autc(V) forma un grupo bajo la
composicién de funciones.

En este trabajo sélo consideraremos espacios vectoriales complejos y homomorfismos
C-lineales, de modo que en adelante omitiremos el subindice en Aute(V), denotando este
espacio simplemente por Aut(V).

Consideremos un grupo finito G y un espacio vectorial complejo V' de dimensiodn finita.
Una representacion lineal de G en V, de grado n, corresponde a un homomorfismo

p:G = Aute(V) € Sim(V)
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Capitulo 2

Lema 2.2.1. Los siguientes tres enunciados son equivalentes:
i) p: G- Aut(V) es un homomorfismo.

it) ¢p,:GxV =V es una accion tal que ¢, es isomorfismo de espacios vectoriales pare
cada g€ G.

i1t) V tiene estructura de CG-mddulo, dada por

(Z )\gg)-v: D Aghg v

geG geG

Demostracién. Los enunciados (i) y (ii) son equivalentes gracias a la Proposicién 2.1.2
y porque p, es una aplicacién lineal. La equivalencia de los enunciados (i) y (iii) se pude
ver en [26, p. 47]. W

Ejemplo 2.2.2. Sea (Zj, +) un grupo y Aut(R?) un espacio vectorial. Podemos ver que

p: Zy - Aut(R?)
. 10
0 = \o 1

01

1 0

1 -

es una representacion lineal pues es un homomorfismo,

p(0+1)

I 1}
VW~

¢

Ejemplo 2.2.3. Sea X cualquier conjunto y G un grupo que actia en X, i.e., G —» Aut(X)
es un homomorfismo al grupo de permutaciones de X. Ahora, si V' es un espacio vectorial
de dimV = |X]|, esto es, V es un espacio vectorial con base {e;}zex, entonces G actia en

V como
g E Oy = Za.reg-rs

y esta accién es llamada representacién permutacién.
La representacién regular, denotada por Rg o R, corresponde a la accién de G en
si mismo, dada por el Ejemplo 2.1.5 de multiplicacién por la izquierda. Dicho de otra
manera, R es el espacio de funciones complejas en G, donde un elemento g € G actia en
una funcién o por (ga)(h) = a(g~1h).

¢
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Representaciones lineales

Cuando no existe ambigiiedad respecto al homomorfismo p, usualmente nos referimos
a V como la representacién de G, y también escribimos p,(v) para denotar p(g)(v). Dicho
esto, una transformacién entre dos representaciones V' y W de G corresponde a una apli-
cacién lineal ¢ : V — W entre espacios vectoriales que hace conmutar el siguiente diagrama

v—2ew

|

V—W

para cada g € G, esto es, &(g-v) = g- ¢(v) para todo v € V. En este caso, decimos que ¢ es
una transformacién G-lineal y denotamos por HOmG(V, W) al conjunto de todas estas
aplicaciones, esto es,

Hom®(V,W)={¢:V - W | ¢ es G-lineal}.

Definicién 2.2.4. Dos representacions son llamadas isomorfas o equivalentes si entre
ellas existe un isomorfismo de espacios vectoriales G—lineal.

Definicién 2.2.5. Si W es una representacion de G y V es un subespacio vectorial de W
tal que para cada g € G y v € V tenemos que pg(v) € V, entonces decimos que V es una
subrepresentacién de G o un G-espacio invariante. Cuando una representacidn no
tiene subrepresentaciones propias W # {0}, es llamada irreducible.

Ejemplo 2.2.6. Si V y IV son dos representaciones de G y ¢ : V — TV es una aplicacién
G-lineal, entonces Ker (¢) e Im(¢) son subrepresentaciones de V' y W, respectivamente, ya
que si v € Ker (¢) ¢ V entonces gv € Ker (¢) pues ¢(gv) = go(v) = g0 = 0. Andlogamente, si
w e Im(¢) y w = ¢(v) para algin v e V, entonces gw = gé(v) = ¢(gv) € Im(o).

¢

Mostramos a continuacion algunos ejemplos de como obtener nuevas representaciones
a partir de representaciones dadas.

Representacién suma directa.
Sean p1 : G = Aut(V) y p2 : G — Aut(W) representaciones de G, podemos formar la
representacién suma directa p1 ® pa : G — Aut(V @ W) dada por

(p1® p2)g(v @ W) := p1g(v) @ p2g(w)
paracada ge G,veV yweW.

Representaciéon producto tensorial.
Anilogamente al caso anterior, es posible definir la representacion producto tensorial VW
de dos represetaciones V' y W de G,

(1@ p2)g(v @ w) := p1g(v) ® pag(w).
la. cual es de nuevo una representacién de G.

Representacién Hom. Si V y W son representaciones del grupo G, podemos formar una
nueva representacién sobre Homg(V, W), el espacio de todas las aplicaciones C-lineales
¢:V - W, con la accién dada por

(99)(v) :=go(g™ -v) veV.
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Es usual denotar esta accién también como Homg(V, V).

Dado un G-espacio V, denotaremos por V¢ al subconjunto de V' que consiste de todos
los puntos fijados por la accién para todo g € G, esto es,

VC:={veV|g-v=uv para todo g€ G}.
En esta notacioén, tenemos
Home(V, W)® = Hom&(V, W).
En efecto, ¢ € Homg(V, W)€ si y sélo si
(96)(v) = ¢(v) para todos ge G, veV,
pero como (g¢)(v) = go(g~" -v), entonces ¢(v) = go(g™* - v). Siendo asi,

é(g-v) = gd(g7" - (9-v)) = go(v)
para todos g € G, v € V, lo cual significa precisamente que ¢ € Homg (V, ).

Representacion dual. Sea V' una representacién de G y consideremos el espacio vectorial
complejo V* := Homg(V,C) con la suma y multiplicacién por escalares usual. De modo
que, como un caso particular de la representacién Hom, la representacién dual es dada por

p*(9) = p(g ™).

Hemos visto que dadas dos representaciones podemos formar una nueva representacion,
como la suma directa de ellas. Preguntémonos por el resultado inverso, es decir, dada una
representacién V de G, jserd posible escribir V' como una suma directa de subrepresenta-
ciones? La respuesta es que si, y es dada por el siguiente resultado, también conocido como
el Teorema de Maschke.

Teorema 2.2.7 (Maschke). Si V' es una representacion de dimension compleja finita del
grupo finito G y W es una subrepresentacidn, entonces existe un subespacio invariante
complementario W' tal que V =W & W',

Demostracién. Si olvidamos por un momento que V tiene una accién definida en él, y
s6lo lo vemos como un espacio vectorial complejo de dimensién finita, entonces siempre
podemos definir sobre V' un producto interior Hermitiano, pues V' ~ C™ para algiin m y
en C™ se tiene el producto interior usual, digamos

(, ):VXV—»(C.

Si W es un subespacio vectorial de V siempre existe su ( , )—complemento ortogonal
W+, sin embargo cuando V y W son representaciones lineales, no es necesariamente el
complemento ortogonal W* una representacién lineal (ver Ejemplo 2.2.8). Para que dicha
condicién se cumpla, debemos tener que si w’ € W* entonces gw’ € W* para todo g € G,
esto es,

(gw’,w) = 0 para todos g€ G,w e W,
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Representaciones lineales

o bien, como W es G-invariante,
{(guw', gw) = 0 para todos g € G,w € W.

Esta tltima condicién no es valida en general, pero en el caso de grupos finitos (incluso
compactos) siempre es posible construir un producto Hermitiano a partir del ya dado, que
sea invariante respecto a G, como el siguiente,

(v, W)inw = Y, (gv, gw),
geG

va que {gu, gw)iny = (v, W)iny- Esa propiedad de ser invariante es la que garantiza la exis-
tencia de un complemento ortogonal G-invariante

Wt= {’b‘ eV | (an)mv =0 VYwe “T}
|

Ejemplo 2.2.8. Si V es una representacion del grupo G y debilitamos la hipétesis de que
éste sea finito, entonces el Teorema de Maschke puede que ya no sea vélido. Por ejemplo,
si G = (R, +) es el grupo aditivo de los niimeros reales y V = C2, entonces

p: R - GL(2,C)

Hl:s,
5 0 1

es una representacion lineal y el subespacio
W=Ce&0={(z,0)|zeC}

es G-invariante, pues al tomar (z,0) € W se tiene que para todo z € R,

mz0-(5 1)(5)-(5):

Sin embargo, no tiene un complemento G-invariante distinto a W y al trivial.

¢

Ejemplo 2.2.9. El Teorema de Maschke tampoco es valido en general para campos de
caracteristica positiva, por ejemplo si la caracteristica del campo divide el orden del grupo.
Consideremos el campo Z, y el espacio vectorial V = Z, ® Z, sobre Z,, con el siguiente
producto interior
(,): VxV = Zy,
(v1,v2) = v11V21 + V12V22

donde v; = (v11,712) ¥ V2 = (v21,v22). Si tomamos nuevamente la accién

1 g
(o 1)

de un grupo G sobre V cuyo orden sea divisible por p, se puede ver que el producto anterior
no es invariante respecto a G.

Ademss, aunque Z, @ 0 es un subespacio G-invariante, no existe un G-espacio complemen-
tario, de hecho su complemento ( , )ins-ortogonal es precisamente V.

¢
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Como una consecuencia del Teorema de Maschke, se sigue el siguiente resultado:

Corolario 2.2.10. Toda representacion V de dimension compleja finita de un grupo finito
G, es una suma directa de representaciones irreducibles. Esta propiedad es conocida como
reductbilidad completa.

Demostracion. Sea V una representacién de dimension compleja finita de un grupo
finito G, por el Teorema de Maschke se puede ver como una suma directa de dos
subrepresentaciones. Las cuales pueden ser o no irreducibles, si no lo son se les aplica
nuevamente el Teorema de Maschke y esa subrepresentacion se expresa como suma de
otras.

Se tiene que es un proceso finito ya que la dimensién tanto del grupo G como de la
representacién V' son finitas. Y asi, la representacién V quede expresada como suma
directa de representaciones irreducibles.

=]

Combinando lo anterior con el siguiente resultado. tendremos que dicha descomposicién
es Unica, salvo isomorfismo.

Lema 2.2.11 (Schur). Si V y W son representaciones irreducibles de G y ¢: V - W es
una aplicacion G-lineal, entonces

1. ¢ es un isomorfismo, o bien, ¢ =0.
2. SiV =W, entonces ¢ = \-1d, para A € C, Id la aplicacion identidad.

Demostracién. La primera parte del Lema se sigue del hecho de que Ker(¢) e Im(o)
son subrepresentaciones de V' y TV, respectivamente, ya que V es irreducible, se tienen los
siguientes dos casos:

o Ker (o) = 0: Entonces ¢ es inyectiva y distinta de cero, por lo tanto Im(¢) # 0 de donde
se sigue que Im(¢) = W por ser TV irreducible. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

e Ker(¢) =V:y por lo tanto ¢ = 0.

Para la segunda parte del lema usamos el hecho de que el campo C es algebraicamente
cerrado, eso significa que todos los polinomios con coeficientes complejos tienen sus raices
dentro de los complejos. Como esto garantiza la existencia de un valor propio no nulo para
la aplicacién ¢ : V — W, digamos A € C, consideremos ahora la aplicacién

Yi=¢p-A-1d:V - W,
y notemos que 1 es también G-lineal pues
g¥(v) = g6(v) - gA-1d(v) = ¢(g-v) - A-1d(g-v) = ¥(g-v),

pues tanto ¢ como A-Id son G-lineales.
Ahora. todo miltiplo C-escalar del vector propio vy asociado al valor propio A satisface

¥(eva) = (8- A-1d)(cvp) = d(cvp) - A-Id(cvp) = cd(vp) - Acvy =0,

de donde se sigue que Ker (1) # 0 y al ser una subrepresentaciéon de V debemos tener
Ker (7/) = V, es decir, 1 := ¢—\-Id = 0 sobre todo elemento en V, y por lo tanto ¢ = A-I1d. &

Del Teorema de Maschke y el Lema de Schur, deducimos el siguiente resultado.
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Representaciones lineales

Proposicién 2.2.12. Sea G un grupo finito y p: G - Aut(V) una representacion. En-
tonces
|- @ aiV;
Vielrr(G)

donde Irr(G) corresponde al conjunto de clases de isomorfismo de representaciones irre-

ducibles de G.

Se tiene que a;, nos dice cuantas veces aparece la representacion irreducible V; en tal
descomposicion, porque las representaciones que son isomorfas a V; se ven como una sola,
y asl a; nos dice cuantas son las isomorfas a V.

2.3. Ejemplos
Mostramos a continuacién algunos ejemplos de representaciones lineales.
Ejemplo 2.3.1. Haciendo referencia al Ejemplo 2.2.2, considere la representacién
p:Zy — Aut(R?)
Los subespacios propios de R? son:
U={(z,y) eR? |z=0,y#0}
V={(z,y) eR?* | z+0,y =0}

W ={(z.y) e R? | y = mz,m e R}

Pero el tinico subespacio invariantes de esta accién es W, porque si (z,y) € U entonces
p(1)(z,y) ¢ U, del mismo modo para V. De esta manera, la representacién se ve como la
siguiente suma de representaciones irreducibles: W & {0}.

¢

Ejemplo 2.3.2. Sea Z4 = {0,1,2,3} el grupo aditivo de las clases residuales médulo 4.
Todas las representaciones lineales complejas de dimensién 1 que tiene este grupo son:

po: Zg - Aut(C) ; p1: Zg - Aut(C)
T - 1 0 ~ 1
1 » -1
2 - 1
3 - -1
p2: Zy —- Aw(C) ; p3: Zg - Aut(C)
0 ~ 1 0 ~ 1
1 - i 1 e —i
2 - -1 2 - -1
3 ~ - 3 - 1

Son las nicas porque como tienen que ser homomorfismos, todas deben de mandar 0 + 1
y también que se manda I = w, donde w* = 1.

¢
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Se puede observar que, en general, si V es una representacién de un grupo finito G cada
g € G nos da una funcién pg : V — V, pero esta funcién no siempre es un homomorfismo
G-lineal: para h € G se tiene que

g(h(v)) # h(g(v))-

Siendo asi, py: V = V serd G-lineal para cada p si y solo si g estd en el centro Z(G)
de G. En particular, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.3. Si G es un grupo abeliano y V una representacion irreducible de G,
se tiene que V es de dimension 1.

Demostracién. Por la observacién anterior, como G es abeliano se tiene G = Z(G) y
asi pg : V = V es G-lineal. Luego, por la segunda parte el Lema de Schur (2.2.11), cada
elemento de g € G actia en V por py = A-Id para algiin A € C. Asi todo subespacio de V
es invariante, por lo que V es de dimensién 1. W

Otros ejemplos que se muestran a continuacion, son las representaciones complejas del
grupo simétrico en tres elementos.

Ejemplo 2.3.4. Sea G = S3, el grupo no-abeliano més simple. Para empezar, en cualquier
grupo simétrico, se tienen dos representaciones de dimensién 1:

= Trivial:
p:G - Aut(C)~C"
g ~ 1

= Alternante:

p:G - Aut(C)=C"
g +~ sgn(g)
Por otro lado, consideremos la representacion permutacién del Ejemplo 2.2.3, con X =

{1,2,3} y V = C3, donde G actiia sobre C3 permutando las coordenadas. Explicitamente, si
{e1,e2,e3} es la base estdandar de C3, entonces g-e; = eg(i)) ¥ para (21, 22,23) € C3 general,

g (z1€1 + 22e3 + 23€3)
Z1€g(1) T 22€g(2) + 23€4(3)
= (2g11)1291(2)) Z071(3))

g+ (21,22, 23)

Esta representacién, como cualquier representacién de permutacién, no es irreducible, pues
la linea L generada por el vector (1,1,1) € C? es invariante.
Notemos que el subespacio complementario a la linea L, es el subespacio

V= {(—31,22,23)6@3:zl+32+z3=0}’

Esta representacién V' de dimensién 2 es irreducible, y conocida como la representacion
estandar de S3. Por lo tanto la descomposicién en irreducibles de la representacién permu-
tacioén es

C}~LeoV.
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Ahora, vamos a describir una representacion arbitraria de Ss, para crearla normalmente se
usa la teoria de caracteres, pero se va a usar un método mas rudimentario, aunque puede
ser ineficiente. La idea es simple. empecemos con una representacién arbitraria 1V de S3 y
veamos la accién del subgrupo abeliano Az = Z/3 c Sz en W, i.e.,

Az = Aut(V).

Esto produce la siguiente descomposicién: si tomamos 7 como el generador de Ag (i.e.,
un 3-ciclo), el espacio W es generado por los eigenvectores v; para la accion de 7, cuyos
eigenvalores son potencias de una raiz ciibica de la unidad, w = €2™/3, Entonces,
W=V,

donde

V; =Cuv; y 7v; = w%uy;.
Después, para ver como los demds elementos de S3 actian en W, en términos de esta
descomposicion, se toma ¢ una transposicién tal que 7 y o generan a S3 con la relacién

O'T0'=7'2.

Se quiere saber a donde manda ¢ a cada eigenvector v para la accién 7, digamos con w?;
para resolver esto, se ve como actia 7 en o(v). Usando la relacién anterior:

m(o(v)) = o(r(v))
= O'(f‘.v‘h "U)
= w¥.o(v).

Por lo que, si v es un eigenvector para 7 con el eigenvalor w’, entonces o(v) es también un
eigenvector para 7 con el eigenvalor w?:.

¢

2.4. Caracteres

Retomando el tiltimo ejemplo de la seccién anterior se sugiere que conociendo los eigen-
valores de cada elemento de G, debe ser suficiente para describir la representacién. Claro
que especificar todos los eigenvalores de la accién no es trivial y. de hecho es redundante
ya que si se tienen los eigenvalores {\;} de un elemento g € G, entonces se tienen los eigen-
valores {\;}* de g¥, para cada k. Podemos usar esto para simplificar los datos que tenemos
que especificar. La clave es dar la suma de los eigenvalores de cada elemento de G, como
sabemos que Y A\F es equivalente a saber el eigenvalor {\;}.

Definicién 2.4.1. Si p: G — Aut(V) es una representacidn, entonces el caracter
xv:G—-C
es una funcion compleja definida por
xv(g) = Tr(pg),

donde Tr denota lo traza de la transformacion lineal pg.
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En particular, tenemos
-1
xv(hgh™) = xv(9),
pues las matrices similares tienen la misma traza. De modo que xy es constante sobre clases

de conjugacién de Gj; tal funcién se llama funcién de clase. Note que xy(e) = dimV,
donde e es el elemento neutro del grupo.

Proposicién 2.4.2. Sean V y W representaciones de G. Entonces

Xvew = XV + XWw, XvVew = XV X XW, Xv=* = X_V'

Demostracién. Se calcula el valor de dichos caracteres en un elemento g € G fijo. Si para
la accién de g, V' tiene eigenvalores {\;} y W tiene eigenvalores {u;}. Entonces {A; + u;}
y {Ai - 15} son eigenvalores de V @ TV y V ® W respectivamente, de donde se cumplen las
primeras dos férmulas.

Similarmente, {)\;! = X;} son eigenvalores para g en V*, pues todos los eigenvalores son
raices n—ésimas de la unidad, con n el orden de g. W

Ejemplo 2.4.3. Calcularemos el caracter de la representacién permutacién del Ejemplo
2.2.3. Probaremos que si V es la representacion de permutacién asociada a la accién de un
grupo G en un conjunto finito X, entonces v (g) es el nimero de elementos de X fijados
por g, tal expresién se llama férmula original de punto fijo.

En efecto, supondremos que X = {z1,...,2,}, y asi obtenemos V como el espacio vectorial
generado por los elementos de X. Por lo que nuestra representacién se puede expresar de
la siguiente manera:

p: G = Aut(V)
g = Pg: Vv - %4

T Tt
daiT; B ) aig- T
i=1 i=1
donde a; € C para e {1,....n}.
Ahora, denotemos el conjunto de elementos en X fijados por g € G como
Xo={xeX:g-5=2%}
Lo que nos permite restringir a p de la siguiente manera:

p': G - Aut(Vye)
g = P;: Ve = Vxo

L T - T
zﬂiws - Zaz'g'ﬂ?i = Eai-ri:
i=1 i=1 i=1

i.e.. se identifica con la funcién Id, y por la nota de la Definicién 2.4.1 se tiene que xy = |X9|.

¢

Como se ha dicho, el caracter de una representaciéon de un grupo G es realmente una
funcién en un conjunto de clases en G. Esto sugiere expresar la informacién basica so-
bre las representaciones irreducibles de un grupo G en la forma de una tabla de caracter.
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Esta es una tabla con las clases [g] de G enlistadas en la parte superior, usualmente
mediante una g representativa, con el nimero de elementos en cada clase sobre él: las
representaciones irreducibles V' de G enlistadas a la izquierda, y en la casilla correspon-
diente el valor del caracter xy en la clase [g].

Ejemplo 2.4.4. Calcularemos la tabla de caracter de S3. Es facil empezar con la repre-
sentacién trivial, que toma el valor 1 en las tres clases [1],[(1,2)],[(1,2,3)]; mientras la
representacién alternante tiene el valor 1 para las clases [1],[(1.2,3)] y el valor —1 para la
clase [(1,2)].

Para ver el caracter de la representacion estandar V, note que la descomposicién de la
representacién permutacién es C3 = p@ V, como se vio en el Ejemplo 2.3.4, y por lo tanto
el caracter de la representacién permutacién tiene los valores: xy ([1]) =3, xv([(1,2)]) =1
y xv([(1,2,3)]) = 0. Por otro lado, de la Proposicién 2.4.2 se tiene que

xv([1]) = xes([1]) = xp([1]) =3-1=2
xv([(1,2)]) = xes ([(1,2)]) - xp([(1.2)]) =1-1=0

xv([(1,2,3)]) = xc2([(1,2,3)]) - x,([(1,2,3)]) =0-1=-1
Por lo que la tabla de caracter de S3 es

1 3 2

S | 2 (1,2 (1,2:8)
trivial p 1 1 1
alternante p’ | 1 -1 1
estandar V 2 0 -1

Esto nos da otra solucién al problema de descomponer un representacion W de S3 en
representaciones irreducibles, si

W =~ pea ® pfﬂ)b ® V-&.:1

entonces

Xw = axp +bxy +cxv.
En particular, como x,, Xy . xv son independientes se puede ver que W es determinado
salvo isomorfismo por su caracter xw .

¢

Definicidon 2.4.5. Sea G un grupo finito, sea e el elemento neutro del grupo y sea V una
representacion irreducible de G. Al valor x,,(e) = n se le conoce como el grado de la
representacion V.

Corolario 2.4.6. Sea G un grupo finito, sea |G| = g y sean ni,...,ng los grados de las
representaciones irreducibles p1, ..., px de G. Entonces
k
n? = g

i=1
Con este resultado (probado en [26, p. 18]) y el Ejemplo 2.4.4, se puede ver que no hay
mas representaciones irreducibles de S3 pues

1+1+22=6=|8;].
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Capitulo 3

Representaciones unitarias y
espacios de probabilidad estandar

El objetivo de este capitulo es analizar algunos aspectos analiticos en el espacio de
representaciones unitarias de un grupo abeliano y finito, sobre un espacio de Hilbert com-
plejo, separable y de dimensién infinita. La motivacion de este andlisis radica en su relacién
con la construccién de ciertos espacios topolégicos cuyas propiedades son importantes en
topologia algebraica (cf. [3] y [2]).

El contenido de este capitulo se basa principalmente en [13] y [20].

3.1. Nociones y hechos basicos

Si X es un espacio topoldgico, un subconjunto S ¢ X es llamado de primera ca-
tegoria, si se puede escribir como la unién numerable de subconjuntos de X densos en
ninguna parte, i.e.,

s=0sn G)y-o.
n=1
Se dice que S ¢ X es residual si X'\S es de primera categoria.

Recordemos que un espacio topoldgico es separable si contiene un subconjunto que
sea denso y numerable.

Definicién 3.1.1. Un espacio Polaco es un espacio topoldgico completamente metrizable
y separable. Esto es, un espacio homeomorfo a un espacio métrico completo que tiene un
subconjunto denso numerable.

Una o-algebra sobre un conjunto X es un familia & no vacia de subconjuntos de X,
donde los elementos de & cumplen las siguientes propiedades:

1) 3, X eS.
2) Si E €S8 entonces X\E € S.

3) Si {E1,Es....} ¢ S es una sucesién (numerable) entonces la unién (numerable) de
todos ellos también estd en S.
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Al par (X,S) se denomina como espacio medible, y los elementos de S se denominan
conjuntos medibles.

Si X es un espacio topoldgico, entonces la o-dlgebra de Borel se define co-
mo la o-dlgebra B(X) generada por los abiertos de X. Se pude observar que también
estd generada por los cerrados de X. Todo conjunto en B(X) se llama conjunto de Borel.

Si § c X es la interseccion de una coleccion numerable de abiertos, entonces S es un
conjunto Gy. El cual no necesariamente es un conjunto abierto, pero si es un conjunto
medible pues es interseccién de conjuntos de una o—4lgebra.

Definicién 3.1.2. Una medida es una funcidn yu definida en una o—dlgebra S sobre un
congunto X con valores en el intervalo real extendido [0,00] que verifica:

» La medida del conjunto vacio es cero, i.e., u(@) = 0.

n Si {Eq,Es,...} es una sucesidn numerable de conjuntos disjuntos dos a dos de la
o-dlgebra S, entonces

Si una medida cumple que para dos conjuntos medibles A,B ¢ S tal que A ¢ B,
satisfacen que pu(A) < u(B), entonces se dice que la medida es monétona.

La medida de Lebesgue se puede definir sobre R" como la medida inducida por el
volumen de los elementos basicos en la topologia producto; asi sobre el conjunto de los
nimeros reales, por lo que se tiene

» u([a,b]) =p((a,b))=b-a, con a,beR.
» u({a})=0, conacRR.
= Todos los conjuntos numerables tienen medida cero.

Definicién 3.1.3. Una funcién medible se define como una funcion f de un espacio
medible (X,Sx) a otro espacio medible (Y,Sy) tal que

f_I(E) ESX!
para todo E € Sy.

Si X es un espacio topolégico y A € B(X) es un conjunto de Borel, las siguientes
funciones son ejemplos importantes de funciones medibles:

= La funcién caracteristica de A, definida por,

N |0 sizgA
XA(Z)"{l sizeA

= La funcién simple se ve como combinacién lineal finita de funciones caracteristicas:

f= E Aix4; donde los A4;’s son medibles y disjuntos dos a dos.
el
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Un espacio medible (X, S) se dice ser espacio de Borel estdndar cuando es isomorfo
a un espacio Polaco Y dotado con una o—4lgebra de Borel B(Y). Un espacio medible (X, u)
se dice ser un espacio de probabilidad si u(X) = 1.

Definicién 3.1.4. Sea (X,S) un espacio medible. A p se le llama medida de probabili-
dad no-dtomica si para todo A € S tal que pu(A) > 0, existe B c A tal que p(A) > p(B) > 0.

Un espacio de probabilidad estdandar es un espacio de Borel estandar (X,S) con
una medida de probabilidad no-dtomica p definida en la o—-algebra S. Denotamos a esto,
brevemente, como (X, 1) en vez de (X, S, u).

3.2. La representaciéon de Koopman

En el resto de este trabajo, cuando se mencione un espacio de Hilbert, se entendera como
un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensién infinita.

SiH es un espacio de Hilbert, denotamos por U () el grupo unitario de H, que contiene
todos los operadores unitarios sobre H, dotado con la topologia fuerte.

Para un grupo numerable G y un espacio de Hilbert #, una representacién unitaria de
G consiste de un homomorfismo G — U(H) y denotamos por Hom(G,U(H)) al espacio de
todas las representaciones unitarias de G.

El conjunto Hom(G,U(H)) es un subespacio cerrado del espacio Polaco C(G.U(H))
y por lo tanto, también es un espacio Polaco.

Si (X, ) es un espacio de probabilidad estindar, denotamos por L£2(X,u) el comple-
mento ortogonal de las funciones constantes en el espacio de Hilbert £2(X, 1), i.e.,

LX) = {f: X ~R: [ |7 < oo},

(X, m) = {f € LXX,w): [ fdu=0}.

Si (X, ) es un espacio de probabilidad estdndar, entonces un automorfismo de Borel
T: X - X es llamado un automorfismo que preserva la medida de (X, u) si para cada
B € S se tiene que u(T71(B)) = pu(B), al cual llamaremos brevemente y-automorfismo.
Como es usual, identificamos dos p—automorfismos T, S de (X, ) si estos coinciden casi
en todas partes, i.e., si

p({zeX:T(z)+S(z)}) =0.

Bajo esta identificacién, y asumiendo de aqui en adelante a (X, ;) como un espacio de
probabilidad estandar, denotamos el espacio de todos los y—automorfismos de (X, ) por
Aut(X, pt). Ahora, este conjunto nos da paso al siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Existe una aplicacion bien definida,

Aut(X, u)— U(L3(X, 1)) (3.1)

TI—J‘-UT

Dada para cada T € Aut(X.p) y f eU(LE(X,p)), por Up: f—> foT7L.

n
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Demostracién. Veamos primero que la aplicacién (3.1) estd bien definida. Para ello, es
necesario verificar que Ur € U(L3(X, 1)), esto es, Ur(f) € LE(X, 1) para cada f € L3(X, p)
y que Ur es unitario.

Sea f € L2(X, 11). Debemos probar que,

fX Ur(f)du = fxf oT 'dp=0.

Basta demostrar la igualdad anterior para una funcién caracteristica f = x4, pues en [4]
se pueden encontrar dos resultados que dicen que una funcién medible se puede expresar
como el limite de una sucesién de funciones simples. y ademds que una funcién simple es
combinacién lineal de funciones caracteristicas.

Siendo asi, sea A un subconjunto medible de X, en cuyo caso se tiene

[ xae T du=w(T(4)) = u(A).

Luego, como f € L3(X, 1), se sigue que

j); fdp = L xadp = p(A) = 0.

Veamos ahora que Ur es unitario, esto es, que Uy, = U{nl‘ Para ello, es suficiente demos-
trar que (Urf,g) = (f,Ur'g) para f y g funciones caracterfsticas.

Sean A y B subconjuntos medibles de X, y sean x4 y xp sus correspondientes funciones
caracteristicas. Entonces,

(Urxa,xs) = j;( xao T xpdp=u(T(A)n B)
Por otro lado,
(x4.Ur'xp) = f;\ xa-xBoTdu=pu(AnT(B)) = (T (T(A)n B)) = (T (A) n B).

Finalmente, la inyectividad de la aplicacién (3.1) se sigue del hecho de que si Ur = Ug,
entonces foT ! = foS™! para toda funcién f € L3(X,u), lo cual implica que 77! = §71
casi en todas partes y se sigue el resultado que desedbamos demostrar. W

Como consecuencia del Lema 3.2.1 se tiene que Aut(X,u) puede identificarse como
un subgrupo cerrado del grupo Polaco U(L3(X,1)). y por lo tanto también es un grupo
Polaco.

Sea a: G — Sim(X) una accién de G sobre X . Decimos que a es una p-accién si a(g)
es un p-automorfismo de (X, ) para todo g € G, esto es, a define un homomorfismo por
restriccion

a:G — Aut(X,p).

Identificamos dos p—acciones a,b de G en (X, u) si estas coinciden en casi todas partes,
i.e., si para todo g € G se tiene

p({z € X : a(g)(2) # b(g)(z)}) = 0.

Bajo esta identificacién denotamos el espacio de todas las p-acciones de G en
(X, u) por A(G, X, p). Dado que A(G, X, i) es un subespacio cerrado del espacio Polaco
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C(G,Aut(X,p)), también éste es un espacio Polaco.

Toda p—accién de A(G, X, 1) con G un grupo numerable y (X, 1) un espacio de proba-
bilidad estdndar, se induce de manera candnica a la representaciéon unitaria de Koopman
asociada a la accién a de la siguiente manera:

donde x§(f)(z) = fa(g™!)(z)) con ge G, f € L3(X,u),z € X.

Dos representaciones unitarias 7 : G - U(H),p: G - U(K), con G un grupo numerable
v H,K espacios de Hilbert, se llaman unitariamente equivalentes si existe un operador
unitario U : H — K que hace conmutar el siguiente diagrama

J

para todo g€ G.

Definicién 3.2.2. Una representacion unitaria 7 : G — U(H) se dice que es realizable
por una accion, si existe a € A(G, X, p) tal que m es unitariamente equivalente a la
representacion Koopman k% asociada a la accidn a.

Algunos hechos interesantes concernientes a la nocién de realizabilidad por una accién,
pueden encontrarse en [20, Ap. H-(F)].

3.3. El espacio de representaciones unitarias realizables por
una accion

En [20, Prop. H.14] se demuestra que si G es un grupo numerable y H es un espacio
de Hilbert, entonces el conjunto de representaciones unitarias realizables por una accién
de G en H es denso en Hom(G,U(H)). También se demuestra que dicho conjunto es de
primera categoria o residual en Hom(G,U(H)), ya que es invariante bajo conjugacién por
elementos del grupo unitario U(#), y en el caso que G es un grupo abeliano libre de torsién
entonces tal conjunto es de primera categoria.

En [20, Problem H.16] el autor plantea el siguiente problema, aiin abierto hasta el
momento de la redaccién de este trabajo:

Pregunta: Sean G un grupo infinito numerable y H un espacio de Hilbert complejo sepa-
rable de dimensién infinita. ;Es el conjunto de todas las representaciones unitarias de G,
realizables por una accién, de primera categorfa en Hom(G,U(H))?
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Posteriormente, en [13] se responde una variante de esta pregunta bajo la hipétesis de
que G es un grupo abeliano y finito. El resultado obtenido en [13] afirma de hecho, que
tal subconjunto es residual, dando una respuesta negativa bajo las hipétesis mencionadas
sobre el grupo.

Formalmente, el resultado obtenido por M. Dolezal es el siguiente.

Teorema 3.3.1. [18, Th. 2] Sea G un grupo abeliano finito y sea H un espacio de Hilbert
complejo, separable y de dimensidn infinita. Entonces el conjunto

{m e Hom(G,U(H)) : 7 es realizable por una accidn}
es residual en Hom(G,U(H)).

De hecho, Dolezal demuestra un resultado mas fuerte, a saber que existe una represen-
tacion unitaria realizable por una accién, cuya clase de equivalencia unitaria es residual en
Hom(G,U(H)).

La prueba del Teorema 3.3.1 serd desarrollada en varios lemas, los cuales se demuestran
en la siguiente seccién, y esencialmente se seguira de los siguientes hechos:

» Sea el espacio de probabilidad estandar (X = C(G,[0,1]),u).
Como C(G,[0,1]) = TI[0,1], se tiene lo siguiente:
geG

w(X) = #(H[O, 1]) = [T (uc([0,1])) =1,

geG geG
donde se toma a gy, como la medida de Lebesgue.
= Consideremos la siguiente accién:

a: G — Aut(C(G,[0,1]))
g — gzi=z(gh)

= Sea m € Hom(G,U(#)) una representacién unitaria y sea x € G* = Hom(G,C) un
caracter en el grupo dual. Se define el subespacio H] de H por

Hy ={heH:mg(h) =x(g)h VgeG}.

= La representacién de Koopman asociada a la p-accién libre @ de G sobre el espacio
de probabilidad estdndar X = C(G.[0,1]),

K1 G —2> Aut(X, ) —U(L3(X, 1))

es unitariamente equivalente a toda representacién unitaria # € Hom(G,U(H)) tal
que dim HJ = oo para todo caracter xy € G* (Lema 3.4.3), y

= El conjunto de las representaciones unitarias 7 € Hom(G,U(H)) tales que dim H] =
oo para todo caracter xy € G* es un subconjunto Gs-denso en Hom(G,U(#)) (Lema
3.4.4).
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De los 1ltimos dos hechos se sigue que cada una de las representaciones en el conjunto
A ={r e Hom(G,U(H)) : dimH} = o0 Vx € G},

es realizable por una accién y que ademés, este conjunto es Gs-denso en Hom(G,U(H)).
Esto implica que A es una interseccion numerable de conjuntos abiertos y por lo tanto,
densos en Hom(G,U(#)). En particular, se sigue que el Hom(G,U(H))\A estd dado por
una unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte, lo cual implica que A es
residual y por lo tanto también lo es el conjunto de todas las representaciones unitarias
realizables por una accién.

3.4. Demostracion del resultado principal

Consideremos la representacion de Koopman
K% : G —> Aut(X, u)—U(LY(X, 1))

asociada a la p-accién libre

a:GxC(G,[0,1]) — C(G[Dl])
(9,7) — g-z=2(g7")

sobre el espacio de probabilidad estdndar X = C(G,[0,1]).
Para cada caracter x : G = C en el grupo dual de G, se define el subespacio K, de
L3(C(G,[0,1])) por

Ky ={f € L3(C(G,[0,1])) : g(f) = x(9)f VgeG}.
Lema 3.4.1. Para toda x € G*, se tiene que dim K, = oo.

Demostracién. Tomemos una x € G*. Para todo g € G definimos
1 . Ty
Q= (2¢C(G.[0,1):a(9) ¢ [0.5], @ <(5.1] voeCT2a.

Los conjuntos Qg, con g € G, son disjuntos dos a dos. También son conjuntos con la medida
producto positiva. Denotamos por e al elemento neutro de G y definimos un operador lineal
T como

T: £3(Qe) = L5(C(G, [0,1])).

Primero, cada f € £3(Q.) se extiende a |_J @, estableciendo
geG

T(f)(x) = x(g ) f(alg™)(2)), geG,zeQ,.
Entonces se fija T'(f)(z) = 0 para toda z € C(G,[0,1])\ | Q. Para verificar que est4 bien

geG
definido, se debe probar que T'(f) € L2(C(G,[0,1])) para toda f € L3(Q.). Pero para cada

g € G, se tiene que
L TR =P [ 1 <o
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¥y que
= ik =
Jo, T =xta™ [, 1=0

El operador T esta dado por la extesién natural, y asi es inyectivo. Por lo que es suficiente

con probar que T(L3(Qe)) € Ky, pues L£3(Q.) es de dimensién infinita. Para hacer esto,

se escoge una f € L3(Q.), con e G, z € C(G,[0,1]). Si z € C(G,[0,1])\ U Q4 entonces
geG

a( 1) (z) e C(G,[0,1])\ LéQg, y ademaés se tiene
g€

rg(T(f)(z)) = r5(0) =0,

X(@T(f)(z) =0.

Y si x € Q, para algin g € G, entonces a(g 1) (z) ¢ Qg14 ¥ asi tenemos que

kg(T(f))(z) T(f)(a(@ ") (=))
= (@) (@ 9) ) (a(@)(z)))
= x(g7'9) f(a(g7'9)(a(@)(2)))
= x(¢7")x(@) f(alg7 g7 ") (2))
= x@x(g ) f(alg)(2))
= x(@T(f)(x).

Se ha llegado a que xZ(T'(f))(2) = x(9)T(f)(x) para cada Ge G y que T'(f) € Ky, como
se queria. W

Para una representacién unitaria 7 € Hom(G,U(#H)) y un caracter en el grupo dual
x € G* = Hom(G, C), se define el subespacio H} de # por

Hy ={heH my(h) =x(g)h VgeG}.
Lema 3.4.2. Sea 7 € Hom(G.U(H)). Entonces se tiene que

H = @ 'H;,
xeG*

donde @ se refiere a la suma directa de subespacios ortogonales.

Demostracion. Primero, se muestra que los subespacios 'Hi, con x € G*, son ortogona-
les dos a dos. Sean x,x’ € G* tal que x # x'. Entonces hay un g € G que cumple con
x(g) # x'(g)- Los subespacios H y HY, estén contenidos en los eigenespacios del operador
unitario m, correspondiente a los eigenvalores x(g) y x'(g) respectivamente, y estos dos
eigenespacios son ortogonales.

Ahora, descomponemos a H en una suma directa de subespacios de dimensién finita que
son invariantes por la representacién 7. La descomposicién se construye por induccién
tranfinita.

En el primer paso, se toma un h € H diferente de cero y arbitrario, y se define a

Hy =span{my(h):geG}.

Después, se supone que para un « ordinal, se tienen subespacios ortogonales dos a dos de
dimensién finita Hg, con § < a, que son invariantes por .
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Si H = @ Hp, la construccién estd completa. Y si no es el caso, se toma un h no-cero
Bea
arbitrario en el complemento ortogonal de @ Hp y se define a
B

Hy =span{mg(h): geG}.

Esta construccién se terminara en un « ordinal numerable, ya que H es separable. Entonces
se tiene que H = P Hp.

Bea
Luego, se tiene por el Teorema de Mascke que cada subespacio H' de H de dimensién finita
invariante (por m) puede descomponerse en una suma directa de subespacios invariantes
(por m).
Se sigue, de las consideraciones de arriba, que

H =P H;
iel

para alguna familia (numerable) {H; : i € I} de subespacios invariantes (no-triviales) por
7. Sea 1 € I. Se probara que H; ¢ H], para algiin x € G*. Por el caso de dimensién finita del
teorema espectral, para cada g € G, el subespacio H; es una suma directa de eigenespacios
de la resticcién my|g, de my a H;. Cada uno de estos eigenespacios es invariante por 7, pues
si h es un eigenvector de 7y|g, correspondiente a un eigenvalor A € C y G ¢ G, entonces se
tiene

g(mg(h)) = mgg(h) = mgq(h) = mg(mg(h)) = mg(Ah) = Amg(h).

Pero H; es invariante y por eso hay un complejo x(g) € C (que es el tinico eigenvalor de
mg|H,) tal que mg|m, = x(g)Id. Sea h € H; un vector no-cero arbitrario. Entonces para todo
g,g € G se tiene '

x(@)x@h = x(g)mg(h)
= mg(x(g)h)
= mg(me(h))
= 7ge(h)
= x(@9)h
= x(g9)h,

y ast x(9)x(9) = x(49). Se sigue que x € G* y H; ¢ H}.

Finalmente, se tiene que

H=-PH-@ @ Hc @,
1el xeG* el xeG*
H,'E'H§

y la prueba esta completa. W
Lema 3.4.3. Sea m ¢ Hom(G,U(H)) tal que dimHT = co para todo x € G*. Entonces m es

unitariamente equivalente a k°.

Demostracién. Por el Lema 3.4.2, se tiene

He @ U
xeG*
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Y al aplicar esto al espacio de Hilbert £3(C(G,[0,1])) y con k% se obtiene

L3(C(G,[0,1])) = D (LH(C(G,[0,1])5 = D K.
xeG* xeG*

Como los subespacios HY de H y Ky de L3(C(G,[0,1])) son de dimensién infinita, existe
una isometria lineal de H sobre L3(C(G,[0,1])). Dicha isometria prueba que 7 y k% son
unitariamente equivalentes. W

Lema 3.4.4. El conjunto A = {7 ¢ Hom(G,U(H)) : dimH] = 0o, ¥x € G*} es Gs—denso
en Hom(G,U(H)).

Demostracién. Primero, se prueba que A es denso. Tomemos un abierto U en
Hom(G,U(H)) de la forma:

U(p,&,h,.... hp) = {m € Hom(G,UH)) : Img(h) — py(hi)ll < 2, Vg€ G, Vie{l,...,p}}

donde p e Hom(G,U(H)), peN, h1,...hp e H y £ > 0. Se busca encontrar algin me AnU.
Definimos

H' =span{pg(h;j):g€G,je{1,...p}}.

Entonces H' es un subespacio de dimensién finita de  invariante por la representacién p.
Sea T una isometria lineal de £3(C(G,[0,1])) sobre el complemento ortogonal (H’')* de
H' en H. Define 7 € Hom(G,U(H)) tal que coincida con p en H' y tal que la restricciéon
de m a (H')* se define como la conjugacién de £ por la isometria lineal T'.

En otras palabras, se define 7w de la siguiente manera:

m,: H o (H) - H @ (')
h @& h + py(h) & TorloT'(h)

Se tiene que w e U, ya que
lmg(hi) = pg(hy)ll = llpg(h;) — pg(h;)ll = 0 <&,

para toda j € {1,...p}. B R
También se tiene que m € A, pues al tomar h € T(LE(C(G,[0,1]))) c (H")* tal que b = T'(f)
con f e Ky, ie., heT(K). Entonces

mg(h) = TOK,SOT_I(}L)
= TosgeTHT])
= Torg(f)
= T(x(9)f)
= x(9)T(f)
= x(9)h

Por lo que h € H7- Recordemos que como T es una isometria lineal. es inyectiva, y se tiene
que T'(Ky) ¢ HY. Asi, dimHT > dim K = co para toda x € G*.
Después, se prueba a continuacién que A es un conjunto Gy. Para ello, basta con que el
conjunto

Uy = {m e Hom(G,U(H)) : dimH} > ¢}, Vx € G, geN
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sea abierto en Hom(G,U(H)), por que podemos identificar a A como interseccién nume-
rable de estos conjuntos, i.e.,

Asi que fijemos una x € G*, un ¢ € N y un 7 € U} para probar que 7 es un punto interior
de U,. Como dim HY 2 g, existen h, ..., hg € H vectores linealmente independientes tal
que para toda ge Gy je€{1,...,q} cumplen que

7g(hs) = x(9)h;.
Sea n > 0 tal que si se toman hj...., hg € H y cumplen Hh; - hj” <n, paratoda je {1,...,q},

entonces hj, ..., h} son linealmente independientes. Suponemos que G tiene n elementos:
g1, -3 gn- Definimos

C =min{|x(9) - x'(9)|: 9€ G, x. X' € G*, x(9) # x'(9)},
Cn

T

£ =

Y
V(‘,‘T,S, hl? e hl}) = {P € HOI]J(GU(H)) ! “Pg(hj) - ﬁg(hj’)” <&, Vg € G}

Basta con probar que V' ¢ Uy. Para lo cual se elige un p € V' y por el Lema 3.4.2, se obtiene

que
n p
H= D Hi
x'eG*
Se sigue que para toda j € {1,...,q} estd la siguiente descomposicién
= X
Bp= Y k3
x'eG*

donde h}( € ?{;,, para toda x’ € G* y donde la suma es una suma directa interna.

Asi. basta probar que ”hj‘ —h; ” <nparatodaje{1,...,q}, yaquese obtiene que AY,... hy
son vectores linealmente independientes, de esta manera se llega a que dim Hi, =g,y por
tanto p € UY. Tomemos j € {1,...,q}, para cada k € {0,1,...,n} denotamos

Gr={x"eG*: X'(@) = x(a@), Vle{1,...,k}}.

De la definicién de estos conjuntos se tiene que G, € Gy_,, asi podemos formar la siguiente
sucesion de contenciones:

{x}=G,cG;_ 1ccG.cGy_; S cG;=G".
Se sigue que
x' X_ % ¥ c %) x'
hj—h;.‘= Zhj —hj=2 3 h; =3 X hj—Zhj ;
x'€G* k=1\x'eG;_,-G2 k=1
y por lo tanto se tiene
i ’
[i-wlsX] ¥ w- ¥ H
k=1 | x'e(G* ) k-1 x'€Gy,
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Capitulo 3

Para cada k € {1,....n}, se tiene

2 2

x! x! !

2, -2 - z h

x'€G}_, X'€G} x'€GL_\G;

2

_ x'

¥ Y|

x'eGL_\G}

I (k) - x(gx)
2

RY

2
i

I

X'e(G*)k-1\G

= sz'eG;Z_:I\GgX (9x) = x(gx)I ’Ih;‘ ||

2
s =z X' (g&) - x(g)P* || R
L 11
1 ; X' i
= = ZG(x (k) — x(gx))R;
x’e »
_ L Z ( )hx'__ Z ( )}X’z
x'eG* x'eG*
_ 1 ’ B £X i
= Gz | 2 X (ki -x(ge) 2 A
x'eG* x'eG*
1 o A
= Z;:pgk(hj)-x(gk)hj
x’é *
1
= E“pgk(hj)'wgk(hj)"Q
1 o
= EE
’ L(ﬁ)g
T2\ n
n?
T2
y por eso,
hj - hX A =y,
- 32

como se queria. M
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