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Introduccion

En este trabajo se presenta una propuesta didactica para la ensenianza y el aprendizaje de
las matematicas dirigida a estudiantes del cuarto semestre nivel preparatoria. Para llevar a
cabo nuestra propuesta tomamos problemas que tuvieran relacion directa con otras ciencias.

es decir. problemas de matematicas en contextos no matematicos.

El trabajo que se esta presentando consta de cuatro capitulos y un apartado en donde se

expresan las conclusiones obtenidas al haber culminado nuestro estudio.

En el capitulo 1. se realiza un analisis de los antecedentes de la problemaética que existe en la
ensefianza v el aprendizaje de las Mateméticas y como influyen los problemas de matematicas
en este proceso. en el cual tomamos en cuenta que el sistema educativo en México toma la
resolucion de problemas como competencia a desarrollar. dando asi una descripcion de la

problemética en estudio y justificacién para la misma.
Concluyvendo en este capitulo con los objetivos esperados en su realizacion.

En el capitulo 2. presentamos una revision de los contenidos a cubrir en el cuarto semestre
de matematicas en el Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora. Por otro lado exponemos
la metodologia llevada a cabo para la realizacién de este trabajo. asi como la revision de
algunas obras caracteristicas en el tema de los problemas y la resolucién de problemas. Tales
obras corresponden a: George Polya. Alan H. Schoenfeld. Lev Moiseevich Fridman y Eduardo

Mancera Martinez.

En el tercer capitulo se presenta la propuesta didactica. como influye el uso del softwa-
re GeoGebra en cada una de las actividades diddcticas. Aparecen las caracteristicas de la

propuesta y de cada actividad se cierra con la descripcién de la misma.

El capitulo 4. se conforma de los aspectos principales de la puesta en escena de nuestra

propuesta diddctica. para lo cual se seleccioné un grupo de ocho estudiantes para llevar a

1
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cabo una prueba piloto. lo cual permitié modificar cada actividad después de haber realizado

la puesta en escena.

Por 1ltimo. presentamos las conclusiones respectivas al proceso de este trabajo v su cul-

minacion.



Capitulo 1

Antecedentes, descripcion de la problematica,

justificacion y objetivos

1.1. Antecedentes

En este trabajo describiremos de forma breve la importancia que tienen los problemas
v sus soluciones en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas. con el fin de proponer
alternativas para el tratamiento del curso de matematicas del cuarto semestre de bachillerato.
incorporando software de geometria dindmica y elementos de la ensenanza de la resolucién de

problemas.

En el estudio de la historia de las matematicas. se aprecia la importancia de la resolucion
de problemas en el desarrollo de las matemadticas, asi como en la ensenanza y aprendizaje
de la misma. Muchos autores de textos matematicos afirman que las matemaéticas empezaron
con los niimeros pero no tal como los conocemos hoy en dia. no se tenia una abstraccion de

nimero.

Podemos decir que las matematicas de las civilizaciones antiguas, en gran medida se refie-
ren a situaciones problematicas de terrenos. ganado. comercio entre otras, esto nos dice que
la problemética era la determinacién de una cantidad. Por ejemplo. establecian una relacién
con piedras con el nimero (cantidad) de frutos al momento de repartir en su familia. ovejas
en el rebano etc. Fueron estas actividades las que dieron lugar a los sistemas de numera-
cién. Entonces gracias a una situacion problematica en la cual se buscé una solucién y fueron
fundamentando cémo resolver ciertas situaciones y al mismo tiempo nacian nuevos objetos

matematicos como lo fueron las técnicas de conteo seguido de los sistemas de numeracidn.

3



4 Antecedentes, descripcion de la problematica, justificacién y objetivos

Oftra situacion problematica era la relacionada con ferrenos. por ejemplo. limitar cultivos
de una especie con otra. ésto pudo dar una iniciacién al concepto de figura geométrica. que tie-
ne sus implicaciones, como conducir a la necesidad de hablar de longitudes, superficies, dreas.
dngulos. entre otras cantidades. Dicho ésto. podemos decir que las situaciones problemédticas
en las cuales se buscaba una solucién. dieron lugar al desarrollo de las matematicas. ya que
con las soluciones se van registrando procedimientos y técnicas que al ser frecuentemente uti-
lizadas enriquecen su comprensién y se van generalizando creando as! una disciplina muy bien

estructurada.

Si en general se observa que las matematicas surgieron a partir de la resolucién de proble-
mas o de situaciones problemaéticas. es natural plantearse la posibilidad de que en la ensenianza
se formule la interrogante sobre la mejor posibilidad de usar los problemas. ; Qué papel deben
jugar los problemas en la ensenanza de las matematicas?. ;Son situaciones de aplicacion de
conceptos y algoritmos?. jo son el vehiculo. para hacer surgir dichos conceptos y algoritmos.

a través de sus planteamientos y los procesos de solucion?

Este ultimo planteamiento. es el que se retoma en el presente trabajo. mostrando las

posibilidades de uso de los problemas en la ensenanza de las matematicas.

Un primer aspecto que es pertinente abordar. para tener una mejor comprension de nuestra
p p q p . P ] p
propuesta. es responder a las siguientes preguntas: jqué es un problema? ;Se refiere a cualquier

propuesta para realizar una tarea matematica o es algo mas especifico?

Dando respuesta a estas preguntas en nuestro trabajo asumiremos que un problema es una
situacién que nos hace pensar y a la cual se busca una solucién. la cual no es inmediatamente
accesible. dado que no se cuenta de momento con los recursos necesarios para llegar a la
misma. Segiin Mancera (2000. p. xvi) podemos identificar que estamos frente a un problema

si:

1. No sabemos de manera inmediata la forma en la que podemos resolver. es decir. no
podemos saber de manera inmediata cémo vamos a proceder. no serd posible aplicar de

manera inmediata un procedimiento rutinario o una férmula.
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2. Encontrar la solucién a un problema requerird poner en juego nuestras capacidades
v conocimientos. es decir. activa varios dispositivos mentales. como la bisqueda de
analogias. simulaciones. transformacion de parte del enunciado. traducirlo a situaciones

aritméticas. algebraicas o geométricas.

3. Podemos hacer algo para resolverlo. esto es: no inmoviliza. se considera que se puede
abordar y trabajar con las posibilidades personales. Si se tiene la idea de que no se puede
hacer nada. entonces no representara un problema. simplemente es algo que se planteé

PEero no se asume.

Cuando las situaciones planteadas a un estudiante se convierten en la aplicacién mecdnica
de un procedimiento determinado, diremos que se trata de un ejercicio. que requiere del uso
de una rutina. lo cual juega también un papel en el aprendizaje. pero de la que no surgira
nuevo conocimiento. El inferés central de nuestro trabajo son los problemas y no los ejercicios

rutinarios.

Podemos identificar a la resolucién de problemas como una forma de pensar en donde los
estudiantes y profesores buscan diferentes maneras de resolver un problema y dar importancia
a la justificacion de sus respuestas con diferenfes tipos de argumentos, es decir. no basta con
dar la solucién al problema sino de identificar las diferentes maneras de representarlo. resolver-
lo y de poder realizar conjeturas. hacer comparaciones con otros problemas y analogias. Esta
forma de pensar es caracteristica de los rasgos fundamentales del pensamiento matemadtico al

tratar de resolver un problema.

Schoenfeld (1985. p. xii) menciona que en la resolucién de problemas:

Aprender a pensar matematicamente-involucra mas que tener una gran can-
tidad de conocimiento de la materia al dedillo. Incluye ser flexible y dominar
los recursos dentro de la disciplina. usar el conocimiento propio eficientemente. y

comprender y aceptar las reglas “tacitas de juego™.

Santos Trigo (2008) define la resolucion de problemas como:
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El proceso de interpretar una situaciéon matematicamente. la cual involucra
varios ciclos interactivos de expresar. probar y revisar interpretaciones v de orde-
nar. integrar, modificar. revisar o redefinir grupos de conceptos matematicos desde

varios topicos dentro y mas alla de las matemaéticas.

Es necesario tener presente la utilidad de la matematica en la vida cotidiana. la ciencia y
la tecnologia tienen una relacion directa con los problemas. asi como también el desarrollo del
razonamiento, de capacidades de andlisis. sintesis v de la inteligencia estd vinculado indiscuti-
blemente a la resolucién de problemas, ademads de que es necesario crear habitos v condiciones
necesarias para crear un ambiente adecuado para ejercer la actividad matematica. a lo que

Schoenfeld (1992. p. 345) hace mencién:

...Para desarrollar los habitos matematicos apropiados y disposiciones de inter-
pretacién y encontrar sentido [a las ideas matemadticas| también como los modos
apropiados de pensamiento matemadtico-las comunidades de practica en la cual
ellos [los estudiantes] aprenden mateméticas deben reflejar y promover esas for-
mas de pensamiento. Es decir. los salones de clase deben ser comunidades en los
cuales el sentido matematico. del tipo que esperamos desarrollen los estudiantes.

se practique.

Al revisar el programa de estudios de la educacién media superior de nuestro pais. de
acuerdo a la Reforma Integral de la Educacién Media Superior (RIEMS) (SEMS. 2013). la
cual estd realizada en el enfoque por competencias y en donde se declara como competencias

matematicas a desarrollar las siguientes:

1.1.1. Competencias génericas

1. Se conoce y valora asi mismo y aborda problemas y refos teniendo en cuenta los objetivos

que persigue.

2. Es sensible al arte y participa en la apreciacion e interpretacion de sus expresiones en

distintos géneros.
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3. Elige y practica estilos de vida saludables.

4. Escucha. interpreta v emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la

utilizacién de medios. cédigos y herramientas apropiados.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos estable-

cidos.

6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general. considerando

otros puntos de vista de manera critica y reflexiva.
7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

9. Participa con una conciencia civica y ética en la vida de su comunidad. regién, México

y el mundo.

10. Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y diversidad de creencias.

valores. ideas y practicas sociales.

11. Contribuye al desarrollo sustentable de manera critica. con acciones responsables.

Con estas competencias matematicas se espera que el alumno al concluir el bachillerato

pueda:

1.1.2. Competencias disciplinares

1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacién de procedimientos
aritméticos. algebraicos, geométricos. y variacionales. para la comprension y analisis de

situaciones reales, hipotéticas o formales.
2. Formula y resuelve problemas matematicos. aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos y los contrasta

con modelos establecidos o situaciones reales.
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4. Argumenta la solucién obtenida de un problema. con métodos numéricos. graficos.
analiticos o variacionales mediante el lenguaje verbal. matemaético y el uso de la tecno-

logia de la informacién y la comunicacion.

ot

Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o natural para

determinar o estimar su comportamiento.

6. Cuantifica. representa y contrasta experimental o mateméaticamente las magnitudes del

espacio y de las propiedades fisicas de los objetos que los rodean.

-1

. Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un proceso o fenémeno.

y argumenta su pertinencia.

8. Interpreta tablas. gréficas. mapas. diagramas y textos con simbolos matemdticos y

cientificos.

Como podemos ver en el enfoque por competencias se aprecia la importancia que le estan
dando en la educacién a los problemas y su resolucion ya que con ésto el alumno mejora el
pensamiento légico-matematico. agudiza el razonamiento y el desarrollo de las capacidades

de analisis v sintesis, entre otras.

Un asunto a considerar es que el profesor debe dejar su papel tradicional. que se limita
a explicar un tema y resuelve algin problema utilizando alguna férmula. para después el
aluimno resuelva los mismo problemas variando ciertas datos o condiciones. pero esto deja de
ser un problema. como lo mencionamos antes. por el hecho de que ya conoce como resolverlo.
entonces esto se convierte en ejercicios rutinarios y mecanicos lo cual sélo mejora las técnicas
matemadticas para resolver. pero no logran llevarlo a la préctica por el hecho de no saber
como y cuando aplicarlas. En otras palabras se dice que el papel tradicional de un profesor es
dar informacion completa y detallada. y el alumno se convierte unicamente en un espectador
que solo debe utilizar la memoria lo cual bloquea sus capacidades creativas e inquietudes de

indagacién.

La matematica no se aprende por repeticién, sino por la realizacién de la actividad ma-

temadtica. la cual se caracteriza por una indagacion constante, el replantear lo ya establecido.
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la biisqueda de una comprension profunda de los contenidos v el interactuar constantemente

con los contenidos matematicos Mancera (2000. p. ix).

También menciona que el profesor se convierte en alumno de sus propios discipulos, el cual
se preocupa por comprender sus ideas para reorientarlas o apoyarlas. lo que implica enriquecer

su formacién y le obliga a dejar el papel tradicional.

Lo primordial para el enriquecimiento de la practica docente en matematicas. es hacer
matematicas. no solo mostrar malabarismos con los simbolos y ensenar trucos de aparicién
o desaparicién de éstos. La forma de lograrlo no es tnica. hay diferentes tipos de recursos y

ademés empleando multiples estrategias Mancera (2000, p. x).

1.2. Descripcion de la problematica en estudio

Hasta este momento se ha expuesto la importancia que tienen los problemas y la resolucién
de problemas en el &mbito de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. incluyendo cémo
influyen en el desarrollo de un estudiante. Una cuestién fundamental con mucha importancia
consiste en adecuar una ensenanza a los mecanismos del pensamiento. el aprendizaje y de los

contextos historicos. institucionales y culturales que demanda la actividad matematica.

Para esto Cantoral (1998) se formula la siguiente pregunta: ;de qué manera el conocimiento
sobre los procesos de aprendizaje en mateméaticas puede influir benéficamente en la ensenanza?”
hace mencidn al tratar de explicar la complejidad del conocimiento matematico a las nociones

que las matematicas desempenan un papel dual: el de proceso y el de objeto.

Asimismo menciona que el proceso de aprendizaje de un concepto incluye demasiadas
ctapas que pueden desarrollarse durante periodos muy prolongados y esto implica que queden
por completo fuera del semestre escolar. y da por ejemplo que al dar inicio con el desarrollo
de un proceso en términos concretos. v en la medida en que el alumno se familiariza con los
procesos. éstos toman la forma de una serie de operaciones que pueden ser desarrolladas y

coordinadas en su pensamiento.

Entonces el alumno habra tomado un pensamiento operacional con respecto a ese concep-
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to. lo que llevaria posteriormente a que la imagen mental de este proceso se transforme en
una nueva y unica entidad. digamos en un nuevo objeto. Una vez que éste ha sido adquirido.
el estudiante ha desarrollado cierta habilidad para pensar en dicha nocién. ya sea en el nivel
dinamico. como un proceso. o en el nivel estatico. como un objeto. Estas interacciones posi-
bilitan al estudiante pensar en términos de posibilidades: ;qué ocurriria si yo hago o no hago

cierta operacion?

Como la matematica trata con numeros. variables o funciones. por decir sélo algunas de
ellas. todos éstos pueden ser vistos como objetos. Los cuales estdn relacionados entre si. cada
objeto es a su vez parte de una estructura mas amplia de objetos. Los procesos se forman de

operaciones sobre esos objetos y transforman a los objetos mismos.

De este modo la ensenianza de las matemaéticas tendria mejor aprovechamiento de las
investigaciones sobre el desarrollo del pensamiento matemético v sobre céomo se concibe la
construccién social del conocimiento matemaético. si se empieza a considerar la resolucién de
problemas como base fundamental para el aprendizaje de las matemadticas. de esta manera la
funcién del profesor es la de guiar el aprendizaje, de proponer actividades que los exponga a las
dificultades inherentes al nuevo concepto y de propiciarles las herramientas para superarlas.
es decir. incentivar el proceso de pensamiento en el alumno de tal manera que le permita
enfrentarse a situaciones nuevas y proponer soluciones. en esta forma el alumno toma una

mayor responsabilidad y juega un papel mas activo en la adquisicién de un concepto.

Cantoral (1998) menciona:

...la vision mas extendida entre los profesores es aquella que asume que los
conceptos matematicos son entidades ya elaboradas y que sélo deben comunicarse
a sus alumnos. en una ensenanza pulcra y libre de dificultades, olvidando que esos
conceptos deben ser construidos por sus estudiantes como herramientas capaces
de tratar con varias clases de situaciones... se considera que el profesor es el
protagonista principal del proceso ensenanza-aprendizaje y que el alumno se limita
a aceptar pasivamente aquello que se le propone. sin tener una participacién activa

en la construcciéon de lo que aprende.
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Por muchas investigaciones al respecto es bien sabido que los conocimientos asf adquiridos
se olvidan facilmente y no quedan integrados en las estructuras l6gicas de los alumnos ni
parecen fortalecer su pensamiento matematico. v por consecuencia estos conocimientos solo

logran utilizarlo en condiciones muy similares a las vistas en clases.

Muchos son los que afirman que en las matemadticas que se ensefian no hay nada por
construir. que todo ya ésta hecho. sin embargo. con los contenidos bésicos se tiene una fuente
importante de objetos que el estudiante debe reconstruir. en otras palabras. el hacer ma-
tematicas requiere del esfuerzo personal. de las capacidades individuales. asi como también
del debate de ideas. la evaluacién constante de otras perspectivas. el reconocer limitaciones vy

aprender a considerar las relaciones matematicas de varias formas.

Las siguientes preguntas son expuestas por Mancera (2000. p. x)y nos ayudaran a tener

mas clara la posicién de las matematicas y nuestro objetivo.
» ;Cémo se puede ayudar al estudiante para que sea critico. si no se le deja criticar y
analizar?

= ;Cémo se puede formar a los estudiantes en la vida democratica. si no se les deja

participar. evaluar posiciones de otros y comprometerse con una perspectiva?
» ;Como se puede ayudar a los estudiantes a ser creativos, si no se les deja crear?

» ;Cémo se quiere que aprendan a gozar las matematicas, si esto se traduce en repeticiones

aburridas y rutinarias?

» ;Cémo se puede motivar al alumno en el estudio de las mateméticas diciéndole que es

util. si no se muestra esto en clase?

» ;Cémo se puede ayudar al estudiante a desarrollar su razonamiento. si lo inico que se

le muestra en clase es memoristico y rutinario?

De acuerdo a lo que se ha venido mencionando desde el inicio de este capitulo. tenemos que

el tipo de ensenanza tradicional que utilizan los profesores de matematicas (particularmente
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los de bachillerato) en sus clases, sigue arrojando los mismos resultados de siempre. el tipo de

aprendizaje resulta ser poco productivo y operativo.

Entre las investigaciones en la didéactica. especificamente en matematicas. se observa la
poca vinculacién que hay entre dichas investigaciones y la préactica docente. asi como el des-
conocimiento. muchas veces inconsciente de los profesores, sobre la existencia de resultados
empiricos relacionados con los conceptos bésicos. resultados que comprenden explicaciones y
analisis epistemoldgicos. cognitivos y diddcticos que encierra el problema de la ensenanza y
aprendizaje de las matemadticas, hasta propuestas didacticas relacionadas con la ensefianza
de la misma. fue factor de motivacién para el desarrollo de este frabajo. en el cual se busca
crear una conexion entre estos dos aspectos de la educacién en matematicas. los cuales son la

investigacién diddctica y su implementacion en la docencia.

Definimos entonces como nuestro tema de estudio. la investigacién didactica como base
cientifica de planeacién y orientacion de la practica docente en matematicas. De esta manera.
tenemos como principal problema de investigacién la bisqueda de un vinculo entre estos dos
aspectos. Para llegar a tal fin. nos dimos a la tarea de indagar y ver el tipo de elementos
involucrados en las investigaciones bibliograficas. que en si se rigen en modelos tedricos y
metodoldgicos distintos pero comparten perspectivas especificas. como la deficiencia de la
ensehanza tradicional v la necesidad de que en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las

matematicas estén los problemas y su resolucién.

Algunas interrogantes que nos formulamos:

s ;Cémo se puede ayudar al estudiante a visualizar la importancia de las matematicas en

la vida?

» ;Cémo se puede ayudar al estudiante en el conocimiento de. para qué sirven las ma-

tematicas y cudando se puede hacer uso de ellas?

» ;Cémo se puede ayudar al estudiante para que sea capaz de ver la vinculacién que hay

entre las matematicas y otros cursos?
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» ;Cudles son los problemas que le interesan al alummno y valore la necesidad de saber

matematicas?

1.3. Justificacion

Después de haber realizado un analisis y reflexién sobre la importancia que tienen los
problemas y la resolucion de problemas. es de nuestro interés ver las caracteristicas v los tipos
de problemas que se pueden presentar para obtener una mejor ensefianza y aprendizaje en
matematicas. ya que es una materia a la cual se le necesita prestar atencién. Como menciona
Mancera (2000. p. xi) “la matematica es la 1inica materia que. por diferentes motivos. se
incluye en todos los niveles educativos en todas partes del mundo. Esto puede ser suficiente
para prestarle especial atencion”. Podemos observar que los individuos demuestran una falta
de interés a esta materia dado que no logran observar las cualidades que ésta les brinda y no

logran identificar ;jpara qué me sirven las matematicas?.

Tenemos varias posibilidades para utilizar los problemas en la ensenanza. ya sea como
complemento a la clase. espacio de entretenimiento. aplicaciones de los temas trabajados.
simulacién de la actividad matematica o apoyo para la motivacion de algunos temas con

ofros.

La manera en que se utilicen los problemas en la ensefianza implicara la realizacién de una
propuesta did4ctica particular. Un aspecto que es de interés particular. es analizar diferentes
representaciones que tiene un problema en matematicas. v asi poder construir un concepto
matematico. De acuerdo a la teoria sobre la importancia del uso de diferentes representaciones
en la ensenianza de las matemaéticas. lo que debemos realizar es la introduccion de los conceptos
matematicos a través de actividades que inicien el trabajo con diferentes representaciones. va

sean numeéricas. geométricas. mediante simbolos. verbal.

Las investigaciones en educacion matematica senalan que en general el sistema algebraico

es el preferido por los profesores de matematicas al realizar la préctica docente.

A lo que Hitt (2003) menciona. “el avance tecnoldgico ha influido notablemente en el

desarrollo de nociones tedricas que antes se tomaban en cuenta pero no eran consideradas como
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cruciales en términos de explicar el aprendizaje de conceptos matematicos. Estos aspectos
tedricos son la base para entender el estudio de las diferentes representaciones de los objetos

matematicos y su papel en la construccion de conceptos.”

En esta direccién Duval (1998. p.175) citado por Hitt (2003) senala que:

“...estamos entonces en presencia de lo que se podria llamar la paradoja cog-
nitiva del pensamiento matematico: por un lado. la aprehensién de los objetos
matematicos no puede ser otra cosa que una aprehensién conceptual y. por otro
lado. solamente por medio de las representaciones semiéticas es posible una acti-

vidad sobre los objetos matematicos”.

Esto nos dice que la unica forma de estudiar los obejtos matematicos es a través de sus
representaciones. a pesar de que el centro de la actividad matematica implica la aprenhensién
conceptual. Por tal motivo es necesario. para que un alumno fortalezca su comprensién sobre
los objetos matematicos. que aprenda a relacionar los diferentes sistemas de representacion.
realizando un anélisis tanto algebraico como geométrico y numérico. lo cual es una faceta muy

importante en el aprendizaje de las matematicas.

En la ensenanza de las matematicas podemos observar diferentes tipos de situaciones como
problemas que podrian servir para la actividad de ensefianza donde Mancera (2000 p. xvii)

los clasifica como: juegos. acertijos y aplicaciones.
Los juegos

Los juegos se refieren a situaciones en las que se requiere obtener un resultado siguiendo
determinadas reglas. a participar en algunas actividades para lograr un propdsito definido
de antemano. incluso puede suceder que el juego consista en definir una serie de reglas para

poder obtener un resultado.

Proveer de un juego a la ensenanza es algo importante. la diversién es un aspecto motiva-
cional indiscutible. Sin embargo. en este sentido el juego se utiliza como la actividad central y

el contenido matematico puede resultar ser secundario, algo accesorio. de esta forma poco se
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le puede relacionar con temaéticas especificas a menos que parte del juego sea resolver algunos

ejercicios para poder pasar a otras etapas.
Los acertijos

Los acertijos implican encontrar una solucion dada de antemano o desconocida. también
pueden referirse a la aclaracion de la forma de obtener resultados contradictorios que en
apariencia se obtienen de procedimientos correctos. también puede darse el caso de encontrar
la forma de obtener un resultado dado. conociendo una manera de lograrlo, pero de tal forma

que minimice el tiempo o los recursos empleados.

Los acertijos son espacios dedicados a pensar. a la reflexién o la discusién de situaciones
interesantes, pero por lo general. estan desvinculados de las secuencias temadticas son una
especie de paréntesis, de respiro en la clase. de esparcimiento en la lucha por evitar el aburri-
miento. Lo interesante de los acertijos es lo absurdo. lo incoherente o las irreverencias ante lo
establecido por la teoria. Algunos ejemplos de acertijos son situaciones como la del viejo. la

oveja v el lobo. o también algunas de las conocidas demostraciones de que 0 = 1.

Las aplicaciones

Las aplicaciones se refieren al uso de los contenidos mateméticos para resolver o compren-
der aspectos dentro o fuera de la matematica, es decir, se puede utilizar la geometria para
comprender o resolver problemas algebraicos. y reciprocamente, se usa el algebra para resol-
ver problemas geométricos. también se pueden emplear contenidos matematicos para abordar
situaciones fuera de la matemaética. como de la fisica. quimica. ecologia. economia. finanzas.

entre otras.

La historia es una fuente importante de aplicaciones que se pueden rescatar para incluir

en la clase e incluso como motivo para platicar anécdotas.

Por otro lado. al intentar dar las diferentes representaciones de un objeto matematico. exis-
te gran fuente de investigacién que resalta el uso de la tecnologia como medio de visualizacion

tanto en el &mbito geométrico. algebraico como numérico. donde Gamboa (2007) menciona:

El uso de la tecnologia puede llegar a ser una poderosa herramienta para que los
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estudiantes logren crear diferentes representaciones de ciertas tareas y sirve como
un medio para que formulen sus propias preguntas o problemas. lo que constituye

un importante aspecto en el aprendizaje de las matematicas.

Lo cual es objetivo de este trabajo el de diseniar actividades diddcticas haciendo uso de
la tecnologia. para el desarrollo de distintos conceptos matematicos. dandole un tratamiento
geométrico. algebraico y numeérico. y asi poder motivar al alumno por medio de las computado-
ras a aprender matemadticas. esto se realizara con ayuda del software GeoGebra. apoydndonos
en dicho software y de todas las posibilidades que éste nos brinda para poder crear. construir
y analizar conceptos matematicos de una forma més dindmica. La clave estd en trabajar si-
tuaciones cotidianas y los problemas presentes en los libros de texto desde un nuevo enfoque.
apoyadas en las herramientas tecnoldgicas disponibles. buscando un lugar de que el alumno
mejore la capacidad de aprendizaje y obtenga una mejora a la hora de realizar la actividad

matematica.

Hitt (1998) senala que el profesor de matemaéticas sentird la necesidad del cambio cuando
se le presenten materiales y estudios que muestren la efectividad de la tecnologia en el aula.
en donde se presente un concepto inmerso en una situacién problema y donde se busque el

adecuado sistema de representacion para visualizarlo.

1.4. Objetivos

En la practica docente tradicional hemos visto que los resultados arrojados en este tipo de
ensenanza no son los que se esperan. y se piensa que una de la razones de lo anterior es que en
la actualidad no existe una buena relacién entre lo que se ha realizado en las investigaciones

y las practicas educativas.

Nuestra premisa parte entonces de que la practica docente en las clases de bachillerato
es problematica. que el modelo de ensenanza tradicional que se utiliza favorece poco a los
aprendizajes significativos y duraderos. Para tratar de mejorar tales dificultades. en este tra-

bajo se ofrece y se pone al alcance de los profesores de bachillerato una propuesta didéctica.
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sustentada en evidencia empirica sobre el funcionamiento del sistema didactico y sobre el cual

pueda sustentar su quehacer dentro y fuera del aula.

Objetivo general:

Disenar actividades didacticas para el estudio de la variacién en el nivel medio superior

con uso de software de matemética dindmica.

Objetivos especificos

» Analizar propuestas didacticas y uso de tecnologia. basados en investigaciones especia-

lizadas.

= Establecer el tipo de elementos que intervienen en las propuestas experimentales a través
de un analisis de sus actividades. asi como los elementos de los problemas y la resolucién

de problemas.

» Usar los analisis diddcticos y del uso de la tecnologia en el disefio de una propuesta

didéctica para el estudio de la variacién en el bachillerato.
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Capitulo 2

Marco Conceptual

2.1. Marco referencial

En este apartado se realizara una revisién de los contenidos a cubrir en el cuarto semestre
de matematicas en el Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora. con la finalidad de observar
los temas y asi poder tener una mejor construccién de las actividades diddcticas a desarrollar
con ayuda del software Geogebra. tratando algunos de los contenidos a cubrir por el médulo
de aprendizaje. asimismo se presentaran algunos libros populares como sugerencia de mate-
rial bibliografico, y en los cuales nos hemos basado para la construccion de las actividades

didacticas.

2.1.1. Modbdulo de aprendizaje matematicas 4 del Colegio de Bachilleres del Es-

tado de Sonora

En el capitulo 1 mencionabamos la importancia de los problemas y su resolucién a la hora
de la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas. ya que son éstos los que nos ayudan a
tener una mejor comprension. desarrollar habilidades matemdticas y el pensamiento légico
matemaético entre otras. observamos que el médulo estd basado en un enfoque por competen-

cias. las cuales va fueron descritas en el capitulo 1.

Las competencias a desarrollar se centran en el analisis de los fenémenos de variacion. en el
cual hay muchos problemas que podemos observar dia a dia que nos ayudaran a la construccién
de las actividades didacticas y de relacionarlos con contenidos escolares de otras asignaturas.
observando asi la importancia de las matemaéticas vista como una herramienta para el an4li-

sis de algunos aspectos importantes de los cambios (variaciones) ya sea cualitativamente o
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cuantitativamente.

A grandes rasgos los tipos de variacion que presenta el médulo son:

Variacién lineal. tomando como base la variacién directamente proporcional.

Variacién polinomial. tomando como base la variacion directamente proporcional

entre una variable y la potencia de otra.

exponencial y logaritmica. ligadas a fenémenos de crecimientos y decrecimientos

muy rapidos o muy lentos.

Variacién periddica. centrada en los fenémenos cuyo comportamiento se repite con

determinada frecuencia.

Variaciones especiales e inversas. para fenémenos que quiza puedan ser como los
anteriores. pero que se presentan de forma combinada. asi como para fortalecer sus

conocimientos.

Observando el mapa de la asignatura vemos que el mddulo esta dividido en 6 bloques.

en cada uno de ellos se estudia un tipo de variacién y un bloque adicional para reforzar los

conocimientos de los objetos matematicos que se estudiaron a lo largo del médulo.

En lo que respecta a los contenidos de cada bloque tenemos la siguiente descripcién:

Bloque 1 tema general “Variaciones y funciones lineales”. en el cual se ven los procesos

de cambio. la variacion directamente proporcional y la variacion lineal.

Bloque 2 tema general “Variacién no lineal y variacién inversamente proporcional”. en
donde se estudia la variacion cuadratica. la variacion cubica v la variacion inversamente
proporcional.

Bloque 3 tema general “Variacién exponencial y logaritmica”. en donde se ven los cre-

cimientos v decaimientos sorprendentes y los logaritmos y la variacién logaritmica.

Bloque 4 tema general “Variacion periédica”. en el cual se ven la variacién de la posicién

de un objeto que se mueve en una trayectoria circular con respecto al angulo que describe.
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la variacion de la posicion con respecto al tiempo. de una particula que describe un

movimiento circular uniforme (MCU) y las funciones periddicas.

= Bloque 5. tema general “Variaciones especiales vy funciones inversas”. en donde se ob-
servan los sucesos que presentan diferentes tipos de variaciones y un acercamiento a las

funciones inversas.

= Bloque 6. tema general “Las funciones como modelo de la variacion”. en el cual se estudia
la percepcion de la variacion y el establecimiento de las relaciones de dependencia. las
funciones como modelos de variacién. la grafica de las funciones como transformacion de
la recta que es representacion grafica de la funcién identidad y por tltimo las funciones

que resultan al realizar operaciones entre funciones y las funciones inversas.

Se les pregunté a varios profesores que imparten esta asignatura en diferentes planteles
sobre el nivel de uso que le daban al médulo de aprendizaje del curso. y la mayoria respondié

que usaban sus notas y apuntes de clase como referencia para todos los contenidos.

Las actividades que se elaboraron en este trabajo toman como base lo establecido en el
mddulo de aprendizaje. pero de lo sefialado en el parrafo precedente. es claro que su aplicacién
por parte de los profesores tiene dificultades y esperamos contribuir a dotar a los docentes de

actividades adicionales que puedan emplear en sus clases.

2.1.2. Libros de sugerencia como material bibliografico y como base en el diseno

de las actividades didacticas

Los siguientes libros fueron elegidos como herramienta para la construccion de las activi-
dades didacticas. siendo éstos de los mas populares en los temas a desarrollar. y analizando el
tratamiento que le dan a los conceptos matemdaticos. en los cuales se observa un tratamiento
dindmico con base en problemas de aplicacién dentro y fuera de la matemaética. siendo los
problemas de aplicacién extra matematica de nuestro interés para asi poder promover en el
estudiante interés en el estudio de esta materia y que logren ver el poder y utilidad que tienen

las matematicas para modelar el mundo real. y adquieran no solo conocimientos técnicos si no
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una clara comprension de los conceptos. ya que la comprension conceptual y los conocimientos

técnicos van de la mano y se refuerzan entre si.

= Stewart, J.. Redlin. L.. & Watson, S. (2012). Precdlculo. Matemdticas para el cdlculo.

México: Cengage Learning.
s Larson. R.. & Falvo. D. (2012). Precalculo. México: Cengage Learning.

» Salinas. P.. Alanis, J.. Pulido. R.. Santos. F.. Escobedo. J.. & Garza. J. (2005). Elementos

del cdlculo. Reconstruccion conceptual para el aprendizaje y la ensenanza. México: Trillas

= Demana. F., Waits, B.. Foley. G.. & Kennedy. D. (2007). Precdlculo. Grdfico, numérico,

algebraico. México: Pearson educacion.

2.2. Estrategia para desarrollar el proyecto

En este apartado se hard una revisién de los aspectos metodoldgicos de este trabajo. en
donde se presentan una serie de actividades diddcticas y describiremos las diferentes etapas

que se siguieron para el afinamiento y finalizacion del mismo trabajo.
Etapa 1: Revisién bibliografica

En esta etapa se hizo un anélisis de las diferentes investigaciones que hay sobre la pro-
blemética de la ensenanza y el aprendizaje de las matemadticas en general y también de la
problemaética que llevan los estudiantes previos a iniciar un curso de célculo. viendo asi los an-
tecedentes a este problema tomamos ciertos resultados importantes como base de justificacién
para el disefnio de las actividades diddcticas que proponemos. las cuales estdn realizadas para

estudiantes que cursan el cuarto semestre en el Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora.
Etapa 2: Diseno de las actividades didacticas

Las actividades diddcticas fueron disenadas con el software GeoGebra. dado las bondades
que brinda dinamicamente. se elaboré un cuadernillo de trabajo para cada actividad disenada.

el cual consta de una serie de indicaciones y preguntas que sirven de orientacién para llevar a
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cabo la actividad didéctica, en donde cada una de las cuales trata de problemas y su resolucion.
en donde se aprecien los conocimientos previos y la construccion de los nuevos conocimientos
adquiridos en la actividad, asi como también ver la relaciéon que hay con otras materias y la

importancia del saber matematicas.
Etapa 3: Puesta en escena

Se pusieron a prueba las 7 actividades didacticas disenadas junto con sus archivos Geo-
Gebra que sirvieron para crear el ambiente dindmico al ser aplicados. Esto se llevé a cabo
en sesiones de dos horas cada actividad con un grupo de 8 estudiantes del quinto semestre
del Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora. esto con la finalidad de identificar posibles
errores en el diseno de las actividades. problemas con la redaccién tanto del problema como
de las interrogantes de cada actividad. en donde al finalizar cada sesién pedimos de favor
que nos hicieran observaciones en el cuadernillo de trabajo sobre las dificultades que se les

presentaron en cada pregunta.

Etapa 4: Andlisis y la incorporacién de modificaciones

La cuarta y ltiina etapa. consiste en el andlisis realizado después de haber puesto en
escena cada una de las actividades didédcticas. en donde observamos que algunas preguntas
presentaron ambigiiedad. asi como falta de indicaciones al momento de tra.baja‘r en el cua-
dernillo de trabajo en conjunto con el archivo GeoGebra correspondiente. lo cual provoco

confusion y por ende se realizaron algunas modificaciones al disenio de las actividades.

2.3. El papel de los problemas en la ensenanza y el aprendizaje

de las Matematicas

A lo largo de este apartado se presentard el fundamento teérico de nuestro trabajo. Mos-
trando la necesidad y urgencia de un redisefio en los cursos de matematicas. poniendo atencién
a nuevas técnicas de ensenanza y teorfas de aprendizaje. pero prestando especial atencién a las
siguientes interrogantes ;Qué ensenar?. ;Como ensenarlo? Y ;Por qué ensenarlo?. para esto
consideramos algunas de las aportaciones tedricas mas importantes acerca de la resolucién de

problemas.
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2.3.1. George Polya

George Polya fue un matematico nacido el 13 de diciembre de 1887 en Budapest. Hungria.
fallecié el 7 de septiembre de 1985 en Palo Alto, Estados Unidos de América. Obtuvo su
doctorado en la Universidad de Budapest. Fue maestro en el Instituto Tecnolégico Federal en
Zirich. Suiza. En 1940 llegé a la Universidad de Brown en E.U.A. v pasé a la Universidad de
Stanford en 1942. En sus iiltimos anos. se dedicé a caracterizar los métodos generales que usa
la gente para resolver problemas. El trabajo de Polya fue el mas penetrante en los intentos
de ensenar la matematica a través de la resolucion de problemas. aunque su objetivo no era
ese. su trabajo intenta describir la manera en que los expertos resuelven problemas. no tanto
en la manera de ensefiar a plantearlos o resolverlos. sin embargo en el libro Codmoe plantear
y resolver problemas incluyve consejos para ensefiar matematica y una mini-enciclopedia de

términos heuristicos.

Parecia muy sencillo transferir las ideas de Polya a la ensenanza de la matematica. pero
no fue asi. de su trabajo surgieron muchas propuestas. las cuales coincidian en la necesidad de
considerar las cuatro etapas identificadas por Polya en los procesos de resolucién de problemas.
de dichas propuestas poco se logré dado que el trabajo de Polya no era para propositos de
ensefianza. mas bien en hacer un analisis de los resultados de observar el trabajo de los

expertos al resolver un problemas.

Cuatro pasos de Polya

Presentaremos las cuatro etapas de Polva expuestas en la lista de “Para resolver un pro-

blema se necesita”. que forman el tan conocido “método de los cuatro pasos de Polva” que
- q P V q

para llevar a cabo Polya sugiere que des respuesta a ciertas preguntas y menciona algunas

sugerencias.

Para resolver un problema se necesita:
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1. Comprender el problema

= ;Cual es la incognita?
» ;Cudles son los datos?
» ;Cuaél es la condicion?

» ;Es posible satisfacer la condicién?

2. Concebir un plan

» Relacione la incégnita con algin problema relacionado.
= ;Conoce algin problema relacionado?

» ;Puede hacer uso del problema relacionado?

= ;Puede enunciarse el problema en forma diferente?

= Si no puede resolver el problema propuesto. trate de resolver primero algin pro-

blema relacionado con él.
= ;Ha empleado todos los datos?

= ;Ha hecho uso de toda la condicién?
3. Ejecucuon del plan

= Verificar cada paso.
= ;Puede ver claramente que el paso es correcto?

= ;Puede demostrar que es correcto?
4. Vision retrospectiva

» ;Puede verificar el resultado?
» ;Puede verificar el razonamiento?
= ;Puede obtener el resultado de un modo distinto?

s ;Puede utilizar el resultado o el método para resolver algin otro problema?
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La idea central en el método de los cuatro pasos de Polya es ensefiar a los estudiantes lo que
debian hacer para resolver problemas. pero también menciona que previo a intentar resolver
el problema hay que familiarizarnos con el mismo para esto sugiere que demos respuesta a
las siguientes preguntas en cada etapa de los cuatro pasos, [ por dénde debo empezar?. jqué

puedo hacer? Y ;jqué gano haciendo esto?

La primera etapa consiste en la comprension del problema y dando respuesta a estas
preguntas, es leer el enunciado del problema hasta que quede claro y grabado en su mente.
aislar las partes principales del problema, la hipétesis y la conclusién son las principales
partes de un problema por demostrar y las principales partes de un problema por resolver
son la incégnita, los datos y las condiciones. Para asi poder establecer relaciones que pueden
existir entre las partes principales del problema. una con otra, de esta manera se estard
mejor preparado v tendrd mas claros los detalles del problema y asi poder continuar con las
siguientes etapas. ademds de tener una adecuada notacién en la eleccién de los simbolos para

las cantidades desconocidas.

En la segunda etapa el objetivo es obtener un plan de cémo vamos a resolver el problema.
entonces empezariafnos por considerar las partes principales del mismo. para esto dichas partes
va estdan establecidas y dispuestas en nuestra mente claramente sin la necesidad de regresar al
problema. esto se logra gracias a la primer etapa. Ahora es momento de considerar el problema
desde varios puntos de vista y encontrar los puntos de contacto con nuestros conocimientos.

obteniendo asi una idea 1til para llegar a la solucién.

En la tercera etapa empezamos por resolver el problema teniendo ya el plan para encontrar
la solucién. estando seguro del punto de partida y de estar seguros que los detalles siguen la
linea que nos proporciona el plan. Asegurandose de que tiene una clara comprensién del
problema dado que aqui es cuando se efectiian las operaciones algebraicas o geométricas que
se han reconocido factibles para llegar a la solucién. Algo esencial es que el alumno este
completamente seguro de la exactitud de cada paso. Si el problema es muy complejo. tenemos
que distinguir los grandes pasos y pequenos pasos. comprobando primero los grandes pasos y
después consideras los pequeiios pasos, ya que cada grande paso esta compuesto por pequenos

pasos. esto nos dard una presentacion de la solucion en la cual la exactitud y correccion de
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cada paso no se presenta duda alguna.

En la cuarta y ultima etapa nos enfocamos en la solucion. verificando que esté completa y
correcta en todos los detalles, esto nos ayudara a tener mas claro lo que estamos haciendo. el
uso de los conocimientos y habilidades que utilizamos para llegar a la solucion. buscar alguna
mejor solucién al problema de esta forma quedara grabada en nosotros y asi poder aplicarla
a otros problemas. Al realizar esto podemos encontrarnos con una solucién mejor y diferente.
que al tener este hébito de reconsiderar las soluciones y examinarlas estaremos adquiriendo
una serie de conocimientos ordenados correctamente y que podemos utilizar en cualquier

moniento y a su vez estaremos desarrollando la aptitud en la resolucién de problemas.
Ilustraremos algunos de estos principios de la resolucién de problemas con un ejemplo.

Problema 1. Determinar la diagonal de un paralelepipedo rectangular dados su longitud, su

ancho y su altura.(Polya. 1965. pag.29)

Etapa I. Comprender el problema

Con ayuda de la lista de interrogantes que nos sugiere Polya. ademas de estar familiarizados

con el teorema de Pitdgoras y haciendo uso de la siguiente -ilustacion.

h

b

a

Figura 2.1
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Empezamos con preguntarnos:
;Cudl es la incdgnita?

Para nuestro problema nuestra incégnita es la longitud de la diagonal de un paralelepipedo
rectangular. que al observar la imagen le llamamos z a la diagonal.
; Cudles son los datos?

La longitud. el ancho y la altura del paralelepipedo. a las cuales denotaremos como a, b. h

respectivamente.
s Cudl es la condicion que relaciona a, by h con 7
2 es la diagonal del paralelepipedo del cual a.b v h son su longitud. ancho y altura

respectivamente.
+Es posible satisfacer la condicion?
Si es posible. dado que conocemos a. b y h, entonces el paralelepipedo estd en los tres casos

de este parrafo determinado y como esta determinado su diagonal también lo esta.
Etapa II. Concebir un plan

En esta etapa encontramos una conexién entre la informaciéon dada y la desconocida que
nos permita calcular la incdgnita. Para esto respondamos las interrogantes propuestas para

esta etapa.
= Relacione la incégnita con algin problema relacionado.
» ;Conoce algin problema relacionado?
» ;Puede hacer uso del problema relacionado?
» ;Puede enunciarse el problema en forma diferente?

= Si no puede resolver el problema propuesto. trate de resolver primero algiin problema

relacionado con él.
» ;Ha empleado todos los datos?

» ;Ha hecho uso de toda la condicion?
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De primera instancia podemos identificar que si conocemos un problema que se relacione
con éste. como lo es encontrar la diagonal de un cuadrado. encontrar el lado de un triangulo
rectangulo. que como podemos ver en la figura 2.1 aparecen tridngulos rectangulos. especifi-

camente para nuestro problema nos centramos en el triangulo formado por los lados z. ¢, h.

Entonces observamos que tenemos que encontrar el lado x del tridngulo formado por los
lados z, ¢, h, pero por otro lado desconocemos el valor de ¢, esto nos lleva a primero encontrar

el valor de c¢. para después encontrar el valor correspondiente a z.

Para esto nuestro plan lo podriamos hacerlo en dos pasos. después de haber realizado

nuestro andlisis.

1. Encontrar el valor de c.

Para esto sabemos que por el Teorema de Pitdgoras que

2 = a2+ b2
2. Encontrar el valor de z.

Ahora conocemos el valor de ¢. entonces ahora nos centramos en encontrar el lado x
formado por el tridngulo rectangulo de lados z, ¢, h y nuevamente utilizando el Teorema

de Pitdgoras

Etapa III. Ejecucidon del plan
Aqui realizamos el plan planteado en la etapa II.
Encontramos el valor de ¢.

Para esto sabemos que por el Teorema de Pitdgoras que

A =a?+b (1)
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Despejamos ¢ en (1)

c=Va?+ b2 (2)

Ahora conocemos el valor de c¢. entonces ahora nos centramos en encontrar el lado z
formado por el tridngulo rectangulo de lados z.c¢. h y nuevamente utilizando el Teorema de

Pitagoras tenemos que

2% = + n? (3)

Sustituimos el valor de ¢ (2) en (3)

2 = (Vaiw) +#

¥y vemos que tenemos una raiz cuadrada elevada al cuadrado. lo cual se cancelaria. obte-

niendo

22 =a’+ b+ h? ' (4)

despejamos z en (4) y tenemos que
z=1va?+ b2+ 2 (5)

Etapa IV. Vision retrospectiva

En la tltima etapa solo nos queda por verificar los procedimientos que nos llevaron a la

solucién del problema y ver que podemos obtener de ella.

Después de estar completamente seguros de que los procedimientos son correctos y nos
llevaron a esa solucion. para que se fortalezca esa seguridad sacando provecho que este pro-
blema fue planteado en términos generales se puede plantear casos particulares, es decir. con
valores niimericos dados. y realizando cada una de las operaciones y por otro lado irte directo

a la ecuacion (5) y sustituir valores para comprobar que son correctos.
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Otro aspecto importante al estar en esta etapa. es ver en donde mas se puede aplicar esto.
es decir, existen problemas anédlogos a éste. se puede resolver por de alguna otra manera. hay
que estar conscientes de que no a todos los problemas les vamos a sacar el mismo provecho.

pero siempre se puede aprender algo nuevo al examinar lo que ya se realizé.

Al estar en esta etapa se puede preguntar ;Qué gano haciendo esto?. y Polya da respuesta

a esto:

Puede encontrar una solucién mejor y diferente. descubrir nuevos hechos intere-
santes. En todo caso,si toma el habito de reconsiderar las soluciones y examinarlas
muy atentamente.adquiere usted una serie de conocimientos correctamente orde-
nados.utilizables en cualquier momento.a la vez que desarrolla su aptitud en la

resolucion de problemas.

2.3.2. Alan H. Schoenfeld

Alan H. Schoenfeld es un matematico norteamericano quien. terminando de estudiar ma-
tematica pura. se encontré con el primer libro de Polya. Su lectura le entusiasmo y le hizo
preguntarse por qué nadie le habia ensenado ese texto durante sus estudios. pues él pensaba
que le hubiera sido de gran ayuda. A raiz de esto. Schoenfeld empezé a investigar por qué el
motivo de su ausencia durante la ensenanza. y se encontrd con que algunos profesores no lo
conocian y otros que no crefan en lo que Polya proponia. Debido a esto desperto el interés de
Schoenfeld sobre averiguar més y fue donde se dio cuenta, que los profesores que preparaban
a los estudiantes para olimpiadas en la resolucion de problemas, si conocian sobre el trabajo
de Polya pero no lo utilizaban puesto que decian que no funcionaba. el detalle era. que como

ellos iban a decir que no funcionaba si en realidad no lo utilizaban.

Debido a lo anterior, Schoenfeld publicc MATHEMATICAL PROBLEM SOLVING en
1985, basado en trabajos realizados en los anos 80 del siglo XX. Comenzo a hacer investi-
gaciones mediante experiencias vividas con los estudiantes y profesores. donde les proponia
problemas suficientemente dificiles, para asi ver la reaccién de ellos con respecto al razona-

miento del problema. ya que tanto los estudiantes como los profesores tenfan los conocimientos
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y formacion necesaria para la resolucion de éstos. de tal manera que investigaba por medio de
grabaciones. apuntes y trabajos grupales para asi ir verificando lo que iban haciendo. al final
de todos los experimentos realizados. Schoenfeld concluyé que para resolver los problemas
fenfan que ir mas alla de las estrategias de la heuristica. de lo contrario no funcionaria debido

a que se necesitan de otros aspectos que con la heuristica no se toman en cuenta.

Estos aspectos hacen reflexion sobre lo que interviene en la resolucion de problemas. dado
que va no se pretende transferir los comportamientos de expertos a estudiantes. sino de enten-
der lo que estd en juego cuando se resuelven problemas con la finalidad de definir estrategias
de enseiflanza que promueven el adquirir habilidades o formas de trabajo necesarios para un

mejor desempetio en este tipo de actividades.

Podemos decir que Schoenfeld llegé a la conclusion de que en el momento en que se
quiere trabajar con la resolucidn de problemas como una estrategia diddctica hay que tener
en cuenta situaciones mas alld de las puras heuristicas. dado que de esa manera no funciona.
esto no quiere decir que las heuristicas no funcionen. si no que hay otros aspectos que se deben

considerar en la resolucién de problemas.

Schoenfeld identificé cuatro aspectos del conocimiento y comportamiento esenciales que
influyen en la resolucién de problemas. Dichos aspectos son los recursos. heuristicas. control

y sistemas de creencias.

En la siguiente tabla. tomada del texto Mathematical problema solving (Schoenfeld. 1985.
p.15) “Knowledge and Behavior Necessary for an Adequate Characterizacion of Mathematical

Problem-Solving Performance”. se muestran los cuatro aspectos mencionados anteriormente.

Tabla 2.1: Conocimientos y Comportamientos Necesarios para una Caracterizacion Adecua-
da del Rendimiento en la Resolucién de Problemas Matematicos
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Recursos: Son los conocimientos matematicos previos que poseen los individuos y que pueden

ser ejercidos sobre el problema en cuestion

Intuiciones y conocimientos informales con respecto al dominio de un determinado proble-

ma.

Datos.

Procedimientos algorftmicos.
Procedimientos de “rutina”no algoritmicos

Comprensiones (conocimiento proposicional) sobre las reglas acordadas para trabajar en

el dominio de un determinado problema.

Heuristicas: Estrategias v técnicas para avanzar en los problemas desconocidos o no comunes:

reglas generales para una eficaz resolucion de problemas. incluyendo:

Dibujar figuras: introduciendo una adecuada notacion.
Explotar problemas relacionados.
Reformular problemas; trabajando hacia atras.
Comprobar y verificar los procedimientos.
Control: Decisiones globales en cuanto a la seleccién e implementacion de recursos y estrategias

Planificacién.
Seguimiento y evaluacién.
Toma de decisiones.

Actos conscientes metacognitivos.

Sistemas de creencias: “Vision personal del mundo matemadtico” el conjunto de (no necesaria-
mente consciente) determinantes del comportamiento de un individuo.

Sobre si mismo.

Sobre su entorno.

Sobre el tema.

Sobre las matematicas
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Recursos

En la categoria de los recursos Schoenfeld senala a éstos como los conocimientos previos
que posee el individuo; se refiere. entre otros. a conceptos. féormulas. algoritmos. y en general.
todas las nociones necesarias a saber para enfrentarse a un determinado problema. Uno de los
aspectos importantes en cuanto a los recursos es que el profesor debe tener claro sobre cudles
son las herramientas con las que cuenta el alumno, esto es asi. dado que a la hora de resolver
un problema el alumno no cuenta con las herramientas necesarias para encontrar la solucién

y esto implicaria que no funcione.

También menciona un inventario de recursos, refiriéndose a que el profesor debe conocer
cémo utiliza el estudiante los conceptos que tiene. ya que cualquier persona puede tener una
serie de conocimientos y no poder hacer uso de ellos. Otra cuestion es de las circunstancias
estereotipicas, donde Schoenfeld dice que éstas provocan respuestas estereotipicas. por ejem-
plo. a un alumno se le propone resolver un problema de encontrar un punto maximo. entonces
el alumno dice aqui tengo que encontrar una funcién de alguna manera derivar. ver donde
se hace cero la derivada y analizar dicho punto; esto seria una respuesta estereotipica. Pero
llegar a esa férmula no necesariamente resulta un trabajo facil. la funcién que hay que derivar

puede ser compleja. etc.. pero el procedimiento resolucion se da de manera automatica.

Otra cuestion son los recursos defectuosos, esto es. que el estudiante tiene una gran canti-
dad de recursos. pero algunos pueden ser defectuosos. por ejemplo. algiin procedimiento mal

aprendido o que él cree que se puede utilizar ante una situacién pero resulta no ser asi.

Heuristicas

Schoenfeld menciona que existe una problematica con las heuristicas en el trabajo de
Polya. y es que para cada tipo de problema se necesitan ciertas heuristicas particulares, por
ejemplo. Polya sugiere como heuristica hacer dibujos. pero Schoenfeld dice que no en todo

problema se puede dar ese tipo de heuristica en particular.

En general. las heuristicas tal y como las propone Polya. segiin Schoenfeld. es que son muy

generales. por este motivo no pueden ser implementadas. Dice que primero habria que cono-
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cerlas. saber como usarlas y tener cierta habilidad para hacerlo. Esto es asi porque mientras
el alumno aprende una gran cantidad de heuristicas particulares. va podria haber aprendido

mucho sobre otros conceptos.

Para esto Schoenfeld propone manejar dos heuristicas generales las cuales son examinar

casos particulares y explotar submetas. Las cuales se conforman de subestrategias.
Ahora explicaremos en que consisten cada una de las estrategias.

Examinar casos particulares.

Estrategia S: Para comprender mejor un problema desconocido. puede ejemplificar
el problema considerando varios casos especiales. Esto puede sugerir la direccién

de. o quizas la plausibilidad de. una solucion.

Establecer metas secundarias.

Estrategia H: Si no puede resolver el problema dado. establezca metas secunda-
rias (el cumplimiento parcial de las condiciones deseadas). Habiéndolas obtenido.

construye sobre ellas o utilizarlas como guia para resolver el problema original.

Control

El control se refiere a cémo y cudndo un alumno controla su trabajo, no basta poseer
conocimientos y estrategias. es necesario saber cuando y cémo utilizarlas. Si el alumno estd
frente a un problema puede haber una serie de caminos posibles para llegar a su solucion.
enfonces el alumno tiene que ser capaz de determinar si el camino que seleccioné en algin
momento estd funcionando o si no lo estd. es decir. tiene que ser capaz de darse cuenta a

tiempo de retroceder e intentar de nuevo por otro camino.

Puede haber varias heuristicas posibles que nos sirvan para resolver un problema. entre
esas estrategias puede que una o varias sirvan. o que se crea que algunas sirvan y en realidad
no sean 1tiles. o si alguna sirve pero te lleva por un camino mas complicado que otras. Cada

una de las estrategias que se utilicen pueden tener sus diferencias, es por esto que se destaca
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la importancia de que el alumno que esté resolviendo un problema tenga la habilidad para

llevar un seguimiento o monitorear y evaluar el proceso.

Algunas acciones que involucran el control son:

= Entendimiento: Tener claridad de lo que trata el problema antes de intentar resolverlo.

» Considerar las distintas formas posibles de solucién y seleccionar una en particular. es

decir. hacer un diseno.

s Monitorear el proceso y decidir cuando dejar a un lado un camino no exitoso y tomar

uno nuevao.

s LLevar a cabo ese disefio que se hizo y estar a disposicién de cambiarlo en un momento

oporfuno.

= Revisar el proceso de resolucion.

Sistemas de creencias

Los sistemas de creencias como lo dice su nombre. son las concepciones que poseemos sobre
las matematicas. sobre s{ mismo. etc.. incluso en cémo los profesores abordan la resolucién
de algin problema. El tipo de creencia que Schoenfeld enfoca mds es sobre cémo perciben el
alumno y el profesor la argmmentacion matematica formal a la hora de resolver un problema.
Sefiala Schoenfeld que para el alumno la argumentacion matematica sélo se puede usar en dos

circunstancias.

» Para confirmar algo que es intuitivamente obvio y en cuyo caso la prueba parece redun-

dante. es decir. demostrar una férmula es obvio v no vale la pena hacerlo.

« Para verificar algo que ya es cierto porque lo dice el profesor. en este caso sélo se trata

de resolver un ejercicio de entrenamiento.

Entonces podemos decir que para los alumnos la argumentacion no sirve. porque en un

caso ya es obvio y en el otro ya alguien lo sabe y formulan la pregunta ;para qué demostrar?
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Los sistemas de creencias condicionan muchos aspectos relacionados con el aprendizaje de
la matemdtica. por ejemplo. las creencias determinan en el alumno la forma en que tratara
de aprender matemédticas. memorizando o no. en otras palabras el alumno puede creer que la
matematica es sélo una serie de reglas o pasos que simplemente van a memorizar. o pueden
creer que la matematica es la elaboracion de conceptos. realizar relaciones. patrones. etc.. en
este caso es muy probable que el alumno trate de comprenderla pues van a considerar dicha

comprensién como 1til.
Schoenfeld cita a Lampert sobre las creencias de los estudiantes;

“comtunmente la Matemadtica estd asociada con la certeza. conocerla es ser hébil
para dar respuestas correctas rapidamente. Esta asuncién cultural esta condicio-
nada por la experiencia escolar. en la cual hacer matematicas significa seguir las
reglas dadas por el profesor: conocer matematicas significa recordar y aplicar co-
rrectamente las reglas cuando el profesor lo requiera y la verdad matematica queda
determinada cuando la respuesta es ratificada por el profesor. Las creencias acerca
de como hacer matemaéticas v qué significa conocerla en la escuela se aquieren a

través de anos. observando. escuchando y practicando.”

También menciona una serie de creencias sobre las matemaéticas que tienen los estudiantes.

los profesores y la sociedad:
Creencia de los estudiantes

e Los problemas matematicos tienen una y sdlo una respuesta correcta.

e Existe una tinica manera correcta para resolver cualquier problema, usualmente es
la regla que el profesor mostré en clase.

e Algunos estudiantes no pueden esperar a entender mateméticas. solo esperan me-
morizarla y aplicarla cuando la hayan aprendido mecédnicamente.

e La matemadtica es una actividad solitaria realizada por individuos en aislamiento.
no hay trabajo en grupo.

e Los estudiantes que han entendido las matematicas y han estudiado podran resolver

cualquier problema que se les asigne en cinco minutos o menos
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e Las mateméticas aprendidas en la escuela tienen poco o nada que ver con el mundo

real.
Creencias del profesor:

e Se observa que usualmente en los profesores. las creencias estan condicionadas por

la forma en que a ellos mismo les enseniaron matemadticas a lo largo de su vida.
Creencias sociales:

e En muchos paises la creencia social del aprendizaje de las matematicas es que se
adquiere espontdneamente. pero si ponemos de ejemplo a los japoneses. ellos creen
que las personas van adquiriendo un conocimiento poco a poco. esto hace que Japén
le dedique mas tiempo al estudio de las matemadticas. porque piensan que haciendo
un esfuerzo se llega a un concepto y entonces vale la pena hacer ese esfuerzo. Siendo

que en muchos paises realizar ese esfuerzo no tendria mucho sentido.

Existen muchas diferencias culturales en cuanto a las creencias que tiene la sociedad
acerca de la naturaleza del aprendizaje de las matemaéticas. estas creencias se pueden

agrupar en tres categorias:
* Lo que es posible, es decir. lo gue los estudiantes pueden aprender de la matemdtica
en las diferentes edades.

e Lo que es deseable, es decir. lo que los estudiantes deben aprender; marcando la

diferencia entre lo que pueden v lo que deben de aprender.

e Y por ultimo nos formulamos la pregunta ;Cudl es el mejor método para ensenar

matematicas?

2.3.3. Lev Moiseevich Fridman

Fridman en su obra Metodologia para resolver problemas de matemdticas, expone las ca-
racteristicas que tienen los problemas y las estrategias que son necesarias en la resolucion de

problemas. donde define lo que es un problema de la siguiente manera:
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“...consiste de alguna exigencia. requerimiento o pregunta para la cual se ne-
cesita encontrar la respuesta. apoyandose en y tomando en cuenta las condiciones

senaladas en el problema.” (Fridman. 1996. p.13)

Entonces al intentar resolver un problema lo primero que hacemos es leerlo. y observamos
que en ¢l hay afirmaciones y exigencias. donde las afirmaciones son llamadas condiciones del

problema y las exigencias son los requerimientos del problema.

Fridman senala que lo primero que debemos hacer es analizar el problema “desglosar la
formulacion del problema en condiciones y requerimientos,” de esta manera tendremos una
mejor comprensién de lo que tenemos (condiciones) para resolver y hacia donde queremos

llegar (requerimientos) para la resolucién de un problema.

Debemos tener en cuenta que en algunas situaciones sera necesario desglosar mas a pro-
fundidad un problema. pero sin perder de vista que ese desglosamiento de condiciones y
requerimientos siempre debe estar orientado hacia el requerimiento general del problema. tal
v como lo menciona Fridman “el andlisis del problema siempre estd orientado hacia el requeri-
miento.” Para dicha orientacién del anédlisis tenemos que tener muy en claro el requerimiento.

es decir. lo que se necesita encontrar.

En ciertos problemas serd necesario un analisis méds prolongado esto dependera de la
dificultad del problema. para esto Fridman estructura las condiciones por objetos y carac-
teristicas. por ejemplo. si la condicién es un triangulo rectangulo. tenemos como objeto un
triangulo rectangulo y como caracteristicas tenemos que la suma de los dngulos interiores es
de 180°. tiene un angulo recto. por mencionar algunas. A lo que establece que si las condi-
ciones contienen a un objeto. entonces se senalan su o las caracteristicas en forma de cierta

propiedad del objeto.

Hasta este momento sélo hemos hablado de un analisis descriptivo textual. pero no es la
tnica manera de hacer un analisis. existe por otra parte lo que le llama escritura esquemaética
del problema, esto no es otra cosa mas que la utilizacién de signos. literales. dibujos. esquemas.

etc.. una manera distinta pero representativa del problema y que en esta forma quedan mas

— (LS AIEIAN] ' [
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claras y precisas las condiciones y requerimientos del problema. en donde sélo utilizaremos lo

necesario para la solucion.

En lo mencionado anteriormente se describen las partes que componen un problema y
la manera en que lo analizaremos e identificar sus condiciones v requerimientos. ahora nos
hacemos la siguiente pregunta ;Qué significa resolver un problema de matematicas?. porque
no basta con exponer la solucion al problema. ya que la resolucién de problemas no consiste
solamente en dar respuesta a algin requerimiento. si no que la resolucién de problemas consiste
en una serie de pasos y en cada paso de la solucién lleva la aplicaciéon de algun principio

matematico.

Dando respuesta a la pregunta jQué significa resolver un problema de matematicas?

Resolver un problema de matemaéticas significa encontrar una sucecién de prin-
cipios generales de la matematica (definiciones. axiomas. teoremas. reglas. leyes.
formulas). cuya aplicacién a las condiciones del problema o a las consecuencias
derivadas de éstas nos conduce a obtener lo que se requiere en el problema. es

decir. la respuesta. (Fridman.1996. p.34)

Fridman estructura el proceso de resoluciéon de problemas en 8 etapas de la siguiente

mialera:

1. Anadlisis del problema.
En la primera etapa. es el comprender de qué problema se trata. identificar sus condi-

ciones y sus requerimientos.

2. Escritura esquemadtica del problema.
En la segunda etapa. consiste en realizar de alguna manera la escritura esquematica de

la etapa anterior mediante los diferentes recursos.

3. Biisqueda del método de solucién del problema.

La tercera etapa. es el encontrar el método que mejor se adecue para la resolucién del

problema.
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Implementacion del método de solucion.

La cuarta etapa. el método encontrado en la etapa anterior debe de ser aplicada.

Prueba de la solucién del problema.
La quinta etapa. consiste en ya ejecutado el método es de convencerse de que la solu-
cion encontrada es la correcta. donde debe de satisfacer todos los requerimientos del

problema.

Analisis del problema (solucién).
La sexta etapa. es donde realizas un analisis con el objetivo de identificar bajo cuales
condiciones el problema tiene solucion. asi como de cuantas son las soluciones en cada

caso posible y bajo qué condiciones el problema no tiene solucién.

. Formulacién de la respuesta al problema.

Séptima etapa. ya realizado el anélisis de la solucién del problema es mostrar de manera

precisa la respuesta al problema.

Anadlisis de la resolucion del problema.
La octava y iltima etapa. consiste en’ determinar si no existe una manera mas eficien-
te de resolver el problema. si existe una generalizacién del problema y cudles son las

conclusiones que se pueden emanar de la solucién obtenida.

De estas ocho etapas en la resolucién de problemas. cinco resultan ser inevitables las cuales

son, el andlisis del problema, la bisqueda del método de solucién, la ejecucién del método y

de la formulacién de la respuesta. Estas etapas estan relacionadas entre si.

También Fridamn hace una diferencia entre problemas a los que el denomina como pro-

blemas caracteristicos y no caracteristicos.

Los problemas caracteristicos son los que ya la matemadtica define reglas que se emplean

en una serie de pasos para llegar a su solucién, de una gran diversidad de problemas. tales

reglas se estudian en los cursos de matematicas.

Algunas de estas reglas son:
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» Regla verbal, ejemplo. “la potencia de un producto es igual al producto de las potencias

de los multiplicandos.”

= Regla-férmula, ejemplo. la férmula para encontrar las raices de una ecuacién cuadrati-

ca.
» Regla-identidad, ejemplo. la identidad para encontrar el cuadrado de un binomio.
» Regla-teorema, ejemplo. el primer teorema fundamental del calculo.

» Regla-definicion, ejemplo. “el valor de la variable bajo el cual cada una de las de-
sigualdades del sistema se transforma en una desigualdad numeérica verdadera. se llama
solucion del sistema. El conjunto de soluciones del sistema es la interseccion de los

conjuntos de soluciones de cada una de las desigualdades que lo forman”

Dicho esto algunas recomendaciones para resolver facilmente los problemas caracteristicos
son. recordar las reglas y principios generales estudiados en el curso ya que ésto nos sera de
mucha ayuda al momento de encontrar la solucién a un problema. teniendo en cuenta que
algunas reglas no se utilizan seguido y por lo tanto tienden a no memorizarlas. en estos casos
contamos con la ayuda de notas de apunte, libros. formularios. ete.. otra recomendacién seria
el saber aplicar las reglas ya sea una férmula. identidades. teorema. definicién. entre otras ya

que éstos por lo general estan en una serie de pasos para llegar a la solucion.

Los problemas no caracteristicos. dada la definicion de problemas caracteristicos podemos
decir que son los problemas en los cuales en los cursos no se dispone de reglas o principios

generales que determinar una serie pasos o algoritmos a seguir para llegar a su solucién.

Fridman sefiala que el proceso de soluciéon de cualquier problema no caracteristico consiste
en la aplicacién consecutiva de las siguientes dos operaciones fundamentales (Fridman. 1996.

p. 55):

1. Reducir el problema no caracteristico. mediante alguna transformacién o reformulacién.

a otro problema equivalente a él, pero caracteristico.

2. Dividir el problema no caracteristico en varios sub-problemas caracteristicos.
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Otro aspecto importante es el de identificar el tipo de problema que se esta por resolver.
para esto Fridman los clasifica en 3 clases de problemas basandose en la clasificacién en el

caracter del requerimiento del problema. Las 3 clasificaciones son las siguientes:

» Clase 1. Problemas de encontrar un objeto matematico, este tipo de problemas
el requerimiento consiste en buscar o reconocer algiin objeto matematico. este objeto

puede ser una magnitud. una relacién. una figura. etc.

= Clase 2. Problemas que se reducen a una demostraciéon o una explicacidn,
aqui el requerimiento consiste en convencerse de la validez de una cierta proposicién. o
en someter a prueba la veracidad de dicha proposicién. o bien en explicar por qué tiene

lugar tal o cual fendmeno. tal o cual hecho.

» Clase 3. Problemas que se reducen a una transformacién o una construccion,
en esta clase son los problemas en los cuales se exige una transformacién de cierta
expresion, simplificarla. presentarla en otra forma. construir algo que satisface ciertas

condiciones. por ejemplo. una figura geométrica o una expresion algebraica.

2.3.4. Eduardo Mancera Martinez

En su obra “Seber matemdticas es saber resolver problemas” realiza un andlisis de dife-
rentes investigaciones en el enfoque de la resolucién de problemas. algunas de ellas son de
los autores de Polya. Schoenfeld. Gascon. Majmutov. entre otras. Identificando que existen
diversos enfoques en donde se ve reflejado las diversas concepciones que se tiene sobre la
matemaética. asf como su ensefianza y aprendizaje. lo que es un problema. el proceso de reso-
lucién. el papel que juegan los problemas en la ensenanza y el papel que juegan las técnicas
v las teorias.

Senalando que a pesar de la gran diversidad de situaciones que estan relacionadas con la
ensenanza por medio de la resolucion de problemas. se pueden identificar algunos elementos

comunes pero de gran importancia al momento de considerar el disefio y elaboracién de planes

de clases. A estos elementos los llamé consensos didacticos los cuales son los siguientes:

Consensos didacticos
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Significados

Cuando se trabaja con problemas los conceptos y procedimientos estdn vinculados al

contexto que se maneja en el problema.

Un simbolo matemético deja de ser abstracto en un problema. éste adquiere un signifi-
cado particular y cuando esto sucede se estd en condiciones de utilizar estrategias como la

dramatizacién. simulacion, entre otras, para ayudar a los estudiantes a encontrar una solucion.

Los significados permiten a los estudiantes anclar sus pensamientos en situaciones con
sentido para ellos; lo cual les favorece para encontrar relaciones con mayor facilidad que si se

restringe al uso exclusivo de la simbolizacion matematica.

La ensenanza tradicional parte del supuesto de que si se aprende a manejar el concepto
abstracto. de manera automadtica. se pueden manejar todos sus significados. es decir. si se
aprende a sumar, restar, multiplicar. dividir. a partir del manejo exclusivo de simbolos y con

reglas claras del algoritmo correspondiente.

Una breve explicacion de la forma en que influyen estos significados. Estas son algunas
ideas expresadas por un psicélogo francés Vergnaud. sabemos que un nifio puede encontrar
el resultado de una suma como 5 + 7 sin dificultad. desde los primeros anos de la escuela.

pero con seguridad. dependiendo de su desarrollo. tendra dificultades con algin tipo de estos

problemas:
1. Pedro tiene 5 carros rojos y 7 azules ;Cuantos tiene en total?

2. Juan tenia cierto nimero de canicas al iniciar un juego. primero perdié 5 y luego perdié

7 ;Cuéntas perdi6 en total?
3. Alejandro tiene 5 anos mas que Paco. Paco tiene 7 anos ;Cuédntos anos tiene Alejandro?

En el primer problema basta tener cinco objetos a la mano y juntarlos con otros siete

objetos v por medio del conteo determinar la cantidad de la coleccién obtenida.

El segundo problema. por lo general es mas dificil para los nifios pequeiios, es frecuente

que pregunten sobre la cantidad que tenfa Juan y entonces proceden a establecer relaciones.
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Mientras que los ninos de mayor edad se dan cuenta después de hacer algunos ensayos de que

el dato solicitado no es necesario. pueden pensar en la situacién y lo que implica perder sin

dificultad.

Al intentar resolver el tercer problema nuevamente se pueden encontrar dificultades para

determinar la solucién en ninos con diferente nivel de desarrollo.

Para los ninos pequeinios las relaciones que se establecen entre las cantidades no son abs-
tractas estan ligadas a la situacién que se plantea en el problema y no pueden desligarse de
ella. esto es. los nimeros no estan solos. poseen significados que los nifios pueden o no captar
debido a su experiencia con el mundo y facilidad que tengan para representarse para si las

situaciones planteadas en los problemas.
Habilidades intelectuales

Para los matematicos resolver un problema puede ser una experiencia sumamente satis-
factoria. pero no se acaba en el momento de encontrar la solucién; en efecto. quedaran muchas
preguntas por plantear y por responder con el objeto de profundizar en lo que se hizo: lo mas
importante es evaluar lo que se hizo y plantearse constantemente preguntas en relacién a los
porqués se procedio de determinada forma ;Qué situaciones similares se pueden considerar?

[Hasta dénde son véalidos los procedimientos empleados?

De esta forma el binomio “problema-solucion” sélo es el pretexto para una reflexiéon pro-
funda sobre un tema. La matemadtica no sélo es repeticién de lo va establecido. por el contrario
es buscar y descubrir nuevas relaciones. No basta obtener resultados hay que reflexionar sobre
los clementos esenciales para obtenerlos o modificarlos. sobre el papel que juega cada dato o
condicién. sobre el alcance que tiene la estrategia de resolucion. sobre las analogias entre el

problema resuelto y otros.

Se estd hablando entonces de una serie de habilidades intelectuales que si bien se pueden
desarrollar en la matemética pueden ser de utilidad en otras actividades o campos de cono-
cimiento. Se considera que una habilidad es algo mas que una accién mecanica que se realiza

de manera eficiente. sobre todo cuando se consideran habilidades intelectuales. se asume que
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éstas son procesos mentales complejos en los que el individuo pone en juego sus conocimientos

v estrategias para explorar diversas situaciones.

Estas habilidades estéan presentes en muchas actividades pero se manifiestan abiertamente
en la resolucién de problemas. sobre todo en problemas matematicos. ya sea para encontrar

una solucion o para profundizar en aspectos relativos al problema resuelto.

Algunos consideran que las habilidades se aprenden. otros més. consideran que se desa-
rrollan de manera progresiva. Las diferencias en matices y conceptualizacién son complejas.
para nosotros basta decir que hay que considerarlas. En los cursos tradicionales el contenido
es el fin y los estudiantes lo deben aprender en el enfoque para el desarrollo de habilidades, el
contenido es el recurso que se utiliza para desarrollar tal o cual habilidad. Se han identificado
algunas habilidades intelectuales relacionadas con los procesos de resolucion de problemas.
como la flexibilidad del pensamiento. la reversibilidad. la capacidad para generalizar. entre

otras. que conviene tratar por separado.
Flexibilidad

Consideremos la flexibilidad de pensamiento como la habilidad que consiste en que los
estudiantes reconozcan que un problema se puede resolver de distintas formas. involucrando
procesos y conceptos diversos que no tienen que ver con la secuencia de contenidos planteada
en los programas. es decir. a la posibilidad de abordar las situaciones de varias maneras.
empleando diferentes recursos y estrategias. Para considerar el desarrollo de la flexibilidad
del pensamiento se requiere propiciar que los estudiantes enfrenten diversas situaciones y
formas de abordarlas. las cuales someteran a un analisis minucioso. con lo cual sin duda se

incrementara el espiritu critico de los alumnos.
Reversibilidad

Consideremos ahora lo correspondiente a los procesos inversos o reversibles a los cuales nos
referimos por reversibilidad del pensamiento. Por lo general, desarrollamos procedimientos en
forma progresiva. siguiendo algunas ideas desarrolladas por Solow. esto es. se inicia con unos

datos o condiciones y se obtiene un resultado o una conclusién, ;Seria factible iniciar en la
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conclusion para obtener los datos o condiciones?. es decir, | Podemos establecer un camino

inverso? En matemadticas los procesos reversibles se dan con mucha frecuencia.
Generalizacion

Otra habilidad es la capacidad para generalizar. es algo muy importante en matematicas.
Al resolver un problema en realidad se estan resolviendo una clase amplia de problemas que
conservan las mismas relaciones entre los datos. lo cual ayuda a formar esquemas generales

que son de gran ayuda para iniciar el incierto camino en la resolucién de problemas.

Un problema resuelto puede servir de marco para identificar relaciones generales que pue-
den presentarse en otros problemas aunque el contexto varie. Para que una generalizacion sea
plausible a un estudiante debe haber conocido antes algunos casos particulares relacionados

con ésta.

En la ensefianza de la matematica frecuentemente se presenta la etapa ultima el conoci-
miento sintetizado. generalizado y se le quita la parte mas interesante y divertida. Se acostum-
bra ensenar los aspectos generales y después tratar de particularizar por medio de aplicaciones.
sin embargo, esto es contrario a lo que se documenta con la historia. en la cual se puede cons-
tatar como algunas nociones se fueron creando poco a poco y por medio de diversos niveles

de generalizacion se fueron afinando hasta convertirse en los conceptos actuales.

La generalizacidn es una habilidad necesaria para percibir el material mateméatico en su
forma pura. agarrando la estructura formal de un problema. tipificar las propiedades de los ob-
jetos, relaciones y operaciones matematicas. abreviar el proceso del razonamiento matematico

v las operaciones correspondientes.
Estimacion

Una habilidad matemética que es 1til en diversos aspectos de la vida diaria ¥ que poco a
poco se ha ido introduciendo en la escuela es la estimacién. por ejemplo se realizan estimaciones

constantemente en mediciones. calculos aritméticos y otro tipo de situaciones.

Es muy importante que los estudiantes al enfrentar un problema inicien la busqueda de la

solucion estimando el resultado. ya que realizar estimaciones les hara ganar seguridad en lo
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que hacen y se acostumbraran a considerar si tiene sentido o son razonables los intentos que
realizan para determinar la solucién. ademds esto ayuda a los profesores a identificar si los
estudiantes comprenden el problema. dado que una mala estimacion es producto necesaria-
mente de falta de comprension y buena estimacion puede ayudar a generar ideas para resolver

el problema.

La estimacion es una habilidad particular de la matematica que permite desenvolverse con
soltura en muchas actividades de las personas. es una habilidad que fundamentalmente en las
clases de matemadticas se puede propiciar. aunque hay la posibilidad de hacerlos también en
materias como fisica o quimica. pero si ésto se integra a los procesos de resolucién de problemas

resultara mas continuo su desarrollo y tendra efectos mas relevantes.
Imaginacion espacial

Otra habilidad matematica que se presenta fundamentalmente en la geometria es la imagi-
nacion espacial. la cual se refiere a la manera de elaborar imagenes mentales que nos permita

saber si lo que estamos desarrollando esté correcto o no.

Vivimos en un mundo tridimensional. en el cual generalmente representamos figuras en el
espacio de un papel. lo cual es en forma bidimensional. o también utilizamos representaciones
bidimensionales para estudiar diversas partes de una figura tridimensional. Esto solo es posible
si entendemos las relaciones que guardan las figuras geométricas entre si. cuales son los efectos
que se producen al modificarlas con diversos propdsitos. cémo es posible provocar un efecto

visual. dividir una superficie. disenar un objeto, etc.
Discriminacion
Otra habilidad que se refiere a aspectos muy sencillos pero casi olvidados en la ensenanza

es lo que denominaremos que se pueden incluir en el concepto de control de Shoenfeld. Tiene

que ver con la forma en que determinamos la validez de aplicacién de conceptos o estrategias.

Por lo general siempre nos referimos a objetos que satisfacen una definicion y a situaciones
que se resuelven de manera directa con la aplicacion de procedimientos dados. siempre decimos
lo que es y lo que se debe hacer. pocas ocasiones nos referimos a ejemplos de objetos que no

satisfacen una definicién o a procesos que no pueden ser aplicados en ciertos momentos.
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Para conformar una imagen mental adecuada de un concepto o de un procedimiento no
basta la exhibicién de ejemplos. es necesario indicar también no ejemplos, sélo de esta manera
podemos conformar una idea clara de lo que pretendemos. La discriminacién es una habilidad

muy importante. dado que presta mas atencion a los procesos que a los resultados.
Ambiente para la resolucién de problemas
Integracion del conocimiento

La resolucién de problemas obliga a considerar la integracién del contenido. no es una
opcion. Es dificil reconocer un problema que se resuelva exclusivamente a partir de un solo

contenido matemaético. pero ademas es absurdo implicar que se debe resolver de cierta forma.

Cuando se resuelve un problema no se circunscribe de antemano a un procedimiento dado
0 a un tipo de nociones. ya que un problema puede ser abordado desde diversas perspectivas

y por lo tanto se puede hacer uso de diferentes recursos matematicos.

La integracion del conocimiento se presenta en dos formas: interna y externa.

Interna

Es cuando se hacen transferencias de la situacion que se aborda de un contenido
matematico a otro: sabemos que hay aspectos del dlgebra que entienden mejor los
estudiantes si se les presentan como relaciones entre dreas de figuras geométricas

sencillas.
Externa

Es cuando se utiliza la matemaética para abordar situaciones de otros campos
de conocimiento. Cualquier aplicacién de la matematica a otro campo del cono-
cimiento resultara vital para integrar lo que sabemos de matematicas con otras
ramas del saber humano y esto a final de cuentas es algo que les debe quedar claro
a los estudiantes no a nivel de promesas incumplidas si no como una préctica co-
tidiana. No basta decir que la matematica se aplica en diversas situaciones y que

las matemadticas estan en todas partes. hay que mostrar que esto es asi.
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Construccién social del conocimiento

La comunicacién y la interacciéon humana es sumamente importante para la construccién
del conocimiento. Sin embargo. es algo que no se fomenta de manera continua en los salones

de clases.

La actividad matemadtica es algo que puede ser de importancia para los individuos. pero es
una actividad que resulta mas importante a medida que nos involucramos con las perspectivas
de otros, esto implica un proceso en el que ponemos a prueba nuestras nociones y tenemos la

oportunidad de analizar otras posiciones.

La interaccién humana propicia la negociacién de significados y esto es precisamente lo que
puede enriquecer nuestros conocimientos o ayuda a corregir concepciones falsas o limitadas.
Discutir y evaluar lo que dicen otros es parte importante de la formacién académica y fortalece
la seguridad personal. nos obliga a auto convencernos de que las cosas deben funcionar de

cierta manera.

Por otra parte la matematica es una obra colectiva. no es patrimonio de individuos aislados.
sin duda importé la existencia de personajes relevantes que pudieron adjudicarse algunos
descubrimientos, pero su trabajo no tendria sentido sin lo que los demds intentaron yva sea
sus contemporaneos o antepasados. como lo expresé Newton que tuvieron la oportunidad de

caminar sobre los hombros de gigantes.

2.4. El uso de la tecnologia digital

En las investigaciones sobre la enzenhanza y el aprendizaje de las matemaéticas, ha sido un
punto muy importante el uso de la tecnologia como un recurso que pone en disposicion del
estudiante obtener diferentes modos de representacién de un problema. asi como manipular en
un ambiente dinamico las variaciones que éste presente, obtener conclusiones. hacer conjeturas,
tomar casos particulares etc. La tecnologia es una herramienta muy poderosa, en la actualidad
se cuenta con diferentes software para la ensenhanza y el aprendizaje de las matematicas.
teniendo como una fuente grande de problemas en los libros de textos, aplicados desde un

nuevo enfoque y apoyados en herramientas tecnoldgicas.
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(Hitt. 2003) menciona:

El desarrollo de la tecnologia y la capacidad de graficacion de las computadoras
v calculadoras impulsé el estudio del rol que juegan las diferentes representaciones

de un concepto matematido en su construccién.

En nuestra propuesta se usé el software de GeoGebra para crear estos ambientes dinami-
cos el cual nos puede ayudar. en el caso de la geometria en construcciones. visualizaciones
de algunos conceptos y propiedades. Ademds de que es ttil para el cdlculo de expresiones
aritméticas. algebraicas. logaritmicas. trigonométricas. el calculo de soluciones de ecuaciones
v de sistemas de ecuaciones. También podemos estudiar funciones y sus graficas. para asf

poder hacer una interpretacion de las funciones reales.

Fuglestad (2004) citado por (Araya. 2007) ha disefiado tres etapas de desarrollo para des-

cribir el proceso mediante el cual los estudiantes interactiian con las herramientas tecnoldgicas:

= Conocimiento basico de los comandos o funcionalidades del software. Los estudiantes
pueden utilizar las diferentes funciones del software para resolver tareas simples prepa-

radas para interactuar con éste.

= Desarrollo de modelos simples. Los alumnos pueden hacer un esquema. textual. numérico
o plantear férmulas para planear un modelo en una hoja de cédlculo. En un software
graficador ellos podrian juzgar qué funciones graficar. usar diferentes escalas en los ejes

o ajustar la pantalla.

= Juzgar el uso de las herramientas para dar solucién a un problema dado. Los estudiantes
deben ser capaces de pensar en distintas formas y recursos para resolver un problema, y
juzgar cuéles de las herramientas tenoldgicas disponibles es mds apropiada para resolver

el problema o cuando otros métodos son mejores.

Al hacer uso de herramientas computacionales estamos dando un acceso a los estudiantes

a varias formas de expresar sus ideas mateméticas y experimentar con ellas. Fuglestad (2004)
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citado por (Araya. 2007) hace sugerencias para desarrollar la habilidad respecto al momen-
to de decidir cudl herramienta tecnolégica es la mas apropiada para resolver un problema.

enfatizando algunos puntos:

1. Motivacién.

Es tratar de despertar un interés al estudiante.

2. Caracteristicas basicas y paso por paso.
Conocer las caracteristicas basicas del software para poder hacer uso de todos sus co-

mandos y funciones, por otro lado construir el conocimiento paso por paso.

3. Mismo problema., diferentes herramientas y métodos.
Hacer uso de diferentes herramientas tecnoldgicas y diferentes métodos para asi dar la

oportunidad de juzgar y discutir cudl seria la mejor solucion.

4. Tareas y temas abiertos.
Trabajar con tareas que permitan ser interpretadas y resueltas de diferentes formas y

con distintas herramientas

5. Reflexion y discusion.
Estos dos aspectos son necesarios para consolidar y estar seguros de la comprension del '

estudiante.

6. Intervencioén del profesor.
EL profesor debe ayudar a sus estudiantes para que desarrollen habilidades sobre el

empleo del software y disenar tareas que requieran el uso de herramientas tecnologicas.

2.5. Disenos didacticos para la ensenanza de las Matematicas

En este apartado se hard una breve descripcién sobre algunos disenos de actividades
didécticas que se analizaron con el fin de ver como se plantearon los problemas y cémo se fue
guiando al estudiante a llegar a la solucién del problema. para poder asi construir nuestras

actividades didacticas.
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Se examinaron los trabajos de (Araiza. 2010). (Alvarez. 2011). (Verdugo. 2014). (Gastelum.
2016) en los cuales pudimos observar que estédn involucrados los consensos didéacticos expuestos
por (Mancera. 2000) con el cual fueron disenadas nuestras actividades didacticas y basados

en su propuesta didactica.

En el trabajo de (Araiza. 2010). observamos que se busca construir algunos significa-
dos como: funcién, funcidon creciente. funcién decreciente. recta tangente. valor maximo y
valor minimo. Aqui se observé que ademds estdn presentes en cada una de las actividades
las siguientes habilidades intelectuales: flexibilidad. generalizacion, estimacion. imaginacion
espacial. discriminacién. El ambiente para la resolucién de problemas fue la integracion del
conocimiento de manera externa y por construccion social del conocimiento. Todo por medio

de problemas de optimizacién y la utilizacién de ambientes dinamicos virtuales.

En los disefios de (Gastelum. 2016) y (Alvarez. 2011) se presenta una propuesta de ac-
tividades didacticas diseniadas con el software GeoGebra. en la que se busca promover el
significado geométrico de la derivada de manera puntual y global. asi como algunas reglas
de derivacion. Del mismo modo se pueden observar los consensos didacticos involucrados en
su propuesta. sélo que la integracion del conocimiento es interna. es decir. con contenidos

intramatematicos.

Por otro lado. en el trabajo de (Verdugo, 2014). se observé el proceso de la resolucion
de problemas. viendo asi las estrategias que utilizan los alumnos al momento de resolver
un problema de matemadticas en contextos no matemadticos. lo cual consideramos de gran

importancia en nuestro trabajo ya que fue uno de nuestros objetivos especificos.
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Capitulo 3

La Propuesta

3.1. Objetivo general

Nuestra propuesta didactica esta dirigida a estudiantes del cuarto semestre de matemati-
cas en el Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora. y busca promover un mayor interés
v entendimiento sobre las caracteristicas y comportamientos de diferentes variaciones. tales
variaciones son la variacién lineal. variacién polinomial (cuadratica y cubica). variacién expo-
nencial y logaritmica. variacién periédica (seno y coseno), todo esto por medio de la resolucién
de problerﬁaﬁ de aplicaciéon. Para lograr dicho objetivo. apoyandonos en los elementos tedricos
vistos en el capitulo 2. hemos disefiado un conjunto de actividades diddcticas que constan de

hojas de trabajo para los estudiantes y un archivo en GeoGebra para cada variacién.

3.2. Uso de GeoGebra en la propuesta

Esta propuesta didactica se conforma con 7 archivos GeoGebra y sus respectivas hojas de
trabajo como ya se menciond. por ello daremos una breve justificacién de la utilizacién de los

beneficios y bondades que este software ofrece.

GeoGebra es un programa dindmico para el aprendizaje y ensenanza de las mateméti-
cas que combina elementos de aritmética. geometria. algebra. calculo. probabilidad y es-
tadistica. Es sencillo de aprender a usar y su descarga es gratuita desde su pégina oficial

www.geogebra.org.

Ademas de la gratuidad y la facilidad de aprendizaje. la caracteristica mas destacable de

GeoGebra es la miuiltiple percepcién de los objetos matematicos. va que cada objeto tiene
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tres representaciones, una en la vista grafica (geometria). otra vista algebraica (dlgebra) y
numérica (hoja de célculo). Asi. se establece una conexién entre los simbolos algebraicos. los

valores numéricos y las graficas.

Por ejemplo GeoGebra visualiza a la vez un punto en el plano cartesiano y sus coordenadas
numéricas. una circunferencia y su ecuacion, la grafica de una funcion y su expresién simbdlica.

etc.

Es un programa innovador. el cual posee caracteristicas propias de los programas de geo-
metria dinamica pero también de los programas de calculo simbélico, incorpora su propia hoja
de cédlculo. es un sistema de distribucién de los objetos por capas y ofrece la posibilidad de

animar manual o automaticamente los objetos.
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3.3. Caracteristicas de la propuesta y de las actividades

Nuestra propuesta didédctica. como ya se mencioné en los objetivos generales. esta dirigida
a estudiantes de cuarto semestre del Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora. en la cual
se busca promover la construccion del significado de algunas de las funciones basicas y otros
objetos mateméticos. mediante la resolucion de problemas de matemaéticas en contextos no

matematicos.

Para poder lograr esto. nos apoyamos en los aspectos tedricos considerados en el capitulo
2 vy asi poder disenar una serie de actividades didécticas que se consignan en hojas de trabajo
para el estudiante y un archivo del software GeoGebra. para poder crear con este conjun-
to. un ambiente dindmico para cada uno de los problemas de matematicas en contextos no

matematicos.

Principalmente consideramos los aspectos y propuesta de Mancera. en la cual se rescatan
algunos elementos esenciales de Schoenfeld. Fridman y Polya. descritos en el capitulo 2. Asi
como para poder realizar la aplicacion de estas actividades se consideré que en esta propuesta

lo mejor seria trabajar en un centro de cémputo.
La propuesta esta conformada por las siguientes etapas:
s Planteamiento de un problema de matematicas en contextos no matematicos.
= Estimaciones sobre la posible solucién.

» Crear con los estudiantes un debate para determinar cudles son las opciones més viables

para encontrar la solucién al problema.

= Solicitar que se resuelva el problema. preferentemente por equipos v dejando total liber-

tad en cuanto al uso de contenidos. asi como del archivo GeoGebra de cada actividad.
= Solicitar que se presenten en grupo algunas alternativas para resolver el problema.

» De ser necesario. presentar en grupo algunas alternativas para resolver el problema.
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= Solicitar que se modifiquen los datos del problema y que se analice si las formas plan-
teadas para resolver el problema siguen siendo validas. para asi poder ver el método de
solucion mas genereal, tener claridad en dénde se puede aplicar este tipo de método. es

decir. casos del mismo tipo de problemas.

» Solicitar que se planteen problemas. con datos iguales o similares que se resuelvan de la

misma manera. pero que estén en otros contextos.

» Utilizar una de las soluciones al problema. la que esté acorde con la teoria. para intro-

ducir conceptos y nociones del temario.

Nuestros archivos GeoGebra se caracterizan por tener los siguientes factores. una cons-
truccion dindmica. en la cual se manipula y simula virtualinente el problema planteado, repre-
sentaciones analiticas. numéricas, graficas v de varias casillas de control. con las cuales al ser
activadas muestran algunos de los factores previamente mencionados. También nuestras hojas
de trabajo estén conformadas de la siguiente manera. contienen el enunciado del problema.
seguido de preguntas e.indicaciones para el estudiante. que sirven de guia para asi obtener la

resolucion del problema.

Como esta propuesta esta diseniada para estudiantes de cuarto semestre de nivel preparato-
ria. las actividades que conforman esta propuesta estan elaboradas para enfrentarlas haciendo
uso de conocimientos bésicos de aritmética. algebra. geometria v trigonometria. las cuales ya
han sido estudiadas en cursos anteriores. Se considerd necesario usar un lenguaje que les re-
sulte familiar a los estudiantes y sin perder de vista nuestro principal objetivo que como ya se
menciond es construir los objetos matemadticos. variaciones en este caso. y de sus principales
caracteristicas y comportamientos en algunos problemas matematicos pero en contextos no

matematicos.

La propuesta diddctica que proponemos esta construida por 7 actividades didéacticas. cada
una con su respectiva hoja de trabajo y un archivo GeoGebra correspondiente a cada actividad.

Los nombres de las actividades son los siguientes:

= Movimiento rectilineo uniforme.
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= Cercado de un corral.

Volumen de una caja sin tapa.

Presion atmosférica.

Magnitud de un temblor.

= Rueda de la fortuna (analisis 1).

Rueda de la fortuna (anélisis 2).

Este orden de las actividades esta tomado con base en el libro de cuarto semestre del
Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora. del cual se mostré el temario en el capitulo 1.
que es el estudio de las diferentes variaciones bdsicas: variacién lineal. variacion cuadrada.
variacion cubica. variacién exponencial. variacién logaritmica, variaciénes periddicas (seno y
coseno). asi estd estructurada nuestra propuesta para cubrir cada una de estas variaciones

respectivamente.

Las siete actividades didacticas de nuestra propuesta. tienen una estructura similar. Ademas.
al finalizar cada actividad viene una serie de interrogantes sobre las caracteristicas de cada
variacion. asi como en cada archivo GeoGebra se va a poder manipular cada funcion en térmi-
nos generales y poder observar sus comportamientos mientras uno mas de los coeficientes va

variando.

3.4. Aspectos del marco conceptual

Basados en la propuesta que propone (Mancera. 2000). proponemos un problema de ma-
temética en contextos no matematicos. se solicitan estimaciones acerca de lo planteado v de
la posible solucidén, se crea un debate con los estudiantes al momento de definir las magni-
tudes involucradas y cudles deben ser tomadas y cudles no en este contexto. en el proceso
de resolucion se trabaja en equipos y deja total libertad en cuanto al uso de contenidos. asi
como de la manipulacion del archivo GeoGebra. se solicitan algunas alternativas para resolver

el problema. de ser necesario se presentaran algunas alternativas para resolverlo el problema.
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Se solicita que se modifiquen los datos del problema y que se analice si las formas planteadas
para resolverlo siguen siendo validas. se solicita que se planteen problemas. con datos iguales o
similares que se resuelvan de la misma manera pero estén en otros contextos. del mismo modo
que se van introduciendo los conceptos y nociones por cubrir. Por otro lado. la integracion
del conocimiento es externa ya que se trabaja con problemas de matematicas en contextos
no matematicos y fue creada por construccion social del conocimiento. todas las actividades

didacticas manejan un esquema similar.

En la primera actividad didactica podemos observar que estdn presentes los consensos
didacticos. ya que estén los significados de una variacion lineal. grafica del modelo de una
funcién lineal. funcion creciente o decreciente. rango. dominio. pendiente y los comportamien-

tos que tiene el modelo de una funcién lineal al haver variar alguno de sus coeficientes.

Con respecto a las habilidades intelectuales, estan presentes la flexibilidad. ya que se
deja total libertad al uso de conocimientos. generalizacién. dado que al finalizar se estudio el
modelo lineal, estimacién. por el hecho de solicitar estimaciones para la solucién al problema.
imaginacién espacial. ya que con ayuda de la manipulacién se logra desarrollar esta habilidad
v asf poder crear una imagen mental de lo que estd sucediendo. discriminacion. porque se

toma decisiones sobre qué usar y qué no usar.

Analizando la segunda actividad diddctica consiste en resolver un problema de encontrar
la mayor area posible para cercar un terreno adyacente a un rio. vemos que los significa-
dos involucrados en ésta son la variacion cuadratica. rango. dominio. propiedades de dicha
variacién. concavidad. modelo de una funcién cuadratica. los comportamientos del modelo,
drea. perimetro. Las habilidades intelectuales presentes en esta actividad son la flexibilidad.

generalizacién. estimacién, imaginacién espacial y la discriminacion.

En la tercera actividad didédctica se plantea la situacién problematica de construir una
caja a partir de una lamina cuadrada haciendo cortes de cuadrados en cada esquina de la
ldmina. la cual se debe construir la que tenga el volumen méaximo. los significados presentes
son la variacién cibica. propiedades de la variacién. drea. perimetro. volumen. méaximos y

minimos. rango. dominio, funcién creciente, funcién decreciente. concavidad. modelo de una
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funcion cubica. Las habilidades intelectuales involucradas en esta actividad son la flexibilidad.

generalizacién. estimacion. imaginacién espacial v la discriminacion.

Los consensos didacticos que estédn presentes en la cuarta actividad didactica por un la-
do los significados: variacién exponencial. propiedades de la variacién. comparacién con otras
graficas. funcién creciente v decreciente. interpretacion de datos. estudio del modelo de la fun-
cién exponencial. y por otro lado las habilidades intelectuales presentes en esta actividad son
la flexibilidad. generalizacién. estimacién. imaginacién espacial v la discriminacién. Partiendo

de una situacion problematica de encontrar la presion atmosférica a una altura determinada.

En la quinta actividad didéctica se plantea la situacién problemética de calcular la mag-
nitud de un temblor. en esta actividad estan involucrados los significados de: variacién lo-
garitmica. propiedades de la variacion logaritmica. modelo de la funcion logaritmica. funcién
creciente y decreciente, rango y dominio. Las habilidades intelectuales presentes en esta acti-

vidad son la flexibilidad. generalizacién. estimacién, imaginacion espacial y la discriminacion.

En la sexta actividad diddctica se plantea un problema de posicién de una canastilla de la
rueda de la fortuna. donde el problema es encontrar la posicién sobre la altura (eje v). entonces
los significados encontrados en estas actividades son las variaciones periédicas . en este caso el
modelo de la funcién seno. propiedades del modelo y una generalizacién de la funcién para ver
sus comportamientos al hacer variar alguno de sus coeficientes. Las habilidades intelectuales
presentes en esta actividad son la flexibilidad. generalizacién. estimacién. imaginacion espacial

y la discriminacién.

En la séptima actividad didactica se plantea un problema de posicién de una canastilla
de la rueda de la fortuna. pero ahora sobre el eje x. entonces los significados encontrados en
estas actividades son las variaciones periddicas . en este caso el modelo es la funcién coseno.
propiedades del modelo y una generalizacién de la funcién para ver sus comportamientos al
hacer variar alguno de sus coeficientes. Las habilidades intelectuales presentes en esta actividad

son la flexibilidad. generalizacién. estimacién. imaginacion espacial y la discriminacion.
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3.5. Descripcién de las actividades

3.5.1. Actividad 1 Movimiento rectilineo uniforme

Objetivo de la actividad 1

En esta actividad se procura que el alumno haga analisis de las caracteristicas v com-
portamientos de la variacién lineal. para esto se plantea una situacion problema acerca del
movimiento rectilineo uniforme. que para este tipo de situaciones es una funcién lineal. en el
cual se hace un primer anélisis mediante un bosquejo de la situacién problemética. seguido
de manipular el archivo GeoGebra v ver cémo se comportaria en tiempo real esta situacién

con sus respectivas variaciones. De inicio el archivo Geogebra tiene esta apariencia.
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También aparecen una serie de casillas que al ser activadas muestran algunos de los si-
guientes elementos: expresién analitica. funcion general. grafica y los puntos correspondientes

a los datos numeéricos de las tablas realizadas.

Después de haber hecho un dibujo y tablas numéricas con la informacién del problema
se hace un anadlisis de la informacién que arrojan los datos obtenidos en la tabla. como por

ejemplo. el valor 70 correspondiente al tiempo t = 1, su interpretacion seria:
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70 metros = 30 metros +40 metros
30 metros representa la posicién inicial

40 metros representa lo que aumenta la posicién al transcurrir 1 segundo

De tal manera se va guiando al alumno para llegar a formular una expresion analitica que
represente un modelo de la situacién a la cual se le quiere dar solucion. asi poder identificar en

cualquier instante de tiempo t la posicién de la motocicleta que va a una velocidad constante.

También se le guia al alumno para que observe mediante el archivo GeoGebra y la hoja
de trabajo de dicha actividad. el comportamiento de la funcién. es decir. cémo varia su re-
presentacién grafica: si la velocidad cambia. el tiempo cambia. Asi. se puede observar y dar
respuesta a las interrogantes ;Cuadl es el dominio y rango de la funcién? jEs una funcién

creciente o decreciente?

Para finalizar se hace un andlisis de la representacién de una funcién lineal en general
v como se comporta si hacemos variar alguno de sus coeficientes para poder asi observar
la informacién cualitativa y cuantitativa sobre la variacion. todo esto mediante el archivo
GeoGebra activando la casilla funcion general. en la que al activar la casilla nos mostrara la

grafica de la funcién v unos deslizadores para asi poder manipular dicha funcién.

Actividad 1

Un motociclista transita por una carretera recta. El motociclista viaja con una velocidad
constante de 40 m/s. Supongamos que en el momento que empezamos a medir el tiempo. es
decir en el instante t=0. el motociclista se encuentra a 30 metros a la derecha de un punto de
referencia O sobre la carretera. tal y como aparece indicado en la figura y llamémosle x a la

posicién correspondiente al tiempo t.
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1. Construye 3 tablas numéricas que relacionen valores del tiempo con los correspondientes

valores de la posicién.

[

; ; n m
. Qué nos dice el hecho de tener una velocidad constante de 40—7?
s

3. Verificar que en las 3 tablas se cumple la velocidad constante. calculando el cambio de

posicion entre el cambio del tiempo.
4. Interpretar los datos que hemos obtenido en las tablas. es decir.

a) El valor correspondiente al tiempo ¢t = 1.

b) La posicién 130 correspondiente al tiempo + = 2.5.

Esta 1ltima expresion se obtiene:
130m = 30m + (40)(2.5)m

. Qué representan el 40 y el 2.57

5. Determine una formula algebraica. en la cual expreses la relacion que guardan la po-

sicién y el tiempo. llamemosle z(¢) donde z(¢) representa la posicién del motociclista

correspondiente al tiempo t.

6. Determine lo siguiente:
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10

11

12

13.

14

a) La posicién en el tiempo ¢ = 25 segundos.

b) La posicién en el tiempo ¢ = 19 segundos.

¢) Si la posicién del motociclista es 550 metros ;Cuédnto transcurrio?

. Traza la grifica de la funcién z(t).

. Determine el rango y el dominio de z(t).

. (Cudl es el valor de la pendiente de la recta?

. Esta funcidn es creciente o decreciente. Justifique su respuesta.

. Dé un ejemplo que se modele como una funcién lineal.

. Dé una funcién que modele cualquier situacion problemaética del movimiento rectilineo

uniforme.

;Cual serfa su pendiente?

. Completa la siguiente tabla:

Signo

Informacion cualitativa sobre y

Informacion cuantitativa sobre y

Tt
4

[R]

1/2

1/4

-1/4

1/2

-1

-4

15. Mencione 3 caracteristicas que tienen las funciones lineales.
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3.5.2. Actividad 2 Cercado de un terreno

Objetivo de la actividad 2

En esta actividad su principal objetivo es el analizar las caracteristicas que tiene una va-
riacion cuadratica. partiendo desde una situacién problematica que se modela con una funcién
cuadratica y en la cual damos solucién a la situacién. ademas de analizar los comportamien-
tos y propiedades de dicha funcién. mediante la utilizacion de un archivo GeoGebra para asi

hacerlo mas dinamico ¥ poder observar mejor el comportamiento y sus propiedades.

Se comienza haciendo un andlisis a través de realizar dibujos en los cuales se pueden
apreciar las diferentes formas que podrian dar solucién a la situacién problematica. con la
finalidad de que analicen que dependiendo de cémo elijan cercar el terreno. va a variar su

area.

Después seguimos con encontrar una funcién que modele esta situacién para asi poder
trabajar en ella de manera mas cémoda utilizando las matemadticas. asi como de acercarnos
al valor que resultard el darea maxima mediante una tabla de valores numéricos e ir graficando

los puntos para asi poder dar un acercamiento a la grafica de la funcion.

Realizamos también un andlisis de los posibles valores que puede tomar esta funcién en
la situaciéon problemadtica analizada. asi como también observar su concavidad y entre que

valores crece y decrece la funcion.

Al abrir el archivo GeoGebra tiene esta apariencia.
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Notemos que mientras se va avanzando en la realizacion de la actividad. observaremos
como al activar las distintas casillas aparecen los objetos como su grafica, funcién. puntos de

la tabla, entre otras. para asi poder hacer un mejor anélisis de la situacién y de las propiedades

v comportamientos de la variacién en esta situacion.

Por ultimo haremos un andlisis de la forma general de la funcién cuadratica y cémo se

comporta si modificamos algunos de sus parametros.
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Actividad 2:

Un granjero tiene 2400 metros de material y quiere construir un corral para cercar un

campo rectangular que bordea un rio recto. de modo que no necesite corral a lo largo del rio.

Cuaéles son las dimensiones que debe tener el campo para encerrar el drea mas grande?

j

[S1]

6.

Haz 3 bosquejos en los cuales se muestre el rio y el area rectangular cercada con diferentes

diferentes dimensiones.
. Qué puedes decir de las areas en los campos?

Calcule el area de los bosquejos.

{13} ]

Si al lado paralelo al rio le llamamos “y”. v a los otros lados “z”. tal como se muestra

en la figura. Expresa de forma algebraica la longitud del cerco.

. Coémo quedaria la expresion algebraica para calcular la longitud del lado “y” en térmi-

nos de la variable “2”7

Encuentre una expresién algebraica para el drea A(z) del terreno cercado en términos

de la variable “2”. ;Cudl crees que seria la grafica de esta expresién?

Llena la siguiente tabla con la finalidad de acercarnos a encontrar el lado “x” que permita

encontrar el area mayor. Grafica los puntos obtenidos.
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Longitud z | area del terreno A(zx) Al

8. [ Qué observas con el valor del darea rectangular a través de los diferentes valores de a?
9. Determine el rango y dominio de A(z).
10. Por el teorema de los valores maximos y minimos encuentra el drea maxima.

11. Si x aumenta su valor después del valor que da el area méaxima. ;Qué pasa con los

valores de A(x)?

12. Si z disminuye su valor después del valor que da el area maxima. ;Qué pasa con los

valores de A(x)?
13. (En qué intervalo del dominio A(z) la funcién es creciente? y jcudndo es decreciente?

14, ;Cémo es la concavidad de la funcién A(x)?
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3.5.3. Actividad 3 Volumen de una caja sin tapa

Objetivo de la actividad 3

En esta actividad se analiza la funcién cibica con base en una situacién problemdtica
de construccién de una caja con base cuadrada de tal manera que obtengamos su mayor
volumen. dicho volumen estd modelado con una variacion ciibica la cual se examinard en
detalle sus comportamientos mediante un archivo GeoGebra para hacer mas visual y dindmica

la actividad.

Comenzamos haciendo preguntas. las cuales servirdn para hacer una analisis mds profundo
del comportamiento del volumen de la caja. asi como también calcular volimenes especificos

para poder llegar a realizar una expresiéon que modele dicha situacion.

También se hard una tabla y se graficaran los puntos de la tabla para poder observar
graficamente la funcién obtenida. para poder observar mas a detalle su comportamiento en

cuanto como varia el volumen de la caja dependiendo del corte que se la haga a la lamina

Por 1ltimo. observamos los valores que pueden tener los cortes y céomo es la funcién. en
que momentos crece y decrece, su concavidad y por 1iltimo. obtenemos un valor aproximado

que debe llevar el corte par asi obtener la caja con su volumen maéximo,

Al abrir el archivo GeoGebra vamos a poder observar cémo se hacen los cortes y la caja
que se va formando. también vienen una serie de casillas que activan la caja. la grafica de la
funcién los puntos que se obtuvieron y por ultimo. la grafica general de una funcién cubica
donde haremos una analisis mas detallado de cémo es la grifica de la funcién variando sus

constantes. de inicio esta seria la apariencia del archivo.
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Actividad 3

24

Con una ldmina cuadrada de 10 cm de lado se quiere construir una caja de base cuadrada

sin tapa. recortando cuadrados en las esquinas de igual tamano. estas formaran unas cejas

las cuales se doblaran con el fin de formar los lados de la caja. [ Cuél debe ser el lado del

cuadrado cortado para que el volumen de la caja resultante sea el maximo?

1. Abre el archivo caja cuadrada. mueve el deslizador marcado con el punto “p”. si la

longitud del cuadrado cortado cambia jel volumen también va a cambiar? Justifica tu

respuesta.

2. Si cortamos cuadrados cuyos lados midan 2 cm ;Cuél serd el volumen de la caja? Activa

la casilla “Mostrar caja.®® el archivo caja cuadrada.

3. Si al lado del cuadrado cortado le llamamos z ;Cuanto mediré el lado del cuadrado de

la base? y ;cuénto medira el 4drea de la base en dependencia de x?
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4. Escribe una expresion algebraica para encontrar el volumen en dependencia de 2. a la

cual llamaremos V'(z).

5. ;Qué volumen tendra la caja si la longitud a de los cuadrados que se recortan son 0. 0.5.
1. 1.5, 2. 2.5. 3. 3.57 Escribe tus resultados en la siguiente tabla y graficalos. Después

de esto activa las casillas “Puntos tablaz “Grafica”para comparar resultados.

Longitud z | Volumen V() ")

6. Donde se obtuvo mayor volumen en los puntos de la pregunta anterior.

7. Si hacemos un corte de 6 cm de longitud ;Qué volumen tendria la caja?

Nota: Activa la casilla “Punto Gréficaz desactiva “Puntos tabla”, mueve el deslizador

para contestar las siguientes preguntas.

8. ;Cudles son los valores que puede tomar 7

9. ;(Cuales son los valores que puede tomar V(z)?
10. ;Cuéles son los valores en donde la funcién es creciente?
11. ;Cuadles son los valores en donde la funcién es decreciente?

12, ;Cémo es su concavidad?
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13. ;Cual es el valor de a que se aproxima mejor al volumen maximo?

14. Activa la casilla funcién general. mueve los deslizadores que corresponden a cada una

de los coeficientes de una funcién cibica y anota tres caracteristicas que observes.

3.5.4. Actividad 4 Presion atmosférica

Objetivo de la actividad 4

En esta actividad analizaremos una funcién exponencial y sus caracteristicas, mediante
una situacién problema, la cual es sobre la presién atmosférica al nivel del mar. se inicia con
la realizacion de una tabla donde se podran comparar las diferentes presiones dependiendo de

la altura en la cual nos encontremos.

Después se analizan las operaciones que realizamos para calcular los datos de la tabla. para
asf poder llegar a una expresion algebraica que nos modele el comportamiento de la presién

a cualquier altura que nos encontremos.

Después comparamos 3 distintas funciones la cual una de ellas es la analizada en el pro-
blema y hacemos una tabulacién para ver qué resultados nos arrojan para asi poder graficar
cada una ellas. después viene identificar cual gréafica corresponde a cada una de las funciones

comparadas.

También analizamos con el software GeoGebra la grafica v como se comporta en dependen-
cia de la altura en que nos situemos. v asi analizamos si es una funcién creciente o decreciente

su concavidad y la interpretacion que tienen las variables en sus diferentes puntos.

De inicio el archivo GeoGebra tiene la siguiente apariencia:
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 Grafica 18

‘Funtos de tabla ?

| Altura

Fresion

Altura 6 12 Presion= 4353
20 -18 -16 -14 A2 -10 -6 -6 -4 I
Figura 3.6

Actividad 4

Los cientificos han estable que la presion atmosférica al nivel del mar es M.t—— ¥ la

pulg
presion se reduce a la mitad cada 3.6 millas sobre el nivel del mar. Esta regla para la presién

atmosférica se cumple para altitudes de hasta 50 millas sobre el nivel del mar.

1. Complete la siguiente tabla. donde m es la altura en millas expresada 3.6 millas cada
ammento y p la presion atmosferica en la que se encuentra. Para m = 0 tenemos que

p=14.7

Millas sobre
nivel del mar m=>0 m=1 | m=2 | m=3 | m=4 | m=5| m=6 | m=7 | m=8 | m=9 | m=10
(Cada 3.6

millas)

Presion P=14.7

Atmosférica
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2. Escribe las operaciones que realizaste para calcular la presion dependiendo de las millas.

m =10
m= 14.7(0.5) 7.35
m =2
m=3
m =4
m=25
m==0
m="T
m=28
m=9
m =10

3. En la siguiente tabla se muestran 3 expresiones de funciones distintas. completa la tabla
v contesto j Cudl de ellas representa mejor el cambio de presién dependiendo de la

altura?

2 0 1 2 3 & 5 ]

flz) =14.7(0.5)z

g(z) = 14.7(x%%)

h(z) = 14.7(0.5)"

4. En la siguiente figura se muestran las graficas correspondientes a las tabulaciones ante-

riores, etiqueta cada una de las curvas segin su funcién f(xz), g(z), h(z).
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10.

11

13.

0
860

70 /

., Cuaél es la gréfica que mejor representa la presién atmosférica dependiendo de la altura?

i Por qué?

Si la presion se redujera a una tercera parte cada 3.6 millas ;Como seria la espresiéon

algebraica?

(Es posible determinar la presién a 2.5 millas de altura? ;Es posible determinar la

presién a cualquier altura? Justifica tus respuestas.
. Cudl es la expresién algebraica a cualquier altura?

Manipulando el archivo Geogebra determine las siguientes preguntas ;Cudles son los
valores que puede tomar x7

Con base en la grafica de la funcién. determine a que altura aproximadamente se en-
Ib b Ib

5pul92’ pulg?’ 7pu392'

cuentra cuando la presion es de 4 .4
pulg®

. Coémo se comporta la presion dependiendo de a que altura nos encontremos?

2. La funcién que representa la presién ;es una funcién creciente o decreciente? ;jes una

funcion concava?

.En qué punto la gréafica corta al eje Y7 ;Qué interpretacién tiene esta interseccion?
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3.5.5. Actividad 5: Magnitud de un terremoto

Objetivo de la actividad 5
Actividad 5

En 1935. el gedlogo estadounidense Charles Richter (1900-1984) definié la magnitud M de

un terremoto como:

M= logé

Donde I es la intensidad del terremoto. medida por la amplitud de la lectura de un
sismégrafo tomada a 100 km del epicentro del terremoto, y S es la intensidad de un terremoto

estandar. cuya amplitud es 1 micrén 10~%cm. la magnitud de un terremoto estandar es
5
M=1log==1logl =0
Richter estudié numerosos terremotos que ocurrieron entre 1900 y 1950. El mas grande
tuvo una magnitud de 8.9 en la escala de Richter y el mds pequeno. tuvo una magnitud 0. Esto

corresponde a una relacion de intensidad de 800.000.000 de modo que la escala de Richter da

nimeros mas manejables para trabajar.

Por ejemplo. un terremoto de magnitud 6 es diez veces mas fuerte que uno de magnitud

5. v un terremoto de magnitud 6 es 100 veces mds grande que un terremoto de magnitud 4.

Ahora consideremos el terremoto de 1906 en San Francisco que tuvo una magnitud esti-
mada de 8.3 en la escala de Richter. En el mismo ano ocurrié un poderoso terremoto en la
frontera entre Colombia y Ecuador. que fue 4 veces mas intenso. ;Cudl fue la magnitud del

temblor entre Colombia y Ecuador en la escala de Richter?

1. Sirelacionamos las intensidades entre los dos terremotos ;| Cémo quedaria una expresion

algebraica que los relacione?

2. Sustituyendo estos valores de intensidad en la funcién de calcular la magnitud del te-

rremoto.
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3. Si un terremoto tuvo una magnitud de 7.1 en la escala de Richter ;Cuantas veces mas

intenso fue el temblor de 19067

Definicién 1. Sea a un nimero positivo con a # 1. La funcion logaritmica con base a,

denotada por log,, esta definida por

log,z =y a=ux

Por lo tanto. log, = es el exponente al cual la base a debe de ser elevado para obtener x.

Definicién 2. El logaritmo con base e se denomina logaritmo natural y se denota con In :

Inz =log,x

hr=y+e?=2a

Dada las definiciones anteriores tenemos el siguiente teorema que enuncia algunas de las

propiedades de los logaritmos.

Teorema 1.

b~
=)
03
=]
pod
I
="

e
<)
a9
B
o
Il
=

Ly
g
—
—t
Il
o

6. lne=1

7 Ine* ==z

8§ Inz

4. Explica la razon de porqué se cumplen estas propiedades dada su definicién.
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3.5.6. Actividad 6: Rueda de la fortuna (primera parte)

Objetivo de la actividad 6

En esta actividad. haremos surgir el modelo de la funcién seno con el andlisis del mo-
vimiento de una canastilla en una rueda de la fortuna que gira con una rapidez constante
sobre una circunferencia de radio 4 cuyo centro esta en el origen del sistema de coordenadas

cartesianas o plano XY

Més especificamente analizaremos el movimiento de una particula sobre una circunfe-
rencia. modelando el problema con ayuda del software dindmico GeoGebra para una mejor

comprension y visualizacién de dicha actividad.

Comenzamos dando algunos datos que analizaremos a lo largo de la actividad vy viendo

cémo es su recorrido mientras transcurre el tiempo. cémo avanza o cémo se desplaza.

Analizamos la situacion que sucede en el tiempo transcurrido. cuando crece y cuando
decrece su posicion respecto al transcurrir determinados tiempos. para observar su compor-

tamiento y as{ poder decir que es una variacion periédica.

Se realizard en base a sus posiciones conforme el tiempo transcurre. para asi poder deter-
minar una grafica de cémo va cambiando su posicion. previo a eso se debe analizarse ciertas

cuestiones que nos llevaran a poder definir que cierta variacién es la funcién seno.

Por ltimo. se realiza un analisis de una funcién seno con todos los parametros que pueden
estar presentes en algunas situaciones. para ver los comportamientos de la funcién al hacer

variar sus pardmetros.

Al abrir el archivo GeoGebra correspondiente. esta actividad tiene la siguiente apariencia
de entrada. en la cual se observan que estan las casillas que a lo largo de la actividad se
activardn para asi poder observar la grafica. funcién. puntos etc.. que se analizan en esta

situacion problema.
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Figura 3.7

Actividad 6

Una canastilla de una rueda de la fortuna se mueve con una rapidez constante sobre una
circunferencia de radio 4. Su movimiento se realiza en el sentido contrario a las manecillas del

reloj. En la siguiente figura se muestra la situacién.
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Observamos que. a medida que el tiempo transcurre. las coordenadas 2, y que senalan la

posicion de la canastilla estan cambiando. esto lo representaremos como
z=ua(t) y y=y(t)

Lo que nos expresa que. tanto la variable  como la variable y son funciones en dependencia

del tiempo t.

Ahora consideremos en esta situacién que se empieza a medir el tiempo (¢t = 0) al pasar
la canastilla por el punto (4,0). ademaés el tiempo transcurrido al pasar la canastillas de este

punto (4.0) al punto (—4,0) es de 7 segundos.

1. ;Cuéntas partea de la circunferencia recorrerd la canastilla al transcurrir el tiempo de

w
0 a — segundos?
2 =]

L

# 3 L i3 7‘-
. Cuadl es la posicién de la canastilla en 3 segundos?

;La ordenada y(t) estdn creciendo o decreciendo?

=

-

. Qué significa que la canastilla se mueva a una velocidad constante?

o

. Si dividimos el intervalo de tiempo de 0 a 3 segundos en 4 subintervalos de tiempos

s " . ™ .. ;
iguales. estos tendrian longitud 3 segundos. Como se muestra en la siguiente figura.

Ahora observamos en la siguiente figura los segmentos verticales. estos representan la
cantidad que ha aumentado o disminuido y al pasar de una posicién a otra, ;Van au-

mentando o disminuyendo? jCada vez lo hacen mas rapido o lento?
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3 3 . ?.- -

6. Al transcurrir el tiempo de los — a los 7 segundos. la canastilla recorre la cuarta parte
del circulo que corresponde al segundo cuadrante. Si hacemos el mismo analisis anterior.
es decir. partir ese cuadrante en 4 como se muestra en la siguiente figura. los segmentos

correspondientes a y ;Van aumentando o disminuvendo? ;Lo hacen cada vez mds rapido

o cada vez mas lento y?

. Cual es la informacién cualitativa y cuantitativa obtenida hasta este momento?

=1

Has un dibujo. gréfica. etc. con esa informacion obtenida.
9. Haz un anélisis andlogo al que realizamos en las preguntas 5-7 pero ahora con los inter-
. 37 3
valos de tiempo de 7 a = ¥ de — a los 27,
2

om : ;
10. Del intervalo 27 a 5 . Cémo es el comportamiento de y?

11. Con la informacién obtenida haz la gréfica correspondiente al movimiento de la canastilla

dependiendo del tiempo .
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Con esta informacién nosotros podemos asegurar que la medida del tiempo t segundos.
coincide numéricamente con la medida de la longitud del arco que recorre la canastilla sobre

i : ; . 0
la circunferencia de radio 4. Tomemos por ejemplo. un valor de ¢ con 0 < t < ;} ilustrando lo

que hemos obtenido hasta ahora en la siguiente figura:

/.r--'—'.‘-—\__\ posicion de s particuls en el tempo £ et Lyt )

| /
s . /
7 ! representa al tempo, v s v
.-"/ i o | f. i e lummesdida cu redioes del aneado central,
/ | i : por tatto, representa tambicn a o lonzgioed
.’rr l //}" f | el aren sefadado
| | / !
! L7 |
| | |
\ | lr."
\ l ¥
| /
] S
| F
i /
) i /
b |
i
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Si trazamos el triangulo rectangulo que se determina con esa posicién. y recordamos nues-
tro conocimiento en trigonometria. podemos observar que las coordenadas de la posicién de la
canastilla como catetos en el triangulo rectdangulo con dngulo interior ¢. tal y como se muestra
en la siguiente figura. De este modo podemos caleular a la magnitud y ; Cual seria la expresion

algebraica que determina la posicién de y?

PN A —

.\
N
A S

3.5.7. Actividad 7: Rueda de la fortuna (segunda parte)

Objetivo de la actividad 7

En esta actividad. haremos surgir el modelo de la funcién coseno con el andlisis del mo-
vimiento de una canastilla en una rueda de la fortuna que gira con una rapidez constaute
sobre una circunferencia de radio 4 cuyo centro esta en el origen del sistema de coordenadas

cartesianas o plano X'Y.

Miés especificamente analizaremos el movimiento de una particula sobre una circunfe-
rencia. modelando el problema con ayuda del software dindmico GeoGebra para una mejor

comprensién y visualizacion de dicha actividad.

Comenzamos dando algunos datos que analizaremos a lo largo de la actividad y viendo
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como es su recorrido mientras transcurre el tiempo. como avanza o cémo se desplaza.

Analizamos la situacién que sucede en determinados tiempos cuando crece y cuando decre-
ce su posicion respecto al tiempo transcurrido. para observar su comportamiento v asi poder

decir que es una variacién periédica.

Se realizara con base en sus posiciones conforme el tiempo transcurre. para asi poder
determinar una grafica de cémo va cambiando su posicion. previo a eso se deben analizarse

ciertas cuestiones que nos llevaran a poder definir que cierta variacién es la funcién coseno.

Por iltimo se realiza un andlisis de una funcién coseno con todos los pardmetros que
pueden estar presentes en algunas situaciones para ver los comportamientos de la funcion al

hacer variar sus pardmetros.

Al abrir el archivo GeoGebra correspondiente. esta actividad tiene la siguiente aparieicia
de entrada. en la cual se observa que estdn las casillas que a lo largo de la actividad se
activardn para asi poder observar la grafica. funcién. puntos etc.. que se analizan en esta

situacion problema.
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Figura 3.8

Actividad 7

Una canastilla de una rueda de la fortuna se mueve con una rapidez constante sobre una
circunferencia de radio 4. Su movimiento se realiza en el sentido contrario a las manecillas del

reloj. En la siguiente figura se muestra la situacién.
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Observamos que. a medida que el tiempo transcurre. las coordenadas z., y que senalan la

posicion de la canastilla estan cambiando. esto lo representaremos como

Lo que nos expresa que. tanto la variable x como la variable y son funciones en dependencia

del tiempo t.

Ahora consideremos en esta situaciéon que se empieza a medir el tiempo (¢t = 0) al pasar
la canastilla por el punto (4,0). ademaés el tiempo transcurrido al pasar la canastillas de este

punto (4.0) al punto (—4,0) es de 7 segundos.

1. ;Cudantas partea de la circunferencia recorrerd la canastilla al transcurrir el tiempo de

T
0 a — segundos?
2 o
, o s : ™ 5
2. ;Cudl es la posicién de la canastilla en 3 segundos’
3. (La abscisa x(t) estd creciendo o decreciendo?
4. ;Qué significa que la canastilla se mueva a una velocidad constante?

5. Si dividimos el intervalo de tiempo de 0 a 5 segundos en 4 subintervalos de tiempos

; 7 i m a6 ;
ignales. estos tendrdan longitud 3 segundos. Como se muestra en la siguienfe figura.

~

Ahora observamos en la siguiente figura los segmentos horizontales. estos representan
la cantidad que ha aumentado o disminuido z al pasar de una posicién a otra. ;Van

aumentando o disminuyendo? ;Cada vez lo hacen maés répido o lento?
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6. Al transcurrir el tiempo de los i los 7 segundos. la canastilla recorre la cuarta parte
del circulo que corresponde al segundo cuadrante. Si hacemos el mismo analisis anterior.

es decir. partir ese cuadrante en 4 como se muestra en la siguiente figura. los segmentos

correspondientes a a ; Van aumentando o disminuyendo? ;Lo hacen cada vez mas rapido

o cada vez mas lento?

g

~1

;Cudl es la informacién cualitativa y cuantitativa obtenida hasta este momento?

8. Has un dibujo. grafica. etc. con esa informaciéon obtenida.

9. Haz un andlisis andlogo al que realizamos en las preguntas 5-7 pero ahora con los inter-

3

37
valos de tiempo de 7 a ?r v de —~ @ los 27.

; . ;
10. Del intervalo 27 a 5 ., Cémo es el comportamiento de z7

11. Con la informacién obtenida haz la gréafica correspondiente al movimiento de la canastilla

dependiendo del tiempo f.
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-1

Con esta informacion nosotros podemos asegurar que la medida del tiempo t segundos.
coincide numéricamente con la medida de la longitud del arco que recorre la canastilla sobre

la circunferencia de radio 4. Tomemos por ejemplo. un valor de t con 0 < t < — ilustrando lo

2
que hemos obtenido hasta ahora en la siguiente figura:
i
X prosieicn de s partieals en el oempo £ Geif gt
/’_—E‘ ’;‘
'/,/ S representie il tiompo, v asu vz,

.!,l - ex b wedada on sdinnes del angulo contral
Jrar Liaiter, reprosentas tannbicn o b Jongiond
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Si trazamos el tridngulo rectangulo que se determina con esa posicién. v recordamos nues-
tro conocimiento en trigonometria. podemos observar que las coordenadas de la posicién de la
canastilla como catetos en el triangulo rectdngulo con angulo interior ¢. tal ¥ como se muestra
en la siguiente figura. De este modo podemos calcular a la magnitud z ;Cual seria la expresién

algebraica que determina la posicién de a7

(1), ylt))

—
-\\
LY
hY
a
.
-




Capitulo 4

Puesta en escena de la propuesta didactica

4.1. Descripcion general

En este capitulo hablaremos sobre los aspectos principales de la puesta en escena de todas
las actividades didAacticas disehadas de nuestra propuesta. Se puso a prueba cada actividad
con su respectivo archivo GeoGebra. cada una con una duracién promedio de 2 horas. con un
grupo de 8 estudiantes del quinto semestre del Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora.
se seleccionaron estos individuos por el hecho de que acaban de cursar el cuarto semestre.
que es a donde este trabajo estd dirigido. con el objetivo de identificar errores. cuestiones de
redaccion, asi como del diseno de las actividades finalizando cada una de ellas con comentarios
respecto a la actividad realizada y se les pedia que sefialaran las interrogantes en las cuales

tuvieron dificultades y el porqué de ellas.

Consideramos que al poner en escena nuestra propuesta didactica podriamos obtener in-

formacion sobre los siguientes aspectos:

s En qué medida se lograron los objetivos de las actividades. haciendo referencia a:

e Modelaran las situaciones que se les presentaban. relacionaran los datos involucra-
dos en éstas. asi como de las magnitudes. y poder llegar a determinar los valores

que resuelven los problemas planteados.

e Los diferentes tipos de representaciones en las que se puede resolver. describir
la situacion planteada. con apoyo del material que se les proporciono. asfi como

también del archivo GeoGebra correspondiente a cada actividad.

91
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» Los disenos de las hojas de trabajo. qué tan adecuados fueron éstos respecto a su redac-

cién de las preguntas e instrucciones y a la relacién con el archivo GeoGebra.

= Qué tan adecuados fueron las construcciones de los ambientes dindmicos credos con

GeoGebra.

Como los estudiantes seleccionados para la puesta en escena de las actividades didécticas
ya habian cursado la materia de matematicas 4, esta puesta en escena no fue adecuada para
rescatar lo correspondiente a los objetos matemaéticos pretendidos. dado que eran objetos
matemadticos que ya habian sido estudiados con anterioridad y va le habian asignado un
significado a cada uno. Sin embargo. obtuvimos informacién muy interesante sobre mejoras
para el diseno de las actividades didacticas y del ambiente dindmico creado por el software
GeoGebra. asi como informacion sobre las deficiencias que presentan los estudiantes al estudiar

v usar las matematicas.

La puesta en escena de las actividades didacticas tuvo lugar en un aula bajo las siguientes

condiciones:

= El grupo estuvo conformando por 8 estudiantes y el disenador de las actividades. Se
emprendieron los problemas disefiados:
s Movimiento rectilinco uniforme,

Cercado de un corral.

Volumen de una caja sin tapa.

e Presion atmosférica.,

Magnitud de un temblor.

Rueda de la fortuna ( analisis 1).

Rueda de la fortuna ( an dlisis 2).

= Se contd con una computadora y un proyector. El diseniador de las actividades y con-
ductor del proceso de estudio manipulé la computadora siguiendo las especificaciones
de las actividades didacticas. asi como de las sugerencias que realizaban los estudiantes

en cada parte de la actividad.
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» La puesta en escena estuvo conducida por el diseniador de las actividades. pero estuvo
presente el profesor titular y en algunas ocasiones un profesor invitado. a quienes se les

dio total de libertad de realizar intervenciones cuando lo consideraban necesario.

» Cada estudiante contd con el cuadernillo de trabajo referente a las actividades diseniadas.
el cual contenia el enunciado del problema. instrucciones e interrogantes. las cuales

fueron guias para la resolucién de cada problema.

» Se dividié el grupo en dos equipos formados por cuatro personas cada uno. aunque la
mayor parte del proceso fue en trabajo grupal. dado que sélo se contaba con una compu-
tadora para poder manipular asi el archivo GeoGebra creando el ambiente dinamico. en
este caso el diseniador formulaba preguntas relacionadas con el contexto del tema o con
el cuadernillo de trabajo. mientras que los estudiantes argumentaban. debatian sobre
las respuestas dadas. algunos de ellos pasaban al pizarrén para explicar su conjetura o

punto de vista.

= En cada discusion grupal. se destinaban algunos minutos para que los estudiantes ano-
taran de manera individual sus propias conclusiones respecto al tema en discusion. En
dos ocasiones. por falta de tiempo. se les dejé de tarea que terminaran sus conclusiones

por escrito.
El proceso de estudio llevado a cabo. estuvo conformado de los siguientes momentos:

= Una introduccién antes de empezar cada actividad con el objetivo de familiarizar a los
estudiantes con el contexto del problema. buscando siempre la participacion de ellos
para llegar a determinar las condiciones y datos necesarios para asi tener una mejor

comprension del problema.

= Manipulacién de la construccion hecha en GeoGebra, la cual simula el problema plan-
teado. con la finalidad de que observardn los posibles valores que ésta podria tomar en

cada contexto.

» Trabajo en equipo,para determinar los posibles valores que nos llevaran a la resolucion

del problema. mediante estimaciones capturando los datos en tablas y graficando cada
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valor obtenido, para después llegar a una expresién analitica que modelara el contexto

en estudio.

» Identificar en la grafica obtenida el punto correspondiente a la solucién del problema

planteado.

» Visualizacién numérica al mover un punto sobre la grafica. con el objetivo de ver los

valores en los cuales va aumentando o disminuyendo segin sea el caso.

4.2. Aspesctos destacados

Al realizar la puesta en escena de las siete actividades didacticas con el grupo de 8 es-
tudiantes. nos pudimos percatar que las situaciones problematicas elegidas fueron de un alto
grado de interés para estos. puesto que se logré su total participacion tanto para hacer nuevas
propuestas. pasando al pizarrén exponiendo sus ideas de las situaciones planteadas para una

mejor compresion del tema en discusion.

Observamos que los ambientes dindmicos creados con el software GeoGebra fueron de
agrado. ya que mostraban admiracién al ver cémo las situaciones problemaéticas que les fue-
ron planteadas se podian modelar dindmicamente, también mostraban maés interés al tema
de estudio. asi como también fue una gran herramienta para comprobar algunas conjeturas
que salieron en las discusiones de cada actividad didéctica v de una mejor comprension de

argumentos en debate.

También pudimos observar durante la puesta en escena de las actividades diddcticas algu-
nas dificultades que presentaban los estudiantes al tratar de construir la expresién analitica
que modelara la situacién problemadtica planteada. asi como de algunas deficiencias sobre
algunos significados. como el dominio y rango de una funcion, ademas de algunas interrogan-
tes que resultaron ambiguas para la situacién y también mostraron deficiencias en recordar

propiedades que fueron ttiles para llegar a la resolucién del problema.

Durante la puesta en escena de nuestra propuesta didéctica pudimos observar que utili-

zando la construccién de un archivo en el software GeoGebra . el cual modelara la situacion
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planteada en cada actividad didactica. facilito la identificacion de las magnitudes que inter-
venian en cada situacién. asi como de la dependencia entre las variables involucradas. También
facilité el observar el comportamiento de la funcién en estudio y asi poder generar el modelo

matematico que da solucién a la situacién problema de la que se estaba tratando.

Por otro lado. observamos que es de gran ayuda al momento de dar solucién a un problema.
el tratar de involucrar las diferentes formas de lenguaje para analizar y resolver problemas.
como lo son expresion analitica. numéricamente. graficamente v descripcion verbal de la si-
tuacién. pues eso involucra mas al estudiante en conocer lo que estd por construir. es decir
diferentes objetos mateméticos emergentes, al ser manipulado el archivo GeoGebra observa-
mos que tuvieron una mejor comprension de lo que significa el objeto variable. asi como del

significado de funcidn.

Al momento de hacer el analisis numérico y grafico de cada actividad didéctica. surgieron
objetos como: funcidn creciente o decreciente y concavidad. Por otro lado se observé que
gracias al ambiente dindmico creado para cada actividad se facilito la visualizacion de algunas

de las propiedades de cada funcién estudiada.

Los cambios que surgieron después de la puesta en escena. fueron incorporados al disefio
final de cada actividad didactica. con lo que se mejoré la comprension de cada actividad para

su desarrollo.

4.3. Modificaciones

Con base a lo observado durante la puesta en escena. consideramos sensato realizar algunas
modificaciones en las actividades didécticas. tanto en el cuadernillo de trabajo como en los

archivos GeoGebra. dichas modificaciones las describiremos enseguida.

4.3.1. Modificaciones en la Actividad 1 Movimiento rectilineo uniforme

En la pregunta 1 se pide la construccion de tres tablas numéricas y se decidio ponerles las

tablas con los valores correspondientes a calcular.
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Pregunta 3. se especific6 que al momento de verificar deberian tomarse como base las

tablas realizadas en la pregunta 1.

Pregunta 8. se preguntaba sobre el dominio y el rango de la funcién. asi que se decidié
cambiar la pregunta por cudles son los valores que puede tomar cada una de las variables. ya

que algunos no recordaban o no tenfan claridad sobre el significado de dominio y rango.

Pregunta 11. se describié mejor la pregunta. agregandole que dieran un ejemplo de una

situacion que se modele como una variacion lineal.

Pregunta 12. se agregd maés descripcion. al solicitar que escribieran una expresion alge-

braica en términos generales que modelara la situacion del movimiento rectilineo uniforme.

Pregunta 14. se describieron mejor las instrucciones conforme al llenado de la tabla v se

proporcionaron varios ejemplos.

En el archivo GeoGebra se agregé una parte destinada a ver el comportamiento de la
variacion lineal en términos generales con la posibilidad de hacer variar los coeficientes y a la
suma de una constante, v ademas de incluir instrucciones cuando se consideré necesario para

que manipulen el archivo GeoGebra.

Ahora presentamos las modificaciones en el cuadernillo de trabajo:

Actividad 1 Movimiento rectilineo uniforme

Un motociclista transita por una carretera recta. El motociclista viaja con una velocidad
constante de 40 m/s. Supongamos que en el momento que empezamos a medir el tiempo. es
decir en el instante £ = 0. el motociclista se encuentra a 30 metros a la derecha de un punto
de referencia O sobre la carretera. tal y como aparece indicado en la figura y llamémosle x a

la posicion correspondiente al tiempo t.
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mstante O

wstante f

o= Hn

1. Complete las siguientes tablas numéricas que relacionen valores del tiempo con los co-

rrespondientes valores de la posicién (distancia recorrida). luego grafique los puntos

obtenidos.
Tiempo t | Posicién = Tiempo t | Posicién x Tiempo t | Posicién =
(sequndos) | (metros) (segundos) | (metros) (seqgundos) | (metros)
0 30 0 30 0 30
1 0.5 25
o 1 i)
3 1.5 i
4 2 1
5 2.5 1.25
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Nota. Abra el archivo GeoGebra con nombre MRU, activa la casilla posicién en la recta
v después mueve el deslizador referente al tiempo.

111

. .Qué nos dice el hecho de tener una velocidad constante de 40—7
S

. Verificar que en las 3 tablas elaboradas en la pregunta 1. se cumple la velocidad cons-

tante. calculando el cambio de posicién entre el cambio del tiempo.

. Interpretar los datos que hemos obtenido en las tablas. es decir.

a) El valor correspondiente al tiempo ¢ = 1.

b) La posicién 130 correspondiente al tiempo ¢t = 2.5.

Esta 1ltima expresion se obtiene:
130m = 30m + (40)(2.5)m

i Qué representa el 40 y el 2.57



4.3. Modificaciones 99

=1

10.

L1,

12,

13.

14.

Determine una férmula algebraica. en la cual exprese la relacién que guardan la po-
sicién v el tiempo. llamémosle z(t) donde z(t) representa la posicion del motociclista
correspondiente al tiempo t.Después active la casilla expresion algebraica y compare sus

resultados.

Determine lo siguiente:

a) La posicién en el tiempo ¢t = 25 segundos.
b) La posicion en el tiempo t = 19 segundos.

c¢) Si la posicién del motociclista es 550 metros ; Cudnto transcurrig?

Active la casilla distancia y mueva el deslizador del tiempo para comparar sus resultados.

Trace la grafica de la funcion x(#). Luego active la casilla Gréfica v compare sus resul-

tados.

Determine cudles son los valores que puede tomar z(t) y cudles son los valores que puede

tomar t.

;.Cual es el valor de la pendiente de la recta?

Esta funcidn es creciente o decreciente. Justifique su respuesta.

Dé un ejemplo. de alguna situacién en la vida cotidiana que se modele como una variacién

lineal.

Escriba en términos generales una expresion algebraica de una funcién que modele cual-

quier situacion probleméatica del movimiento rectilineo uniforme.

;Cudl seria la pendiente de la expresién que obtuvo en la pregunta anterior?

Con ayuda de la expresién algebraica que obtuvo. completa la siguiente tabla para poder

observar el comportamiento cuando su pendiente cambia:
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m | Signo | Informacién cualitativa sobre y | Informacién cuantitativa sobre y

4 + crece z(t) crece 4 por 1 de ¢

0 ' estable x(t) mantiene el mismo valor

-2 - decrece x(t) decrece 2 por 1 de t

15. Active la casilla funcion general y desactive todas las demas. observe qué pasa al mover

los dezlizadores y mencione 3 caracteristicas que tienen las funciones lineales.

4.3.2. Modificaciones de la Actividad 2 Cercado de un terreno

La pregunta 2 se cambio por la pregunta 3 y la pregunta 3 se cambié por la 2.

En la pregunta 9 cambiamos la pregunta sobre el dominio y rango de la funcién. solicitando

la escritura de los valores que puede tomar la variable  y cuales valores que toma A(z).

En la pregunta 10. se describié con mas claridad cdmo obtener los maximos y minimos de

una funcién cuadrética.

Se agregé una iltima pregunta en donde se piden que den 3 caracteristicas de la funcién
cuadratica con base en un anélisis con el archivo GeoGebra donde se manipula una funcién
en general. Por otro lado en la mayoria de las preguntas se hicieron cambios referentes a
una mejora en las instrucciones para que sea mas comprensible su interaccion a través del

cuadernillo de trabajo y al archivo GeoGebra.

En el archivo GeoGebra se agregé una funcién cuadrética en forma general con la posibi-

lidad de mover las constantes y apreciar los comportamientos a través de su grafica. Ahora
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presentaremos el cuadernillo de trabajo con sus respectivas modificaciones.

Actividad 2 Cercado de un terreno

Un granjero tiene 2400 metros de material y quiere construir un corral para cercar un
campo rectangular que bordea un rio recto. de modo que no necesite corral a lo largo del rio.

;Cuales son las dimensiones que debe tener el campo para encerrar el drea mas grande?
1. Haga 3 bosquejos en los cuales se muestre el rio y el area rectangular cercada con
diferentes diferentes dimensiones.
2. Calcule el area de los bosquejos que realizé en la pregunta anterior.
3. ;Qué puede decir de las areas en los campos?

4. Si al lado paralelo al rio le llamamos “y”. y a los otros lados “z”. tal como se muestra

en la figura. Exprese de forma algebraica la longitud del cerco.

5. ;Cémo quedaria la expresién algebraica para calcular la longitud del lado “y” en térmi-

nos de la variable “2"7

6. Encuentre una expresién algebraica para el drea A(z) del terreno cercado en términos

de la variable “z”. {Cudl cree que seria la gréfica de esta expresién?
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7. Llene la siguiente tabla con la finalidad de acercarnos a encontrar el lado “a” que permita
encontrar el area mayor. Grafique los puntos obtenidos. Después active la casilla puntos

de la grafica y compare sus resultados.

Longitud z | drea del terreno A(x) Al

8. Active la casilla drea y mueva el deslizador a ;Qué observa con el valor del drea rectan-

gular a través de los diferentes valores de 2?7
9. Determine cuéles son los valores que puede tomar z y cuales valores toma A(x).

10. Active la casilla grafica y estime en qué punto se encuentra el drea maxima. Basdndose
en los resultados que conoce de Geonetria Analitica sobre los vértices de una parabola.

encuentre el drea maxima. Nos referimos al siguiente resultado:

Sea f(a) = az? + bx + ¢ una funcién cuadratica. entonces el vértice de la parabola de la

funcién cuadratica se encuentra en:

Tomando en cuenta los casos en que a > 0 y a < (. jcudndo se obtiene un maximo y

cuando un minimo?

11. Active la casilla punto sobre la grafica y conteste. Si x aumenta su valor después del

valor que da el drea méaxima. ;Qué pasa con los valores de A(x)?
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13.

14.

15.

Si x disminuye su valor después del valor que da el area maxima. ;Qué pasa con los

valores de A(xz)?

(En qué intervalo de los valores que toma z la funcién es creciente? y jcudndo es

decreciente?
. Cémo es la concavidad de la funcién A(x)?

En el archivo GeoGebra en el panel de vista active vista grafica 2. aparecerdn unos
deslizadores que son las constantes en una funcién muevelos y observe qué pasa con la

grafica. Luego anote tres caracteristicas que haya notado de la funcién cuadrética.

4.3.3. Modificaciones de la Actividad 3 Volumen de una caja sin tapa

No hay modificaciones. Solo se agregé una pregunta mas la cual es anotar 3 caracteristicas

de la variacién cibica, con base a lo observado en el archivo GeoGebra cuando hacen variar

los coeficientes de la funcién general.

Actividad 3 Volumen de una caja

Con una lamina cuadrada de 10 e de lado se quiere construir una caja de base cuadrada

sin tapa. recortando cuadrados en las esquinas de igual tamano. éstas formaran unas cejas

las cuales se doblaran con el fin de formar los lados de la caja. ;Cudl debe ser el lado del

cuadrado cortado para que el volumen de la caja resultante sea el méximo?

1.

Abra el archivo caja cuadrada. mueva el deslizador marcado con el punto “p”. si la
longitud del cuadrado cortado cambia el volumen también va a cambiar? Justifique tu

respuesta.

Si cortamos cuadrados cuyos lados midan 2 cm ;Cuaél sera el volumen de la caja? Active

la casilla “Mostrar caja” en el archivo caja cuadrada.

. Si al lado del cuadrado cortado le llamamos 2 ;Cudnto mediré el lado del cuadrado de

la base? y jcudnto medira el drea de la base en dependencia de x7
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4. Escriba una expresion algebraica para encontrar el volumen en dependencia de z. a la

cual llamaremos V'(x).

5. {Qué volumen tendra la caja si la longitud « de los cuadrados que se recortan son 0. 0.5.
1. 1.5. 2. 2.5. 3. 3.57 Escriba sus resultados en la siguiente tabla y grafiquelos. Después

de esto active las casillas “Puntos tabla” y “Grafica”para comparar resultados.

Longitud | Volumen V(z)

401

6. Ddnde se obtuvo mavor volumen en los puntos de la pregunta anterior.

7. Si hacemos un corte de 6 cm de longitud ;Qué volumen tendria la caja?

Nota: Active la casilla “Punto Grafica” y desactiva “Puntos tabla”. mueva el deslizador
para contestar las siguientes preguntas.
8. ;Cuales son los valores que puede tomar x?
9. (Cuales son los valores que puede tomar V'(x)?
10. ;Cuaéles son los valores en donde la funcién es creciente?
11. ;Cuéles son los valores en donde la funcién es decreciente?

12. ;Cémo es su concavidad?
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13. ;Cudl es el valor de 2 que se aproxima mejor al volumen maximo?

14. Active la casilla funcién general. mueva los deslizadores que corresponden a cada una

de las coeficientes de una funcién ciibica y anote tres caracteristicas que observe,

4.3.4. Modificaciones de la Actividad 4 Presién atmosférica

En la pregunta 1, se especifico que cuando m = 1 esto equivale a decir que la altura es
de 3.6 millas porque se les dificultaba poder determinar eso solo con palabras. aparte en el
cuadernillo de trabajo se les agregd un espacio con los ejes coordenados para que realizaran

la grafica de la funcién.

Se agregé una pregunta més al final para observar los comportamientos de la funcién

exponencial dada su definicién v que mencionaran tres caracteristicas de esta variacion.

Ademas de modificaciones en varias preguntas. especificando cuando y como interactuar

con el ambiente dindmico creado con GeoGebra.

Actividad 4 Presién atmosférica

b

pulg?
y la presion se reduce a la mitad cada 3.6 millas sobre el nivel del mar. Esta regla para la

Los cientificos han establecido que la presién atmosférica al nivel del mar es 14.7

presién atmosférica se cumple para altitudes de hasta 50 millas sobre el nivel del mar.

1. Complete la siguiente tabla, donde m es la altura en millas expresada 3.6 millas cada
aumento. es decir . = 1 = 3.6 millas, v p la presiéon atmosferica en la que se encuentra.
Para m = 0 tenemos que p = 14.7. Luego grafique los puntos obtenidos y active la

casilla puntos tabla para comparar resultados.
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Millas sobre
nivel del mar m=(0 m=1 | m=2 | m=3 | m=4 | m=5 | m=6 | m=T7 | m=8 | m=9 | m=10
(Cada 3.6

millas)

s
Il

Presién 14.7

Atmosférica

Fresion

10

2 Altura

(millas)

0 2 4 G g 10 12 14 16 18 20 23 24
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2. Escriba las operaciones que realizé para calcular la presién dependiendo de las millas.

m=20
m=1 14.7(0.5) 7.35
m=2
m=3
m =4
m=2=5
e
m=7
m=2=8
m=29
m = 10

3. En la siguiente tabla se muestran tres expresiones de funciones distintas. complete la

tabla y conteste (, Cual de ellas representa mejor el cambio de presion dependiendo de

la altura?

2

flz) = 14.7(0.5)z

g(z) = 14.7(29-%)

h(z) = 14.7(0.5)

4. En la siguiente figura se muestran las gréficas correspondientes a las tabulaciones ante-

riores. etiquete cada una de las curvas segin su funcién f(x), g(x), h(z).
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. Cuadl es la grafica que mejor representa la presién atmosférica dependiendo de la altura?

i Por qué? Active la casilla Grafica.

Si la presion se redujera a una tercera parte cada 3.6 millas ;Como seria la expresion

algebraica?

(Es posible determinar la presién a 2.5 millas de altura? ;Es posible determinar la

presion a cualquier altura? Justifique sus respuestas.
. Cudl es la expresion algebraica a cualquier altura?

Active la casilla punto sobre la grafica y manipulando el archivo Geogebra determine

las siguientes preguntas ; Cudles son los valores que puede tomar x7
;Cuales son los valores que puede tomar p(z)?

Con base en la gréfica de la funcion, determine a qué altura aproximadamente se en-
b lb It b
cuentra cuando la presion es de 4 5:4.5 73 10 . 4T . Active las casillas
pulg®’  pulg®’ " pulg?’ pulg’

Altura y Presidn.
., Cémo se comporta la presion dependiendo de a que altura nos encontremos?

La funcién que representa la presién ;es una funcién creciente o decreciente? ;es una

funcién céncava?
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14. ;En qué punto la grafica corta al eje Y7 ;Qué interpretacion tiene esta interseccion?

15. En la pestana vista. active vista grafica 2, después en vista grafica 2, active la casilla
grafica 1 y mueva los deslizadores a;.b. ¢ v mencione tres caracteristicas que observe
al variar los coeficientes de la funcién. Realice lo mismo pero ahora desactive la casilla

grafica 1 y active la casilla grafica 2.

16. Active las dos casillas grafica 1 y grafica 2. mueva los deslizadores y observe ;Qué

relacion tienen ambas gréficas.”

4.3.5. Modificaciones de la Actividad 5
Actividad 5

En 1935. el gedlogo estadounidense Charles Richter (1900-1984) definié la magnitud M de

un terremoto como:

M =log é

Donde I es la intensidad del terremoto. medida por la amplitud de la lectura de un
sismdgrafo tomada a 100 km del epicentro del terremoto, y S es la intensidad de un terremoto

estandar. cuya amplitud es 1 micrén 10 %cm. la magnitud de un terremoto estandar es

Richter estudiéo numerosos terremotos que ocurrieron entre 1900 y 1950. El mas grande
tuvo una magnitud de 8.9 en la escala de Richter y el mas pequeno. tuvo una magnitud 0. Esto
corresponde a una relacion de intensidad de 800.000.000 de modo que la escala de Richter da

nimeros mas manejables para trabajar.

Por ejemplo. un terremoto de magnitud 6 es diez veces mas fuerte que uno de magnitud

5. v un terremoto de magnitud 6 es 100 veces mas grande que un terremoto de magnitud 4.
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Ahora consideremos el terremoto de 1906 en San Francisco que tuvo una magnitud esti-
mada de 8.3 en la escala de Richter. En el mismo ano ocurrié6 un poderoso terremoto en la
frontera entre Colombia y Ecuador. que fue 4 veces mas intenso. ;Cudl fue la magnitud del

temblor entre Colombia y Ecuador en la escala de Richter?
1. Sirelacionamos las intensidades entre los dos terremotos ; Cémo quedaria una expresién
algebraica que los relacione?

2. Sustituyendo estos valores de intensidad en la funcién de calcular la magnitud del te-

rremoto

4.3.6. Modificaciones de la Actividad 6 Rueda de la fortuna (Analisis 1)

Se le agregd una pregunta al finalizar la actividad junto con el archivo GeoGebra mani-
pulando la funcién para observar qué sucede al hacer variar los coeficientes v que anoten sus

resultados.

Ademsés de indicaciones de como manipular el archivo GeoGebra.

Actividad 6 Rueda de la fortuna (Analisis 1)

Una canastilla de una rueda de la fortuna se mueve con una rapidez constante sobre una
circunferencia de radio 4. Su movimiento se realiza en el sentido contrario a las manecillas del

reloj. En la siguiente figura se muestra la situacién.
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Observemos que. a medida que el tiempo transcurre. las coordenadas z, y que sefialan la

posicion de la canastilla estan cambiando. esto se representa como

Lo que expresa que. tanto la variable x como la variable y son funciones en dependencia

del tiempo t.

Ahora consideremos en esta situacion que se empieza a medir el tiempo (¢t = 0) al pasar
la canastilla por el punto (4,0). ademads el tiempo transcurrido al pasar la canastillas de este

punto (4.0) al punto (—4,0) es de 7 segundos.

1. ;Cudntas partes de la circunferencia recorrerd la canastilla al transcurrir el tiempo de

m
0 a — segundos?
2 =

y - ; 7?
2. (Cual es la posicién de la canastilla en 7 segundos?

3. ;La ordenada y(t) esta creciendo o decreciendo?

4. ;Qué significa que la canastilla se mueva a una velocidad constante?

T
Si dividimos el intervalo de tiempo de 0 a = segundos en 4 subintervalos de tiempos

" : ™ g
iguales. estos tendran longitud 3 segundos. Como se muestra en la siguiente figura.

5. Ahora observamos en la siguiente figura los segmentos verticales (azules). estos repre-

sentan la cantidad que ha aumentado o disminuido y al pasar de una posicién a otra.
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;Van aumentando o disminuvendo? ;Cada vez lo hacen mas rapido o lento?

6. Al transcurrir el tiempo de los % a los 7 segundos. la canastilla recorre la cuarta parte
del circulo que corresponde al segundo cuadrante. Si hacemos el mismo analisis anterior.
es decir. partir ese cuadrante en 4 como se muestra en la siguiente figura. los segmentos
verticales correspondientes a y ;Van aumentando o disminuyendo? ;Lo hacen cada vez

mas rapido o cada vez mas lento?

b |

;Cudl es la informacién cualitativa y cuantitativa obtenida hasta este momento?
8. Haga un dibujo. gréfica. etc. con esa informacién obtenida.

9. Haga un andlisis andlogo al realizado en las preguntas 5-7 pero ahora con los intervalos

3 3
de tiempo de 7 a - ¥ de = a los 2.

om .
10. Del intervalo 27 a - ;. Cémo es el comportamiento de y?
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11. Con la informacion obtenida haga la gréfica correspondiente al movimiento de la canas-

tilla dependiendo del tiempo . Luego active la casilla y(t) para comparar resultados.

o

Nota. Con esta informacion se puede asegurar que la medida del tiempo t segundos.
coincide numéricamente con la medida de la longitud del arco que recorre la canastilla

. . . : T
sobre la circunferencia de radio 4. Tomemos por ejemplo. un valor de t con 0 < t < —

2

ilustrando lo que hemos obtenido hasta ahora en la siguiente figura:



114 Puesta en escena de la propuesta didactica

pos=icion de la particoals en el tewpo f, (eff ), glf)
'

reprosenti ol Heto, v oa stovnz.
-r‘_-_._ o= Inomeddicda en radinnes del danealo ecentral,

Jroar Liddhae Tepreseita Pansbicn o b ]u}:;.‘li!:!i

el aren senaludo

12. Si trazamos el triangulo rectangulo que se determina con esa posicién. y recordamos
nuestro conocimiento en trigonometria. podemos observar que las coordenadas de la
posicién de la canastilla como catetos en el tridngulo rectdngulo con dngulo interior
t. tal y como se muestra en la siguiente figura. De este modo podemos calcular a la

magnitud y ;Cudl serfa la expresién algebraica que determina la posicién de y?

// . \\:é.rh’ oylt))
"’ ”
e
’ \ Fe
i. i it ]
'. ! r.
III\ .l JJ‘II
N | /
‘\. ; _//.
N :' /
o | /
\\-__!__-_-___,—"
|

13. Activ3 la casilla funcién y(i) y menciona tres caracteristicas de la funcién.
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14. Por tltimo. desactive todas las casillas activadas y active las casillas deslizadores y
funcién general y(t). mueva cada uno de los deslizadores y describa qué sucede cuando

hacemos variar estos.

4.3.7. Modificaciones de la Actividad 7 Rueda de la fortuna (Analisis 2)

Se le agregé dos pregunta al finalizar la actividad junto con el archivo GeoGebra ma-
nipulando la funcién para observar qué sucede al hacer variar los coeficientes y anoten sus
resultados. La siguiente pregunta es de observar las funciones seno y coseno v anotar 3 carac-

teristicas que hay entre ellas.

Ademés de indicaciones de como manipular el archivo GeoGebra.

Actividad 7 Rueda de la fortuna (Analisis )

Una canastilla de una rueda de la fortuna se mueve con una rapidez constante sobre una
circunferencia de radio 4. Su movimiento se realiza en el sentido contrario a las manecillas del

reloj. En la siguiente figura se muestra la situacién.

Observemos que, a medida que el tiempo transcurre. las coordenadas z, y que sefialan la

posicién de la canastilla estan cambiando. esto lo representaremos como

r=x(t)yy=y(t)
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Lo que nos expresa que. tanto la variable x como la variable y son funciones en dependencia

del tiempo t.

Ahora consideremos en esta situaciéon que se empieza a medir el tiempo (t = 0) al pasar
la canastilla por el punto (4,0). ademas el tiempo transcurrido al pasar la canastillas de este

punto (4.0) al punto (—4,0) es de 7 segundos.

1. Abra el archivo con nombre canasta y mueve el punto Cy. ;Cudntas partea de la cir-

. ; : ; : ?-* &
cunferencia recorrera la canastilla al transcurrir el tiempo de 0 a = segundos’

£ oy . ™
2. }Cual es la posicién de la canastilla en 5 segundos?
3. ;La abscisa x(t) estdn creciendo o decreciendo?

4. ;Qué significa que la canastilla se mueva a una velocidad constante?

Yo, 4 % g = T TI— A ¥
Si dividimos el intervalo de tiempo de 0 a 5 segundos en 4 subintervalos de tiempos

. # . Tr . .
iguales. estos tendran longitud 3 segundos. Como se muestra en la siguiente figura.

5. Ahora observemos en la siguiente figura los segmentos horizontales. estos representan
la cantidad que ha aumentado o disminuido x al pasar de una posicion a otra, ;Van

aumentando o disminuyendo? ;Cada vez lo hacen mas rapido o lento?
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6. Al transcurrir el tiempo de los % a los 7 segundos. la canastilla recorre la cuarta parte
del circulo que corresponde al segundo cuadrante. Si hacemos el mismo anélisis anterior.
es decir. partir ese cuadrante en 4 como se muestra en la siguiente figura. los segmentos
correspondientes a x ; Van aumentando o disminuyendo? ;Lo hacen cada vez més rapido

o cada vez mas lento?

=J

. (Cudl es la informacién cualitativa y cuantitativa obtenida hasta este momento?

8. Haga un andlisis anédlogo al realizado en las preguntas 5-7 pero ahora con los intervalos

3 3
de tiempo de 7 a Tr v de T 4 los 2.
e

om

9. Del intervalo 27 a 5

;Coémo es el comportamiento de x, y7

10. Con la informacién obtenida haga la grafica correspondiente al movimiento de la canas-

tilla dependiendo del tiempo t. Luego active la casilla de xz(t) para comparar.
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-

Nota. Con esta informacién se puede asegurar que la medida del tiempo t segundos.

coincide numéricamente con la medida- de la longitud del arco que recorre la canastilla

sobre la circunferencia de radio 4. Tomemos por ejemplo. un valor de t con 0 < t <

T

2

ilustrando lo que hemos obtenido hasta ahora en la signiente figura:

E
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2
J/ 3
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11. Si trazamos el triangulo rectangulo que se determina con esa posicion. y recordamos
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nuestro conocimiento en trigonometria. podemos observar que las coordenadas de la
posicién de la canastilla como catetos en el triangulo rectangulo con angulo interior
t. tal y como se muestra en la siguiente figura. De este modo podemos calcular a la

magnitud z ;Cudl seria la expresion algebraica que determina la posicion de z?

ittt

12. Active la casilla funcién z(t) v mencione tres caracteristicas de la funcion.

13. Ahora. desactive todas las casillas activadas y active las casillas deslizadores v funcion
general x(t). mueva cada uno de los deslizadores y describa que sucede cuando hacemos

variar estos.

14. Por ultimo. active las casillas de funcién general 2:(t) v y(t) mueva los deslizadores y

que observe las graficas al hacer varias los valores de cada deslizador.
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Capitulo 5

Conclusiones

Desde el capitulo 1 deliberamos sobre la problemdtica que existe en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. a nivel bachillerato. prestando nuestro interés a las dificulta-
des que presentan los estudiantes para modelar y dar solucién a problemas de matematicas
aplicadas a algunas ramas del conocimiento. es decir. a problemas fuera de la matematica pero

que ocupan como herramienta a las matemaéticas para dar solucién al problema en estudio.

Para esto disenamos una propuesta diddctica. dirigida a estudiantes del cuarto semestre
de matematicas en el nivel medio superior. tomando como referencia al Colegio de Bachilleres
del Estado de Sonora. buscando promover un mayor interés v entendimiento sobre las ca-

_racteristicas y comportamientos de las diferentes variaciones en estudio. Apoyandonos en los

elementos tedricos analizados en el capitulo 2.

Nuestra propuesta didactica tal y como se mostré en el capitulo 3. consiste en una serie
de problemas descritas en un cuadernillo de trabajo. con preguntas e indicaciones que sirven
como guia v asl tener una mejor comprensién. ademads de archivo correspondientes a cada

actividad didactica. creando asi un ambiente dindmico con ayuda del software GeoGebra.

Los planteamientos que estamos realizando hasta aqui. ponen de manifiesto nuestra con-
cepcion de que logramos el objetivo general planteado en la tesis. el cual quedé formulado de

la siguiente manera:
Objetivo General

Disenar actividades didécticas para el estudio de la variacion en el nivel medio superior

con uso de software de matematica dindamica.

121
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Tal y como se senialo en el capitulo 1. el logro de este objetivo quedaba supeditado a
la consecucién de los objetivos especificos enunciados. los cuales quedaron establecidos de la

siguiente manera:

Objetivos especificos

1. Analizar propuestas diddcticas y uso de tecnologia. basados en investigaciones especia-

lizadas.

2. Establecer el tipo de elementos que intervienen en las propuestas experimentales a través
de un analisis de sus actividades, asl como los elementos de los problemas y la resolucién

de problemas.

3. Usar los analisis didécticos y del uso de la tecnologia en el disefio de una propuesta

didéctica para el estudio de la variacién en el bachillerato

En cuanto al primero de ellos, decimos que el objetivo fue alcanzado toda vez que. por
una parte. hicimos la revisién y analisis de diferentes propuestas didicticas. en particular las
que hacen referencia a la importancia de los problemas y sus procesos de resolucién en la
ensenanza y aprendizaje de las matematicas. En este aspecto se analizaron los planteamientos
de Polya. Schoenfeld. Friedman y Mancera. asi como la tesis de Licenciatura en Matematicas

de Moreno.

En lo que se refiere al uso de la tecnologia. tomamos elementos de Hitt, Gamboa. Pluvinage
v aspectos sefialados en la tesis de Licenciatura en Matematicas de Murillo. con respecto al

uso de GeoGebra.

Con base en los andlisis realizados en el primer objetivo especifico establecimos los puntos
que deberfamos incorporar en los disenos y las formas de implementarlos en el aula para la

observancia de su validez.

Finalmente. el tercer objetivo especifico. referente y casi coincidente con le objetivo general
se logré pues pudimos hacer el diseno de las actividades planteadas. cada una de ellas con el

uso de GeoGebra. las cuales son las siguientes:
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1. Movimiento rectilineo uniforme. que promueve el aprendizaje de la variacién lineal.
2. Cercado de un terreno. para el estudio de la variacién cuadrética.

3. El volumen de una caja sin tapa. sobre la variacion ciibica.

4. La presién atmosférica. destinada al analisis de la variacién exponencial.

5. Terremotos, para el estudio de la variacion logaritmica.

6. La rueda de la fortuna para estudiar la variacién periddica. en este caso la modelada

con la funcién seno.

-

La rueda de la fortuna. pero ahora para la funcién coseno.

Si bien es cierto que estamos senalando el logro de los objetivos planteados. nos parece
importante decir que en la realizacién del trabajo obtuvimos también otro tipo de conclusiones

que nos dejan un aprendizaje individual que es necesario destacar.

Por un lado al realizar el analisis referente al marco conceptual me di cuenta de la impor-
tancia que tienen los problemas y los procesos de resolucién para la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas. los aspectos que intervienen en ellos. asi como su clasificacién. Lo cual me
fue de gran ayuda al momento de elaborar este trabajo y también en mi vida personal. dado
que estudié Licenciatura en Matematicas y los problemas, asi como los procesos de resolucion

son el dia a dia.

Por otro lado. de acuerdo a la Reforma Integral de la educacién Media Superior (RIEMS)
el programa de estudios esta disenado con base en un enfoque por competencias. las cuales
va fueron descritas en el Capitulo 1, entonces presentaremos algunas competencias que se
desarrollan en esta propuesta. recordando que estan divididas por competencias génericas y

disciplinares.
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Competencias génericas

» Se conoce y valora asi mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los objetivos

que persigue.

= Es sensible al arte y participa en la apreciacién e interpretacién de sus expresiones en

distintos géneros.

= Escucha. interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la

utilizacion de medios. cddigos y herramientas apropiados.

= Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos estable-

cidos.

» Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general. considerando

otros puntos de vista de manera critico v reflexiva.
= Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
= Participa vy colabora de manera efectiva en equipos diversos.

» Participa con una conciencia civica y ética en la vida de su comunidad. regién. México

y el mundo.

= Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y diversidad de creencias.

valores. ideas y précticas sociales.

» Contribuye al desarrollo sustentable de manera critica. con acciones responsables.

Competencias disciplinares

= Construye e interpreta modelos mateméticos mediante la aplicacién de procedimientos
aritméticos. algebraicos. geométricos y variacionales para la comprension v andlisis de

situaciones reales. hipotéticas o formales.

= Formula y resuelve problemas matematicos. aplicando diferentes enfoques.
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» Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos y los contrasta

con modelos establecidos o situaciones reales.

= Argumenta la solucion obtenida de un problema con métodos numédricos. graficos. analiti-
cos o variacionales mediante el lenguaje verbal.matematico y el uso de la tecnologia de

la informacién y la comunicacion.

= Analiza las relaciones entre dos o mas vbariables de un proceso social o natural para

determinar o estimar su comportamiento.

» Cuantifica. representa y contrasta experimentalmente o matematicamente las magnitu-

des del espacio y de las propiedades fisicas de los objetos que los rodean.

» FElige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un proceso o fenémeno.

v argumenta su pertinencia.

» Interpreta tablas. gréficas. mapas. diagramas y textos simbolos matematicos y cientificos

He tenido la oportunidad de impartir clases. vy el haber obtenido este conocimiento me
ha ayudado al momento de realizar la planeacién para la materia. otros aspecto es el haber
aprendido en el manejo del software de matemédtica dindmica GeoGebra, dado que es una

herramienta muy 1til para la visualizacién y la manipulacién de los objetos matematicos.

Por otro lado he obtenido una mayor comprension de las matematicas. cémo se relacionan
entre si las diferentes ramas de ella. asi como el tener mas claro qué es un objeto matemaético,
el cual a lo largo de la carrera lo escuchaba con naturalidad pero no fue algo que me quedara
claro en su momento. Algo que fue nuevo para mi fue al momento de disenar las actividades
didécticas fue darme cuenta que estan centradas en el estudio de las variaciones més que en

el modelo matemaético.

Como comentario ahora al resolver un problema. lo analizo més que antes y trato de aplicar
el conocimiento adquirido al realizar este trabajo. dado que sélo me enfocaba en resolver y no
ver las cosas que estaban en juego al resolver cualquier problema. lo cual ha tomado un gran

interés particular.
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Para finalizar este trabajo v lo expresado anteriormente podemos concluir que nuestra
propuesta didactica si promueve el crear un mayor interés en los estudiantes en el estudio
de las matemadticas, asi como de una mejor compresion sobre los objetos matemaéticos. sus
comportamientos y propiedades. dejando la posibilidad de continuar este trabajo de tesis en

desarrollar una propuesta diddctica para el calculo diferencial o integral.
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