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INTRODUCCION

La intencién de este trabajo es dar una presentacién basica de la teorfa de
Continuos e Hiperespacios, asf como los llamados Continuos Indescomponibles.

Antes se presenta un capitulo de preliminares con el objetivo de poder com-
prender de forma autocontenida el desarrollo de este trabajo. En dicho capitulo se
estudian conceptos y resultados bésicos de Espacios Métricos.

Definimos un Espacio Métrico por (X, d), con X un conjunto no vacio, y donde
d es una funcién definida como d : X x X — R, la cual llamamos distancia o métrica
y satisface los siguientes axiomas:

a) d(z,y) 20, zyeX
b) d(z,y) =0 siysdlosi 2=y, z,yeX
c) d(z,y) =d(y,z) z,y€X

d) d.f:c,y) < d(m,z)ﬁ— d(z? y) z,y,z € X.

En este primer capitulo también vemos algunos conceptos de Espacios Topoldgi-
cos, como cerradura, interior y frontera.

Es importante estudiar Conexidad y compacidad. Por lo cual vemos los conceptos
y resultados mas importantes para el desarrollo de esta tesis.

Un espacio X es conexo si no existen dos conjuntos abiertos A y B en X no
vacios tal que X = AUB y ANB=40.

Un subconjunto A de un espacio métrico es compacto si toda cubierta por abier-
tos de A contiene una subcubierta finita. Un espacio métrico X es compacto si,
como conjunto, X es compacto.

Por ejemplo, el intervalo cerrado [0, 1] considerado como un subconjunto del eje
real es compacto. El intervalo abierto (0,1) no es compacto porque no es cerrado.
El eje X, considerado como un subconjunto del plano, no es compacto porque no
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Introduccion 111

es acotado, pero el circulo de radio 106 sobre el origen es compacto. esto no es
sorprendente, pues el mismo teorema de BolzanoWeierstrass establece que en R™
los subconjuntos compactos quedan caracterizados por ser los conjuntos cerrados y
acotados.

En el segundo capitulo definimos el concepto de Continuo y vemos los ejemplos
maés usuales. Un continuo es un espacio métrico, conexo y compacto, no degenerado.

Una familia {U;, U, ...U,} de subconjuntos de un espacio métrico (X, d) es una
cadena simple en X si se tiene que U; N Uy # O si y sélo si [j — k| < 1. A cada
U se le llama un eslabén de la cadena simple. Se dice que una cadena simple
C = {U,,U,...U,} conecta a los puntos a y b en X sia € Uy y b € U, asi un
contimuo X es encadenable si Ve > 0 se puede cubrir con una cadena simple, cuyos
eslabones tienen didmetro &, es decir, por una e—cadena.

Para obtener un hiperespacio, podemos usar cualquier coleccién de subconjun-
tos de un continuo X que satisface cierta propiedad topoldgica. Hay algunos que
podemos destacar:

# 2 ={ACX:A#0y Aes cerrado} .

s C(X)={A€e2X: Aesconexo}, estoes, C'(X) es la familia de subcontinuos
de X.

F,(X)= {A € 2% : A tiene a lo méds n puntos} conn € N.

Cn (X) = {A €2X : A tiene a lo méds n componentes}

Una muy natural pregunta tedrica sobre hiperespacios que consiste en determinar
los hiperespacios 2%,C (X), F,(X) y C,(X) del intervalo unitario, el continuo
m4s familiar.

A estos espacios se les da una métrica, la métrica de Hausdorff. La cual esta
definida en la seccién 2.3

Intuitivamente vemos que dos subconjuntos estdn cercanos con la métrica de
Hausdorff si y sélo si estdn empalmados uno en otro.

Comentan distintos especialistas que:

“Probablemente el primer resultado en la direccién de calcular 2! fue debido a
L. Vietoris cuando demostré (1922)... que si X es un continuo de Peano', entonces
también lo es el hiperespacio de 2 ... en uno de sus primeros articulos, Wojdyslawski

'Es decir, un espacio métrico compacto, conexo y localmente conexo.



Introduccién v

pregunté especificamente si el hiperespacio del intervalo unitario es homeomorfo al
cubo de Hilbert. El profesor Kuratowski comenta que la conjetura era bien conocida
por topologos polacos en los 20’s.

Esto fue resuelto finalmente por Schori y West y generalizado por Schori y Curtis
en 1977, ellos probaron que:
Teorema de Curtis-Schori-West. Si X es un continuo de Peano, entonces:

1) 2% es el cubo de Hilbert
2) C(X) es el cubo de Hilbert si X es un continuo localmente conexo

en el que todos sus arcos tienen interior vacito.

3) C(X) x I es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Aunque su prueba y métodos tuvieron éxito, éstos eran bastante complejos.

Las técnicas de la prueba de Curtis-Schori-West involucran el uso delicado de
Ifmites inversos, las maniobras sutiles y complicadas con refinamientos de particiones
y lo que era, en aquel tiempo, los bastante nuevos resultados acerca de topologia en
dimensiones infinitas”.

Un teorema de identificacion para el cubo de Hilbert fue establecido posterior-
mente por Toruncczyk lo cual hizo la prueba mucho mds facil, ver[1] [9] . Por lo
tanto, el problema de identificar el hiperespacio del intervalo unitario (o, de he-
cho, el problema de identificar muchos hiperespacios) se redujo a mostrar que el
hiperespacio tiene las propiedades enlistadas en las hipdtesis de dicho teorema y
por consiguiente es el cubo de Hilbert.

Para los espacios en el plano, y particular para graficas simples, los hiperespa-
cios C(X) fueron investigados por R. Duda, quién dio muchas caracterizaciones y
métodos. Ver [2][9].

Como capftulo 3 presentaremos L-convergencia en 2% . Sea {4, }°7 | una sucesién
de subconjuntos de 2% | definimos el limite inferior de A, y el limite superior de
A, de la siguiente forma:

= Liminf (4,)={z€ X :Ve>0,3NeNtalque B. ()N A, #0 ¥Yn> N}
= Limsup(A,) = {z € X :Ve > 0, B. (z) N A, # 0, para una infinidad de n’s}.
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Sea X un continuo, {A4,},-, una sucesién en 2% entonces el lim inf A, C lim
sup Ap,Jim inf A, y el lim sup A, son conjuntos cerrados, y lim sup A, # 0 para
toda sucesion {4, }," ;. Todo esto y un poco més es para probar que el hiperespacio
2% con la métrica de Hausdorff es conexo y compacto, esto es 2% es un continuo.

Y por tltimo, como capitulo 4 estudiaremos continuos descomponibles e indes-
componibles. Serd necesario presentar algunos conceptos y propiedades bdsicas para
la construccién de dos continuos indescomponibles, y caracterizar a éstos.

Un continuo X es descomponible si X = AU B, donde A y B son subcontinuos
propios de X, en caso contrario diremos que es indescomponible.

“Jn continuo importantisimo no tan sélo por ser indescomponible es el asf llamado
arcoiris de Knaster que construiremos en este capitulo.

Dos conceptos que nos serdn muy importantes para la construccién de continuos
indescomponibles son Composantes y Continuo Irreducible.

Si X es un continuo y p € X, la composante de p es el conjunto de todos los
puntos z de X tales aue existe algiin subcontinuo propio de X que contiene a p y
&

Si X es un continuo y {p, ¢} C X, decimos que X es irreducible con respecto a
P ¥ ¢ si no existe ningtin subcontinuo propio de X que contiene a tales puntos.




Capitulo 1
PRELIMINARES

En este capitulo abordaremos algunas nociones y hechos bésicos de topologia
general y espacios métricos, los cuales serdn necerarios para comprender los si-
guientes capitulos, la intencién de hacerlo asi, es hacer de esta tesis un trabajo
autosuficiente.

Este capitulo consta de 5 secciones, en las cuales estudiaremos definicion y
propiedades de espacios métricos, bolas abiertas v vecindades, conjuntos abiertos,
conjuntos cerrados, conexidad, espacios localmente conexos, compacidad y por ul-
timo compacidad sucesional.

1.1. Espacios métricos

Definicién 1.1 Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto
no vacfo y d una funcion que estd definida como d: X x X — R , llamada distancia
o métrica y satisface los siguientes ariomas:

a) d(z,y) >0, Vz,yeX

b) d(z,y)=0 siysdlosi z=y, Vz,yeX.
c) d(z,y)=d(y,z) Vz,yeX

d) d(z,y) <d(z,z)+ d(z,y) Vuzuy 2€X.

Veamos los ejemplos mds usuales de espacios métricos, con el primero podemos
checar que a todo conjunto se le puede definir al menos una métrica.

1
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Ejemplo 1.1 Sea X #0,d: X x X - R tal que

0 si r=y
d(z,y)= {

1 si 2y

d es llamada métrica discreta, llamada asi por que separa igualmente cada par
de puntos, y (X, d) es un espacio métrico discreto.

Ejemplo 1.2 La métrica Usual en R , donde d : R xR — R tal que d es la
funcion definida por d(z,y)= |z — y| para cada z,y € R .

El conjunto de mimeros complejos C con la funcién distancia d(z, w) = |z — w|
tambien es un espacio métrico.

Ejemplo 1.3 El espacio FEuclidiano n-dimensional R"™ es el conjunto de n-adas

(x1, %2, T3,...,7n) , donde z; € R para i € {1,2,....n}. Sea z = (z1,Z2,...,%n)
A

Yy = (Y1, ¥2,-.,Yn) € R, d(z,y) = (/3 (zi — y:)? , entonces, d es una métrica en
i=1

R™.

EnR?=R xR, d((z1,y1), (¥2,52)) = \/(mz —21)* + (e — )"

Ejemplo 1.4 EnR". Sean T = (z1, .-.2n), T = (y1,---yn) € R™.
Entonces:

a) do: R" xR "™ — R tal que do(Z,7) = max |z; — yi| , €5 una métrica en R™.

b) di :R" xR" > R tal que dy (Z,7) = Y. |z;: — yil, entonces dy es una métrica
i=1

en R™.

e

c) Parap > 1, d,(Z,7) = (E |z; — yilp) ., es una métrica para R", (que es el
=1
caso del ejemplo 1.3, si p=2)
Bolas abiertas y vecindades
Definicién 1.2 Sea (X, d) un espacio métrico, t € X ye un nimero real positivo.

El conjunto B.(z) = {y € X : d(z,y) < £} es llamado la bola abierta de radio ¢ y
con centro en T.
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Definicién 1.3 Sea (X, d) un espacio métrico. denotarernos bola cerrada de centro
x y de radio € al siquiente conjunto:

BlMz)={y € X : d(z.y) <e}.

Definicion 1.4 Sea (X,d) un espacio métrico. Definimos la esfera de centro x y
de radio £ al siquiente conjunto:

Se(z)={yeX :dlz,y)==c}-

Definicién 1.5 Sea (X, d) un espacio métrico y x € X. Un subconjunto A C X es
llamado vecindad o entorno de x si hay un € > 0 tal que B.(z) C A.

Lema 1.1 Sea (X, d) un espacio métrico y x € X. Para cada e > 0, la bola abierta
J.{x) es vecindad de cada uno de sus puntos.
Demostracion.

Sea y € B:(z). Vamos a probar que B.(x) es vecindad de y, para esto debemos
probar que existe una 1 > 0 tal que By(y) C Be(x). Como

y € B.(z),d(z,y) < e.
Elegimos n < ¢ — d(z,y). St 29 € By(y) entonces
d(z,z0) < d(z,y) + d(y, zp) < d(z,y) +n < d(z,y) +c —d(z,y) =¢.
Por lo tanto xo € B-(z). asf B,(y) C B.(z) y B.(z) es vecindad de y. m

En general para espacios topoldgicos todo conjunto abierto tiene esta propiedad
(Teorema 1.5).

Conjuntos abiertos

Definicién 1.6 Un subconjunto A de un espacio métrico X, decimos que A es un
conjunto abierto si para cada a € A existe ¢ > 0 tal que six € X yd(z,a) < &,
entonces © € A. En otras palabras A es un conjunto abierto si es vecindad de cada
uno de sus puntos.

Teorema 1.2 Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d). A es un conjunto
abierto si y solo si es union de bolas abiertas.
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Demostracién. =) Supongamos que A es abierto. Entonces para cada a € A existe

una B;,(a) C A, por lo tanto A = | Bs,(e) es unién de bolas abiertas.
acO

<) Si A es unién de bolas abiertas, entonces A = | Bs,(a),
: acl

si x € A, entonces z € By, (a) para alguna a € 1.
B;, (a) es vecindad de = y como Bj,(a) C A, A es vecindad de z. Asi A es
vecindad de cada uno de sus puntos y por definicién A es abierto. ®

Teorema 1.3 Sea (X, d) un espacio méirico.

a) El vacio es un conjunto abierto
b) X es un conjunto abierto.
e) Si Ay, Ay A, son abiertos, entonces Ay N AxN...N A, es abierto.

d) Si para cada a € I, A, es un conjunto abierto, entonces |J A, es abierto.
ael

Ejemplos:
1. Las bolas de R son los intervalos abiertos de la forma
(z—e,z+e)={yeR:z—ec<y<z+e}.

Cualquier intervalo abierto es una bola cuyo centro estd en el punto medio
del intervalo y el radio es la mitad de la longitud del mismo.

2. Las bolas de R” son circulos ( sin la circunferencia) y las de R® son esferas.

3. El conjunto (a, b) x (¢, d) es un subconjunto abierto de R* y (a, b) x (e, d) x (e, f)
es abierto en R®

4. Un eje de coordenadas en R™ n > 2 no es un conjunto abierto.

5. {(z,y) € R?: y < 27} es un conjunto abierto

Conjuntos cerrados
En esta seccién trataremos a los subconjuntos de un espacio métrico a los que
llamaremos cerrados.

Definicién 1.7 Sea (X,d) un espacio métrico. A C X es cerrado si y solo si su
complemento es abierto.
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El siguiente teorema nos proporciona ejemplos de conjuntos cerrados y nos per-
mite construir otros.

Teorema 1.4 sea (X, d) un espacio métrico.

1. X es cerrado
2. 0 es cerrado
3. La unidn finita de una coleccidn de conjuntos cerrados es cerrada.

4.  La interseccion de una familia de conjuntos cerrados es cerrada.

Demostracién. 1 y 2 es consecuencias de las propiedades de conjuntos abiertos v
cerrados.
3 y 4 se prueban utilizando las leyes de De’'Morgan. m

Ejemplo 1.5 Los conjuntos finitos en la recta real son cerrados.

Ejemplo 1.6 El conjunto total siempre es cerrado y abierta en el conjunto total,
por ejemplo el intervalo [0, 1] es cerrado y abierto en el intervalo [0, 1] con la métrica
usual de R relativa al [0,1] y ast tambien lo es el vacio.

Ejemplo 1.7 La unidn arbitraria de cerrados no necesariamente es cerrada. Por

ejemplo si unimos los puntos de la forma 1, es decir el conjunto A = | {}11} no
neN

es cerrado a pesar de ser una unién de cerrados.

Teorema 1.5 Sea (X, d) un espacio métrico. Si A,B son cerrados disjuntos en X,
entonces existen U,V abiertos tal que ACU y BCV.

1.2. Espacios topolégicos

Definicién 1.8 Una familia 7 de subconjuntos de X es llamada una topologia en
X , st satisface las siguientes propiedades:

« 0 XerT

n
s Si A, Ag, ..., Ap €T, entonces [ Ai €T

i=1
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» Si{Ai};.; 7, entonces |J A €T,
iel
Definicién 1.9 A la pareja (X, 7) , donde X es un conjunto y T es una topologia
en X, la llamamos espacio topoldgico. A los elementos de X los llamamos puntos. A
los elementos de T los llamamos subconjuntos abiertos del espacio topologico (X, T).

Ejemplo 1.8 Sea X = {a,b,c}, 7 = {0, X,{a},{a,b}} es una topologia en X.

Ejemplo 1.9 Sea X un conjunto cualquiera y sea 7 la familia de todos los sub-
conjuntos de X, i.e. T = P(X). Entonces T es una topologia en X, llamada la
topologia discreta. Sea X un conjunto cualquiera y sea 7 = {0, X}. Entonces T
es una topologia en X, llamada la topologia indiscreta.

Ejemplo 1.10 Sea X = N y sea 7, = {O,N,{n,n+1},{n,n+1,n+2},...}.
Entonces 7, es una topologia en X, para cada n € N.

Ejemplo 1.11 Sea X un conjunto cualquiera y seat = {0}U{A C X : X \ A es finito },
entonces T es una topologia en X, llamada la topologia complemento finito o

cofinita.

Hemos definido Vecindad, Conjuntos Abiertos y conjuntos Cerrados en un espa-
cio métrico, ahora es importante definirlos en un espacio topolégico.

Definicién 1.10 Sea A un conjunto en un espacio topoldgico (X, 7). Decimos que
A es vecindad de un puntox € X & I U €17 3x € U C A. Denotaremos £ (z) a
la familia de vecindades de x, i.e. £ (z) ={A C X : A es vecindad de X }.

Teorema 1.6 Un conjunto A es abierto en (X, 7) < es vecindad de cada unos de
sus puntos; esto es, V x € A, se tiene que A € € (x).

Definicién 1.11 Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un
conjunto cerrado en X < X \ A es un conjunto abierto en X.

Teorema 1.7 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una caracterizacién para los con-
juntos cerrados en X es:

1) AC XescerradoenX < [paratodac € X y VUET, 2€U AUNA#D=>zx€ Al
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Obien, AC Xescerradoen X & [Vz € X y VU €e(z)N7, UNA#£D=>z€ Al
Demostracién.

ACX escerradoen X & X\ A es abiertoen X

& Vze X\ A setieneque X\ A €e(x)
aVzeX\A = 3UeT»xelUCX\A
&VzeX\A J3UEeT2€eUNUNA=D

&Vr¢g A setieneque 3UET e €U AUNA=0

SVreX yVWUers(zeU A UNA#D) se tiene que z € A.
Por tanto tenemos
ACX escerradoen X & [Vze€X y VUET, 2€U A UNA#0=z€ A
esto es:

AC Xescerradoen X @VaoeX y YUE€e(z)NT 3 UNA#D setiene que x € A.

Es decir :
AC Xescerradoen X & [Vee X y VUee(z)NT,UNA#£D=>z€ A.
=

Definicién 1.12 Sea X un espacio topoldgico. Si A y B son subconjuntos de X,
decimos que estdn mutuamente separados si ANB=ANB=0.

Observacién 1.8 Dos conjuntos son abiertos o cerrados ajenos estan mutuamente
separados. Por otra parte, s1 X es un espacio topoldgico y X =x1Uxs (11 y T2
mutuamente separados) es claro que X = T1U 2 y por lo tanto zo = X — 7.

Es decir, zo y analogamente z, son abiertos. Ademds 1 = X— x5 y por tanto
tambien son cerrados.
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Corolario 1.9 5i X = 21 Uxe, &1 y x9 mutuamente separados. Entonces cada
uno de los conjuntos x1 y xo es abierto y cerrado en X.

Por lo tanto, el subespacio A C X es abierto o cerrado y A = A; U Ay
‘mutuamente separados) , el argumento anterior implica que A; y A, son abiertos

o cerrados en X.
Puntos de acumulacién

Definicién 1.13 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X y sea x € X.
Decimos que x es un punto de acumulacién de A, o punto lfmite de A, si, y solo

si para todo U € e(z) se cumple que U N(A—{z}) #0.

Definicién 1.14 Al conjunto de puntos de acumulacion de A lo llamamos el
conjunto derwado de A y lo denotamos con A'. Esto es,
A'={z € X : z es punto de acumulacion de A} .

Teorema 1.10 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, A C X yx € X. Entonces, para
todo U € e(x), se tiene UNA# P r€A VvV € A,

Demostracién. =)sea A C X,z € X ysupongamos que UNA#0 VU € ¢ (x).
Si r € A ya terminamos.
Supongamos que = ¢ A, entonces

UN(A—{z})#0VU € ¢(x).
Asi,
UN(A—{z}) #0VU ce(x).

=>zeA. Porlotantoze A VzeA.
<) Sea z € X y supongamos que z € AV z € A'. Probemos que V U € ¢ (x), se
tiene U N A # . Para z € A, tenemos que

UNn(A—{z})#0VU €e(z).

Se sigue que,
UNA#0VU €e(x).

Para © € A, es evidente quez € UNA VU €e(x), puesz € U con z € A. Por
tanto, tambien en este caso se cumple que

UNA#0VU €e(x).

Por lo tanto VU € e(z), setiene UNA# 0. m
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Lema 1.11 Sea A un subconjunto del espacio topolégico (X, 7). Entonces A es ce-
rrado & A’ C A.

Teorema 1.12 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A C X. Entonces, AUA' es
un conjunto cerrado.

Definicién 1.15 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una coleccion B de conjuntos
abiertos de X es una base en X para la topologia T < ¥V A € 17 3 A # 0 se tiene
que A es union de elerentos que pertenecen a B .

Definicién 1.16 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea P C 7. Decimos que P es
una subbase para 7 < la familia de intersecciones de subcolecciones finitas de P
unida con {X} es una base para 7.

De modo que si (X, T) es un espacio topoldgico y P es una subbase para 7.
entonces

Aerte ([-{]Si) con S; € P.

j€s \i=1

Definicién 1.17 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y seaY un subconjunto de X . En-
tonces, la topologia en 'Y, definida por Ty ={Y NA: A € 7}, es llamada topologia
relativa por la topologia 7 € X. Al espacio topologico (Y, Ty) se le llama subespacio
topologico de (X, 7). si A € Ty, entonces A es llamado conjunto abierto en'Y 1y
Y\ A es llamado conjunto cerrado en Y.

1.3. Cerradura, Interior y Frontera.

En este capftulo abordaremos los conceptos y propiedades més bésicas de ce-
rradura, interior y frontera en un espacio topélogico.

Definicién 1.18 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Definimos la cerradura o ade-
herencia de A C X como la interseccion de todos los miembros de la fami-
lia de conjuntos cerrados en X que contienen a A; y lo denotamos A, esto es,

A=N{BC X:Bescerradoen X y AC B}.

Observacién 1.13 En sequida se observa que:
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a) ACAy A'C A

b) Si F es un conjunto cerrado que contiene a A, entonces A C A C F. Es decir,
A es el cerrado més pequefio que contiene a A.

¢) Si A C B, entonces A C B.
d) A es cerrado & A = A,

Teorema 1.14 Para todo conjunto A en un espacio topoldgico (X, T) se cumple
@) = 2.

Demostracién. Sabemos que A C A, y como al tomar derivados se preserva el
sentido de la inclusion:

Ac (@) (1)

Podemos suponer que (Z)’ # 0, va que de lo contrario, la tesis seria cierta
trivialmente.

Tomemos entonces un = € (E)’ cualquiera y veamos que r € A’. En efecto, sea S un
entorno de z. S contiene infinitos puntos de A, es decir, infinitos puntos de A U A’,

y por cada
yeSNA,

S es tambien entorno de y, pero y € A’, de manera que S contiene infinitos puntos
de A’. En resumen, S contiene infinitos puntos de A en todo caso, lo cual implica
que z € A’. Hemos demostrado que

@) c 4,

que tomando junto con (1) demuestra el teorema. ®

Teorema 1.15 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A un subcojunto de X. En-
tonces, A=AUA.

Demostracién. Probamos en el teorema 1.12 que A U A’ es un conjunto cerrado
y, claramente, contiene a A. Por tanto,

ACAUA,
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Enseguida mostraremos que tambien se cumple la contencién contraria, esto es,
AU A’ C A. Observese que

ACA=Ac(A).

Pero, como A es cerrado, por definicién, tenemos que A contiene al conjunto de sus
— _—
puntos limite, i.e (A) C A. Por lo tanto,

Ac@A cA
Esto muestra que .
A C A
Como ademéds s
ACA,
Se sigue que B
AUA'CA
y, con ello, la igualdad deseada,
A=AUA

Teorema 1.16 Sean (X,d) un espacio métricoy Y C X. Si Y = AU B, donde
A y B son cerrados ajenos relativos a Y entonces ANB =0 yANB=4.

Demostracién. Como A es cerrado relativo a Y , tenemos que A = ¥ N A. De

donde . - B
ANB=ANn(YNnB)=(ANY)NB=ANB=0.

Anglogamente ANB =(. m

Observacién 1.17 Sean A y B conjuntos cualesquiera en un espacio métrico, en-
tonces

i) ANBCANB,

i) AUB=AUB.

Definicién 1.19 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que x € A es un punto de
adeherencia de A C X < z € A. O equivalentemente, VU € ¢ (z), se tiene que
UNA#Q.
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Definicién 1.20 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que © € A es un punto
aislado de AC X & 3 U € e(z) tal que UN(A - {z}) =0.

Definicién 1.21 Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X.
Se dice que © € A es un punto interior de A & A € e (). Al conjunto de puntos
interiores de A lo llamamos interior del conjunto A y lo denotamos A. Esto es,
A= {z € A:z es punto interior de A}

En consecuencia de la definicién tenemos que ACA A puede ser vacio sin que
lo sea A.

Lema 1.18 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X. En-
tonces, A es un conjunto abierto. Ademds A es el mazrimo abierto contenido en A,
€esto ex

A=U{B C A: B abierto en X }

Teorema 1.19 Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X.
Entonces, A es abierto en X & A = A.

Nbservacién 1.20 Para todo conjunto A de un espacio topoldgico (X, T) se verifi-
ca:

X-A=X-A.

Definicién 1.22 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Definimos

la frontera de A como el conjunto F, (A) = AN (X — A).

Observacién 1.21 La frontera es un conjunto cerrado, pues es interseccion de
conjuntos cerrados.

Lema 1.22 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, ). Entonces,
Fum=(X—AyuX—LX~mﬂ.

Demostracién.

Pum=znm;qux—m;Amwx—@=gr4xumﬂn@>A)
B

Teorema 1.23 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Entonces,
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1) F.(A)=A- A

2) A= AUF,(A)

3) A es cerradoe F.(A)C A
4) A abiertoe® AN F, (A) = 0.

La frontera de un conjunto no vacio puede muy bien resultar vacia. Por ejemplo,

sea (X, 7) el espacio topoldgico discreto. Aqui todo subconjunto de X es abierto y
cerrado y, por tanto, igual a su interior y a su cerradura. De ahf que, V A C X, se
tiene que

F.(4) = (X—-‘ﬁ)ﬂ(}{—(X—A)“)
F.(4) = (X-AnN(X-(X-4)
F.(4) = (X-A)nA=0.

1.4. Continuidad y Homeomorfismos

Definicién 1.23 Una funcion f : X — Y, donde el dominio X y el rango Y son
espacios topoldgicos, es continua en un punto o € X & para toda A € Ty con
flzo) €A 3 BEeTx conzy € B tal que f(B) C A.

Observacién 1.24 De la definicion de base de una topologfa, resulla que nuestra
definicion de continuidad no se altera si cambiamos en ella la expresion conjunto
abierto por elemento bdsico.

En el caso de que X y Y sean espacios métricos, de lo anterior resulta entonces
que f: X =Y es continua en el puntozp € X ©Ve>034d>03

f (Bs (20)) € Be (f (20)) -

Definicién 1.24 Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion f : X — Y es
continua en X st y solo si, es continua en cada punto de X.
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Teorema 1.25 Sea f : X — Y wuna funcién de un espacio topoldgico X en un
espacio topoldgico Y. Entonces, las siquientes proposiciones son equivalentes:

i) f es continua

i) Para cualquier abierto U de Y, f~' (U) es abierto en X

i1i) Para cualquier cerrado F de Y, f~ (F) es cerrado en X.

iv) Para todo AC X, f(A) C f(A).

v) Paratodo BCY, f71(B) 2 f~'(B).

Demostracién. (i) = (ii)

Sea U un abierto en Y. Tomemos z € f~! (U). Por hipétesis, f es continua en
X. En particular, f es confinua en z. Por definicién de continuidad en un punto,
existe un abierto V, que contiene a z tal que f(V;) C U.

Asi,
V. € f(U)
y entonces, resulta que
U= U
zef-1(U)

y, por tanto, f~1 (U) es abierto, pues es unién de conjuntos abiertos.

(i3) = (ii)
Sea F' un conjunto cerrado en Y. Entonces, Y\ F' es abierto en Y y, por tanto,
f7H(Y\F) es abierto en X. Pero,

FHINNF) =X\ f (F).
Asf, X\ f~!(F) es abierto en X. Por lo tanto, f~!(F) es cerrado en X.

(iii) = (iv)
Sea A C X. Observemos que f (A) es un conjunto cerrado en Y. Por hipétesis,
se sigue que f! ( f (A)) es un conjunto cerrado en X. Ademss claramente, A C

e (m) , ya que f(A) C f(A). Pero, A es el menor cerrado que contiene a A;
por tanto, A C f! (m) .Y esto implica que f (4) C f(A).

(i) = (v)
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Sea B CY y pongamos A = f~! (B). Por hip6tesis tenemos que
@ cT@ =1 (

=f(A) C
=AC [ (B).

ey

(B))cB

&

(v) = (2) :
Sea z € X cualquiera y sea N un abierto en Y tal que f(z) € N. Entonces,
YN\ = B es cerrado en Y y, por hipétesis, tenemos
I1B)c /7 (B).
Pero, ya que B es cerrado en Y, (ﬁ = B) , esto es lo mismo que

fB)c f71(B).

Por tanto, f~!(B) es cerrado en X, de donde M = X\ f ! (B) es abierto en X
y contiene a z. Ademds, f (M) C N. Por lo tanto f es continua en z y como z
fue arbitrario, se concluye que f es continua. m

Definicién 1.25 Sean (X,7.) y (Y.7y) espacios topoldgicos. Una funcién f :
X — Y es llamada un homeomorfismo < f es biyectiva y continua y, ademds,
! tambien es continua. En tal caso que X y Y son espacios homeomorfos y esto
lo denotamos por X 2 Y. Esto lo podemos escribir también ast:

X es homeomorfoa Y & 3f: X -Y yg:Y — X continuas,
una inversa de la otra ( i.e. fog=1y y gof=1x).

£jemplo 1.12 Tomemos R con la topologfa usual. Entonces f : R — (—1, 1) defini-
da como

A£L
I)=——
f(x) 1+ |z
es continua, biyectiva y su inversa, dada por
i Y
)=
1+ |y|

tambien es continua. Ast f es un homeomorfismo.
En general, R" es homeomorfo a la bola unitaria mediante el homeomorfismo

I n
z — —— donde = = (1,%2,...,T z|| = .
e 1o amm) 3 lell= 3
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1.5. Conexidad.

A continuacion, este capftulo estd dedicado al concepto de conexidad, el cual
definiremos en un espacio métrico con el fin de dar una mejor comprensién en el
desarrollo de la teorfa de continuos. Se tratara de ver las propiedades més indis-
pensables para temas posteriores.

Definicién 1.26 Sea X un espacio métrico. Diremos que es conexo si, y s6lo si,
no emriste ningiin par de conjuntos abiertos no vacios A y B en X tal gue X = AUB
y ANB=0. 5 X no es conexo entonces X es disconexo.

Diremos que un subconjunto E C X es conexo si (E,d) es un espacio métrico
conezo, es decir, no existe ningiin par de conjuntos abiertos no vacios A y B en E
tal quu E=AUB y ANB=0.

A partir de la definicién podemos observar que un espacio X es conexo si y solo
si los tinicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez en (X, d) son el conjunto vacio ()
y X. Asi mismo, la definicién de conexidad es equivalente a pedir que los conjuntos
A, B sean cerrados en X en vez de abiertos. De la definicién los conjuntos A y B
“neaen ser conjuntos cerrados en X.

Podemos ver que tambien es equivalente a la definicién decir que un espacio X
es conexo si, y s6lo si, # A,B C X tales que (ANB)U (ANB) =0, X =AUB.

Ejemplo 1.13 Sea X =R con la métrica usual yY = [0, 1]U[2,3]. Y es disconezo.

En efecto,
13 L 37
ou=vn(-33) v BI=vn(33),

tanto [0,1] como [2,3] son abiertos relativos de Y, ademds [0,1]N[2,3] = 0. Por
lo tanto Y es disconexo.

Teorema 1.26 5i A y B son conjuntos en (X, d) tales que A es conezo y AC B C
A. Entonces B es conexo.

Demostracién. Supongamos que B es disconexo, entonces B = SUT , donde S y
T son conjuntos abiertos relativos ajenos a B. Como A C B, tenemos que , A C S
6 AC T, digamos que A C S por teorema 1.15, SNT =0, como ACS,Ac S
(ver observacion 1.16) , de donde BN T = (), lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto B es conexo. ®
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Corolario 1.27 Si A es un conjunto conezxo, entonces A es conexo.

Demostracién. A C A C A y aplicando el teorema anterior obtenemos lo deseado.
=

Definicién 1.27 Sean (X.d) un espacio métrico y x,y € X. Una trayectoria de x
a y es una funcion continua f : [0,1] — X tal que f(0) =z vy f(1) =y. Si todo
par de puntos de X pueden ser unidos por una trayectoria, entonces X es conexo
por trayectorias o arco-conexo.

Corolario 1.28 Sea X un espacto de Hausdorff, conexo por arcos, si y solo si es
conexo por trayectorias.

Recordemos que X es conexo por arcos si para cada p,g € X, p # ¢, existe
a:[0,1] = X talque a(0) =1 y a(l) = g¢. Observemos que si X es conexo por
arcos, entonces X es conexo por trayectorias, pero el reciproco es falso, por ejemplo
si tomamos X = [0,1) U {y, 2z} con la topologia relativa de R. y, 2z ¢ [0,1), luego
X es conexo por trayectorias pero los punto y y 2 no pueden ser conectados por
ninguin arco en X. Por tanto X no es conexo por arcos.

Teorema 1.29 Sean (X,d) un espacio métrico, A C X y A es arco-conexo.
entonces A es conexo.

Demostracién.

Supongamos que A no es conexo.

Entonces, existen S,7° C A ambos abiertos en A, ajenos y no vacfos, tales que
A=85UT.

Sean s € §,t € T. Como A es arco-conexo existe una curva f : [0,1] — A 3
fO)=sy f(1)=t

Sea C = f([0,1]) € A.

Observemos que C es conexo, pues C=CNA=(CNS)u(CNT), y

s=f(0)ecns, f(l)eCcnT.

Sabemos que S = S; N A, S; abierto de X, y que T = T, N A, T; abierto de X.

=
CNA=CnNS; NA=CNS,; abierto de C.

Andlogamente C'NT abierto de C.

Por lo tanto C' no es conexo, lo cual es imposible. ®
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Ejemplo 1.14 £l continuo senl es la cerradura de F donde F = {(x,sen(1)) €
R? : 0 < z < 1}. Por el corolario anterior F es conexo. Entonces el continuo
sent = FU{(0,y) e R*: -1 <y < 1}. Ver figura 1.

| ’”

figura 1.

Teorema 1.30 SeaY una familia de conjuntos conezxos en el espacio métrico (X, d) .

Si existe un Ag €Y tal que¥Y A€Y, AN Ay #0, entonces B = | ] A es conexo.

AcY

Demostraciéon. Supongamos que B no es conexo.
Sean S y T conjuntos abiertos en (X, d) tales que

B=(SNB)U(TNB) v (SNB)N(T'NB)=0.
Tomemos un A € Y cualquiera. Como A C I tenemos:
A=(SNAU(TNA) vy (SNAN(TNA)=10;
pero A es conexo v, por lo tanto, no admite disconexion, o sea que
TNA=0
(o bien SN A = 0 y las consecuencias serfan andlogas), de donde
A=SNA(BA=TnNA)

es decir,
ACSBACT).

En particular, supongamos que

Ay CS.

I
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Si para algiin
AeY talque ACT,

entonces
ANAyC (SNB)N(TNB)=0,

lo cual contradice la hipétesis. De manera que
VAeY talque ACS

1o cual implica B C S, es decir B= BN S, de donde TN B =@ y B es conexo por
no admitir disconexién. =

Corolario 1.31 Si Y es una familia de conjuntos conexos de (X, d) tal que

N A#0,

AEY

entonces |J A es conezo.
AeY

Teorema 1.32 Si [ es una funcion continua del espacio métrico conexo X sobre
el espacio métrico Y, entonces Y es conezo.

Demostracién. Si Y no fuese conexo, entonces habrfa conjuntos abiertos no vacios
Ay BenY talesqueY = AUB, y AN B = (). Entonces,

X=f'(Y)=f"(AuB)=f1 (AU (B)

Lt

AN (B)=f1(AnB)=f"'(0)=0.
Ademds, como f es continua y sobre, f~' (A) y f~!(B) son abiertos en X y no

vacios. Por lo tanto X es disconexo. Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto YV
es conexo. m

Proposicién 1.33 Un conjunto no vacio A en R es conexo si, y sélo si, es un
intervalo.

Demostracién. Supongase primero que A no es un intervalo. Entonces, para al-
gunos puntos a y b en A con a < b, existe un z € (a,b) tal que = ¢ A. Entonces,
los conjuntos X = AN (—o0,z) y Y = AN (z,00) son conjuntos abiertos no vacios
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en el subespacio A, tales que A = X UY vy X NY = (. Por tanto. si A no es un
intervalo, entonces no puede ser conexo.

A continuacion, supongase que A no es conexo. Entonces, existen conjuntos abiertos
no vacfos X v Y en el subespacio A tales que

A=XUYyXNnY=0.

Tomemos a € X y b € Y. Podemos suponer que a < b. Demostraremos (a,b) € Ay
que, por tanto, A no es un intervalo. Supéngase que (a,b) C A y, por consiguiente,
que [a,b] C A. Sea ¢ = sup(X N|a,b]). Entonces, ¢ € [a,b] C A, y como X es
cerrado en el subespacio A, ¢ € X. Aprovechando que b € Y, podemos afirmar que
¢ € XN [a,b). Como X es abierto en el subespacio A, existe un € > 0 tal que

c+e€XnNlab),
lo cual contradice el hecho de que ¢ = sup (X N{a,b]). =
Como una aplicacion del teorema anterior:

Proposicién 1.34 (Teorema del valor intermedio.) Sea f wuna funcién continua
de un espacio métrico (X, 7) en R. Sia y b pertenecen a un conjunto conexo A en
X y si f(a) < f(b), entonces, para cualquier t € (f (a), f (b)), existe un punto
c€ A tal que f(c) =1t.

Demostracién. Como f (A) es un conjunto conexo en R, es un intervalo. Luego si
fla)y f(b) pertenecen a f (A), entonces (f (a), f (b)) C f(A). m

Definicién 1.28 Diremos que un conjunto A es un arco si es un espacio homeo-
morfo al intervalo [0,1] .

Teorema 1.35 Si A es un arco en un espacio métrico, entonces A es conezxo.

Demostracién. Como A es la imagen continua de un coniunto conexo en & -
tambien conexo. m

Espacios localmente conexos

Definicién 1.29 Decimos que un espacio métrico (X,d) es localmente conexo
si para todo punto x € A y todo entorno S de xz, existe un entorno T de x tal que
TcCS yT es conexo.
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Teorema 1.36 Si en (X,d) toda bola abierta es un conjunto conexo. entonces
(X, d) es un espacio conexo y localmente conexo.

Demostracién. Sea 2 € X y S un entorno cualquiera de 2. Como S es abierto
y x € S, existe un r > 0 tal que B, (z) C S; pero B, (z) es un entorno de z y,
por hipétesis, conexo. (X, d) es pues localmente conexo. Para demostrar que X es
conexo, tomemos un zg € X cualquiera. Es inmediato que

X = |J Bn(xoj,

neM
donde N es el conjunto de los mimeros naturales. Ahora bien, cada una de las
B, (o) es conexa y la interseccién de todas ellas no es vacfa, ya que z; estd en
todas. Concluimos que su unién, o sea X es conexo. B

Definicién 1.30 Si (X, d) es un espacio métrico y A C X es una componente de
X st A es conexo y para cualgquier subconjunto conexo B de X tal que A C B se

tiene que B = A.

Teorema 1.37 Un espacio métrico (X,d) es localmente conexo si y sélo si las
componentes de todo conjunto abierto son abiertos.

Demostracién. Supongamos que las componentes de todo conjunto abierto son
abiertos. Sea = € X y S un entorno cualquiera de x. Designemos por T a la
componente de S que contiene a . Entonces T es conexo, T C S y T es un entorno
de z por ser abierto en virtud de la hipétesis. O sea que (X, d) es localmente conexo.

Recfprocamente, supongamos que (X, d) es localmente conexo y sea A un conjun-
to abierto. Consideremos una componente C' de A y demostremos que es abierto.
Tomemos un z € C' C A, de donde x € A y por ser A abierto, A es entorno de
z. Pero existe un entorno S de z tal que S C A, lo cual implica por ser C' una
componente, que A C C.

Ahora bien, C es evidentemente la unién de todos los conjuntos abiertos S
urresponalentes a caaa uno ae sus puntos. C' es, pues, un conjunto abierto por ser
la unién de abiertos. m

Corolario 1.38 La recta real es un espacio conexo y localmente conezo.

Demostracién. Una esfera abierta es un intervalo y, en virtud del teorema anterior,
un conjunto conexo. Se aplica entonces el Teorema 1.37. =
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1.6. Conjuntos compactos

Definicién 1.31 Sea (X,d) un espacio métrico. Una familia U = {Ux},., de
subconjuntos de X es una cubierta de X si X C.|JU,. Si U' C U yU' tambien

Al
es una cubierta de X , entonces U’ es una subcubierta de X . Si todos los elementos

de una cubierta U de X son abiertos de X entonces U es una cubierta abierta de
X.

Definicién 1.32 Un subconjunto A de un espacio métrico es compacto si toda
cubierta por abiertos de A contiene una subcubierta finita. Un espacio métrico X
es compacto si, como conjunto, X es compacto.

Teorema 1.39 ( Heine—Borel). StY es un subcongjunto de R™ entonces Y es com-
pacto si y sdlo si, Y es cerrado y acotado (esta es,existe >0 tal que Y C B,.@) ;

Proposicién 1.40 Un conjunto compacto en un espacio métrico es cerrado y aco-
tado.

Demostracion.

Sea A un conjunto compacto en el espacio métrico X. Para verificar que A es
cerrado, tomemos z € X \ A. Para cada y € A existen vecindades abiertas N, (z) y
N (y) de z y y , respectivamente, con la propiedad de que

N (y) N N, (z) = 0.

La coleccion {N (y) : y € A} es una cubierta de A. Como A es compacto, esta cu-
bierta abierta tiene una subcubierta finita

{N(y) :y € F, con F finito} .
Entonces, el conjunto () N, (z) es una vecindad abierta de z que no intersecta con

yeF
A. Luego X \ A es abierto y, por ende, A es cerrado. Para ver que A es acotado,

consideremos la cubierta abierta de A
{B1(y) : y € F, con F finito}

Por la compacidad también contiene una subcubierta finita que cubre a A. Y por
teorema de Heine-Borel A es acotado. =



1.6 Conjuntos compactos 23

Proposicién 1.41 Un conjunto cerrado en un espacio métrico compacto es com-
pacto.

Demostracion.

Sea A un conjunto cerrado en el espacio métrico compacto X. Sea {U, : s € S}
una cubierta abierta de A. Si anadimos el conjunto abierto X \ A a la colecién
{U : s € §}, obtenemos una cubierta abierta de X. Como X es compacto, esta
cubierta abierta contiene una subcubierta finita deX. Por tanto, al remover X \ A
(si estd presente) de esta cubierta finita, se produce una subcubierta finita de la
cubierta {Us; : s€ S} de A. m

Teorema 1.42 Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos. Si f : X — Y es una
funcion continua y suprayectiva, y X es compacto, entonces Y es compacto.

Demostracién. Sea U = {U, },., una cubierta abierta de ¥'. Como f es continua,
la familia { f~* (Uy) } ¢, es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existei

A1, Az, .. Ap € I tales que X = |J f~! (U,), de donde
k=1
v=rx=£(0 )= 0 s @ c U
k=1 k=1 k=1
De aqui tenemos que {1, Ao, ...A,} es una subcubierta finita de Y. m

Definicién 1.33 Diremos que un espacio X tiene la propiedad de interseccion
finita, si para toda familia de cerrados {C:},., tal que cualquier nimero finito de
ellos tiene interseccion no vacia, se cumple que N;e;C; es no vacta.

Teorema 1.43 Un espacio X es compacto si, y sdlo si, posee la propiedad de
interseccion finita.

Demostracién. =) Supongamos que X es compacto y {C;};., una familia de

cerrados tal que cualquier nimero finito de ellos tienen interseccién no vacia. Por

contradiccién. Si N;c;C; = @ llegamos a una contradiccién. En efecto,
X=X-NierCi = Uier (X - Cy).

{X — Ci},c; es un recubrimiento abierto de X, y por lo tanto, existe un subre-
cubrimiento finito {X — (4, ..., X — C,} . Entonces,

X=X-CHU..U(X-0Cp)
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d=CiNCNCsN..NC,.
Lo cual contradice nuestra hipotesis.
<) Supongamos que X tiene la propiedad de interseccion finita. Sea U ={U;},.,
un recubrimiento abierto de X. Veamos que si no existiera un subrecubrimien-
to finito llegariamos a una contradiccién, en efecto, para toda subfamilia finita

{U,,Us,...,U,} de U se tiene
X—-(hulhu..ul,) #0.

Luego,
(X-U)n(X-Uy)n..n(X -U,) #0,

Nier (X = T;) # 0,
se sigue que X — U;c;U; £ 0. m

Teorema 1.44 La imagen continua de un espacio compacto es compacta.

Demostracién. Sea X un espacio compacto y definamos f como la funcion
continua de X en un espacio métrico Y. Sea {U, : s € S} una cubierta abierta de
f (X) . Entonces,

{f71(U;): s €S}

es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita
{/7'(Us):5€5C8} de X.

Entonces, {U; : s € S" C S} es una subcubierta finita de f (X). Por ende, f (X) es
compacto. |

Definicién 1.34 (Espacio de Hausdorff) . Para dos puntos diferentes x,y € X Siem-
pre existen vecindades Vo, € V (z) y V, € V (y) que son disjuntas.

Definicién 1.35 (Espacio regular, espacio normal) . Un espacio topoldgico (X, )
se llama regular, si es de Hausdorff y para cada subconjunto cerrado A C X vy
cada v ¢ A existe una vecindad Uy € V (A) y Vi € V (x) que cumplen: Uun
Vi = 0. Y llamaremos normal, si es de Hausdorff y para dos subconjuntos cerrados
disjuntos A y B existen siempre vecindades Uy € V (A) y Vg € V (B) que son
disjuntas.
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Teorema 1.45 Todo espacio topoldgico (X, 1) de Hausdorff y compacto. es normal.

Demostracién. Por 1.41. todo subconjunto cerrado de un compacto es compacto.
|

Teorema 1.46 ( de Baire). Sea X un espacio compacto y Hausdorff no vacio.
Supongamos que X = |J F, Entonces F, # @ para algin n € N.

nch

o

Demostracién. Supongamos que F,, = §§ para toda n € N. Queremos probar
que X # |J F,. Para esto, construiremos una sucesién de cerrados no vacios de X

nel

con la propiedad de la interseccion finita. Sea Gy un abierto no vacio de X. Como

I, = 0, entonces tenemo Go\F; es abierto y no vacfo. Por la regularidad de X,
existe un abierto G;. no vacio tal que G; C G\ Fi. De la misma manera, dado G,
construimos un abierto G, tal que

Gn-+1 - Gﬂ\Fn—H C Gn = a:

Asf que la sucesién de cerrados {G_ﬂ}’,l oy tiene la propiedad de la inteseccion finita
y, por la compacidad de X, ) G, # 0. De aqui que

nelN

X#XN\0N6Gi= U (NGl 2 U E>S U A

nel neM neM nelM
Esto contradice que X = |J F,, m
neM

Compacidad secuencial

Definicién 1.36 Un espacio métrico X es secuencialmente compacto si toda
sucesion en X posee una subsucesidn convergente.

Teorema 1.47 Sea {A, : n € N} una coleccién de conjuntos compactos tales que
An C Any1. n € N. SiU es un conjunto abierto en A, tal que (| A, C U, entonces

n=1

eriste N € N tal que Ay C U para cadan > N.

Demostracién.
Supongamos que tal N no existe, entonces A; & U, Ay € U, en general A,, £ U
para cada n € N. Luego hacemos

A={A\U :n € N},
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que es una coleccién de cerrados no vacios tal que cada subcoleccion finita de A tiene
interseccion no vacia, se sigue que F] A NU # 0 por caracterizacién de compacidad

ademés la coleccién de A tiene la propiedad de mtersecmén finita. Sea p €
r] AN se tiene que p € ﬂ A, y p € U. Por lo tanto ﬂ A, €U =

n=1 n=1
Teorema 1.48 Un espacio métrico compacto es secuencialmente compacto.

Demostracién. Sea X un espacio métrico compacto y sea {, }.—, una sucesién en
X. Supéngase que {z,}.-_, no tiene ninguna subsucesion convergente; es decir, que
{2,}>7, carece de puntos lfmite. Entonces, para cada z € X, existe una vecindad
abierta N (z) que contiene solamente un mimero finito de términos de {z,},_, . La
coleccién
{N(z):z € X}

es una cubierta abierta de X y por ende, tiene una subcubierta finita. Esto impli-
ca que {z,},.—, tiene sélo un mimero finito de términos; por tanto, no puede ser
verdadera la hipétesis de que {z,} ", no tiene ninguna subsucesién convergente. m

Definicién 1.37 Sea (X,d) un espacio métrico, A C X es totalemente acotado
si para cada £ > 0 eziste una coleccion finita de puntos {x1, s, ...z} C X tal que

AC 1) B la).
1=1

Proposicién 1.49 Sea (X,d) un espacio métrico secuencialmente compacto. En-
tonces X esld totalmente acotado.

Demostracién.
Supéngase que X no estd totalmente acotado. Entonces existe un £ > 0 tal que,
para cada coleccion finita {z; : i = 1, ..., k} existe un punto 2 € X tal que,

d(z,x;) > e paracada i=1,.... k. (*)

Por consiguiente podemos construir una sucesién (y,) con la propiedad de que
d (Yn, Ym) = € para m # n.

Sea x € X, para {z; :i=1,...,k} existe un punto y € X tal que d(y,z) > =.
Sea y; = x, y2 =y. Ahora, {y1, ¥2} por (*) existe y; € X tal que

d(ys, 1) =€ y d(ys, 1) = ¢
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procediendo inductivamente podemos hallar (y,) sucesién en X tal que
d (Yn,Ym) = € Vm # n,

es decir (y,) no posee una subsucesién convergente y, por tanto, X no es secuen-
cialmente compacto. ®

Definicién 1.38 Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Diremos que A es acotado
si diam (A) < oo, donde diam (A) = sup {d (z,y) : z,y € A}.

Lema 1.50 Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y sea {Us : s € S}
una cubierta abierta de X. Entonces existe n € N tal que para todo z € X, B (x)
esta contenido en algin elemento de la cubierta. '

Demostracién.
Supongamos por contradiccion que,

vn € N3r, € X 3B, ()

no estd contenida en ningtin elemento de la cubierta {U; : s € S}. La sucesién
(z)n., posee una subsucesion (z,, ),., convergente, como

Ty, w2 € X ={Jos
se]

<nLonces,
3 spel 3xelU,.

Luego 34 > 0 3B;(x) C Us,.
Podemos elegir / suficientemente grande, k > 2 >z, € By (z), asf
B i {an.) © Bylx) € U,
ke ]

Lo cual es una contradiccion, pues estamos suponiendo que B1 (x) no esta contenida
enlU, =m

Lema 1.51 Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y {Us : s € S}
una cubierta abierta de X. Entonces existe 0 > 0 tal que todo subconjunto A C X,
diam (A) < ¢ estd contenido en algiin U,,).
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Demostracién. Por el lema anterior, existe n € N 3V z € X B (z) C Ugp),
donde Uy, es un abierto de la cubierta dada. Tomemos § < ?_1! vV sea

A C X sdiam (A) < 4.

Seare€ A= AC Bs(z) C B:(r) CUy,). Ahoraseay e A=>d(z,y)<d=>y€
Bg(r) =]

Teorema 1.52 Un espacio métrico secuencialmente compacto es compacto.

Demostracién. Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y sea {U; : s € S}
una cubierta abierta de X . Por el lema anterior existe 4 > 0 tal que todo sub-
conjunto A C X, con diam (A) < ¢ estd contenido en algtin Us(,). Como X estd
totalmente acotado, para r = fg existe una coleccién finita de puntos del espa-

€10, L1, La52n € X 3.X = | B_ag (z;). Pero el diam (}3_52 (I‘J)) < :% <d V
=1 2 z

J = 1,2,..., m,entonces existe U, en la cubierta dada, tal que Bg (z;) € U, con
m

j=1,2,...,m, entonces X = |J U,,. Por lo tanto X es compacto. m

1=1

Corolario 1.53 Un espacio métrico (X, d) es compacto < es secuencialmente com-
pacto.




Capitulo 2

CONTINUOS E
HIPERESPACIOS

En el capftulo anterior hemos estudiado algunas propiedades de espacios métri-
cos, compacidad y conexidad, estos conceptos nos ayudard en la comprensién de
teorfa de continuos, que a continuacién abordaremos en este capitulo.

2.1. Definicién y ejemplos de Continuos

Daremos la definiciéon de Continuo e hiperespacios y veremos los ejemplos més
usuales. Asf como tambien presentaremos una de las técnicas mas importantes para
obtener ejemplos de continuos usando la interseccién anidada. Y estudiaremos a los
llamados continuos encadenables.

Definicién 2.1 Un continuo es un espacio méirico, no degenerado, compacto y
conexo. Un subcontinuo es un continuo el cual estd contenido en un espacio.

Ejemplo 2.1 Un arco es un continuo pues es homeomorfo a un intervalo cerrado.
Ver figura 2.

29
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figura 2.

Ejemplo 2.2 Cualquier espacio que sea homeomorfo a " = {z € R"*! || z ||= 1}
es llamado una n-esfera. En particular 1-esfera es llamada curva cerrada simple.

Toda n-esfera es un continuo. Ver figura 3. Y D" = {z € R* : ||z]| < 1}. Ver figura
4. Toda n-esfera es un continuo y D" son continuos.

figura 3.

figura 4.

Ejemplo 2.3 La paleta. Tomemos {(z,y) e R* : a* +y* =1} U ([1,2] x {0}), la
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paleta; esto es p= S' U ([1,2] x {0}) . Es un continuo. Ver figura 5.

figura 5.

Ejemplo 2.4 Fl continuo sen es la cerradura de F, donde
F={(z,sen(l)) eR?:0<z<1}.
Entonces el continuo sen* = FU {(0,y) € R*: -1 < y < 1}. Ver figura 6.

W

fiqura 6.

Ejemplo 2.5 El circulo de Varsovia: Tomemos el continuo X de benf y conside-
remos un arco Y del punto (0,1) al punto (27, 1) de tal forma que

XNY ={(0,1),(2r,1)}.

Entonces Z = X UY es llamado el Circulo de Varsovia. Ver figura 7.
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|

figqura 7.

Ejemplo 2.6 El Triodo Simple T. Es el continuo que formamos con la union de
tres segmentos (arcos) unidos por un punto que es el punto extremo de cada uno de
ellos (segmentos). Este lo podemos expresar por T = ([—1,1] x {0})U ({0} x [0,1]),
ver figura §.

figura 8.

En general el n-odo simple es el continuo que consta de n-segmentos de longitud
uno pegados en el punto extremo de cada uno de los segmentos.

Ejemplo 2.7 El Abanico Arménico. Consideremos X = {% : n € N}U{0} y tome-
mos el cono de X, el cual lo denotamos como cono(X), entonces cono(X) es un
continuo. En otras palabras si consideramos que X C R?, sobre el eje de las abscisas
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yp = (0,1) € R* entonces el cono(X) es la unién de los egmentos rectilineos que
van de p a cada uno de los elementos de X. Ver figura 9.

figura 9.

Ejemplo 2.8 El Abanico de Cantor. Sea C' el conjunto de Cantor contenido en
[0, 1] y dnase los puntos de C' al punto p = (5, 1) del mismo modo que se hizo en el
ejemplo anterior, ver figura 10.

figura 10.

A continuacién veremos el uso del criterio de intersecciones anidadas para obte-
ner ejemplos interesantes de continuos, par ello observemos que:.

Ejemplo 2.9 Para cada n€ N, sea

=[0,1] x {Oaﬁ]\{(l 2) {0}}

observemos que cada X, es un subconjunto conexo de R?, pero

ﬂX _[,—]x{{]}u[ ]x{{]}.

n=1
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el cual no es conexo.

{0,1) (1,0)
X1 X1
X2 (1,1/2)

{0,0y (1/3,0) (2/3,0) (1,0)
figura 11.

El ejemplo anterior nos dice que la interseccion anidada de conjuntos conexos no
necesariamente es conexa. Pero si agregamos la hipétesis de compacidad a cada uno
de los intersectados se obtienen resultados positivos, lo cual mostrars el siguiente
teorema.

Teorema 2.1 Si {X,}-, es una sucesion de subcontinuos de un espacio métrico

o0
(Y.d) , tal que para todan € N, X,,,, C X, entonces (| X, es un continuo.

n=1

o0
Demostracion. Sea X = [} Xy, cada X, es un cerrado en Y (por que {X,}7, C

n=1

Y y cada X, es compacta por lo tanto cada X,, es un cerrado en Y'), y como la
interseccion de cerrados es cerrada, X es cerrado en Y. Por lo tanto X es compacto.
Ahora como X es compacto entonces cualquier familia de subconjuntos cerrados de

Y con la propiedad de interseccién finita tiene intereccion no vacia, por lo que
X #0.

Asi que sélo falta ver que X es conexo.

Supongamos que X no es conexo, entonces

X =AUDB, donde Ay B son cerrados ajenos de X,

por lo tanto A y B son compactos por teorema 1.41. Podemos encontrar abiertos
disjuntos Vy WdeY detal formaque ACVy BCW.
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Existe n € N tal que X, € V UW. De donde
Xo=(X . NVIU (X, NW).
Como AU B = X C X, se tiene que
XaoNV#£Q y X,NW # 0,

pero esto implica que X, no es conexo, esta contradiccion muestra que X es
CONexo.

=
Ejemplo 2.10 La curve Universal de Sierpinski.

Empezamos dividiendo el cuadrado Sy = [0, 1] x [0, 1] en nueve cuadrados con-

gruentes y tomamos
S = S\ 2 E) e
=N 38 g

Andlogamente , dividimos cada uno de los restantes ocho cuadrados en nueve cuadra-

dos congruentes y llamamos S3 al continuo que se obtiene al quitar el interior de

cada uno de los ocho cuadrados centrales. Continuando de esta manera, definimos
oC

Sy, 83, ete. Sea S = [) Sy, entonces S es un continuo, lamado la curva de Sierpinski.

n=1

a[]o

als a5s amia
S Es ols os

Ejemplo 2.11 La curva universal de Menger .
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Consideremos primero el cubo M = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]. Dividamos cada una
de las caras de M en nueve cuadrados congruentes y hagamos un agujero através
del interior de cada cuadrado central, esto nos da un continuo M;. dividamos cada
uno de los restantes cuarenta y ocho cuadrados en nueve cuadrados congruentes y
haganmos un agujero através del interior de los cuadrados centrales, de esta manera
obtenemos un continuo M.

Repetimos este proceso para obtener continuos M,. La curva universal de Menger
es, por definicién

0o
M= ﬂ M,, M es un continuo.
n=1
El término universal se refiere en este caso, al hecho de que M contiene una copia
topoldgica de cualquier espacio métrico separable de dimension uno.
En el siguiente dibujo se ilustra el tercer paso de la construccién de la curva de
Universal de Menger.

Menast Universal Curve

figura 13.

Teorema 2.2 Sea X un continuo y Z un subcontinuo de X. Si X —Z =AUB
entonces Z UA y Z U B son subconiinuos de X.

Demostracion. Sea X — Z = AU B, donde A y B estan mutuamente separados.
Como X — Z es abierto, por corolario 1.8 tenemos que A v B son abiertos. Ademsés
X —-—A=ZUB. porloque ZUB es cerrado.
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Supongamos que Z U B no es conexo. Entonces existen dos cerrados no vacios y

ajenos H y K tales que
ZUB=HUK.

Como Z es conexo e igual a (ZN H)U(ZNK) y estos son dos cerrados ajenos,
tenemos que uno de ellos es vacio. Por lo tanto podemos asumir que Z = (ZNH) y
por tanto Z C H. Pero como H y K son ajenos la contencién anterior implica que
KchB.

Ahora, sean r1 = AUH v 1z = K. Entonces

X=X-2)UZC(AUB)UZ=AU(ZUB)=AU(HUK)=(AUH)UK,

de donde X = z; U 9.

Ademas H y K son no vacios, por lo que z; y Iy no son vacios.

Por otra parte, ya sabemos que H y I estdn mutuamente separados. Y como
K C B, se tiene que K v A también estdén mutuamente separados, ya que A y
B lo son.

Por lo tanto x; y 2, estdn mutuamente separados. Pero esto contradice la
conexidad de X, por lo que se tiene que Z U B es un subcontinuo de X.

Exactamente igual se prueba que Z U A es un subcontinuo de X. m

Lema 2.3 Sea X un continuo. Si D es un subcontinuo propio de X entonces existe
un subcontinuo C de X tal que C# D y D C C.

Demostracién. Como D es propio, existe un punto y € X — D. Dado que X es
regular, existe un abierto U tal que D C U C U C X — {y} . Denotemos por C a la
componente de U que contiene a D.

Por el teorema de los golpes de la frontera tenemos que CNF, (U) # 0. Como U
es abiertoy D C U es claro que DN F,. (U) # 0, por lo cual D # C. Por la definicién
de C es claro que D C C, por lo cual concluimos que el teorema es cierto. m

2.2. Continuos Encadenables.

Como una primera caracterizacion de continuos vamos a estudiar un poco de los
llamados continuos encadenables.

Definicién 2.2 Una familia {U,, U, ...U,} de subconjuntos de un espacio métrico
(X,d) es una cadena simple en X si se tiene que U; NU, # O si y solo si
|7 — k| < 1. a cada Uy, se le llama un eslabon de la cadena simple. Se dice que una
cadena simple C = {Uy,U,...U,} conecta a los puntos a yb en X sia € Uy y
be U,.
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Definicién 2.3 Una cadena simple C de conjuntos abiertos en un espacio méirico
(X.d) es llamada € — cadena i el didmetro de cada eslabon de C es menor que ¢.

Definicién 2.4 Un espacio métrico es encadenable si Ve > 0, existe una & —
cadena que cubre a X. Sia, b € X entonces X es encadenable dea a b s para
cada € > 0, existe una e—cadena C={C,,Cs,...,Cy} que cubre a X tal que a € C,
y beC,.

Ejemplo 2.12 El intervalo I = [0, 1] es encadenable de 0 a 1.

figura 14.

Ejemplo 2.13 EI conjunto de dos puntos {0, 1} ,con la topologia relativa no es en-
cadenable.

figura 15.

Ejemplo 2.14 El intervalo abierto (0,1) es encadenable, pero no es encadenable
de a a b para cualquiera a,b € (0, 1)

f?."”‘.f‘f?."ﬁ“f‘mﬂf)
ST

L]
L]

fiqura 16.
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2.3. Hiperespacios de un continuo X

Definicién 2.5 Un hiperespacio de un continuo X es una coleccion de subcon-
juntos de un continuo X que satisface cierta propiedad topologica.

Los hiperespacios de un continuo X mas estudiados son:
2X={ACX:A#0y Aes cerrado} .
C(X)={A€2X:Aes conexo}.

F,(X)={A€2¥: Atiene a lo mds n puntos}, n € N.
Cn (X) = {A €2 : A tiene a lo mds n componentes} .

Dotamos a estos hiperespacios de una métrica a partir de la métrica d de X.

Definicién 2.6 Sea X un continuo, A C X. La Nube de Radio = y centro en
A, denotada por N (g, A) es el siguiente conjunto

N A)={zeX:3 a€ A, d(z,a) <¢}.

Teorema 2.4 N (g, A) = |J B: (¢,

acA

Demostracion. Sea z € N (g, A), entonces, 3 a € A tal que d(a,z) < £, entonces,
T € B. (a) para algin a € A, entonces,

Siz € | B:(a), entonces 3 a € A tal que z € B: (a), entonces, 3 a € A tal que
GEA
d(a,z) < £, entonces,

z € N (g, A).
=
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Observacion 2.5 Sea X un continuo y A C X; entonces N (2, A) es un conjunto
abierto.

Definicién 2.7 (La métrica de Hausdorff para 2% ). H : 2% x 2% — R tal que
H(AB)=inf{e>0: ACN(e,B)ABC N(c,A)}, para A Be2*
Teorema 2.6 H (A, B) es una métrica para 2, llamada la méirica de Hausdorff.

Demostracion.
a) H esta bien definida:

Sea A B e 2% Como A # () entonces, existe ay € A. Como B es cerrado y
B C X, con X compacto,entonces B es compacto, por lo que B es acotado, 1.e.
existe g€ X vy 6 >0 tal que B C B (xg). Sea & =d(ag,x9) + 46 , asi

B C B (ag) € N (g, A4),
para b€ B, tenemos que
d (b, ag) < d(ag, zo) + d(zo,b) < d(ag,zo) +06 =c¢.

Por tanto
BC N A).

Analogamente: Sea £, tal que
AC N (g, B).
Sea
ea=méax{e,6} = BC N(e,A) CN(ez,A) y ACN(s,B) C N(eq,B).

Por lo tanto
{e>0:ACN(e,B)ABC N (g,A)} #0,

pues £ esta en él y como este conjunto es acotado inferiormente por el cero, existe

el infimo;
inf{e¢>0: ACN(,B)ABC N (g, A)}.

acotado inferiormente por el cero). Con esto probamos que H (A, B) estd bien
definida.
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b) Paratodo Ay B € 2%, H(A, B) > 0 pues H(A, B) es el infimo de puros términos
positivos.

c¢) Para todo A y B € 2% cerrados y no vacios del continuo X,

se tiene H(A, B) = H(B, A) pues en la definicién de H, A y B juegan papeles
simétricos.

d) HA,B)=0& A=2B
<) Si A = B entonces
H(A,B)=inf{e >0: AC N(e,B)ABC N(¢g,A)} =0.

=) Supongamos H(A, B) = 0. Tenemos que demostrar que B C A y que A C B.

"BC A
Sea b € B. Como A es cerrado entonces, A = A, asf es suficiente probar que

b e A. i.e. tomemos & > 0, tal que Bs (b) N A # 0.
§>0=H(A B)=inf{e >0:AC N(c,B)AB C N(c, A)},

0 > ¢, entonces A C N(¢,B) C N(6,B) AN BC N(e, A) C N(4,B),

= b eC N(4, A), asi existe ag € A tal que d(b,ag) < 4 , es decir, ag € Bs(b) por lo

tanto
Bs(L)NA+#9.

Por tanto b € A. De manera similar probamos A C B. Por lo tanto
H(A,B)=0& A=B.
e) H(A,B) < H(A,C)+ H(C, B)

[
Para probar la desigualdad del tridngulo, primero probaremos el siguiente teo-
rema.

Teorema 2.7 Sea X un continuo, A, B yC € 2¥yeé > 0. Si A C N, C) y
CC N(,B)=AC N(e+4,B).
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Demostracién. Sea a € A. Por demostrar A C N(e+9). Sia € A C N(g,O).
entonces existe ¢ € C tal que d(a,c) < e, asf mismo, como ¢ € C C N(4, B),
entonces existe b € B tal que d(b, ¢) < 4, asf tenemos que

d(a,b) < d(a,c) +d(e,b) < e +4,
por lo tanto, para a € A existe b € B tal que d(a,b) < £ + 4 , entonces
AC N(e+9,B).

Ahora probaremos la desigualdad del triangulo.
Sean A, B,C € 2%

H(A,C)+ H(C,B)=inf{e>0: AC N (s,C)ANC C N(c, A)}

+inf{6 >0:C C N(6,B) AB C N(6,C)}

—inf{e+0>0: AC N(s,C) A CC N(s,A) A CC N(6,B) A BC N(3,C)}

>inf{e+6>0: AC N(e+6,B) A BC N(e+46,A)}

—inf{A>0:AC N\ B) A BC N(\A)}=H(A, B).

Por lo tanto

H(A,C) + H(C, B) > H(A, B).

Teorema 2.8 Sea X un continuo; A,B € 2* y r > 0. Entonces H(A,B) <71 si y
8dlo si AC N(r,B)AB C N(r,A).

Demostracién. =)
~ ANEmOS £ COMO sigue &g = inf{e >0: AC N(e,B) A BC N(g,A)} < r,

entonces

go<r==ACN(,B)CN(r,B) AN BcC N(¢,A) C N(r, A).

)
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Tomemos
re{e>0:AC N(,B) AN BC N(e, A)},

por propiedad de infimo, resulta lo siguiente;
inf{e >0: AC N(¢,B) A BC N(g,A)} <,

Por lo tanto
H(A,B) <.

Acontinuacion mostraremos algunos modelos de hiperespacios de un continuo.
Ejemplo 2.15 Sea X = [0,1] = I, calculemos el hiperespacio
C(X)={AC0,1]: A#0, cerrado y conezo }.
C (X) queda representado por subintervalos de la forma [a, b] tales que
0<a<b<,

y cada subintervalo [a,b] de [0,1] se puede reconstruir si conocemos su punto medio
y su longitud, ast definimos la funcion

g:C(X)— R? tal que g([a,b]) = (a;b,b-—a) :

Tenemos que g es un homeomorfismo de C (X) en su imagen. La imagen de g es
el triangulo que tiene como vertices a los puntos (0,0),(1,0), (3,1) , la denotamos
por A\, i.e.,

A={(z.y) eR*:y<2r, y>0 y 2<2-y}.

Por tanto, C ([0,1]) = D?. Vease figura 17.
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Ci{X})

![["!}”2‘.1!‘(2!”
(1/2,1)

[0,1]

(0.8) (1,0}

figura 17.

En efecto,

El intervalo [0, 1] queda representado en el tridngulo por el punio (%, 1) ;

g([0,1)) = (3:1).

Los conjuntos de un sdlo punto |a,a] quedén representados como la recta que es
la base del triangulo. '

g(la,a]) = (*%,a — a) = (a,0) .

Los intervalos de la forma [0,b] quedan representados en la linea recta lateral
izquierda del triangulo.

9([0,0]) = (%ﬁ,b - 0) = (g,b) ; =g

Los intervalos de la forma [a.1] queddn representados en el tridngulo como la
linea lateral derecha.

g(la,1])=(4,1-4a), y=1-=z

Los conjuntos de la forma que contienen al conjunto [%, %} quedan representado
de la siguiente manera; (vease en la siguiente figura).

ye | ==

18 2/3

fgura 18.

e D
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[3.3] € la,b], entonces b—a>g, con b>3 y a =0, ademds
L
4= 2 ~3

Por tanto %gmgg y yzé.
Los intervalos de la forma que contienen al conjunto [%, %] quedan representados
en el tridngulo de la siguiente manera;

{a,b](‘_[%,%], entonces a >3 y b< 3, porio que b—a< ;.

o

+
2

=

<

<

Lol =
B =

Portanto s <z <3 y ygé.

I
l

/3 172

figura 19.

Otra forma de ver un modelo para C' (X)) serfa la siguiente:

Sea X =[0,1].

Observemos que un elemento A de C (X') es un subconjunto conexo, cerrado y
no vacfo de [0, 1], de manera que A = [a,b]. Asi C(X) = {[a.b]: 0<a<b<1}.
Definamos la funcién

f:C(xz) — A talque f([a,b]) = (a,b),

asi tenemos que f es un homeomorfismo de ' (x) sobre el triangulo A C R? .

B
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Vease figura 20.

C(X})
f{[0,1))=(0,1) {[L1]j=(1,1)
(0,1) (1,1
j.-‘
,a’"‘
[aill _HJ"'"

figura 20.

El punto (0, 1) representa al conjunto [0, 1] y los puntos de la diagonal represen-
tan a los conjuntos de un solo punto.

Ejemplo 2.16 Ahora veamos un modelo de Fy (X). Sea X = S' la 1—esfera, en-
contraremos el hiperespacio Fy (S').

Los elementos de Fy (S') son subconjuntos de 2% con a lo mds 2 puntos, i.e.
F(SY) = {{p.q} €2¥ : p.g e §'}

Sean p,q € S', al par {p,q} le asociamos el arco menor Jy, oy y al punto medio
en el arco lo denotaremos por my, 3. Definamos

p: F(8') — R? tal que o ({p.q}) = mipg (1 +long (Finat) ) -
La imagen de esta asociacion es el conjunto
B={(z,y) eR*: 1 <||(z,y)|| < 1+7}

que representa un anillo en el plano. Y seria una representacion perfecta para
F5 (SY) si no fuera por que no es funcidn, pues a las parejas de puntos entipodas
se les pueden asociar dos puntos diferentes en B, que tambien son antipodas en el
circulo externo de B, es decir, en el siguiente conjunto

{(@y) €R*: [z, y)| < 1+7}.
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De manera que para obtener una representacion correcta de F» (S'), lo que tenemos
que hacer es tdentificar las parejas de puntos antipodos en el circulo externo de B.
Para esto, primero haremos un corte a B, corte que volveremos a pegar después de
las misma manera en la que estaba para no alterar las propiedades topoldgicas de B.
Esto se puede hacer siguiendo los pasos ilustrados acontinuacion.

— o 4« T T |8

% ]
¥ ¥ *'§¢: : ’1:
A )

T

W

«

figura 21.

Otros modelos de Hiperespacios que tan solo mensionaremos ( Ver [2]) son los
siguientes:

Ejemplo 2.17 8i X=[0,1]* = [0,1] x [0,1]. Luego para cadan € N , X contiene
n-odos. Curtis €& Shori probaron en 1977 que

C([0,1) = 0,1l x[0,1] x ... = H [0,1];

el cubo de Hilbert,

Ejemplo 2.18 Sea X el Triodo simple T; Se calcula C (T) .

Sea § = (0,0,0) y o0, =(1,0,0), 0, =(0,1,0), o5 = (0,0,1) elemenios de R>.
Un elemento de C (T') que contiene a 6 es de la forma A = 60 (a 0,)U8 (bo,) U6 (co,) ,
donde a,b,ce [0,1] y, 8 (a g,) es el segmento que une a 6 con a g,. Obsérvese que
la funcién que a cada terna (a,b,c) € [0, 1’ le asocia el subcontinuo A =8 (a 0,) U
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6 (boy) U (coy) de C (T') es una funcion continua e biyectiva. Entonces el cubo [0, 1?
tiene una copia en C (1) .
De hecho el hiperespacio C (1) es homeomorfo a la fig siguiente.

bt e e
-~ ™=

- ~

figura 22,

Ejemplo 2.19 Liamemosle P a la paleta, S e la circunferencia de la paleta, L a
su arco y v al punto donde se intersectan S y L.

Tenemos entonces tres clases de subcontinuos, a saber: los que estan contenidos
en S, los que estdn contenidos en L y los que tienen el punto v.

Las dos primeras clases ya sabemos como representarlas, la primera termina
siendo un disco y la sequnda un tridngulo. Ahora analicemos a un subcontinuo A
que tenga a v. Este conjunto estd formado por la parte que tiene en S (ANS) y
la que tiene en L (ANL). Notemos que AN S es un subcontinuo de S que tiene
al punto v. A la coleccion de todos los subcontinuos de S que contienen a v se
representa por una figura en forma de corazon (relleno), ver [2] .

Ahora notemos que AN L es un subcontinuo de L que contiene a v. A la eolec-
cion de tales subcontinuos ya sabemos que se le puede representar como un arco.
Entonces cada subcontinuo A de P que contenga a v lo podemos representar como
una pareja (ANS, AN L), su primera coordenada se representa como un punto del
corazon y la seqgunda como un punto de un arco. Notemos que los dos conjuntos son
independientes en el sentido de que podemos modificar alguno de los dos conjuntos
ANS o ANL sin alterar el otro v sequir teniendo un subcontinuo de P que contiene
av.

De manera que la familia de todos esos subcontinuos A puede representarse como
el producto de un corazén y un arco. Es decir, como un cilindro en forma de corazin.
A este cilindro hay que anadirle el disco que representa a los subcontinuos de P que
estdn contenidos en S y a los que estdn contenidos en L. Los primeros forman un
disco. Un subcontinuo que pertenezca a este disco y al cilindro en forma de corazon
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tiene que ser un subcontinuo de S que contenga a v y, por supuesto. su interseccion
con L consta sélo de v. Por lo tanto dicho subcontinuo tiene que estar representado
en un corazén contenido en el disco y también en una de las bases del cilindro. De
manera que para anadirle el disco al cilindro sélo hay que pegdrselo en su base.

Similarmente se puede ver que el tridngulo que representa a los subcontinuos
contenidos en L debe pegarse al cilindro en la forma en que se representa en la
siquiente fiqura la cual ya contiene a todo el modelo de C (P).

¢ CtP)

’

figura 25.

Ejemplo 2.20 FEl hiperespacio C (X)) del continuo arcoiris de Knaster es homeo-
morfo a su cono.

Arcotns de Knaster

figura 24.

Ejemplo 2.21 En su tesis doctoral, Ann M. Dilks construyé un modelo para el
hiperespacio C' (X) del continuo que tiene forma de ocho, es decir, del continuo que
se obtiene de unir dos circunferencias por un punto. Ver [2].
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El ocho

figura 25.

Ejemplo 2.22 Consideremos el triodo simple Y formado por tres arcos Ly, Ls y Ly
que se intersectan por pares en el punto v que es un punto extremo de cada uno de
ellos. Podemos considerar los arcos Jy = LyU Ly, Jo = LU Ly y J3=L,UL,. Ya
sabemos que F (J;) es un tridngulo. Notemos que si a,b € Y, entonces a pertenece
a algin L; y b pertenece a algin Ly (podria ser que j = k).

De modo que {a,b} pertenece a algin J;. Esto muestra que

Fy(Y) = F3 () U Fy (o) U 3 (Ja) .

De manera que s1 sabemos como pegar los conjunios Fs (J;), tendremos un mo-delo
para F5 (Y). Notemos que

{a,b} € Fy (1) N Fa (J2)
si y solo si{a,b} C J1 y {a,b} C Jo, es decir, si
{a,b} C JyNJy = L.

Esto muestra que
Fg (J]_) M F2 (Jg) == Fz (Jg) .

Ahora observemos que Iy (L3) es un subtridngulo de F5 (J,) y de F5(J;). De man-
era que tenemos que pegar Fs (Jy) y Fs (J2) por ese subtridngulo. En la siguiente
figura se ilustra como se deben pegar Iy (Jy), Fs(Js) y Fs(J5) y el resultado de
como se pegan.
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Fil7)

A i

figura 26.







Capitulo 3
L-CONVERGENCIA EN 2%

Anteriormente hemos expresado la métrica de Hausdorff para 2% en térmi-
nos de conjuntos abiertos en X. Ahora vamos a dar una descripcién apropiada de
convergencia con respecto a la métrica de Hausdorff.

3.1. Definicién y ejemplos de limites superiores e
inferiores

Definicién 3.1 Sea {A,},- , una sucesion de elementos de 2*. Se define el limi-
te inferior de A, y el limite superior de A, de la siguiente forma:

a) Liminf(A,)={z€ X:Ve>0, INeNtal que B.(z)NA,#0 ¥n> N}
b) Lim sup(An) ={z € X:Ve >0, B.(z) N A, #0 para una infinidad de n's} .

Mientras que el Lim inf (A,) satisface la propiedad en cuestién, para toda la
cola de la sucesién {A,},- ;, es suficiente que para el Lim sup (A,,) la satisfaga para
una infinidad de »'s.

Ejemplo 3.1 Sea el continuo X = {(z,y): 0< 2 <3 y0<y<1}. Definamos la
sucesion {An}oe, €2 VneN por:

[1.3]x {2} si n es impar
]

[0.2])({7—1;} sin es par

52
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Lim inf A, =[1,2] x {0}
Lim sup A, = [0,3] x {0}
Como lo muestra la figura 27.

Al
1
A?
iy ﬂ A3
18 Al 4%
1% Ad
] 1 1

fisura 27.

Ejemplo 3.2 Sea X = {(z,y) € R*: 0< 2 <3, 0<y <1}, Definimos {A,},-, €
2% vneN,

Como

[2,3})({;’;} 8i 0 es impar
An . {

[O,IJX{&} si n es par

Entonces por definicidn,

Liminf A, =0, y

Lim sup A, = [0,1] U [2,3] x {0}

Veamos su comportamiento en la figura 28.
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Al
i
A2
) A3
Ad
s ;-1 S
1 e T
i 1 I
figura 28.

Ejemplo 3.3 Para n € N, Definimos la sucesion {A,}>", €2X VneN por:

A, =1[0,1] x {;1;}

lim inf A, =lim sup A, = [0,1] x {0} .

Vease la figura 29.

A1l
1

A2
12
13 A3
1 4 - A4

t
figura 29.

L
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3.2. Propiedades de limite superior e inferior.

Proposicién 3.1 Sea X un continuo, {A,}o. | una sucesion en 2X entonces:
a) liminf A, C lim supA,
b) lim inf A, y el lim sup A, son conjuntos cerrados.

c) lim sup A, # 0 para toda sucesiénn {A,} ", .

Demostracién.
a) Sea z € lim inf A,. Por demostrar que z € limn sup A,. Por definicién
tenemos que existe N € N tal que

B.(z)NA, #0 Vn2> N,

por lo tanto,

B.(z)N A, #0 para una infinidad de n’s.

Por tanto z € lim sup A,.

b} Por demostrar lim sup A, C lim sup A,.. Seaxz € lim sup A, ye > 0, entonces
lim sup A, N B. (z) # 0,

de modo que existe z € lim sup A, N B. (z) X ,entonces z € B.(z) i.e. existe
6 > 0 tal que
Bs(z) € B-(z) , (1))
Ahora como z € lim sup A, implica que B; (z) N A,, # 0 para una infinidad de n's.
De aqui que Bjs (2) N A,, # 0 para una infinidad de n’s. Por lo tanto 2 € lim sup A,,.
Y por tanto lim sup A, es un conjunto cerrado en X.
La demostracién de que el lim inf A, es un conjunto cerrado en A es anaiog..
a la anterior.

¢) Por demostrar que limn sup A, A, #0 V{A,}—, C2¥.Sea {As}res € 2%,
asi An#0 VnéeN, A, escerradoen X V n € N. Elegimos {a,},., € {4,}27, .
Como X es compacto, entonces, existe una subsucesion {a.}p-, de {a,}., tales
que a,; — z. Dado £ > 0 existe k£ € N tal que a,x € B.(z) V k € K. De aquf que
B.(z)N A, # 0 para una infinidad de n‘s. Por tanto = € lim sup A,. Con esto
probamos que iim sup A, # 0. =
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Proposicién 3.2 Sea {A,}>2, C 2%,

a) z € lim inf A, siy sdlo si exviste una sucesion {z,}._, de X talque z, — x
Yy Tp € Ap, para toda n € N.

b) x € lim sup A, si y solo st existe una sucesion de numeros naturales ny <
ng < ... y existen puntos r,, € An, (paratodak) tales que x,, — z.

Demostracion. a)
<) Sea {z,}°, C X talquez, -z y z, € A, Vn € N. Por tanto para todo
e>0 3N €N tal que
d(zn,z) <eVneN,

z,€B.(z) y VneN, z,€ A4, VneN

De manera que
Tn € B:(z)NA, Vn>N.

Asique B.(z)NA,#0 Vn>N,porlotanto z € lim inf A,.

=) Sea z € lim inf A,, ahora para cada n € N tomemos z,, € A,, de tal forma que
d(x,, x) = min {d(z,y) :y € A},

donde d es la métrica en X.

Observemos que z,,.; estan bien definidasVn € N.Seaz € X fijo,y f: X =R
tal que f (y) = d(z,y) es contimay A, € 2¥ Vn € N, por lo tanto A, es compacto
en X,V n € N. Entonces f alcanza un minimo en A, para cada n € N, i.e. existe
Tn € A, tal que

f(zn) =min {d(z,y):y € An}.
Ahora vamos a probar que z, — x.

Sea £ > 0, como z € lim inf A, existe N € N tal que B.(z)NA, #0 Vn > N.

De manera que para cada n > N, existe a, € A, tal que d(z,a,) < &, pero

d(zn, z) =min{d(z,y) : y € A} < d(z,a,) <&, Yn > N.

De manera que d(z,,z) <&, Vn > N, por lo tanto z,, — z.

b) <=) Supongamos que existe una sucesién de mimero naturales n; < 7y < ...y
puntos z,, € A,, para toda £ € N tal que x,, — z. para todo ¢ > 0, entonces z €
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lzam sup A,. Sea € > 0 existe K € N tal que d(z,,,z) < ¢ si £k > K, esto implica

que
T, € Bo(z)NA, #0 parak > K,

de manera que B.(r) N A, # (0 para una infinidad de n‘s, por lo tanto z € lim
supA,.
=) Supongamos que z € lim supA,,. entonces para todo & > 0,

B.(z)N A, #0 para una infinidad de n‘s.
Asf tomemos £ = 1,

Bi(z)N A, # 0 para una infinidad de n's.
Sea n; € N tal que

Tn, € Bi(z) N A,,, entonces d(z,,,z) <1 y z,, € An,.

Para ¢ = ; , entonces

Bi(z)NA#0 para una infinidad de n's.
Entonces podemos elegir ny > n, tal que

Bi(z)NA,, #0.

Rl

Escogemos z,, € B%(n:) M Ap,, entonces

Y Ly E A

VR T

By ) =

Continuando este proceso inductivamente:
J naturales n; < n, < ... y puntos z,, € A,, tales que

1
dlz;,.2) < T

por lo tanto z,,, — z. m

Teorema 3.3 Sea {A,}°, C 2%, entonces {A,}22, converge con la métrica de

n=1

Hausdorff a un punto A € 2% si y sélo si lim inf A,, = lim sup A,.
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Demaostracién. =) Supongamos que A, converge con la métrica de con la métrica
de Hausdorff a un 4 € 2. Demostraremos que lim inf A, = A = lim sup A,,
para lo cual es suficiente mostrar que :

1. ACliminf A,.
2. lim sup A, C A.

1. Sea a € A. Sea € > 0, como por hipétesis lim A, = A € 2¥con la métrica de
Hausdorff, entonces

Parae >0 I N€N tal que H(A,,A)<e n>N.

Por teorema 2.8 tenemos que A C N(¢,A,) y A, C N(s,A).Sean> N =
a € N(g, A,). Esto implica que existe z, € A, tal que d(z,,a) < £. De
manera que z, € A, N B.(a), por tanto

AnnBE(a)?ég VnZN'r

Por lo tanto a € lim inf A,.

2. b)Supongamos que lim sup A, no estd contenido en A, entonces existe z € X
tal que = € lim sup A, y = ¢ A, como A € 2%, A es cerrado en X, entonces
existe € > 0 tal que B.(z)NA = 0. Ahora bien, como z € lim sup A,, entonces
existe € > 0 de se cumplira que B.(z) N A # () para una infinidad de n’s. Dado
que A, converge a A con la métrica de Hausdorff, existe N € N tal que

'R = N(%,A)AA,, C N(%,A) para toda n > N.
Entonces podemos elegir M > N tal que
Bg(ﬂ?) NAy #0,

entonces, sea 2 € Bz (z) N Au, entonces

£
2
De aquf que d(z,z) < § y existe a € A tal que d(a, z) < §, por lo tanto

d(z,z) < y zEAM';N(g,A),

€

g

d(z,a) < d(z,z) +d(z,a) < % +
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entonces
d(z,a) < e cona€ A,

Por tanto B.(z) intersecta a A, lo que contradice la eleccién de €. Por lo
tanto concluimos que;

limAp,=A=liminf A,=A y lim supA, = A.

4=) Supongamos lim inf A, = lim sup A,, por demostrar lim A, = A con la
métrica de Hausdorff. Sea A = lim sup A,, asf A% y A es cerrado, i.e. A € 2%,
Sea £ > 0, probemos que:

a) Existe M; e Ntalque A C N(c,A,) Vn>M;
b) Existe M, € N tal que A, C N(g,A) Vn > M,

Dem:

a) observemos que la familia {B§ (a) : a € A} es una cubierta abierta para A, y
como A es cerrado no vacfo contenido en el compacto X = A es compacto, entonces
existe un cubrimiento finito, esto es, existe m € N y a,,as,0a3,...,0,, € A tal que

AC By(ay) U By (az) U ... U By (an),
i.e.
AcDB;(ai).
como -
A=liminf (A,)) ={z€2:Ye>0, 3 NeN talque B.(z)NA, #0 Vn> N}

ya;, € AVi=12..m, luego dado A > 0 tal que By(a;) N A, # 0 VY n> N, asf
para cada i € {1,2,...,m} existe N; € N tal que

si n 2> N; = Bg(a;) N A, #0,

sea My = Maz {N{,Ns,...,N,,} ,asidadan > M; & i€ {1,2,..,m}, entonces
Be(a:) N A, # 0. Afirmacién: A C N(g, A,) YV n > M;. En efecto, Sean > M, y

a€ '—UIB%(GJ = 3i€ {1,2,..,m} talquea € Bg(a,—), i.e.

d(a,a;) < = (*)
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Ademds para las n > M, existe z € Bg(a.;] N Ap, luego

d(a,z) < d(a, @;) + d(a;,x) < 5 + g =g,

B2 1

por lo tanto
d(a,z) <e=>a € N(e,A,) para n> M

lo que prueba a).
b) Supongamos que b) es falsa, estoesV N € N, 3n's > N 34, € N(g, A),
asi para
N=1 3 m=>1 talque A, € N(e, A),

para
N=n+1 3 no>n; tal que A,, € N(e. A).

Asi de manera inductiva, existe una sucesion de numeros naturales ny; < np < ... tal

que
An, € N(e,A) VkeN.

luego para cada k € N tomemos z,, € A,, — N(s,A) C X. Como X es com-
o0
pacto, existe zp € X y una subsucesion { z,, de {;ck}:‘;l tal que z,, — xo.
i ) =1 i

Observemos que
VieN, Tny, € X —N(,A) y X—N(, A)
es un conjunto cerrado en X, entonces

lim &n, =0 € X — N(e, A) = xo ¢ A.

o0

Ahora, lim z,, =10 ¥ {Am} , es una subsucesién de {4, },° , entonces por
L] T .£=
la caracterizacién de lim sup A, que dimos en el teorema anterior se tiene:

ToElim sup A, = A=>19€ A,

lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto b) es verdadera i.e.

existe M, € N talque A, C N(g,A) Vn > M,.
Ya probamos a) y b) con lo cual hacemos

N = Max {M}, Mg}

-
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entonces para n > N, tenemos
AC N(g,A,) & A, C N(e,A)= H(A, A,)<e si n>N.

Por lo tanto lim A,, = A € 2% con la métrica de Hausdorff. =

Teorema 3.4 Sean {A,}>~, y {Bn}.o, son sucesiones en C' (X) tal que lim A, =
A gy lim B, = B. Entonces lim(A, U B,) = AU B.

3.3. Compacidad y Conexidad de 2.

Definicién 3.2 Sea {a,.},_, una sucesion en (X,d) diremos que es de Cauchy, si

n=

y solo si, Ve >03I N eN asin,m > N, entonces |a, — an| < €.

Teorema 3.5 Sea {A.};o, C 2% una sucesion de Cauchy en el hiperespacio 2% del
continuo X , entonces {A,}oo, converge con la métrica de Hausdorff a un Ap € 2%.

n=

Demostracién. Por el teorema anterior, el tnico candidato a ser lim A, es Ag, ¥
Ag € 2%, Ahora,

lim A, = Ag & lim inf A, = lim sup A, = Ay,
asf para ver que lim A,, = Ay con la métrica de Hausdorff es suficiente ver que
lim sup A, Clim inf A,

ya que la otra contencién siempre es verdadera. Sea x € lim sup A,,. Por demostrar

agu-
Ve>0, INeNtalque B.(z)NA, #0 VYn>N.

Le.z€liminf A,.
Como {An};~; C2* es una sucesién de Cauchy, entonces dado £ > 0

=

mn

iNeN 3> HA,,An) <= Ynm>N.

o=}

Ahora, como z € limsup A, = Bg(z) N A, # {0 para una infinidad de n's. Sea
My € N 3 My =2 N ya que satisfaga que Bz(z) N Ay, # 0, asi dadon > N
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tenemos H(Am,, An) < 5  si Mp,n > N. Entonces Ay, C N(3, An). Ahora bien:

Sea y € My N Bz(x)entonces

ye AMO c J?V(éw 4%)1

k]

ba| M

y € Bg(x), te. d(z,y) <

entonces, existe z € A, 3 d(z,y) < § . Por tanto

+

d(z,2) < d(z,y) + dly,2) S 43 ==
Entonces z € B.(z). Hemos probado entonces que B.(z)NA, #0® ¥ n> N ,esto

prueba que z € lim inf A,. =

Teorema 3.6 Dado e > 0, y un subconjunto J C N, J infinito, entonces existe otro
subcongunto infinito J; C J tal que H(A,, A,) <& Vn,reJ

Demostracion. Sea >0, J CN, J infinito. Como X es compacto existe m € N
Yy Z1,T3,T3,...,Tn € X tales que {Bg(a:g)}:__l cubrea X.( X= |J Bg(x;) ).
reX

X = B:(z)) U Bs(22) U ..U Bg(z) = U1 Be ().

Ahora bien: Para cadan € J (J es numerable) definimos
ky = {z €{1,2,3,...,m}: A QB%(J},‘) g lﬂ}

kp = {i € {1,2,3,...,m} : Ay N Bg(z:) # 0}

En general
k=44 {1,2,8,...m} s AN B () # 0} .

{An}2, € 2%, A, C X yno no vacfo, cerrado en X V n € N. Por la compacidad

n=1

de X

3

JY = 13%(-’1:3)

o
I

los ks estan bien definidas, pues A, C X por compacidad V n € N. Luego

T

por compacidad n € N 3 41,42,43,...,4m 3 Aa C |J Bg(i;) . Ahora, sea H =
j=1

{F:FC{1,2,3,...,m}}, asi H tiene 2™ elementos. Consideremos la funcién f :
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J — H 3 f(n) = k,. f esta bien definida por la compacidad de X, pues los k.
estan bien definidos. Observemos que J = U{f~' ({k}) C J: k € H}, es decir,

J=U f1{k}) con fFk)CJ VYkeH.

kEH
- Asi como J es infinito y J es una unién finita de conjuntos f~' ({k}), con
k € H, eso quiere decir que
JkeH> [ '({k}) esinfinitoy f~'({k})CJ
Definamos J; = f~!({k}), asf .J; es infinito y esta en H.

b= Flighe U == hcd

keH
Afirmacion: 5
H(A, A) < 5 Vn,r € Ji.

En efecto: Sea G = {z; € X :1 €k}, luego G # 0 y G es cerrado, es decir,
Ge2X. Seane Jy= f1({k}) conk € H, entonces,

H(A,,G) <

Sl

Sine = f1{k})= f(n) =k, pero f(n) =k, = k. Es decir que
k={ie{1,2,3,...,m}: AnNBs(z:) #0} y G={zi:i€k}.

Por lo tanto |

G={I,~€X:ANHBE(:II§)§£@}, |

asi para
z; € G= A, N Bs(z;) # 0,

entonces
Ja€ A, 3d(A,z) <

(Sl R

Esto quiere decir que z; € N (%, An) , por lo tanto
GCN (-;-,An) de donde n € J; (1)

Ahora:
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m
Searce A, CX = Bs(x:) = Jip € {1,2,3,...,m} tal que

=1

x € Be(zi,), ie. d(z,xip) <

B M

Por lo tanto, para z € A, N B (z;,) # V.entonces

Ti, €G y d(z,24) <

8 W

Entonces
para cualquier z € A,, Jip € {1,2,3,...,m} 3z € A, N Bs (i) # 0.

Por lo tanto

A, CN (% G) (2)

Resulta que,

H(AnG)<Z Vneah.

SV U]

Como G es un conjunto fijo, entonces,

H(Ap,A)<e Vn,rel.
a
Teorema 3.7 2¥ es compacto.

Demostracién. Para probar este teorema es suficiente por el teorema anterior que:
toda sucesion {A,}..; € 2% contiene una subsucesién {A, }.—, de Cauchy. por
el teorema 3.5, para e = 1 existe J, C N, J, infinito tal que

H(An, A;) <1 Vn,rel.

Como {A,},_, con n € J; es a su vez una sucesion, para € = 3 existe Jp C

J1 € N, J; infinito tal que
H(An, A < % Vored.

Procediendo inductivamente, podemos elegir ny € Ji, ny € J;, tal que ny < ny <
ng < ... Aseguramos que {A,, }>7, es una sucesion de Cauchy, ya que si tenemos
quee >0,sea k € N 51 <2 Si K < L entonces, por construccién J, C Ji y
como n; € J; entonces ny € Jp y asf H(A,,, Any) < % < & para L > k. Por lo
tanto 2% es compacto. m

Acontinuacién probaremos que 2% es conexo por arcos.
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Definicién 3.3 Dado un espacio topoldgico Y 1y un punto p € Y, se define la
componente C' (p) de p en'Y de la siguiente manera:

C(p)=uU{DCY:D esconexoype D}.
Y se define la casi componente Q) (p) de p en'Y como
Q(p)=n{ECY : E abierto y cerrado enY ype E}.

St E es abierto y cerradoenY , p € E y D es un conexo que contiene a p, entonces £
y Y — E constituyen una separacion del espacio Y por lo que cualquier subconjunto
coneo de Y debe estar contenido ya sea en E' o en su complemento. Comop € END,
entonces podemos concluir que D C E. De aqui que C (p) C Q(p).

Teorema 3.8 SiY es un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, entonces para
cada punto p € Y, la componente C' (p) dep enY coincide con la casi componente

Q(p) depenY .

Demostracién. Como ya hemos visto, C'(p) C @ (p). Sélo falta probar la otra
contencién. Basta con mostrar que @ (p) es conexo pues C'(p) contiene a todos los

conexos que contienen al punto p. Supongamos que ¢ (p) no es conexo.
Tenemos que @ (p) es cerrado pues es interseccién de cerrados. Entonces existen

dos subconjuntosK” y L de Y no vacfos cerrados y ajenos tales que

Q(p)=KUL.

Ahora, como los espacios compactos y de Hausdorff son normales, tenemos que
existen dos abiertos y ajenos U y V en Y talesque A C U y L C V. Como
p € @ (p), podemos suponer que p € K. El conjunto

Z=Y-(UUV)
es compacto y

Z=Y-(UUuV)CY—-(KUL) =Y -Q(p)=

Y-nNn({ECY:E abiertoy cerradoen Y ype€ E})
=U{Y — E: E abiertoy cerradoen Y ype€ E}.

De manera que la familia

{Y —E:FE abiertoy cerradoen Y ype E}
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es una cubierta abierta del compacto Z, por lo que existen m € N y subconjuntos
abiertos y cerrados Ey, Ey, ..., By, de Y tales que p € E; para cada i € {1,...,m}y

Y—(UUuV)C (Y —E)U..U(Y —Ep)=Y —(E:NE;N..NE,).

Por lo que
E.NnE;N.NE,cUUV.

Sea F = EiNE;N...NE,,. Entonces F es abiertoy cerradoenY y pe EC UUV.
Es claro que ENU = EN(Y — V)por lo cual ENU es abierto y cerradoen Y. Y
€omo

pEENKCENU,
por la definicién de @ (p) obtenemos que

Q) CcENU.

Pero entonces

Lc(EnU)nV =0.
Lo cual es una contradiccién por que L # (. Hemos obtenido que @ (p) es conexo,
y esto es suficiente para concluir que C'(p) = Q(p). =

Teorema 3.9 Sea Y un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff. Sean K una
componente de Y y F' un subconjunto cerrado de Y tales que F N K = (). Entonces
eziste un subconjunto L de Y abierto y cerrado tal que K C L y LNF =0.

Demostracién. Tomemos un punto p € K, entonces
K=C(p)=Q(p).

Para cada z € F, = ¢ Q (p), de manera que existe un subconjunto abierto y cerrado
V. de Y tal que

peV, y 2 V..
Definimos Y, = Y — V,. Entonces Y, es un conjunto abierto y cerrado en de Y tal
quer €Y, vy p¢ Y, K esun conjunto conexo y V., Y, constituyen una separacion
de Y, K tiene que estar contenido en uno de ellos, ya que p € V, N K, concluimos

que K C V,. entonces
Kn¥Y.=0.

Ahora, como la familia {Y; : # € F'} es una cubierta abierta del conjunto compacto
F, tenemos que existen m € N y 21,79, ..., 7, € F tales que

FCYyUY,U..UY,,.
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Hacemos

=

L= ¥ =Y, Ue, U U V= Vo AV Vo,
entonces L es abierto y cerradoen Y. Notemosque K C L y que LNEF =0. m

Teorema 3.10 (De los golpen en la Frontera). Sea Z un espacio conexo, compacto
y de Hausdorff y sea U un subconjunto propio, abierto y no vacio de Z. Si K es
una componente de U , entonces K N Fr (U) # 0.

Demostracién. Supongamos por contradiccion que
KnPr(l)=0. (3.1)

Aplicando el teorema anterior al espacio Y = U, a la componente X de Y y al
cerrado F'r (U) de Y tal que

KcL y Fr(UnL=0.
De manera que L es cerrado en Z ( pues es un cerrado de un cerrado), L # 0 y
LcU-Fr({U)=U.
Como L es un abierto de U, existe un abierto W de Z tal que
wnU = L.

Pero L C U, asf que W NU = L, esto muestra que L tambien es abierto en Z. Ya
que Z es conexo, se sigue que L = Z. Pero L C U, asf que U = Z, lo cual contradice
(1) nuestra hipétesis. Por lo tanto

KN Fr(U) +0.
|

Teorema 3.11 Sea Z un espacio conezo, compacto y de Hausdorff y sean A y B
subconjunios no vacios, conexos y cerrados de Z tales que A G B. Entonces existe
un subconjunto conexo y cerrado C de Z tal que A G C G B.

Demostracién. Elegimos un punto p € B — A. Como B es un espacio normal,
existe un subconjunto abierto I/ de B tal que

AcUcU " cB-{p}

e —
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(U~ es la cerradura de U en el espacio B).

Sea C' la componente de U P que contiene a A. Notemos que C es conexo y
cerrado en Z. Como p ¢ C, tenemos que C' ¢ B. Sélo nos falta ver que A # C.
Llamaremos Frg(U) = () a la frontera de U en B. Como U es abierto en B, tenemos
que AN Fri(U) = 0. Ya que A C U, tenemos que

AN Fry(U) = 0.

Por el teorema 3.9,
CnNFr(U) #0.

Por lo tanto A# C. m

Definicién 3.4 Un mapeo de Whitney es una funcién continua p : 2% — R tal
aqus

a) p({z}) =0 paratodaz € X vy,

b) Si AC B +# A, entonces p(A) < u(B).

Se puede convencer de que la funcién didmetro definida por didmetro(A) =
max {d(a,b) : a,b € A} es casi un mapeo de whitney, lo unico que le falla es que en
b) sélo se puede obtener < en lugar de < .

Teorema 3.12 Eristen mapeos de Whitney para 2%.

Demostracién. Como X es compacto, podemos elegir un subconjunto denso y
numerable D = {a;, ay, ...} de X. Para cada n € N, definimos p,, : 2¥ — R como

fn (A) = max{d(a,b) : a,b € A} —min{d(a,b):a,be A}.

Finalmente definimos p : 2* — R por p(4) = 3 E‘%fﬁ w

Teorema 3.13 Si A y B son subcontinuos de X tales que A G B, pu: C (X) — [0,1]
es una funcion de Whitney yt € [p(A),p(B)], entonces ezxiste C € C (X) tal que
AcCcCB y u(C)=t.

Demostracién. Sea A= p ! ([t,1])N{D e C(X): AcC D cC B}.El conjunto A
es cerrado en C (X) y, por tanto, compacto; ademds es diferente del vacio pues B
pertenece a él. De manera que p alcanza su minimo en A, es decir,

existe E € A talque p(E)<p(D) para toda D€ A
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Hacemos

B=p'(t,1)n{DeC(X):Ac DCE}.
De nuevo, al igual que A, B es compacto y, como A pertenece a B ( y entonces
B # (), tenemos que p alcanza su maximo en B. Es decir existe un elemento F' € B
tal que

w(D) < p(F) para toda D e B.

Si ocurriera que p(E) =1t o pu(F) =t, ya podrfamos porponer al conjunto C. Por
tanto, podemos suponer que 2 (F) <t < p(E). Como F C E, tenemos que F' ¢ F.
Por el teorema 3.10 existe G € C'(X) talque A C F & G & E C B. Entonces
p(F)y < pu(G)< p(F).Si t < pu(G), entonces G € A y su valor bajo 1 es menor
que el de E, esto contradice la eleccién de E. Si por el contrario p (G) < t, entonces
G € B y su valor bajo p es mayor que el de F, y esto contradice la eleccién de
F. Esta doble contradiccién termina la prueba de que wp(E) =t o p(F)=1 ¥
tambien la demostracién del teorema. m

Definicién 3.5 Dados A, B € C (X) con A & B, diremos que una funcién continua
a : [0,1] — C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X), Si a(0) = A,
a(l)=B y a(s) Ca(t), cuando 0 < s<t<1.

Los resultados anteriores sirven para probar la existencia de arcos ordenados en

C(X).

Teorema 3.14 Dados A, B € C'(X) con A G B, eriste un arco ordenado de A a
B en C(X).

La demostracion de este teorema. es extensa , la misma se puede ver en los libros
(3] [13]

Corolario 3.15 FEl hiperespacio C' (X) es conexo por arcos.

Demostracién. Tomemos A € C (X) — {X}, por el teorema anterior, existe un
arco en C (X)) que conecta a A con X. Como todos los elementos se pueden conectar
por arcos con X, entonces C' (X') es conexo por arcos. ®

Hemos estado hablando de conexidad por arcos. Recordemos que un arco es un
espacio que homeomorfo al intervalo [0, 1]. Por otra parte, el espacio Y es conexo
por trayectorias si para cada dos elementos p,q € Y, existe una funcién continua
7:00,] =Y talquey(0)=py~(1)=4¢.

Claramente los espacio conexos por arcos también son conexos por trayectorias.
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Corolario 3.16 El hiperespacio 2% es conexo por arcos.

Demostracién. Como hemos observado los espacios conexos por arcos también
son conexos por trayectorias, por lo cual es suficiente probar que 2% es conexo por

travectorias.

Esto es, cualquier elemento A € 2% puede ser conectado con el elemento X por
una trayectoria dentro de 2% .

Sea pues A € 2% y elijamos un punto a € A. Por el teorema 3.14 tenemos que
existe un arco ordenado en C'(X) de {a} a X. En particular existe una funcién
continua o : [0,1] — C (X) tal que a (0) = {a} y a(1) = X. Definamos

;3:[0,1]—»2“ por B(t)=AUal(t).
Observemos que
B(0)=AUa(0)=AU{a}=A4 y B(l)=AUa(l)=AUX=X.

Sélo nos falta probar que probar que [ es continua para concluir que 3 es una
trayectoria de A a X en 2% ( es claro que todo elemento de la forma /3 (¢) pertenece
a 27). Tomemos una sucesion de nimeros {t, o, de [0, 1] convergente a un nimero
t € [0,1]. Por la continuidad de «, tenemos que lim «a (t,) = a(t), y es claro ver
aue

lim(AUa(t,)) =AUa(t).

Por tanto
limB (tn) = B (t) .

Por lo tanto 3 es continua y con ésto terminamos la demostracién del corolario. =

Corolario 3.17 2% es un continuo con la métrica de Hausdorff.

il






Capitulo 4

DESCOMPONIBLES E
INDESCOMPONIBLES.

En este capitulo presentamos propiedades y conceptos bésicos de continuos de-
scomponibles y para la construccién de dos contnuos indescomponibles estudiaremos
conceptos de Composante e irreducibilidad.

4.1. Definicién y Propiedades de continuos de-
scomponibles e indescomponibles.

Definicién 4.1 Un continuo X es descomponible si X = AU B, donde A y B

son subcontinuos propios de X.
Y diremos que un continuo X ¢s indescomponible si no es descomponible.

A simple vista este concepto nos confunde pensando que todos los continuos son
descomponibles, pero en realidad existen muchos continuos indescomponibles. Por
lo que a continuacion nos enfocaremos en presentar algunas propiedades, conceptos
y dos ejemplos de continuos indescomponibles.

Ejemplo 4.1 Un arco es un continuo descomponible.

Ejemplo 4.2 La paleta. Tomemos {(z,y) e R?: 2 +¢y* =1} U ([1,2] x {0}), la
paleta; esto es p=S*U ([1,2] x {0}) .Es un continuo descomponible.

Ejemplo 4.3 I-esfera es llamada curva cerrada simple. S* es un continuo descom-
ponible.
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Ejemplo 4.4 El continuo sen ! es la cerradura de F donde F = {(z,sen(l)) €
R?: 0 < 2 < 1}. Entonces el continuo sent = FU{(0,5) e R*: -1 <y <1}, es
un continuo descomponzble.

Ejemplo 4.5 El cérculo de Varsovia: Tomemos el continuo X de sen< y consi-
deremos un arco Y del punto (0,1) al punto (27,1) de tal forma que,

XnY ={(0.1),(2r,1)}.

Fntoneces Z = X UY es llamado el Circulo de Varsovia. FEste continuo es un
continuo descomponible.

El siguiente teorema nos ayudard en la construccién de nuestro primer ejemplo
de continuos indescomponibles.

Teorema 4.1 Un continuo X es indescomponible si y sdlo si todos sus subcontinuos
propios tienen interior vacio.

Demostracién.

Primero supongamos por contradiccion que X es descomponible, entonces existe
algiin subcontinuo que tiene interior no vacio.

Sean A y B subcontinuos propios de X tales que X = AUB. Entonces X—B C A,
nero como B es cerrado v propio tenemos que

0£X-BCA
por lo que .
A#0.
Ahora probaremos el otro sentido del teorema. Tambien por contradiccién. Supong-
amos que A es un subcontinuo de X tal que

A#0
entonces, X es un continuo descomponible.
Existen dos posibles casos respecto a la conexidad de X — A :
= X — A es conexo.
entonces (X — A) es un subcontinuo de X. Como A es abierto, no vacfo y

esta contenido en A, es claro que An (X — A) = 0. Por lo tanto (X — A) es
subcontinuo propio de X y X = AU (X — 4) .
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« X — A es disconexo.

Existen dos conjuntos mutuamente separados y no vacios H y K tales que
X —A = HUK. Por teorema 2.2 tenemos que AUH y AUK son subcontinuos
propios de X, y ademids

X=(X-A)UA=(HUK)UA=(AUH)U(AUK).

En cada caso se tiene que X es la union de dos subcontinuos propios, por io
tanto X es descomponible. ®
El siguiente es un ejemplo de un continuo indescomponible.

Ejemplo 4.6 Este continuo indescomponible es conocido como arcoiris de Knaster.

Se construye de la siguiente manera:

Sea C es el conjunto de cantor de tercios intermedios, consideremos el subcon-
junto Cy = C x {0} de R*. Ahora construiremos todas las semicircunferencias en
R? con centro (%, 0) y que pasa por alguno de los puntos de Cy , entonces a la union
de tale circunferencias llamémosle X.

Ahora considereros todas las semicircunferencias en R* con coordenadas no
posilivas con centro en el punto (g, {]) y por extremo puntos de Cy, denotemos por X,
a la unidn de estas semicircunferencias. Sequimos el proceso inductivamente, para
cadan € N, a X,, como la unién de las semicircunferencias en R* con coordenadas

no positivas que tienen por extremo pares de punlos de Cy y centro a (r;’}—,;, 0) :

Entonces, el arcoiris de Knaster se define como X = Xy U U Xn. Tenemos

nel
que todo subcontinuo propio de X es un arco cuyo interior en X es vacio. Por el

teorema anterior resulta que X es indescomponible.

En la siguiente figura 30 se muestran los primeros pasos en su construccion.

figura 30.
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4.2. Composantes

Acontinuacién estudiaremos el concepto de composante, que estd relacionado
con las propiedades que estamos trabajando.

Definicién 4.2 51 X es un continuo y p € X, la composante de p es el conjunto
de todos los puntos x de X tales que existe algiin subcontinuo propio de X que
contiene ap y 1.

Observacién 4.2 Si tomamos un conjunto K composante, no quiere decir que to-
dos los puntos que le pertenecen lo sean.

Por ejemplo, si X = [0, 1], la composante de 0 es el subconjunto [0,1), la com-
posante de 1 es (0, 1] y la de cualquier punto distinto de 0 y 1 es el intervalo [0,1].

Por otra parte la composante de p es la unién de los subcontinuos propios de X
me contienen a p. Por ser unién de conexos con un punto en commuin, tenmos que
las composantes son conexas.

Teorema 4.3 51 K es alguna composante del continuo X, el conjunto K es denso
Y conezo.

Demostracion. Sea p € X y K la composante de p. Por la observacién anterior,
tenemos que K es conexa. Ahora supongamos que K # X. Entonces, ya que K es
conexo tenemos que K es un subcontinuo propio y no vacio ( contiene a p) de X.
Por lema 2.3 existe un subcontinuo propio H de X tal que K ¢ H y K # H.
Pero entonces A es un subcontinuo propio de X que contiene a p, por lo que por
definicién de K debemos tener que I C K, lo cual implica que H = K, que es una
contradiccién. Por tanto K = X, esto quiere decir que K es denso. ®

Teorema 4.4 Si X es descomponible, X es composante de alguno de sus puntos.

Demostracién. Sean A y B dos subcontinuos propios, no vacios de X, tal que
X = AU B. Entonces  tenemos que

ANB #0,
de lo contrario tendriamos que si

ANB=0.
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X serfa disconexo. Tomemos z € AN B y K la composante de z. Como A v B son
subcontinuos propios de X que contiene a x, tenemos que

AcK y BCK,

de donde
X=AUBCK

yporlotanto K = X. m

4.3. Irreducibilidad.

En esta seccién estudiaremos un concepto que estd muy relacionado con el con-
cepto de composante y con la propiedad que estamos estudiando.

Definicién 4.3 Si X es un continuo y {p,q} C X, decimos que X es irreducible
con respecto a p y q si no existe ningin subcontinuo propio de X que contiene a
tales puntos.

Ejemplo 4.7 El intervalo es irreducible entre 0 y 1.
Ejemplo 4.8 El continuo sen + es irreducible entre {0} x [—1, 1] y el punto (27, 1).

Teorema 4.5 Sean X un continuo y p € X. Entonces X es irreducible respecto
a p y alqin otro elemento de X si y sdlo si la composanie de p es un subconjunio
propio.

Igualmente, si X es irreducible respecto a p y g, cada uno de esos puntos no
pertenece a la composante del otro:
Corolario 4.6 Si el continuo X es irreducible respecto a {p, g}, entonces las com-

posantes de p y de g son subconjuntos propios de X y distintos entre si.

Veamos ahora que los continuos descomponibles y no irreducibles tienen exac-
tamente una composante.

Proposicién 4.7 Sea X un continuo descomponible y no es irreducible, entonces
X posee exactamente una composante. (que es X mismo).
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Demostracién. Por el teorema 4.4, X es composante de alguno de sus puntos. Y
por el teorema 4.5 X no tiene composantes propias. Por lo tanto X es su tinica
composante. m

Ahora veamos la propiedad para los irreducibles.

Proposicién 4.8 Si X es un continuo descomponible e irreducible. entonces X
posee exactamente tres composantes.

Demostracién. Sea X un continuos descomponible e irreducible respecto a {p, ¢} .
Aplicando el teorema 4.4, resulta que X es composante, y por el corolario 4.6 ten-
emos aque las composantes de p y de ¢ son subcontinuos propios de X y son
distintos entre sf.

Ya tenemos 3 composantes de X distintas entre si. Vamos a probar que estas 3
son todas sus composantes.

Sea r un elemento de X y sea K la composante de r. Veremos que K es uno de
los subconjuntos que acabamos de mensionar. Supongamos que K # X. Entonces
existe

ye X - K.

Como X es descomponible, posee subcontinuos propios A y B tales que
X=AUB.

Ay B no pueden contener a ambos puntos p y ¢, ya que X es irreducible respecto
a este par, por lo que resulta que p € A y ¢ € B. Asumamos que 7 € A.

Dado que A es subcontinuos propio de X y contiene a r, A C K, de donde se
sigue que p € A". Supongamos que ¢ € K. Entonces existe un subcontinuo propio D

tal que
{r,q} C D.

Recordemos que {p,r} C A. Como y ¢ K, ningiin subcontinuo propio contiene a
{r,y}, por tanto tenemos que y ¢ Ay y ¢ D. Entonces

reAnD, y¢ AuD y {pg}C AUD,

lo cual quiere decir que A U D es un subcontinuo propio de X que contiene a p y
g. lo cual es una contradiccién, pues X es irreducible respecto a tal par de puntos.
Entonces resulta que ¢ ¢ K.

Ahora demostraremos que K es composante de p.

(C) Sea xz € K. Entonces existe un subcontinuo propio F de X tal que

{r,z} C F.
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En particular, ¢ ¢ K tenemos que ¢ ¢ F. Entonces

rcANF, g¢ AUF

{z,p} CAUF,

por lo cual AU /' es subcontinuo propio de X que contiene a = y p. Por lo tanto

z pertenece a la composante de p.
(D) Sea z un elemento de la composante de p. Entonces existe un subcontinuo

propio H de X tal que
{z,p} C H.

Como X es irreducible respecto a {p, ¢} tenemos que ¢ ¢ H. Por lo tanto
peHNA, gq¢HUA y {z,r} CHUA,

lo cual quiere decir que H U A es subcontinuo propio de X que contiene a z y 7,
i cual implica que z € K.

Por lo tanto de las dos contenciones concluimos que K es precisamente la
composante de p. Hemos probado que si una composante no es X mismo, entonces
debe ser composante de alguno de los puntos respecto a los cuales X es irreducible.
Por lo tanto no existen m&s composantes de las tres que teniamos v entonces X
tiene exactamente 3 composantes. &

A continuacién veremos que en realidad basta la unién numerable de subcontin-

uos para formar la composante.

Teorema 4.9 Sea p € X y K es la composante de p. entonces existe una coleccion
numerable {F, : n € N} de subcontinuos propios de x tales que K = U Fy.

neN

Demostracién. Sabemos que X posee una base numerable By = {V;, V5, ...}, con
V. # 0 para cada n € N. Definamos

U,=V,— {p}, paracada ne€N.

Sea F,, la componente de X —U,, que contiene a p, es claro que F), es un subcontinuos
propio de X que contiene a p para cada n € N, y por tltimo sea

F = U N
nel

Como cada X — U es cerrado y contiene a p, es claro que F,, es un subcontinuo de
X que contiene a p para cada n € N, lo cual implica que ' C K. Ahora veamos que
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K C F. Sea x € K. Entonces existe un subcontinuo propio H de X que contiene a
{z,p}. Como X — H es abierto y no vacio existe m € N tal que

VnC X -H.

Entonces p ¢ V,,, v por tanto
Vm — Um-

Es claro que H € X — U,,, y dado que H es conexo y contiene a p, se sigue que
H C F,,. Por lo tanto
r € F, C U F,.

nelN

Por lo tanto K = U F,. m

nelN

Teorema 4.10 Si X es un continuo indescomponible, entonces la coleccion de com-
posantes de X es mds que numerable.

Demostracion. El teorema afirma que todo subcontinuo propio de X tiene inte-
rior vacio, y por el teorema anterior tenemos que cada composante de X es unién
numerable de tales subconjuntos.

Es claro que X es la unién de todas sus composantes, por lo que si X tuviera
una cantidad numerable de composantes, tendriamos que X es la unién numerable
de conjuntos con interior vacio, lo cual por el teorema de Baire es un absurdo (ver
teorema 1.46).

Por lo tanto X posee una cantidad més que numerable de composantes. m

Teorema 4.11 Sean X un continuo indescomponible y K wuna composante, en-
tonces K es composante de cada uno de sus elementos.

Demostracion. Tomemos K composante de p y ¢ € K. Demostraremos que K
también es composante de z. Como z € K tenemos que existe un subcontinuo propio
de Hy de X que contiene a py z. Ahora, si y pertenece a la composante de z, existe
un subcontinuo propio H de X que contiene a {z,y}, entonces € H N Hy, y como
X es indescomponible, entonces H U Hy es un subcontinuo propio que contiene a p,
por lo cual estd contenido en K. Por lo tanto v € H C K. i.e. la composante de r
estd contenida en K.

Por otra parte, si y € K, existe H, subcontinuo propio que contiene a p y .
Entonces de manera similar tenemos que H, U Hy es subcontinuo propio de X, y es
claro que contiene a z y y. Esto implica que y estd contenida en la composante de
z. Por lo tanto se sigue facilmente que K es composante de z. m
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Teorema 4.12 Sea X un continuo indescomponible, entonces sus composante son
ajenas dos a dos.

Demostracién. Tomemos K; composante de p; y K> composante de p, tales que
K; N K3 # 0. Entonces existe y € K; N K», y por el lema anterior resulta que cada
uno de los conjuntos K7 v A’ es la composante de y. Por lo tanto K; = K. =

Teorema 4.13 Un continuo X es indescomponible si. y sdlo si. posee un subcon-
gunto {z,y,z} tal que X es irreducible respecto a cada par de elementos de tal
conjunto.

Demostracién. <) Sea {z.,y, z} tal que X es irreducible respecto a cada par de
elementos de tal conjunto. Supongamos que existen subcontinuos propios de X tales
au:

X=AUB

Ahora, como

{z,y,2} T AUB,

uno de los dos subcontinuos contiene a dos de los tres elementos. Por lo cual sig-
nifica que X no es irreducible respecto a tal par de elementos, lo cual contradice la
hipétesis. Por lo tanto X es indescomponible.

=) Supongamos que X es un continuo indescomponible. Por el teorema 4.10 y
4.12 nos permite tomar tres composantes K1, Ko v K3 de X, las cuales son ajenas
dos a dos. Sean z,y y =z tales que K es composante de z, A5 es composante de ¥y
y K3 es composante de 2. Como son ajenas, por definicién de composante se tiene
gue ningiin subcontinuo propio contiene a dos de tales tres elementos, por lo que
tenemos que X es irreducible respecto a cada par de elementos de {z,y,2}. =

A continuacién. mostraremos un continuo indescomponible. con el cuai utinzare-
mos la tiltima caracterizacién mencionada.

Ejemplo 4.9 Continuo indescomponible.

A continuacién daremos la descripcion de la construccion de este continuo in-
descomponible. Su indescomponibilidad se desprende del teorema anterior. (En la
figura 31 se presentan los primeros tres pasos de su construccion).

Sean a, b y ¢ tres puntos en R?. Entonces existe una cadena simple U; en R? de
a hasta ¢ cuyos eslabones son bolas cerradas con didmetro menor que 3 y tal que
alguno de ellos contiene a b, es decir U; pasa por b,
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Ahora, existe una cadena simple Uy que va de b hasta ¢ pasando por e, cuves
eslabones son bolas cerradas con didmetro menor a % contenidas en la unién de .

También existe una cadena simple U3 que va de a hasta b y que pasa por ¢, cuyos
eslabones son bolas cerradas con didmetro menor que é contenidas en la unién de
Us.

Seguimos el proceso de manera inductiva, encontrando una sucesion de cadenas
U, encajadas tales que cada eslabén de U, tiene un didmetro menor que 27" y de
forma que para cada n € N | la cadena Us,—, va de a hacia ¢ y pasa por b, la cadena
U3,y va de b a ¢ y pasa por a y por ultimo la cadena U3, va de a hasta b pasando
D0r ¢,

Definimos X como la interseccién de las cadenas U,. Por el teorema 2.1 tenemos
que X es un continuo.

Ahora vamos a probar que es un continuo indescomponible.

Supongamos que existe un algin subcontinuo propio Z de X tal que {a,c} C Z.
Seay € X — Z ysea ¢ tal que B. (y) C X — Z . De la definicién de X es claro que
X = Nnenlhzn_o. Si tomamos k € N tal que 27342 < ¢, es claro que los eslabones
de Uz, contienen a a y estdn contenidos en B. (y) v por lo tanto no intersectan
aZ.

Ahora, como {a,c} C Z C X MNpen Usn_s, y dado que Us, » va de a hacia ¢
es claro que tomando por una parte los eslabones de tal cadena anteriores a los
que contienen a vy, y por otra parte los posteriores, creamos una separacion de Z,
contradiciendo su conexidad.

Por lo tanto X es irreducible respecto a a y c.

De igual manera de puede probar que X es irreducible respecto a las parejas
{a, b} y {b,c}, por lo que el teorema anterior implica que X es indescomponible.
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ficura 31.
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