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Introducción 

Dada una superficie S con una métrica euclidiana, completa y conexa por trayectorias, 

puede mostrarse que S se obtiene mediante la acción propiamente discontinua de un grupo 

de isometrías sin puntos fijos de R2. Más aun, se puede demostrar que las únicas super-

ficies que cumplen con estas condiciones, salvo homeornorfismos, son el cilindro, botella 

de Klein, banda de M6bius, y obviamente el plano euclidiano. Esto lleva a un teorema de 

clasificación de todas las superficies de este tipo llamado teorema de Killing-Hopf. 

Se ha probado un teorema análogo para superficies de curvatura constante donde pode-

inos distinguir tres casos: positiva, negativa o nula. Sin embargo es escasa la información 

sobre la demostración explícita de este resultado en el caso de curvatura distinta de cero 

alegando que ésta es análoga al caso euclidiano. Más precisamente, el teorema nos dice 

que si S es una superficie hiperbólica completa y conexa por trayectorias, entonces debe 

ser de la forma 2/F, donde r es un grupo que actúa de manera propiamente disconti-

nuamente por medio de isornetrías hiperbólicas de 1H12. 

El objetivo de esta tesis es presentar una demostración del teorema en superficies hi-

perbólicas. Más aun, demostraremos que el grupo r es isomorfo al grupo fuiiclamental del 

cociente 1H12/F. 

En el capítulo 1 definiremos conceptos que utilizaremos a lo largo del trabajo. Primero 

definiremos conceptos de teoría (le grupos para después presentar acciones de grupos. 

Aquí daremos la definición de acción propiamente discontinua. Posteriormente, daremos 

conceptos de carácter topológico. 

Durante el capítulo 2 de grupo fundamental y espacios recubridores. Empezaremos 

hablando de homotopías y trayectorias. Después definiremos un producto sobre las tra-

yectorias y gracias a éste podremos considerar un grupo asociado a un espacio que nos 

dará información sobre éste mediante clases de homotopías, este grupo es el grupo fun-

damental. Enseguida presentaremos las funciones recubridoras y cómo se relacionan con 

el concepto de levantamiento de trayectorias. 

1 



Introducción 9 

En este capítulo también se demostrará el resultado que permite calcular el grupo fun-

damental de superficies de la forma lf2/l'. 

En el capítulo 3 iniciamos con parte de los objetivos de este trabajo. En la primera 

sección definiremos al plano hiperbólico por medio de axiomas y presentaremos algunos 

modelos de él. Después nos centraremos en el modelo del semiplano y estudiaremos en 

él la distancia hiperbólica, lo cual nos permitirá mostrar que 1H12  es un espacio métrico. 

Luego veremos transformaciones de Móbius y probaremos algunas de sus propiedades. 

Esto nos llevará a definir isometrías hiperbólicas. 

En el último capítulo presentaremos nuestro teorema principal. Comenzaremos defi-

niendo una superficie hiperbólica. Después estudiaremos el concepto de longitud de una 

curva en una superficie y esto nos permitirá hablar del concepto de geodésica, y a su vez 

nos permitirá dar la noción de completez por medio de geodésicas. 

En la segunda parte de este capítulo consideraremos un cociente hiperbólico 1H12/F, 

donde F es un grupo de isometrías que actúe de manera propiamente discontinuamente 

sobre que dotaremos con cierta distancia cutre sus órbitas y demostraremos que es 

una superficie hiperbólica. 

En la tercera parte, definiremos una función cubriente del plano hiperbólico a una 

superficie completa y conexa por trayectorias S. Esto nos permitirá definir grupo de iso-

metrías recubridoras. Concluiremos que nuestra superficie debe ser de la forma 1H12/I'. 

Por último se exhibe un ejemplo de un cociente construido a partir de cierto grupo F. 

Sin embargo, mostraremos que en este caso no podremos aplicar el teorema de Killing-

Hopf, viendo así algunas diferencias entre el caso euclidiano con el caso hiperbólico. 



Capítulo 1 

Conceptos Preliminares 

En este capítulo estudiaremos resultados que son necesarios para el desarrollo de este 

trabajo. 

1.1. Grupos 

Definición 1.1.1. Sea C un conjunto no vacío. Diremos que el conjunto C es un grupo 

si en él existe una operación binaria . llamada producto y ésta cumple con las siguientes 

características: 

1) Cerradura: Si a, b E G, entonces a b € G 

2) Existencia de un elemento neutro: Existe un elemento e E C llamado el elemento 

neutro, tal que para todo g E G se cumple que g e = e g = g. 

3,) Asociatividad: Si f, g, h E G, entonces (f g) . h = f. (g h). 

4) Existencia de inversos: Para todo y E G existe _1  E G tal que g g' = g 1  . g = e. 

Un ejemplo de grupo es el conjunto de los enteros Z bajo la operación suma +, donde 

e = O. Otro ejemplo de grupo es el grupo trivial {e} bajo la operación e e = e. 

Si H es un subconjunto de un grupo G y H es de nuevo un grupo con la operación 

definida en G, se dice que H es un subgrupo de C. En particular, cada grupo G es un 

subgrupo de él mismo y {e} es un subgrupo de cualquier grupo. 

3 



Capítulo 1. Conceptos Preliminares 4 

A continuación definiremos transformaciones entre grupos. 

Definición 1.1.2. Sean C y G' grupos con las operaciones * y *, respectivamente. Un 

homomorfismo es una función f : G -* C' tal que f(x * y) = f(x) * f(y) para todos 

x,y E G. 

Definición 1.1.3. Sea X, Y espacios topológicos y f una función continua. Decimos que 

f es 'un homeomorfismo local si para cada punto x E X existe una vecindad abierta U de 

x tal que 1(U) es un abierto de Y y flu es un homeomorfismo. 

1.2. Acciones de grupo 

Definición 1.2.1. Sean C un grupo y A 0 un conjunto. Una acción por la izquierda 

de G sobre A es una función 0 : G x A -* A, donde la imagen de (g,  a) se denota g o a, 

para toda g E C y a E A, tal que 

1) (gi g) o a = g 0 (92 o a), para todo 91,92  E C, a E A. 

2) Si e es el neutro de G, e a = a, para todo a E A. 

Denotaremos la acción goa simplemente como ga, siempre que no haya lugar a confusión. 

Un ejemplo es la acción de un grupo G de isonietrías del plano euclidiano R2  sobre el 

plano actuando de manera natural: a x = u(x) para todo a E G, x E R2. 

A continuación se define una relación de equivalencia que será útil mas adelante. 

Si G actiia sobre A, se puede definir a b si existe g e G tal que b = ga. Esto define una 

relación de equivalencia. En efecto, verificamos las propiedades: 

1) Reflexiva: a ' a, para todo a E A pues a = ea. 

2) Simétrica: Si a b, entonces existe g E G tal que b = ga, luego g'b = g'(ga) = 

(g'g)a = ea = a, por lo tanto b a. 

3) Transitiva: Si a '-' b y b '-' e, entonces existen 91, 92 tales que b = g1a y e = g2b, así 

C = 92(gia) = (g2g1)a, por lo tanto a c. 

La clase de equivalencia de un elemento a E A se denota por G a = {g . a: g E C} y 

se llama la órbita de a o la órbita de G que contiene a a. Ejemplificaremos lo anterior. 

Ejemplo 1.2.2. Sea  la traslación en el vector (1,1) en el plano IR2  y sea C = (t(1,1». Se 

define la acción de G en R2  como t(i,i) X = 
X + 1 

En la siguiente figura se observa 
y y+l 

una porción de la órbita de (0,0). 
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e 

e 

e 

-21 

FIGURA 1.1: Acción por traslación 

A continuación se presentan algunos tipos de acciones de grupos y resultados con 

respecto a éstas. 

Definición 1.2.3. Si X es un espacio topológico y G es un grupo de homeomorfismos de 

X, la acción de G sobre X se dice que es propiamente discontinua si para cada x E X 

existe una vecindad abierta U de x tal que gU fl U = O siempre que g e, donde e es el 

elemento neutro de C. 

En este texto trabajaremos únicamente en espacios métricos así que daremos una ca-

racterización para la definición de acción propiamente discontinua para éstos. Recordemos 
las siguientes definiciones. 

Definición 1.2.4. Sea X qÉ O un conjunto. Decimos que d: X x X -> R define una 

distancia (o métrica) en X si cumple con: 

(a) d(x, y) O con igualdad si y sólo si x = y. 

(b) d(x,y) = d(y,x). 

c) d(x, z) d(x, y) + d(y, z), llamada la desigualdad del triángulo. 

Decimos que (X, d) es un espacio métrico. 

Definición 1.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que T es una isometría de 

X si es una función biyectiva T : X -* X tal que para todo x, y E X, se cumple que 

d(T(x),T(y)) = d(x, y). 
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Proposición 1.2.6. Sea (X, d) un espacio métrico y sea G un grupo actuando por iso-

metrías en X, entonces la acción es propiamente discontinua si y sólo si para toda x E X 

existe r > O tal que {g E G : d(x, gx) <r} = {e}. 

Demostración: Supongamos que la acción de G por isometrías es propiamente discontinua. 

Sea x E X y sea U vecindad abierta de x tal que gU fl U = 0, para toda g e. Sea r> O 

tal que B, (x) Ç U. Si d(x, gx) <r, entonces gx E B, (x), así gx E gU fl U. En particular, 

gU fl U 0, y por la propiedad de propiamente discontinua, tenemos que g = e, entonces 

{g E G d(x, gx) <r} = {e}. 

Inversamente, sea x E X. Tomemos r > O tal que {g E G: d(x, gx) <r} = {e} y sea 

U = B (x). Como C actúa por isometrías, gU = B (gx). Sea g E C tal que gU fl U 0, 

entonces existe z E gU fl U, con z E U y z = gy, :v E U. Por la desigualdad del triángulo 

tenemos que 

d(x, gx) :5 d(x, z) + d(z, gx) < L + d(gy, gx) = + d(y, x) < + = r. 

Por tanto, g = e, y la acción es propiamente discontinua. 

1.3. Nociones Topológicas 

Al abordar esta sección suponemos que el lector está familiarizado con conceptos básicos 

de topología general, tales como continuidad, conjuntos compactos, topología producto, 

topología relativa, entre otros. Si el lector está interesado en conocer con formalidad lo 

antes mencionado. se  recomienda la referencia [Mu02]. 

Daremos a continuación un resultado que nos habla de la continuidad de funciones 

definidas en subespacios cerrados. 

Lema 1.3.1 (del Pegado). Sea X = A U B donde A y B son cerrados en X, sean 

f: A —* Y y g: B --> Y funciones continuas tales que f(x) = g(x) para cada x e A fl E. 

Entonces h X —* Y, definida por 

h(x)_{f(x) si 

xEA 

- g(x) si x E B 

es continua. 
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Demostración: Notemos que h está bien definida, pues f(x) = g(x) para toda x E A fl B. 

Supongamos que C es un conjunto cerrado en Y, entonces 

h'(C) = h 1(C) n X 

=/r'(C)n(AuB) 

= (h 1 (C) n A) u (h'(C) n B) 

= f'(C) Ug'(C). 

Como f A - Y y g: B -> Y son funciones continuas, tenemos que f -1(C) es cerrado 

en A y como A es cerrado en X, entonces f'(C) es cerrado en X. 

Análogamente, g'(C) es cerrado en X. Así, h'(C) es cerrado en X pues es unión de 

dos cerrados, y por lo tanto h : X - Y es continua. 

o 

Ahora definiremos el concepto de conexidad de un espacio topológico. Lo que este 

concepto nos dice, intuitivamente, es que un espacio está compuesto por una sola pieza. 

Vamos a definir espacio conexo en términos de espacio disconexo. 

Definición 1.3.1. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es un espacio disconexo 

si existen U, V abiertos ajenos no vacíos tales que su unión es todo X. 

Diremos que X es un espacio conexo si no es disconexo. 

Equivalentemente, un espacio topológico X es conexo si los únicos subconjuntos de 

X que son abiertos y cerrados a la vez son O y X. Además, si dos puntos cualesquiera 

de X pueden ser unidos por una trayectoria diremos que X es conexo por trayectorias. 

Formalizaremos esta noción. 

Definición 1.3.2. Dados dos puntos x, y E X, diremos que una función continua f 

[a, b] - X tal que f(a) = x y f(b) = y, es una trayectoria en X que une a x con y. 

Un espacio X es conexo por trayectorias si para cada par de puntos de X existe una 

trayectoria en X que los une. 

Ejemplo 1.3.3 (Conexidad por trayectorias). Definimos la bola B" en R'1  como B = 

{x : lxii < 1} donde lxii = li(xi,. . . , x,2)JJ = (x + ... + La bola B es conexa 

por trayectorias pues dados dos puntos cualesquiera x, y E B', el segmento de línea recta 

f [0, 1] - 1I' definido por f(t) = (1 - t)x + ty está totalmente contenido en B' ya que 

< (1 - t)llxll + tllyll <— 1. 
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Todo espacio X conexo por trayectorias es un espacio conexo, sin embargo el recíproco 

es falso. Un espacio conexo no necesariamente es conexo por trayectorias. Ilustramos lo 

anterior con un ejemplo y para ello necesitamos los dos siguientes resultados. La demos-

tración de estos puede encontrarse en [Mu02]. 

Proposición 1.3.4. Si A es conexo y f : A -> X una función continua, entonces f(A) 

es conexo. 

Proposición 1.3.5. Si A es un conjunto conexo, entonces la cerradura de A también es 

un conjunto conexo. 

Ejemplo 1.3.6. Sea A c R2  el conjunto dado por la unión de {0} x [-1, 1] y la imagen 

f((0. 1]) de f(t) = (t, sen(1/t)). Notemos que A es conexo pues es la cerradura de f((0, 1]), 
el cual es conexo ya que f es continua y (0, 1] es un conjunto conexo. Sin embargo, no 

es conexo por trayectorias pues no existe una trayectoria que una los puntos (1, sen(1)) y 
(0,0). 

FIGURA 1.2: Seno del Topólogo. 

A veces no necesitaremos que nuestro espacio X sea, conexo en su totalidad, sino que 

lo necesitaremos en alguna vecindad de cierto punto. Definiremos esta propiedad local: 

Definición 1.3.7. Diremos que un espacio X es localmente conexo en x si para cada 

vecindad U de x existe una vecindad conexa de x contenida en U. Diremos que X es 

localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos. Análogamente para localmente 

conexo por trayectorias. 

Ejemplo 1.3.8. Cada intervalo de IR es localmente conexo y también es conexo. 

Ejemplo 1.3.9. El conjunto [-1, 0) U (0. 1] Ç IR es localmente conexo, pero no es conexo. 



Capítulo 2 

Grupo Fundamental y Espacios 

Cubrientes 

Los conceptos de este capítulo tienen como objetivo general el problenia de saber cuándo 

dos espacios son homeomorfos. Para este problema estudiaremos el grupo fundamental de 

un espacio, también llamado primer grupo de homotopía. Para estudiarlo introduciremos 

a las homotopías. Después estudiaremos los espacios cubrientes que serán de gran ayuda 

cuando nuestro grupo fundamental no resulte trivial. 

En todo este capítulo supondrenios que el lector está familiarizamos con la topología 

y los conceptos relacionados a r. 

2.1. Homotopías por trayectorias 

Definición 2.1.1. Sean X, Y espacios topológicos el = [0. 1] c R. Si .f y f son funciones 

continuas del espacio X en el espacio Y, decimos que f es homotópica a f' si existe una 

función continua F: X x 1 —* Y tal que 

F(x,0) = f(x), F(x, 1) = f'(x) 

para toda x E X. Entonces, F es llamada homotopía entre f y f. 

Si f es homotópica a fa', escribimos  f fi. Si f es homotópica a una función constante, 

diremos que f es homotópicamente nula. 

9 
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Se puede pensar que una homotopía es como una familia paramétrica continua de 

funciones de X a Y y la segunda componente de X x 1 es un representante del tiempo 

y así la homotopía F describe una "deformación" continua de la función f en la función 

f', cuando este parámetro varía de O a 1. 

Definición 2.1.2. Dos trayectorias f, f' : 1 —* X son homotópicas por trayectorias si 

tienen el mismo punto inicial x0  y el mismo punto final x 1 , y si existe una función F 

continua F: 1 x 1 -> X tal que 

F(s, O) = f(s), F(s, 1) = fi( s ) 

F(O, t) = x0, F(1, t) 

para cada s E 1 y  cada t E I. A la función F se le llama homotopía por trayectorias entre 

f y f'. Si f es homotópico por trayectorias a fis,  escribimos f f'. 

La primera condición dice que F puede deformar continuamente a la trayectoria f 

en la trayectoria f'. La segunda condición dice que los puntos extremos de la trayecto-

ria permanecen fijos durante la deformación. Podemos ilustrar lo anterior con la figura 

siguiente. 

FIGURA 2.1: Homotopía por trayectorias. 

Lema 2.1.1. La homotopía en el espacio de funciones continuas C(X, Y) define una 

relación de equivalencia. 

Demostración: Reflexiva: Dada f, se tiene que f f pues la función F(x, t) = f(x) es 

la homotopía requerida. Si .f es una trayectoria, F es una homotopía por trayectorias. 

Simetría: Supongamos que f f'. Sea F una homotopía entre f y f', entonces C(x, t) = 

F(x, 1 - t) es una homotopía entre f y f. Si F es una homotopía por trayectorias, G 

también lo es. Transitividad: Supongamos que f f y f fil.  Sea F una homotopía 

entre f y fi y F' una honiotopía entre f y f". Definamos G : X x 1 —+ Y por 
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F(x,2t), para t  [O,] 

G(x,t) = 

F'(x, 2t - 1), para t E [, 11. 

La función O está bien definida, ya que, para t = , tenemos que F(x, 2t) = f'(x) = 

F'(x, 2t - 1). Dado que G es continua en los dos subconjuntos cerrados X x [O, 11 y 

X x [, 1] de X x 1, por el lema 1.3.1, G es continua en todo X x I. Así, F es la 

homotopía requerida entre f y f". 

Ahora debemos comprobar que si F y F' son homotopías por trayectorias, entonces 

G también lo es. En efecto, supongamos que P es una homotopía por trayectorias entre 

f' y ,f". Sea f(0) = xo = f'(0) y sea f'(l) = x, = f"(l). Debemos ver que G(O,t) = 

y 0(1, t) = x1  para toda t E I. Notemos que G(0, t) = F(O, 2t) = f(0) = x0  para toda 

tEl, además G(1, t) = F'(1, 2t —1) = f'(l) = x1  para toda tEl. 

Por tanto, G es una honiotopía por trayectorias y además G es una homotopía por 

trayectorias entre f y f". En consecuencia, f f i'. 

Si f es una trayectoria, se denota su clase de equivalencia de homotopías por trayec-

torias por [f]. A continuación se define una operación sobre las clases de homotopía por 

trayectorias. 

Definición 2.1.3. Si f es una trayectoria en X de x0  a xi  y g es una trayectoria en 

X de x1  a x2. definimos  el producto f * .q de f y g como la trayectoria h dada por las 

ecuaciones 

f(2s) para s E í0 1' 1 ' 2J' 
h(s) 

=
g(2s - 1) para s E 1 

1 
.LJ1 . ,  

La función h está bien definida y, por el lema 1.3.1, es continua. Además es una 

trayectoria en X de x0  a x2. Observemos que h es la trayectoria cuya primera mitad es f 

y la segunda mitad es g. 

Lema 2.1.2. La operación producto sobre trayectorias induce una operación bien definida 

sobre las clases de homotop'ía de trayectorias, dada por [f] * [g] [f * g]. 
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Demostración: Sea F una hornotopía por trayectorias entre f y f y sea C una homotopía 

por trayectorias entre g y g' donde el plinto final de f yf' es el punto inicial de g y  g'. 

Definimos 

' Como F(1, t) = 

F(2s, t) para s E [05  ], 
H(s, t) = 

G(2s - 1, t) para s E [, 1]. 

= C(O, t) para toda t, pues F y G son homotopías por trayectorias, 

tenemos que H está bien definida y es continua por el lema 1.3.1. Ahora, debemos com- 

probar que H es la homotopía requerida entre f * g y f' * g'. 

Notemos que 

f(2s) para s E [O, ], 
H(s, 0) = 

g(2s - 1) para s E 11. 

Por tanto, H(s, O) = (j * y) (s). Análogamente, notemos que 

f'(2s) para s E 1r0 ' 11,  ' 
H(s, 1) 

= 

 
9'(2s - 1) para s E 1 1 [' J. 

Por tanto, H(s, 1) = (f' * g')(s). 

Ahora veremos que H(s, t) es una homotopía por trayectorias. Sea f(0) = xo = f(0) y 

g(1) = x 1 = q'(l). Debemos ver que H(O,t) = x0  y H(1,t) = x1. Notemos que H(O,t) = 

F(O, t) = f(0) = x0  y H(1, t) = G(1, t) = g'(l) = x1. Por lo tanto, la operación producto 

sobre trayectorias induce una operación bien definida sobre las clases de lioiiiotopía de 

trayectorias. 

O 

A diferencia de un grupo, la operación [f] * g] no está definida para cualquier par de 

clases, sino para aquellos pares [f], [g]  tales que f(1) = q(0). 

Utilizaremos las proposiciones 2.1.4 y 2.1.5 para probar propiedades de la operación *. 

Proposición 2.1.4. Sea K X -* Y una función continua y F es una homotopía por 

trayectorias en X entre las trayectorias f y f', entonces ,ç o F es una homotopía por 

trayectorias en Y entre las trayectorias k o f y k o f". 
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Demostración: Notemos que r, o F es continua. Como 

K o F(s, O) = k o f(s), K o F(s, 1) = K, o f'(s), 

k o F(O, t) = k(xo), K o F(O, t) = 

entonces k o F es una homotopía por trayectorias de K o f a ç o f'. 

E 

Proposición 2.1.5. Si k : X -> Y es una función continua y si f y g son trayectorias 

enX con f(1)=g(0), entonces ko (f *g) = (kof) * (kog). 

Demostración: Por la propiedad de la operación *: 

kof(25) para s  [O,], 

(kof)*(kog)(s) = 

K o g(2s - 1) para s E [, 1]. 

Ahora, si s E [O, 11 tenemos 

K (f * g) (8) = k((f * g))(s) = K(f(2s)). 

y si s E [, 1], 

K o (f * g)(s) = k((f * g))(s) = K(g(25 - 1). 

Por tanto k o (f * g) = (k of) * (k 0.0). 

E 

Teorema 2.1.6. La operación * tiene las siguientes propiedades: 

1) Asociatividad. Si [f] * (g] * [h]) está definida, entonces ([f] * [q]) * [h] también lo está 

y son iguales. 

) Existencia de neutro por la izquierda y por la derecha. Para cada x E X, denotamos 

por e la trayectoria constante e : 1 —+ X que lleva todo el intervalo 1 al punto x, es 

decir, e(t) = x. Si f es una trayectoria en X desde x0  hasta x1, entonces 

[f] * 1 = [. f•] y [e] * [fi = [f]. 

3) Existencia de inversos. Dada la trayectoria f en X desde x0  hasta x1, sea 7 la 

trayectoria definida por 7(s) = f(1 - s), el cual se conoce como inverso de f, entonces 



{ 

o para sE[O,], 

G(s,t) = 

para s E [,.l]. 
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[f] * [f] = [ex.] y [f] * [f] = [c]. 

Demostración: Probaremos 2). Denotamos por e0  : 1 —+ 1 la trayectoria constante igual 

a cero y denotamos por i : 1 --> 1 la función identidad, entonces e0  * i es también una 

trayectoria de O a 1. 

Como 1 es convexo, existe una homotopía por trayectorias G: 1 x 1 —* 1 entre i y e0  * i. 

Por ejemplo, 

Luego, f o C es una homotopía por trayectorias en X entre f o i y f o (eo pero por 

la proposición 2.1.5, 

foi=f. 

.1. ° (co  * 1) (foco) * (f /) = e 0  * f. 

Así, las trayectorias f y e 0  * f son homotópicas, y por la proposición 2.1.4 tenemos 

[f] = [ea ] * [f]. 

Ahora, sea i la función identidad y e1  la trayectoria constante igual a 1 en I. Como 1 es 

convexo, existe una homotopía por trayectorias C' en 1 entre i e i * e1, entonces f o C' es 

una homotopía por trayectorias entre f o i y f o (i * ei ), pero 

fo i = f, 

f o (j *  el ) = (f o i) * (f o e') =f * e. 

Así, las trayectorias f y f * e, son homotópicas, entonces [f] = [f] * [e]. 

Para probar 3), notemos que el inverso de i está dado por «s) = 1 — s, entonces i * es 

una trayectoria en 1 empezando y terminando en O, al igual que e0. 

Como 1 es convexo, existe una homotopía por trayectorias H en 1 entre e0  y i *. Entonces 

f o H es una homotopía entre o e0  y f o (i * 

Como f o e = e 0  y f o (i * ) = (,f o i) * (f o ), entonces existe una trayectoria 7 = f o 

tal que f * 7 es homotópica a e 0. Así, f o (i * = (f o i) * (f o  ) = f * 7, entonces 

[e]. Análogamente, [7] * [f] = [e 1 ]. 

Ahora. probaremos 1). Usando la definición de producto, 



{

f(!r) para s E 

g(4s - t - 1) para s E [F(s,t) t+1 1 
-' 

t+2  
r -r] 

h(1 para s  [ 1 1]. 
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f(4s) para s E [O, ], 

í

4 

((f*q)*h)(s)= g(4s-1) para s  

- 1) para s E [' 1], 

f(2s) para s E [O, ], 

(f*(g*h))(s)= q(4s-2) para SE  21, 

h(4s - 3) para s E[!, 1]. 

Encontraremos una homotopía F entre ((f * g) * h) y (f * (g * h)). 

Sea 

Como 

f(4s) para 8 E [01 ,11 

F(s,O) = 

F(s,1) = 

g(4s - 1) para s E [, ], 

h(2s - 1) para s E [, 1], 

f(2s) para s E [O, ], 

g(4s - 2) para s E [, ], 

h(4s - 3) para s E [, 1]. 

F(O.t) = f(0). 

F(1, t) = 
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podemos concluir que ((f * g) * h)(s) es homotópico por trayectorias a (f * (g * h))(s). 

o 

2.2. El Grupo Fundamental 

El conjunto de las clases de homotopía de trayectorias en un espacio topológico X no es 

un grupo con la operación * pues el producto de dos clases de homotopía de trayectorias 

no siempre está definido; sin embargo, si tomamos un punto x0  E X que sea nuestro 

"punto base" y sólo nos centramos en las trayectorias que empiezan y terminan en x0, 

entonces el conjunto de las clases de homotopía de dichas trayectorias sí es un grupo con 

la operación *. 

Se sigue del teorema 2.1.6 que la operación * en este conjunto satisface los axiomas de 

grupo. 

Definición 2.2.1.  Sea X un espacio topológico y sea x0  E X. Una trayectoria en X 

que empieza y termina en x0  es llamada lazo basado en x0. El conjunto de las clases de 

homotopía por trayectorias de lazos basados en x0, bajo la operación * es llamado el grupo 

fundamental de X relativo al punto base x0, y se denota por,  iri (X, x0). 

Definición 2.2.2. Sea a una trayectoria en X de x0  a x1  y 7Y otra trayectoria en X de 

x1  a x0. Definimos la función 

a: iri (X, x0) -* iri (X, x1) 

por la ecuación 

:= [] * [f] * [a]. 

Notemos que & está bien definida ya que la operación * está bien definida. Además si 

f es un lazo basado en x0, entonces 7Y * (f * a) es un lazo basado en x1. 

Teorema 2.2.3. La función & es 'un isomorfismo de grupos. 

Demostración: Por cálculo directo, tenemos 

* &([g]) = ([] * [f] * [a]) * ([] * [g] * [a]) 

= ([] * [f] * [q] * 

= &([f] * [g]). 
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Así & es un homomorfismo. Veamos que & es un isomorfismo, probaremos que si fi = 

que es el inverso de a, entonces es el inverso para &. 

Calcularemos para cada elemento [h] de iri (X, xi ) 

( [h]) = [] * [h] * [8] 

= [a] * [It] * 

&(fi([h])) = * ([a] * [h] * * [a] 

=[h]. 

Ahora, para cada elemento [f] de iri (X, x0) tenemos que 

fi(6([f])) = [a] * ([a] '  *W * [a]) * [] 

M. 

Así,6 es la función inversa de &, entonces & es biyectiva y por tanto es un isomorfismo. 

Corolario 2.2.1. Si X es conexo por trayectorias y x0  y x1  son dos puntos de X, entonces 

iri (X,xo) es isomorfo a iri(X,xi). 

Es decir, si X es conexo por trayectorias, el grupo fundamental depende sólo de X. 

Definición 2.2.4. Un espacio X se dice que es simplemente conexo si es conexo por 

trayectorias y iri(X, x0) es el grupo trivial para algún xo  E X. 

Si iri (X, xo) es el grupo trivial escribimos iri(X, xo) = O. 

Lema 2.2.1. En un espacio simplemente conexo X, dos trayectorias cualesquiera con los 

mismos puntos inicial y final son homotópicos por trayectorias. 

Demostración: Sean a y fi dos trayectorias de x0  a x1, entonces a * está definido y 

es un lazo basado en x0. Como X es simplemente conexo, este lazo es homotópico por 

trayectorias al lazo constante en x0. Por tanto, 

[a] = [a] * [e] = [a] * ([8] * [8]) = ([a] * [3]) * [3] = [a * fi] * [fi] = * [8] = [8]. 

lo que quiere decir que a y fi son hoinotópicas por caminos. 

E 
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El grupo fundamental es un invariante topológico, es decir, que espacios homeomor-

fos tendrán grupos fundamentales isomorfos. Para probar este hecho, veamos que una 

función continua entre espacios topológicos induce un homomorfismo entre sus grupos 

fundamentales. 

Definición 2.2.5. Sea 11: (X, x0) —> (Y, y) una función continua, es decir,  h va de X 

en Y y manda a x0  en Yo  Definimos 

71  (V. .r0  —+ ir1 (Y, yo) 

por la ecuación 

Ii ([f]) = [h o f]. 

La función h se denomina homomorfismo inducido por h, relativo al punto base x0. 

Notemos que h está bien definida, pues si F es una homotopía por trayectorias entre 

f y f', entonces h o F es una homotopía por trayectorias entre las trayectorias h o f y 

h o fi. El hecho de que h sea un homomorfismo se deduce de 

(h o f) * (h o y) = h o (f * y). 

El homomorfismo definido anteriormente depende de h : X —+ Y y de la elección del 

punto base. 

Teorema 2.2.6. Si h: (X, xo) —> (Y, Yo) y k (Y, Yo) - (Z, z0) son continuas, entonces 

(k o h) = k o  h. Si i : (X, x0) - (X, x0) es la función identidad, entonces i,, es el 

homomorfismo identidad. 

Demostración: Se sigue directamente de la definición que 

(koh)([f]) = [(koh)of], 

(k o h)([f]) = k(h([f])) = k, ([11 ° fi) = [ o (Ii. o 

Análogamente 

O  

D 

Corolario 2.2.2. Si h: (X, x0) - (Y, Yo)  es un homeomorfismo entre X y Y, entonces 

h es un isomorfismo entre iri (X, x0) y iri (Y, Yo). 
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Demostración: Sea h: (X, x0) - (Y, yo)  y sea k: (Y, Yo) - (X, x0) su inversa. Entonces, 

k o  h (k o = i, con i la función identidad de (X, x0) y h o  k = (h o k) = j, con 

j la función identidad de (Y, yo). Como i, es el homomorfismo identidad de 7r1  (X, x0) y 

j es el homomorfismo identidad de iri (Y, Yo),  entonces k es la inversa de h. Así, h es 

biyectiva y, por tanto, h es un isomorfismo entre iri (X, x0) y ir, (Y. Yo). 

E 

2.3. Espacios Cubrientes 

Definición 2.3.1. Sea p : E -+ B una función continua y sobreyectiva. Un conjunto 

abierto U dc B m,  dice que está regularmente cubierto por p si 

p'(U)= LJ va 
(EA 

con A un conjunto de índices y Va  conjuntos abiertos de E, tales que para cada a E A, 

PIv es un homeomorfismo de V0, en U. 

La colección {V} será denominada una partición de p- 1  (U) en rebanadas. 

Notemos que si U está regularmente cubierto por p y W es un conjunto abierto con-

teniendo a U, entonces W también está regularmente cubierto por p. 

Definición 2.3.2. Sea p : E - .8 una función continua y 80breyectiva. Si todo punto 

b e B tiene una vecindad U que está regularmente cubierta por p, entonces p es una 

función cubriente y E es un espacio cubriente de B. 

Lema 2.3.1. Si p: E —* B es una función cubriente, entonces p es un homeomorfismo 

local entre E y B. 

Demostración: Sea p : E -+ B una función cubriente y sea e E E. Sea U una vecindad 

de b = p(e) tal que p' (U) = LiEA V, con V0  un conjunto abierto de E y ¡'1v0  es un 

hoineoniorfismo de Va  en U. Sea a' E A tal que V0  contiene a e, entonces ¡'lv,  es un 

homeomorfismo de en U. 

0 



Capítulo 2. Grupo Fundamental y Espacios Cubrientes 20 

El siguiente teorema afirma que al aplicar el producto cartesiano a dos funciones cubrien-

tes el resultado es una función cubriente. 

Teorema 2.3.3. Si p : E -* E y p' : E' -> B' son funciones cubrientes, entonces la 

u u ci óii 

p x p': E x E' ->  B x 

es una función cubriente. 

Demostración: Dados b E B y U E B', sea U una vecindad de b y sea U' vecindad de 

b' regularmente cubiertas por p y p' respectivamente. Sean {V} y {V1} particiones en 

rebanadas de p'(U) y (p')'(U) respectivamente, entonces 

(p x p')'(U x U') = P- 1 (U)  x p'(U') = UVA. x Uf' = U(Va  X Vf1), 

y éstos son conjuntos abiertos y ajenos de E x E', y cada uno de ellos se aplica de manera 

homeomorfa sobre U x U' vía p x p'. 

E 

Definición 2.3.4. Sea p: E - B una función. Si f es una función continua de algún 

espacio X en B, un levantamiento de f es una función f: X -* E tal que p o f = f. 

E 

1 

FIGURA 2.2: Levantamiento de f. 

La existencia de levantamientos de funciones cuando p es una función cubriente es útil 

en el estudio de los espacios cubrientes y el grupo fundamental. Vamos a probar que las 

trayectorias pueden ser levantadas si nuestro espacio es espacio cubriente, también proba-

remos que este resultado se vale para homotopías por trayectorias. Para esto necesitamos 

del lema del número de Lebesgue. 

Lema 2.3.2 (Número de Lebesgue). Sea A un recubrimiento abierto del espacio métrico 

(X, d). Si X es compacto, existe 8 > O tal que para cada subconjunto X con diámetro 

menor que 6, existe un elemento de A conteniéndolo. 

El número 6 es llamado número de Lebesgue para el recubrimiento A. 
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Demostración: La demostración puede ser encontrada en la referencia [Mu02]. 

Lema 2.3.3. Sea p: E —+ B una función cubriente con p(e0) = b0. Cualquier trayectoria 

f: [0, 1] —+ B empezando en b0  tiene un único levantamiento a una trayectoria f en E 

que empieza en e0. 

Demostración: Para cada b c B. sea (Ib la vecindad de b que esté regularmente cubierta 

por p. Consideremos las cubiertas abiertas de {Ub }beB  de B y de {f'(Ub)}bEB  de [0, 11. 

Como [0, 11 es compacto, extraemos una subcubierta finita {f' (Ub)} 1 . Por el lema del 

número de Lebesgue existe 6 > O tal que para todo b e B. i = 1. ..., n, existe una bola 

abierta B6  (x) totalmente contenido en f 1(Ub) para cada i = 1, ...ri. Por tanto podemos 

encontrar una partición {O = 80 < 81 < ... < Sn = 1} tal que f([s, s+i]), i = 0, ..., n — 1, 

está contenido en algún Uh.  Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, x1  < ... < x,,, 

entonces B6(x) fl B(x +i ) O y tomamos sí E B6(x) fl B6(x+1) para i = 11  ... , n — 1. 

Claramente, [si, s+,] Ç B6(x+1) para i = 1, ..., n — 1, y  como B(x +i) Ç f'(Ub), 

tenernos la partición deseada. 

Vamos a definir el levantamiento de / de f. Definamos J(0) := e0. Supongamos que 

f(s) está definida para s E [O, si]. Definamos /(s) en [si, s+1}  tomando U abierto que 

esté regularmente cubierto por p y f([s, s+,]) que esté contenido en U. Sea {Va }aEJ  la 

cubierta abierta de p 1(U),tal que cada V es transformado por p de manera homeomorfa 

sobre U. Sea O E 1 tal que Vo  E {V} 1  y que f(s) E V0. 

Definamos 1(s) para s E [si, s1J por la ecuación 

1(s) = (pk,0 )'(f(s)). 

Como piv0 : Vo  —+ U es un homeomorfismo, 1 es continua en el intervalo [si, s+,]. 

Continuando con este procedimiento, corno ya definimos J(o), podemos definir a. / en 

todo el intervalo [0, 1]. Como / es continua en cada intervalo de la forma [si, s i ], / es 

continua en [0, 1] por el lema 1.3.1. 

De la construcción de 1 es claro que p o / = f, por tanto / es un levantamiento de f. 

Ahora probaremos la unicidad de f, es decir, probaremos que 1 es el único levantamiento 

con punto inicial e0. Supongamos que J' es otro levantamiento de f y es tal que ¡l (0) = e0. 

Supongamos que j1(s) = J(s) para toda s E [0, si]. Sea Vo  como la definimos anterior-

mente. 

Dado que J' es un levantamiento de f, debe llevar el intervalo [Si , s+] en el subcon-

junto p' (U) = U Va, donde los Va son abiertos y ajenos. Como J"([s, s+])  es conexo 

debe estar totalmente contenido en algún Va. Además, J'(s) = f(s) E V0, entonces 
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f'([s, s+i])  c Vo. Por tanto, para 5 E [Si, s +i], f(s) debe ser igual algún y de V0  que 

esté en p'(f(s)), pero por ser J' inyectiva, sólo hay un punto y que cumpla estas condi-

ciones, que es (plv0)'(f(s)). Como f' (o) = e0, entonces f' (o) = f(0). 

Por tanto, ¡I(s) = f(s) para toda s E [si, s+i] y procediendo inductivamente, conclui-

mos que j1  (s) = f(s) para toda s e [0. 1]. 

o 

Lema 2.3.4. Sea p: E —* B una función cubriente con p(e0) = b0  y sea F: [0, 1] x [0, 11 —+ 

B una función continua con F(O, O) = b0, entonces existe un único levantamiento de F a 

una función continua 

fr: [0. 1] x [0. 1] E, 

tal que P(O,0) = e0. 

Si F es una homotopía por trayectorias, entonces fr también es una homotopía por tra- 

yectorias. 

Demostración: Dada F, definimos fr(o, O) = e0. Definimos fr en O x 1 como el iuiico 

levantamiento de FI{o}xJ  empezando en e0, análogamente definimos fr en 1 x O como el 

único levamiento de FIJX{o}  empezando en e0. Tomamos una cubierta {UO }OEE  de B tal 

que cada U0  está regularmente cubierta y sea 6 > O el número de Lebesgue asociado a la 

cubierta {F' (UO )}OEE. De manera similar, tomamos particiones 

{0=so <s1 < ... <s=1} 

{0=to<t1 ... <t=1} 

tal que [si-1, Si ] x [t_ 1 , t] tiene diámetro menor que 6, entonces F([s_i , s] x [t_ 1, ti]) Ç U, 

donde U E {U0 }QEE. 

Sea Ii  = [s_ 1, s] y J3  = [t_1, ti]. Definimos el levantamiento fr comenzando con el 

rectángulo I x J1, continuando con los otros rectángulos Ii  x J1  de la "fila anterior", 

después con los rectángulos Ii  x J2  de la siguiente fila y así sucesivamente. 

En general, dados i0  y j0, supongamos que fr está definida en el conjunto A determi-

nado por la unión de O x 1, 1 x O y todos los rectángulos "previos" a Ijo  X Jj,  que son 

aquellos rectángulos Ii  x Ij con j <jo  y aquellos con j = jo e i <jo. 

Supongamos también que .P es un levantamiento continuo de FIA y procedamos a defi-

nir fr en Ii,  x J 0. Escojamos un conjunto abierto U de B que esté regularmente cubierto 

por p y que contenga al conjunto F(I 0  x 
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Sea {V}QEA una partición en rebanadas de p'(U) tal que cada conjunto V0  se trans-

forma de manera homeomorfa vía p sobre U. Así, fr ya está definida en el conjunto 

C := A n ('jo  x J 0 ) y el cual es la unión del lado izquierdo e inferior del rectángulo 

'jo X J 0, por lo cual C es conexo. Por tanto, F(C) es conexo y debe estar totalmente con-

tenido dentro de uno de los conjuntos V. Sea O e A tal que V0  e {VQ.}GEA y fr(C) c 10 

Denotamos por Po : V0  —> U la restricción de p a V0. Dado que fr es un levantamiento 

de FIA, para x E C 

po(fr(x)) = p(P(x)) = F(x) 

de manera que P(x) = p 1(F(x)). Por tanto, podemos extender fr definiendo 

F(x) := Po ' (F(x)) 

para x E x Jj, Por el lema 1.3.1, fr es continua en A u (I0 x J 0 ). Continuando con 

este proceso, extendemos a fr en 1 x I. 

Ahora supongamos que F es una homotopía por trayectorias. La función F lleva todo 

el lado izquierdo O x 1 de 1 x 1 a un sólo punto b0  E B. Como fr es un levantamiento 

de F, lleva O x 1 a p 1(bo), que tiene la topología discreta como subespacio de E. Corno 

O x 1 es conexo, y fr es continua, P(O x 1) también es conexo, y por lo tanto debe ser 

igual a un conjunto unipuntual. 

Análogamente, P(i x 1) debe ser un conjunto unipuntual. Por tanto fr es una horno-

topía por trayectorias. 

Ahora, para comprobar la unicidad, sólo debernos observar la construcción de fr pues 

extendimos a fr rectángulo por rectángulo de manera continua, y en cada uno (le ellos 

la unicidad es clara, así que una vez que establecemos P(o, O), fr está completamente 

determinada. 

o 

Teorema 2.3.5. Sea p: E - B una función cubriente con p(e0) = b0. Sean f y g dos 

trayectorias en B de b0  a b1  y sean f y i sus respectivos levantamientos a trayectorias en 

E comenzando en e0. Si f y g son homotópicos por trayectorias, entonces f y i terminan 

en el mismo punto de E y son homotópicas por trayectorias. 

Demostración: Sea F: 1 x 1 -4 B una homotopía por trayectorias entre f y g, entonces 

F(O,O) = b0. Sea fr: 1 x 1 —* E el levantamiento de F a E tal que F(O,O) = e0. Por el 
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lema anterior, P es una hornotopía por trayectorias de manera que t(O x 1) = {eo }, y 

por el mismo argumento, P(1 x 1) = {ei}. 

La restricción I10  es una trayectoria en E comenzando en e0  y es un levantamiento de 

Fjjo. Por la unicidad de los levantamientos de trayectorias, debemos tener que P(s, O) = 

f(s) 

Análogamente, P1, x, es una trayectoria en E, que es un levantamiento de FIji y 

comienza en e0  pues P(Oxl) = {eo}. Por la unicidad de los levantamientos de trayectorias, 

fr(s, 1) = 

Por lo tanto, J y i terminan en e1  y .' es una homotopía por trayectorias entre ellos. 

E 

El siguiente teorema nos habla de cómo calcular grupos fundamentales de espacios 

cuando actúa sobre él un grupo de manera propiamente discontinua. 

Teorema 2.3.6. Sea X un conjunto simplemente conexo y 1' un grupo de homeomor-

fismos de X que actúa de manera propiamente discontinua en X. Entonces, iri(X/F)  es 

isomorfo a 

Demostración: Notemos que el grupo fundamental de xir no depende de la elección del 

punto base. Sea ir: X -> x/r. Dados dos puntos ir(x), ir(y) E xr existe una trayectoria 

y que tiene como punto inicial a x y como punto final a y. Notemos que ir o -y es una 

trayectoria en x,r pues ir es continua, y tiene como punto inicial ir(x) y como punto final 

a ir(y). Entonces xir es conexo por trayectorias y su grupo fundamental no depende de 

la elección del punto base. 

Tomemos x0  E X y consideremos un lazo Yi  en xr con punto base Yo := ir(xo). Por 

el lema 2.3.3 sabemos que existe un único levantamiento de Yi  en X cuyo punto inicial es 

xo. Sea x1  el punto final de dicho levantamiento, y notemos que ir(xo) = ir(xi ), así existe 

gi E F tal que x 1  = gi(xo). Además g1  es único pues ['actúa de manera propiamente 

discontinua. 

Definimos la función <P : iri(X/[', Yo) - [' como ([yi}) = g. Como g1  es único, 0 está 

bien definida. Notemos 0 es sobreyectiva pues dado h E ]P existe una trayectoria f que 

inicia en el punto x0  y finaliza en el punto hx0. Observemos que la trayectoria ir o f es un 

lazo con base en yo y es tal que ([ir o f]) = h. 

Veamos que ç5 es un homomorfismo de grupos. En efecto, sean 'yi  y 'Y2  lazos en X/I' 

con base en yo. Tomamos fi, f2 sus levantamientos en X, respectivamente, ambos con 
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punto inicial x0  y sean gi = q5(['y1]), q2  = 0([_Y21)- 

Ahora, definimos la función glf2: [0. 11 —* X por medio de 

(91 f2)(t) = 91(f2(t)). 

Notemos que y,f2  es una trayectoria en X con punto inicial gixo  que es el punto final 

de fi.  También notemos que g1  f2  es un levantamiento de 'Y2  con punto inicial g1 x0  y su 

punto final es gl(f2(1)) = 91(92x0) = (9192)xo. 

Definamos la siguiente función 

= f f(2t) si O < t < 

1\  g1f2(2t — 1) si < t ~ 1, 

y observamos que es un levantamiento para 'yl * ^Y2 con l)Uflto inicial x0. Como el punto 

final de g1f2  es (9192)xo, entonces (['yi] * ['ya]) = (['yi * '72I) = 9192 = ('y10('y2). Por 1 

tanto, çb es un homomorfismo de grupos. 

Veamos que 0 es inyectivo. Supongamos que 'y es un lazo con base en Yo  y es tal que 

e, es decir, que el levantamiento de 'y con punto base en x0  es un lazo en X. 

Como X es simplemente conexo, entonces la clase de 'y es la clase del lazo identidad, lo 

cual implica que çb es inyectiva. 

Como ya habíamos dicho que es sobreyectiva, 0 es un isomorfismo de grupos. 

u 



Capítulo 3 

Conceptos de Geometría Hiperbólica 

La geometría hiperbólica nace negando la unicidad de la que habla el quinto postulado 

de Euclides y asumiendo que dados una recta y un punto que no pasa por ella hay una 

infinidad de rectas que pasan por el punto y que son paralelas a la recta. 

Probaremos algunos resultados con respecto a esta geometría que utilizaremos para nues-

tro teorema principal, por lo que para el lector interesado en continuar el estudio de las 

propiedades y elementos hiperbólicos se recomienda las referencias [St92], [RR951, [Iv92]. 

3.1. Plano Hiperbólico y Algunos Modelos 

Daremos una definición axiomática del plano hiperbólico. Un plano hiperbólico es un 

conjunto IP O cuyos elementos llamamos puntos y a las colecciones de subconjuntos 

geodésicas que satisfacen los siguientes axiomas: 

Axioma 1: Si A y B son puntos distintos, entonces existe una y sólo una geodésica 

que contiene a A y B. 

Axioma 2: Existe una función : IP x 11» - R+ que para cada par de puntos P, Q es 

tal que JP(21 = O si P y Q son el mismo punto y IPQI > O cuando P Q. 
Además, JPQ = IQPI y cumple la desigualdad del triángulo, es decir, 

IPQI:5IPRH- IRQI 

26 
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para toda terna de puntos P. Q. R. 

Este axioma hace que el plano hiperbólico sea un espacio métrico. El número IPQI es 

llamado la distancia entre P y Q. 

Axioma 3: Para cada geodésica £ existe una función inyectiva f que manda el conjunto 

£ al conjunto de los núnicros reales R, tal que si A. B E £ son cualesquiera dos puntos, 

entonces IABI = If(A) - f(B). 

Este axioma hace que las geodésicas sean isométricas a 

Para los siguientes axiomas necesitamos los siguientes conceptos: 

Segmento. Segmento PQ = {X E £: IPXI + IXQ1 = IPQI}. 
Rayo. Sea P un punto y un segmento que empieza en P. Decirnos que h = {x E £: x E 

PQ o J xPI > IxQI} es un rayo. 

Rayos opuestos. Diremos que rayos opuestos son dos rayos tales que su unión es una 

geodésica. 

Axioma 4: Si £ es cualquier geodésica, existen dos subconjuntos HP, y HP2  llamados 

semiplanos acotados por £ tales que los conjuntos £, HP1, HP 2  son disj untos, su unión es 

IP y tales que 

(a) Si P y Q son puntos que están en el mismo semiplano, el segmento de geodésica 

que los une no contiene ningún punto de £. 

(b) Si P y Q están en seniplanos opuestos, el segmento de geodésica que los une contiene 

un sólo punto de £. 

Axioma 5: Para cada ángulo existe un número c E [O, ir] llamado la medida del ángulo 

y cumple con: 

(a) Si h y k son el mismo rayo, la medida del ángulo es O. Si h y k son rayos 

tales que su unión es una geodésica, la medida es ir. Diremos que estos rayos son 

opuestos. 

(b) La suma de la medida de un ángulo y su ángulo suplementario es ir. 

/
--- 

Si .j  esta en el area comprendida entre los rayos h k y j , h, k empiezan en el 

mismo punto, entonces a + fi = y, donde a es el ángulo formado por h , J , fi el 

formado por j, k, y 'y el formado por h, k. 

(e) 
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((1) Si un rayo k que comienza en un punto Z está sobre una geodésica £, entonces 

en cada semiplano acotado por £, el conjunto de todos los rayos 7 desde z está 

en correspondencia uno a uno con el conjunto de los números reales a E (O, ir) de 

manera que a es igual a la medida del ángulo que forman los rayos. Es decir, para 

cada rayo existe un ángulo a E (O, ir), e inversamente cada ángulo determina un 

rayo. 

(e) Consideremos las condiciones del inciso anterior. Si el rayo 7 empieza en Z y P E 7 
cualquiera, entonces el ángulo a depende continuamente de P, esto es, si P' es un 

punto variable en lE»  y a' el ángulo correspondiente, entonces a — a' —* O cuando 

PP'I —* O. Es decir, entre nnSs pequeño es el ángulo, más cercanos son los rayos. 

Para el siguiente axioma consideremos que un triángulo es la intersección de tres ángu-

los. Dos segmentos serán congruentes si son de la misma longitud y dos ángulos serán 

congruentes si son de la misma medida. 

Axioma 6: Dos triángulos son congruentes si todos sus ángulos son congruentes y todos 

sus lados son de la misma longitud. 

Axioma 7: Dada una geodésica £ y un punto exterior a £ existen al menos dos geodési-

cas que pasan por el punto P y no se intersectan con  f. 

3.1.1. Modelos del Plano Hiperbólico 

Ahora daremos algunos modelos de plano hiperbólico, es decir, que satisfacen la defini-

ción axiomática. No lo haremos con todo detalle, pero se puede verificar que todos los 

modelos presentados satisfacen los axiomas. Cabe señalar que las distancias no se miden 

de la misma manera en los modelos y podemos pasar de un modelo a otro mediante una 

transformación. 

Modelo del disco o disco de Poincaré 

Denotaremos D2  = {z € C : Izl < 1}, y su frontera es 09D2 = {z : I z1 = 1}. Entonces uY 

es un disco euclidiano de radio 1 sin su frontera. 

Las geodésicas son diámetros y arcos que intersectan a 0D2  en un ángulo recto. 

La distancia entre sus puntos se define por d(z1, z2) = tanh 1 . Este modelo es 

conocido como el disco de Poincaré. 
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FIGURA 3.1: Modelo del Disco de Poincaré. 

Modelo del Hiperboloide 

Es también llamado el Modelo de Lorentz y se utiliza un hiperboloide de revolución 

q(x, y, z) = x2  + y2 - z2. Denotaremos el modelo por L2  y es tal que 

L2  = {(x,y,z) e : q(x,y,z) = —1, z> O}. 

Como lo indica su nombre, consiste en la hoja superior de un hiperboloide de dos hojas y 

sus geodésicas consisten en intersecciones de planos que pasan por el origen con la hoja 

superior. 

Para medir la distancia entre los puntos u = (x0,x1,x2) Y  = (yo,yl,y2) con x0  = 1+x+ 
22

, yo = 1+y+y, utilizamos d(u, y) = cosh' .B(u, y), donde B(u, y) = xoyo —x1y1  —x2y2. 

FIGURA 3.2: Modelo del Hiperboloide o de Lorentz. 

Modelo del Semiplano 

Denotamos lHi2 = {z : z E C. Imz > O} y su frontera es 02 = {z : z C, Imz = O}. 

En este modelo, las geodésicas son semi-rectas verticales y arcos de círculos que intersectan 
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a en un ángulo recto. Llamaremos a W modelo del semiplano y daremos más detalles 

de él en la siguiente sección. 

r __") 

 

   

0 

FIGURA 3.3: Modelo del Semiplano. 

Tanto el modelo del disco, del hiperboloide o del semiplano pueden ser extendidos a 

dimensión n E N. Para los lectores interesados en conocer más sobre estos modelos se 

recomiendan las referencias [Ra94], [Be05], [CNS12]. 

3.2. Métrica Hiperbólica 

A partir de este punto, estudiaremos el plano hiperbólico basándonos en el modelo del 

semiplano, por lo que si mencionamos el plano, nos referimos a 1H12. 

Definición 3.2.1. Sean t1, t2 E R con t1 t2. Si 'y : [t1,t2] - es una curva C1  a 

pedazos definida en H2, definimos la longitud hiperbólica de 'y como 

t2 

=

.,./(x?(t)) + (y1(t))2dt 
Y(t) 

donde 'y(t) = z(t) = x(t) + iy(t). 

La longitud de una curva no depende de la parametrización, por lo que podemos 

suponer que nuestro intervalo es [0, 1]. Como consecuencia de lo anterior, la longitud de 

la curva es la suma de la longitudes de cada curva concatenada. 

Con la noción de longitud podemos definir una distancia que hará de 1H12  un espacio 

métrico. 

u 
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Definición 3.2.2. Sean z1, z2  E 1H12. Definiremos la distancia hiperbólica entre z1  y z2  

como 

d(zi , z2) = ínf{411('y)I'y : [a,b] - ]H12 'y(a) = zi , 'y(b) = z2 }. 

Proposición 3.2.3. El plano hiperbólico es un espacio métrico con la distancia d(zi , z2). 

Demostración: Notemos que d(zi , z2) ~ O pues /(XF(t))2 + (y'(t))2 > O y y(t) > O. Para 

ver que d(z1, z2) = d(z2, zi ), sea 'y(t) una curva Cl a pedazos de z1  a z2. Consideramos la 

curva 5 = -y(l - t) y notemos que con esta curva empezaremos en el punto z2  y llegaremos 

al punto z1. 

Ahora supongamos que d(zi. z2) = O eoii z1  = (al , a2), z2  = (b1, b2), z1 z2. Sin 

pérdida de generalidad consideremos a1  1)1 . Entonces para cualquier trayectoria -y(t) = 

(x(t), y(t)) de z1  a z2, x(t) no es constante (pues si lo fuera necesariamente a1  = b1), por 

lo tanto £H() > O. lo cual es una contradicción dada la definición de d(zi , z2). Por lo 

tanto z1  = z2. Recíprocamente, supongamos que z1  = z2, entonces una trayectoria que 

va desde z1  a z2  es 'y(t) = z1, pero 4('y) = O, entonces d(zi , z2) O pues d(zi , z2) se 

define por medio del ínfimo. Como acabamos de probar que d(zi , z2) > O necesariamente, 

concluimos que d(zi , z2) = O. 

Por último debemos verificar la desigualdad del triángulo. Debemos mostrar que d(zi, z3) 

~ 

 

d(zi, z2) + d(z2, z3), para todos z1, z2, z3  E lP 2. Procederemos por reducción al absurdo. 

Supongamos que existen z1, z2, z3  tales que d(zi, z3) > d(z1, z2) + d(z2, z3). Entonces 

existe > O tal que d(zi , z3) = d(zi, z2) + d(z2, z3) + . Luego, existe una trayectoria -y1  

desde z1  a z2  y 'Y2  desde z2  a z3  tal que £H (71) <d(zi, z2)+ y 4('y2)  <d(z2, z3)+, por lo 

que podemos construir una trayectoria 5 desde z1  hasta z3  concatenando las trayectorias 

'Yi y 'Y2.  Por tanto, 

d(zi, z3) <4(9) = 4(-'i) + £H (72) <d(zi, z2) + d(z2, z3) + E = d(z1, z3), 

lo cual es absurdo. Por tanto d es una métrica. 

El 

En caso de que dos puntos estén sobre el eje imaginario, es posible derivar una fórmula 

explícita para calcular la distancia entre ellos. 

Teorema 3.2.4. Sean z1  = ja y z2  = ib, con a, b> O reales. Entonces 

d(zi, z2) = 
b 

log - 

 



T(z) = 
cz + d 

con a, b, c, d E l. (id - be O 
az + b 
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Demostración: Supongamos que a < b. Sea y : [t1, t2] —+ 1H12  una trayectoria que une ja 

con ib. Así, 

ft 

t2 

ft 

t2  /(x'(t))2  + (y'(t))2 dt 
~ 

Itit 

2 

 IY'(t)Idt
~ Y_dt = 1

(i(t2)) 
= log(y)= 

, y(t) y(t) 
log

(t1) 

Por tanto, 4(7) está acotada por abajo por log k Si a(t) = it, con a < t < b, entonces 

a es una trayectoria que une ja con ib. Notemos que 

(b

) 

 bdt 
(a)= f =1og

Ja a 

Por lo anterior, tenemos que d(zi , z2) = d(ia, ib) = log (). 

El 

Como podemos darnos cuenta, es fácil calcular la distancia entre dos plintos si son de 

la forma ja con a e R+,  por lo que una pregunta natural sería qué pasa con los puntos de 

la forma a + ib con a, b E R y a O. En general, podemos reducirnos al caso de puntos 

sobre el eje imaginario usando transformaciones de M5bius, que son transformaciones que 

preservan la distancia y que estudiaremos en la siguiente sección. 

3.3. Transformaciones de M6bius 

Las transformaciones de Móbius son funciones que dejan invariantes propiedades como la 

longitud, los ángulos, la orientación, entre otras. Estudiaremos sus propiedades y veremos 

algunos ejemplos de estas transformaciones. 

Definición 3.3.1. Sea z E C y T : C u {oo} —* C U {oo}. Decimos que 

es una transformación de Móbius, donde, si c O, definirnos T(—) = oc, T(oo) = y 

si c = O entonces T(oo) = oc. 

Como 1H12  c C U {oo}, tomaremos a las transformaciones de Móbius de 1H12  en }II2  De 

aquí en adelante, tomaremos la restricción ad — be = 1 en vez de ad - be O. 
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Las transformaciones de M6bius son funciones biyectivas y conformes. Además, la 

composición y la inversa de una transformación de Móbius es de nuevo una transformación 

de Móbius. En particular, forman un grupo bajo la composición. 

Lema 3.3.1. Si T(z) es una transformación de Móbius, entonces T(z) es biyectiva. 

Demostración: Vamos a probar que para cada transformación de Móbius T, existe su 

inversa T 1  y que también es transformación de Móbius. Sea T(z) = azb  y definamos 

= Por cálculo directo 

d() - b (ad - bc)z 
T 1(T(z)) - cz+d 

-c(.±)+a ad - bc =id(z), cz+d 

a( dz—b  )+b (ad-bc)z 
T(T-1(z)) 

- —cz+a — 
 c(

dzb  )+d = ad - bc =id(z). —cz+a 

Por tanto T es biyectiva. 

E 

Lema 3.3.2. Las transformaciones de Móbius forman un grupo Mob(1H12) bajo la compo-

sición de funciones. 

Demostración: 

• Asociatividad 

Sabemos que la composición de funciones es asociativa. 

• Identidad 

La identidad está dada por id(z) = f. Primero, notemos que (1)(1) - (0) (0) = 1. 

Sea T(z) = az+ . Veamos que T(id(z)) = T(z). 

T(id(z)) - 
a(f)+b 

- 
az+b 

- c(f)+d - cz+d 

• Cerradura 

Sean T(z) = y (z) - Veamos que la composición es cerrada. ez+d -  gz+h 

a(±)+b (ae + bg)z + (af + bh) 
T(T(z)) - gz+I 

- c()+d = (ce +dg)z+(cf+dh)' 
gz+h 

Es fácil ver que (ae + bg)(cf + dh) - (af + bh)(ce + dg) = 1. 
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El 

Al aplicar una transformación de Móbius a dos curvas que se intersecten con un ángulo 

9, éste permanece invariante. Esto nos dice que estas trasformaciones son conformes, y 

para verificar esto primero debemos definir qué es ser una función conforme. 

Definición 3.3.2. Sean z0  e C, o': [a, b} c R - C, /3: [a, b] c R - C, a(a) = fi(a) = z0, 

«'(u). 8'(a) O. Decimos que f: A —* C es una transformación conforme en z0  si 

arg [
(foa)'(a)l

[fl'(a)] (f o  fi)'(a)] 
arg 

 

Si f es conforme en todo punto de A, entonces decimos que f es conforme. 

Lema 3.3.3. Si f es holomorfa en z0  y f'(zo) 96 O, entonces f es conforme en z0. 

Demostración: Por la regla de la cadena, tenemos que 

(f o a)'(a) 
- 

f'(a(a))cx'(a) 
- 

f'(zo)cr'(a) 
- 

a'(a) 

(f C> ,8)1(a)  - f'(fi(a))/3'(a) - f'(zo)131(a) fi'(a) 

Corolario 3.3.1. Las transformaciones de Móbius son funciones conformes. 

Demostración: se sigue del lema 3.3.3. 

o 

Después de estudiar el comportamiento de las geodésicas bajo ciertas operaciones, 

podemos contestar la pregunta de la sección anterior: ¿cómo calcular la distancia entre 

los puntos de la forma a + ib con a, b E IR y a qÉ O? 

Teorema 3.3.3. Si z1, z2  e H2, entonces existe T E Mob( 2 ) tal que T(z1) = ja y 

T(z2) = ib, con a,b>O. 

Demostración: Caso 1: Si z1, z2 son imaginarios puros tomamos T = id y terminamos. 

Caso 2: Si z1 = ja + c, z2  = ib + c, entonces aplicamos la transformación z i-+ z - c. 
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Caso 3: Sean z1, z2  puntos que determinan una geodésica tipo semicircunferencia con 

extremos a y ,6. Consideremos la transformación 

Gla)  
z_ a  +1) - 

T(z)= 
z — a 

Notemos que T E Mob(IH[2) y que transforma el semicírculo en el eje imaginario. 

o 

El teorema anterior nos dice que sin importar cuál sea la forma de los puntos en 1Fil2  

siempre podremos utilizar la fórmula dada en el teorema 3.2.4. 

La demostración de que las transformaciones de M6bius forman un grupo sugiere una 

forma de calcular la composición de manera más sencilla. Veamos que existe un isomor-

fismo entre Mob(IFV) y PSL(2, R) = SL(2, R)/{id, —id}. 

Asociado a cada elemento ± 
a'j E 

PSL(2. R) existe una transformación de Móbius 
cd 

(LZ + 1) 
cz + d 

donde a,b,c,dER ,ad—be= 1. 

Reciprocainente, dada una transformación de Mibius 

T(z)= 
cz + d 

tal que ad - bc = 1 y a, b, e, d e R. 

Lema 3.3.4. El grupo PSL(2. ll) es isomorfo al grupo Mob(1H12) vía la asociación ante-

rior. 

Demostración: Sea f(z) = — ± y g(z) — Cz+D con a, b, c, d, A, B, C, D E R. Así 

- q(f(z))
A(f(z)) + B 

- C(f(z)) + D 
Aaz + Ab + Bcz + Bd ( + (1 

= cz + d Caz + C1)+ D: Dd 
(Aa + Bc)z + (Ab + Bd) 

= 

 
(Ca + Dc)z + (Cb + Dd) 

El producto de sus matrices asociadas es 

az + b 

podemos asociarle una matriz 
ab 

c  
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;l B a b 
- 

[Aa + Bc Ab+Bil 

C D e d Ca+Dc Cb+Dil 

Notemos que los coeficientes en las operaciones son equivalentes. 

D 

El lema anterior nos dice que es equivalente multiplicar dos matrices asociadas a dos 

transformación de Móbius que componerlas como funciones. Hay otras propiedades que no 

son presentadas pues no las utilizaremos, al lector interesado puede buscar en la referencia 

[BEC12]. 

3.4. Isometrías Hiperbólicas 

Para nuestros propósitos, las isometrías serán de H 2  a H 2  y dejarán invariantes la 

longitud de las curvas, como mostramos a continuación. 

Teorema 3.4.1. Las transformaciones de Móbius preservan las isometrás hiperbólicas. 

Demostración: Sea 'y : [a, b] c R —* C tal que 'y(t) = (x(t), y(t)) es una trayectoria desde 

z1  hasta z2, y T(z) = . Debemos mostrar que £H('y) = 4(T('y)). Usaremos 

Im('y(t)) = 

Ic7(t) + d12' 
Y(t) 1 

I'(t)I = 
c'y(t) +dI2  

Por la regla de la cadena, tenemos que 

fb

= L

b (T(y))'(t) 
 dt

b 

Im(T('y)) = Im(T('y)) 

ad—bc Ic'y(t)+d12  1 
dt l c'y(t)+dI2I7(t ad — bc 

= 
I'Y'(t)l dt  lb 

Im('y(t)) 

= 411(Y). 

0 
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Como hemos probado, cada elemento T E Mob(1H12) es una isornetría, pero no toda 

isometría es elemento de Mob(H2). 

Ejemplo 3.4.2. Sea R(z) = -. Notemos que R manda a cada z E C a su conjugado, 

lo que quiere decir que R es una reflexión con respecto al eje y. Como los elementos de 

Mob(1H12) preservaban la orientación, concluimos que R 0 Mob(1H12). 

FIGURA 3.4: Comportamiento de R(z). 

Ahora mostraremos un resultado que nos dice que elementos en la frontera son trans-

formados en elementos del eje imaginario. Utilizaremos el concepto de colinealidad como 

en el sentido euclidiano, cambiando recta por geodésica. 

Lema 3.4.1. Dados x1, x2, x3  E 01H12  distintos, existe una única isometría T tal que 

x 1  '-+ O. X2 i-* 1, X3 1-4 00. 

Demostración: Sea TI  (z) := 2 1  . 
Entonces Ti(x3) = oo. Ahora consideremos w1  = Ti  (x1) 

Y w2  = TI  (x2), y notemos que T manda la terna (x1, x2, x3) en la terna (W1, W2, oo). 

Supongamos que T2(z) := z—w1, por tanto T2(oo) = ooyT2(w1) = O. Seau2  = w2 —w1, y 

notemos que T2  manda la terna (W1, w2, ea) en la terna (O, u2, ea). Consideremos T3(z) := 

., 
y en consecuencia T3 (00) = ea, T3 (U2) = 1 y T3(0) = O. Notemos que 1'3 manda 

la terna (O, u2, ea) en la terna (0, 1,00). T := T3 oT2o T1, entonces T manda la terna 

(x1, x2, x3) en la terna (0, 1,00). La unicidad se sigue de la definición de transformación 

de Móbius. Por lo tanto, T es la isometría buscada. 

0 
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Notemos que en la demostración anterior hemos utilizado solamente tres puntos, por 

lo que uno podría pensar que la unicidad de una isometría solamente depende de tres 

elementos de 1H12. Formalizaremos esto. 

Proposición 3.4.3. Sean z1, z2, z3  E 1HE2  puntos no colineales y Zi , Z2, Z3  E 1PÁ2  tales que 

d(zi ,z2) = d(Z1) Z2), d(z2,z3) = d(Z2) Z3) y d(zi,z3) = d(Z1 ,Z3), entonces existe una 

única isornetría T tal que T(z1) = Z1, T(z2) = Z2, T(z3) = Z3. 

Demostración: Sea Yi  la geodésica que pasa por z1  y z2  con extremos x1,x2, 12  la geodésica 

que pasa por z1  y z3  con extremos x1, x3. Por el lema anterior, sabemos que existe una 

única T E G tal que x1  -* O, x2  -* 00, X3  

Análogamente, -yí  la geodésica que pasa por Z1  y Z2  con extremos X1,X2, sea la 

geodésica que pasa por Z1  y Z3  con extremos XI , X3. Por el lema anterior, sabemos que 

existe una única T E G tal que X1  '-* O, X2  '-* oo, X3  i-> 1. Notemos que T = (T')' o T 

es la isometría buscada. 

o 

Ahora, así como en el caso euclidiano, en el plano hiperbólico también existe una clasi-

ficación de isometrías. Las siguientes isometrías generan todas en el modelo del serniplano. 

(a) Rotaciones límite 

T(z)=z+o, oER. 

Esta isometría hiperbólica se ve como una traslación euclidiana. Esta isometría modifica 

la parte real de los puntos que conforman las geodésicas. Aquí solamente existe un punto 

fijo que es oc. También es conocida como rotación límite. 

FIGURA 3.5: Las geodésicas f y g son las iniciales y las geodésicas T(f(z)) y T(g(z)) 

son las resultantes de la traslación. 

(b) Rotación 

Las rotaciones en el plano hiperbólico se pueden visualizar en el modelo V. Pasaremos 
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de H2  a D2  mediante J(z) = y luego aplicamos la transformación 

Ro (z) = e 0z, O E [O. 27-,) 

en D2. Después, transformamos lo que resultó mediante J(z) = 

En D2, esta isometría modifica la geodésica girando un ángulo O. Aquí sólo hay un punto 

fijo que es el punto de rotación i. Si queremos otro plinto de rotación, podemos hacer una 

traslación al punto deseado y después aplicamos J' o RO  o J. 

(c) Reflexión con respecto al eje imaginario 

R(z) 

Esta isometría se ve como una isometría euclidiana pues es la. reflexión con el eje imagi-

nario. Los puntos fijos son los imaginarios puros. 

f() R(f(z)) 

FIGURA 3.6: La geodésica f(z) es la inicial y la geodésica R(f(z)) es la resultante de 

la reflexión con respecto al eje imaginario. 

(d) Homotecia 

T,,(z) = pz, donde p> O. 

Al aplicar esta isometría en las geodésicas verticales que parten del origen, éstas no 

parecen cambiar pues aumentan su longitud por lo que, visualmente, no hay ningún 

cambio y tampoco puntos fijos. En las geodésicas semicírculos con centro en el origen 

modifica "el radio" haciéndola más grandes. El único plinto fijo es el centro. 
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En las geodésicas que no parten del origen o no lo tienen como centro, la geodésica inicial 

se desplazaría p unidades. En tal caso no habrían plintos fijos. 

T((z)) 

FIGURA 3.7: Geodésica 1 con centro en el origen, y T((z)) es la geodésica resultante 

de aplicar T. 

En el siguiente capítulo hablaremos sobre superficies hiperbólicas y supondremos váli-

dos los resultados de esta sección. Generalizaremos algunos resultados vistos en este 

capítulo. 



Capítulo 4 

Teorema de Killing-Hopf para 

Superficies Hiperbólicas 

4.1. Generalidades de Superficies Hiperbólicas 

Definiremos algunas regiones que forman parte de 1H12. Estas regiones serán de utilidad 

para definir superficies hiperbólicas. 

Segundo Semiplano Hiperbólico 

Denotamos § = {z z e H2, Re(z) ~ O}. Notemos que el segundo semiplano hiperbólico 

es parte del seiuiplaiio hiperbólico, es decir, S Ç 1H12. 

Re(z) > O 

O 

FIGURA 4.1: Semiplano Hiperbólico. 

Cuadrante Hiperbólico 

Denotamos Q = {z z E S, ¡z 1}. Notemos que Q Ç S. 

41 
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FIGURA 4.2: Cuadrante Hiperbólico. 

Definiremos qué es una superficie hiperbólica. 

Definición 4.1.1. Una superficie hiperbólica con frontera geodésica y esquinas rectas es 

un espacio métrico S tal que cada punto en S tiene una vecindad isométrica a algún 

conjunto abierto en el plano hiperbólico, en el segundo semiplano hiperbólico o en el 

cuadrante hiperbólico. 

Ejemplo 4.1.2. Un ejemplo de superficie hiperbólica es el llamado hexágono con ángulos 

rectos, el cual es un hexágono con geodésicas como sus lados y la medida de todos sus 

ángulos es 

FIGURA 4.3: Hexágono con ángulos rectos. 

De la definición 4.1.1 se sigue que una superficie hiperbólica tiene tres tipos distintos 

de puntos. 

1) Tiene una vecindad localmente isométrica al plano hiperbólico. 

2) Tiene una vecindad localmente isométrica a un disco con centro en el eje real de 

E2  

3) Tiene una vecindad localmente isométrica a un disco con centro en el vértice de Q. 
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2 
i 

FIGURA 4.4: Distintos puntos hiperbólicos. 

En el resto de esta sección, nuestras superficies serán hiperbólicas con frontera geodési-

ca y esquinas rectas. 

Ahora definiremos la noción de curvas geodésicas en superficies hiperbólicas. Conside-

ramos una curva -y en una superficie hiperbólica y definamos su longitud. Para ello nos 

auxiliaremos de la longitud hiperbólica, definida en el capítulo anterior para geodésicas 

en el plano hiperbólico. Como necesitaremos que -y sea Cl a pedazos, definiremos esta 

propiedad. 

Definición 4.1.3. Una curva -y : [a, b} c R -+ S se dice ser por pedazos si existe 

una partición del intervalo a = to < t1 < ... < tn = b tal que -yI(t_1,) es Cl  para toda 

i=O,1,...,n. 

Sea S una superficie hiperbólica con frontera geodésica y esquinas rectas, 1 c R un 

intervalo y 'y: 1 --> 8 una función continua. Como 5 es hiperbólica, para toda x E '(I) 

podemos tomar una c-bola alrededor de x, isométrica a una E-bola en el cuadrante hi-

perbólico Q. En particular, existe una colección A := ({ij} iEA, {(B, j»¡EA)  de subinter-

valos de 1 tal que 1 = U Ii  y tal que 'y(I) está contenida en la bola Bi  de 5 isométrica 
¡EA 

a una bola en Q vía la isometría . 

Para cada i E A, denotamos Bi  a dicha bola en 5 y  a q5 : B -> Q isometría sobre una 

bola de Q. Supondremos que podemos tomar A a lo más numerable. Suponemos (j o'y . ) 

a C' a pedazos para toda i. 

Definimos 

1: ~H (0¡ o 
¡EA 

En principio, la definición anterior depende de la partición del intervalo 1 y  las iso-

inetrías q. El siguiente teorema nos dice que LA es independiente de ambas cosas. 

Teorema 4.1.4. La cantidad L(-y) no depende de A. 
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Demostración: Sean A y IP) (los colecciones distintas definidas corno se sigue: 

A = ({Ij} iEA, {(B, ({Ij}jE.B {(B, I')}). 

Dividiremos en tres casos nuestra prueba: Caso 1: Supongamos que {Ii}iEA = {Ji}jEB 

con A = B, Ii = J, para todo i E A. Por nuestra definición, tenemos que 

= E 4i(q5i0'y1), 

¡EA 

£B(y) =1:  411 (Ti o'yI1). 
iEB 

Basta demostrar que £H(j o = o 'I') para toda i E A. En efecto, 

qJj °yIj = (Ti o')( °'Ii) , es una isometría de un conjunto abierto en Q a 

un conjunto abierto en Q. Como T es una isometría, entonces es una transformación 

de Móhius o su composición con -. Luego, como estas transformaciones preservan la 

longitud de curvas, se sigue la igualdad deseada. 

Caso 2: La colección {Ij}jEA  es un refinamiento de {Jj}jEB  para toda i E A, es decir, 

para toda j E B existe Aj  Ç A y una colección de intervalos {Ii}iEA  tal que para toda 

i E Aj  pasa que Ii  Ç J3. Debemos mostrar que 

1: ~H (0¡ o L) = 

iEA 

En efecto ya que usamos el mismo razonamiento del caso anterior. Además, 

> o
=  1: £H (Ti  o L) = (XD j -y 

¡EA i€A 

Entonces 

1: & (Tj 0 -Y 1 jj  ) = 1: 1: ~H (0¡ 0  ^YI I   ) = E tH (ói 0 -1 1 1,  ). 
jEJ jEJ iEA ¡EA 

Caso general: Consideremos {Ii}iEA  y { J} jEB•  Construimos una nueva partición {Kk }kEc 

que es un refinamiento de ambas colecciones A y 11, 1  y usamos 0 para construir una co- 

lección C. Por el caso anterior, tenemos £A(-y) = £c('y) y = £c('y). Por lo tanto, 

eA(Y) = 

'Este refinamiento puede construirse tomando intersecciones no vacías de los intervalos Ii  y Jj. 
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o 

Lo anterior muestra que la cantidad £A(-y) es independiente de la colección A que 

tomemos por lo que no será necesario escribirla explícitamente. 

Definición 4.1.5. Sea 'y una curva C' a pedazos. La longitud de la curva 'y : 1 —* S es 

la cantidad £A('y) para cualquier colección A = ({ij} ji1, {(B, ç5)}A) y la denotaremos 

por £('y). 

Ahora definiremos el concepto de geodésica. Para esto necesitaremos introducir la 

iioción de curva diferenciablc. 

Definición 4.1.6. Sea 'y: 1 c R -+ S una curva y t e I. Supongamos que Br('y(t)) es 

una bola isometrica a un abierto U de THI2  y que f: Br('y(t)) -+ U es una isometría. Se 

dice que 'y es C1  en  si fo'y :1—* 1H12  es Cl en t. Diremos que -y es Cl en 1 si lo es en 

todo t E 1). 

Definición 4.1.7. Una curva Cl  a pedazos 'y: 1 - S en una superficie hiperbólica dice 

ser una geodésica si para toda x E 1 existe una vecindad abierta J Ç 1 de x tal que para 

todos s,t E J tenemos que 

d('y(s),'y(t)) = = 1  s - t. 

Notenios que las geodésicas siempre existen localmente pues S es localmente isométrica 

a 1H12. Sin embargo, las geodésicas se pueden construir entre cualesquiera dos puntos, como 

veremos en el teorema 4.1.12. 

Proposición 4.1.8. Sea 'y: 1 - 5 una geodésica. Entonces 

a) (1('y(s),'y(t)) < Is — tipara toda s,t E I. 

b) £('yl[3j) = - tj para toda s, t e I. 

Demostración: a) Sean 1 = UjEAIj una partición a lo más numerable del intervalo ¡ tal 

que para toda i e A y para toda s, t e I, tenemos que d('y(s), 'y(t)) = is — t. Por la 

desigualdad del triángulo en S, tenemos que 

d('y(s),-y(t)) d('y(t),'y(t_ 1 )), para cada t E 1)  
¡EA 
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donde t 1 , ti  son los extremos del intervalo I. Así. 

d('y(t),'y(t_1)) = E ti - t_1 = is - ti. 
¡EA ¡EA 

b) Basta demostrar que para toda x E 1, existe una vecindad abierta U de x tal que 

para toda s, t E U pasa que = 1  - t 1 por la aditividad de la longitud. 

Sea U una bola con centro en 'y(x) que sea isométrica a una bola en Q vía la isometría 

çb: U —+ Q. Notemos que para toda s, t E r y _l(Ü) tenemos «y lo que 

quiere decir que çb o 'YI[ts] es geodésica en Q. 

Entonces 

d1.1(("1(t)), 0 ('(s))) = 1  - tj = d('y(s), 'y(t)). 

Por tanto, 

= is  

E 

En la anterior proposición utilizamos la propiedad de aditividad de la longitud de 

curvas que nos dice que si concatenamos dos curvas, la longitud de la curva resultante es 

la suma de la longitudes de cada curva concatenada. 

La noción de longitud de curvas en S nos permite (lefiuul una nueva distancia dR en 

S. Dados x, y E 5, definimos el conjunto 

C(x,y) := {y: [0.1] - S 1 'y(0) = x, -y(l) = y, 'y es Cl  a pedazos}. 

Notemos que el conjunto L(x, y) = {('y) : 'y E C(x. y)} tiene una cota inferior, y por 

tanto L(x, y) tiene un ínfimo. 

Definición 4.1.9. Sean x, y E S. Definimos la distancia riemanniana dR(x,  y) de x a y 

como dR(x,y) =  in fL(x,y). 

Es natural preguntarse si dR  inducirá una métrica en S que coincida la que ya está 

definida en S, o al menos determinar cómo están relacionadas. Para ver lo anterior, 

usaremos algunos resultados técnicos. 

Lema 4.1.1. Sea x E 5 y  Eo > O tal que B,,, (x)es una bola cerrada isométrica a una 

bola en Q. Si 0 < a < fçJ, z E Ba(X), y « B,(, (x)y 'y es una curva de z a y, entonces 

£('y) > ct — a. 
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Demostración: Sea 'y : [0, 1] --> S una curva que une a z con y y çb : B 0  —+ Q una 

isometría, y t E [0. 11. Consideremos la función continua 

t '—* d(x,'y(t)) E R. 

Notemos que 

O -* d(x, z) <a, 

1 '—* d(x, y) > E0- 

Entonces d(x, z) <a < co  < d(x, y). Por tanto, d(x, z) <d(x, y). Por el teorema del valor 

intermedio sabemos que existe u E [0, 1] tal que 

a) 'y([O,u]) Ç B,,. (x). 

b) d(x,'y(u)) = fo. 

Luego, 

«'y) > £ (-Y  1  10,u, ) = £H (0 o 'yl) ~ d(('y(0)). «'y(u))) = d(z, 'y(u)). (4.1) 

Ahora, por la desigualdad del triángulo tenemos d(x, 'y(u)) :5 d(x, z) + d(z, 'y(u)). 

Por tanto, 

d(z, 'y(u)) ~ d(x, 'y(u)) — d(x, z) =co — d(x, z) > co — a. (4.2) 

Por (4.1) y  (4.2) tenemos la desigualdad deseada. 

El 

Proposición 4.1.10. Sea x E S. Entonces existe c > O tal que 

1) Si d(x,y) ~ e, entonces dR(x,y) > e. 

2) Si z,w e B, (x), entonces d(z, w) == dR(z,w). 

Demostración: Sabemos que existe q tal que B 0  (x) es isométrica vía 0 a una bola en Q. 
Sea e = <co. 

1) Supongamos que d(x, y) > e. Por el lema 4.1.1, sabemos que para toda curva 'y de x a 

y, tenemos que «'y) > e — a, a E 1R+. Si a = O y 'y es una curva que va desde x hasta y, 

entonces dR(x,y) = 

 
in entonces > e. 

2) Si z, w E B, (x) y 'y es una curva desde z hasta w, entonces tenemos dos casos: 

. Caso 1: Si -y ([0, 1]) Ç B,.,, (x), entonces 

£('y) = £(4 o 'y) ~ dJHj(ç('y(0)), «'y(l))) = d(-y(0). 'y(i)) = d(z, w). 
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• Caso 2: Si 'y([O, 1]) B(x). Aplicamos el lema anterior con a = = E. Sea u E [0. 1] 

tal que 'y(u) « B 0 (x), entonces 

) ~ £ (-Y 1 10,u, ) + £ (-Y 1  íu,l]) ~ (o - c) + (C - E) = 

8e — 2c = 6c > 2e > d(z, x) + d(x, w) ~ d(z, w). 

Por tanto, £('y) > d(z, w). Así, dR(z,w)  d(z, w). 

Ahora basta demostrar que dR(Z,  w) d(z, w). Sea 5 el arco de geodésica en Q de Ø(z) 

a «w). Entonces 4u() = d(ç(z), «w)) y 'Yo := o 9. Notemos que 'y es una curva en 

S de z a w y £('y) = £H() = dH((z), «w)) = d(z, w). Si 'y es una curva desde z hasta 

w, entonces dR(z,w) = ínfe('y) < d(z, w). 

Por lo tanto, dR(z,  w) = d(z, w). 

o 

Como hemos demostrado que dR(x,  y) = d(x, y) para x, y contenidos en una bola 

isométrica a otra en Q, entonces dR coincide localmente con la misma métrica que d. En 

conclusión, dada (S, d) una superficie hiperbólica, podemos definir una nueva superficie 

(8, dR)  que es localmente isométrica a (S, d). Por ello, de aquí en adelante supondremos 

que nuestras superficies están dotadas de la distancia rieninianiana. 

Ahora podremos precisar la definición de completez de una superficie. 

Definición 4.1.11. Diremos que S es una superficie hiperbólica completa si para cual-

quier geodésica 'y: [0. c) —* S, existe una geodésica 5 : [0, oo) -* S tal que 5  1 =  

Intuitivanicnte la definición anterior dice que a una superficie completa no le faltan 

puntos, por lo que podemos extender geodésicas indefinidamente. 

Un ejemplo de superficie completa es W. Por el contrario, notemos que, si p es un 

punto, entonces W \ {p} es una superficie no completa ya que una geodésica no podrá 

ser extendida en una vecindad cerca de p. 

Ahora demostraremos que en una superficie completa, cualquiera dos puntos pueden 

ser unidos por una geodésica. notemos que si 'y: [a, b] -> S una geodésica y [e, d] c [a, b], 

entonces y¡ íc,al  es también una geodésica. 

A partir de esta parte, supondremos que las superficies hiperbólicas 5 son completas, 

a menos que se indique lo contrario. 
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Lema 4.1.2. Sea S una superficie hiperbólica conexa por trayectorias. Dados x. y e S, 

entonces existe z E S tal que 

d(x, y) = d(x, z) + d(z, y). 

Demostración: Primero, para O < ó <d(x,y), consideremos la bola cerrada B6  (x). Como 

B6 (x) es cerrada, existe z E B5(x) tal que d(y, B5(x)) = d(y, z). Sea ' tina curva definida 

en [a, b] que une x con y. Como 8 < d(x, y), 'y se intersecta con 0B5  (x) en 

= «')'ha,t) 
+ eeYI[b]) 

• d(x, 'y(t)) + d('y(t), ti) 

• d(x, z) + d(z, y). 

Dado lo anterior, d(x, y) ~ d(x, z) + d(z, y). Además, d(x, y) d(x, z) + d(z, y) por la 

desigualdad del triángulo. Entonces d(x, y) = d(x, z) + d(z, y) 

E 

Teorema 4.1.12. Sea S una superficie completa y conexa por trayectorias. Para cuales-

quiera dos puntos x, y E 8 existe una geodésica que los une. 

Demostración: Definimos 'y como la geodésica que une a x con z, donde z cumple con las 

hipótesis del lema anterior y está en tina bola centrada en x isométrica a una bola en H2. 

Notemos que por la definición de completez de S, podemos extender a 'y, y definimos 

1 = {t e R: d(x, y) = t + d(y(t), y)}. Es fácil ver que 1 es no vacío pues O c 1, además 1 

es cerrado. En efecto, sea s un punto de acumulación de I. Entonces existe una sucesión 

(t) 1  C 1 tal que t, —* s. Observemos que d(x, y) = t + d(y, 'y(t)), pues t,, E 1. Como 

lírn t, = 
n.-+oo 

por continuidad de 'y y d tenemos que d(x, y) = s + d('y(s), y). Por tanto s E I. 

Ahora, como 1 es acotado podemos tomar T = sup 1 y notemos que T E 1 pues 1 es 

cerrado. Debemos probar T = d(x, y) ya que implicaría que 'y es una geodésica que une 

a x con y definida en el intervalo [O, T]. Notemos que T > d(x, y) no es posible por la 

restricción de I. 

Supongamos que T < d(x, y). Por el lema 4.1.2, para suficientemente pequeño, existe 

x0  tal que 

d(x,xo) = y d(x,xo) +d(xo,y) = d(x,  y), 
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y aplicamos el mismo lema a los puntos (T) y y para encontrar 6 > O y Yo  E S tal que 

d(y(T), yo) = 6 y  d('y(T),  yo) + d(yo, y) = d('y(T), y). 

Por tanto 

d(x, yo) d(x, y) - d(yo,y) 

= 

 
d(x, y) - (d(-y(T), y) - d('y(T), Yo)) 

= (d(x, y) - d('y(T), y)) + d('y(T), Yo) 

=T+6, 

ya que T E I. 

Sea ij la geodésica que une 'y(T) con yo. Dado que la concatenación L de 
'I[0T]  Y 77 

es una curva Cl a pedazos de longitud T + 6 que unen x con Yo  se sigue de los cálculos 

anteriores que d(x, Yo) = T + 6. 

x 

Yo 

11 

FIGURA 4.5: Concatenación de 'YI[OT]Y 71. 

Hemos probado que L es una geodésica. Por definición de L tenemos L110 T] = 'YI[O,T] 

AdemSs en el intervalo [0, T + 61 las geodésicas L y 'y coinciden. Por tanto 'y(T + 6) = 

L(T+6) = yo. 

Entonces 

d(y, 'y(T+6))+T+6 = d(y,yo)+T+6 = d(y, 'y(T))—d('y(T), yo)+T+6 = d(y, 'y(T))+T 

= d(x,y). 

Pero esto es una contradicción pues habíamos supuesto que T era el supremo de I. Por 

lo tanto, T = d(x, y). 
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4.2. Construcción de Superficies Hiperbólicas 

En esta sección vanios a considerar un grupo F de isonietrías que actúa propiamente 

discontinuamente sobre H 2,  Para medir la distancia entre las órbitas de esta acción, 

consideraremos la función D : IHP/r x - R dada p01' 

D(I'x,Fy) = niín{d(u,v) u E Fx,v E Fy}, 

para toda x, y E IHJ2  y d es la distancia hiperbólica de 1H12. Una definición equivalente es 

D(I'x,Fy) = mín{d(x,gy) : g  r}. 

Para ver la equivalencia de estas dos definiciones, la siguiente proposición será de gran 

ayuda. 

Proposición 4.2.1. Sea F Ç Iso(JHI2) actuando propiamente discontinuamente, y x E 1H12, 

entonces Fx no tiene puntos de acumulación. 

Demostración: Procederemos por contradicción. Sea x0  E E2  tal que Fx0  tiene un punto 

de acumulación y y para toda r > O existe g E F tal que d(y, gx0) <r, entonces existe 

(gnxo) c H2 tal que gxo  -> y. Como la acción es propiamente discontinua, para r 

suficientemente pequeño tenemos 

d(gixo,g2x0) <r <=> d(xo,gj ig d} fi' = g2. 

En particular, d(grnxo, gnxo) ~ r con g, gn. Lo cual es una contradicción pues la 

sucesión es de Cauchy, es decir, para ni, n muy grandes, d(gmxo, gnxo) <r. 

n 

Lema 4.2.1. Las funciones D(Fx,Fy) = mín{d(u,v) : u E Fx,v E Fy} y (11x.Fy) = 

mín{d(x,gy) : g E } son. iguales. 

Además, niín{d(x, gy) g E I'} no depende de la elección del representante de Fx. 

Demostración: Notemos que {d(x, gy) : y E F} Ç {d(u, y) : u E r'x, y E ry}, por lo que 

sólo demostraremos la otra contención. 
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Sea u = gx y y = hy. Entonces 

d(u, y) = d(gx, hy) = d(g 1gx, g'hy) = d(x, g'hy) = d(x, g'y). 

Ahora veamos que el mínimo del conjunto anterior siempre existe. Procederemos por 

contradicción. Supongamos que rnín{d(x, gy) : g E ['} no existe, es decir, para ca-

da g E [', existe g' e U tal que d(x, g'y) < d(x, gy). Entonces existe una sucesión 

(d(x, gny))° c estrictamente decreciente por lo que debe converger a algún número, 

digamos r > O. 

Así, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe un z e 1H12  que es punto de acumu-

lación de (gny)1 (pues la sucesión está acotada), lo cual es una contradicción con la 

proposición 4.2.1. 

A continuación veremos que la definición equivalente de D tampoco depende de la 

elección del representante de Ux. En efecto, sea x' E Ux, así existe h E U tal que x' = hx. 

Luego 

mínd(x',gy) = mínd(hx,h(h'gy)) = mínd(x,h'gy) = mínd(x,g'y). 
gEl gEl' gEr g'Er 

o 

Lema 4.2.2. La función D es una métrica en el espacio 1H12 /U. 

Demostración: Sean x, y, z E 1H12  

1) D(Ux, Uy) ~ O, pues d es la distancia hiperbólica. 

2) Es claro que D(Ux, Uy) = D(Uy, Ux). 

3) Sea Ux = Uy. Entonces existe y E U tal que x = gy, y por lo tanto D(Ux, Uy) = 

mín{d(x,gy) : g E U} = o 

Ahora, si D(Ux, Uy) = O, existe y, h E U tal que d(gx, hy) = O. En consecuencia, gx = hy, 

Ux = Uy. 

4) Sean X E Tx, Y E Uy, Z E Uz tales que d(X, Y) = D(Ux, Uy), d(Y, Z) = D(Uy, Uz). 

Así, D(Ux, Uz) = iiiín{d(x, gz) : g E U} :5 d(X, Z) d(X, Y) + d(Y, Z) = D(Ux, Uy) + 

D(I'y, Uz). 

o 

Por todo lo anterior, concluimos que (1H12 /F. D) es un espacio métrico. De hecho, demos-

traremos que H'/r' es una superficie hiperbólica.. Para ello probaremos que la proyección 

natural ir IFV - 1H12 /F es una isometría local. 
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Lema 4.2.3. Si 

r = mín d(x, gx) > 0 (4.3) 
gEl', gid 

entonces en B (x) no hay dos puntos que estén en la misma órbita. 

Demostración: Supongamos que y, gy E B (x) con g 0 id. Como hemos demostrado que 

es un espacio métrico, podernos usar la desigualdad del triángulo: 

i r r 
d(x, gx) :5 d(x, y) + d(y, gy) + d(gy, gx) < <r. 

Lo cual es una contradicción con la definición de r, y esto implica que no hay dos repre-

sentantes de la misma órbita en una bola con radio 1 . 

Lema 4.2.4. Sea x E lf 2  y sea r dado por (4.3). Si ir : —> 1H12 /F es la proyección 

natural, entonces B(x)  es isometría. 

Demostración: Sean y z, y, z E B (x). Sabemos que existe g E r tal que d(y, gz) = 

D(I'y, Fz). 

Así, 

d(x, gz) :5 d(x, y) + d(y, gz) :5d(x,y)+d(y,
r r 

z) < + = 
r 

Además, 

d(x, gx) d(x, gz) + d(gz, gx) = d(x, gz) + d(x, z) < 
r r 

+ = 
2r 

 

Por tanto, g = id y 

d(yz) = niínd(z,gy) = D(Fy,1'z). 
gEr 

Con el lema 4.2.4 mostramos que para cada punto en x E lF 2, la bola B() con r ciado 

por (4.3) es isométrica a la bola Br(FX) en 1H12/r. Entonces, concluimos que ll-112 /F es una 

superficie hiperbólica. 



FIGURA 4.6: Bosquejo de la función lápiz. 
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4.3. Teorema Principal 

En la sección anterior concluimos con el hecho de que el espacio cociente H2 /F es una su-

perficie hiperbólica. Surge de manera natural la siguiente pregunta: ¿bajo que condiciones 

una superficie hiperbólica S es el cociente de 1F 2  bajo la acción de un grupo que actúe de 

manera propiamente discontinua. Supongamos ahora que S es una superficie hiperbólica 

completa y conexa por trayectorias. Probaremos que S debe ser un cociente del plano 

hiperbólico. Para esta sección, consideraremos a las superficies hiperbólicas como aquellas 

que cada uno de sus puntos tiene una vecindad isométrica al plano hiperbólico. 

La clave para representar a la superficie hiperbólica 8 como un cociente, es construir 

una función cubriente 2 S llamada función lápiz que "envuelva" 2  alrededor de S 

por medio de pedazos pequeños a la vez. Sea O = i e 1H12, x E S. Como 8 es una superficie 

hiperbólica, existe r> O tal que la bola Br(0) E jp 2  es isométrica a la bola Br(X) E S y 

sea f : Br(0) — B,.(x) una isometría. La función lápiz p : H2 —* S se define como una 

extensión natural de f. 

Sea X E M2  tal que d(X, O) > r. Para definir p(X), consideramos un punto X1  tal que 

d(X1, O) <r en el segmento geodésico OX. Como S es una superficie completa, podemos 

extender f(OX1) a un segmento geodésico de longitud igual a d(O, X) con punto final 

p(X). 

Teorema 4.3.1. La función lápiz p : 1H12  -+ 8 tiene las siguientes propiedades: 

i) Para cada X E 1H12, existe PIrx (X) tal que p es isometría, 

Ú) p es suprayectiva. 

Demostración: Parte u,). Procederemos por contradicción. Supongamos que existe P E lf 2  

tal que para todo r> O, p no es isometría en B,.(P), y denotamos por A al conjunto de 
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todos los puntos con esta propiedad. Notemos que A es cerrado pues si W E 1H12  - A, 

entonces existe rw > O tal que p es isometría en Brw  (W). 

Como A es cerrado, entonces A fl OP es compacto, por tanto, debe haber un elemento 

X E A n OP que sea el más cercano a O. Luego, p(X) e S y S es hiperbólica, entonces 

existe e > O tal que B(p(X)) es isométrica a un disco en 1H12. Podemos suponer sin 

pérdida de generalidad que es el que tiene centro en X. Así, tenemos una isometría 

h : B(X) —> B(p(X)). Vamos a probar que si h no coincide con p en OX fl B(X), 

entonces debe existir una rotación hiperbólica r tal que hr sí coincida. 

Notemos que para cualquier ángulo 8, existen dos rayos hiperbólicos que parten de X 

y que forman un ángulo O con OX. Si las imágenes de estos rayos bajo p no coinciden con 

su respectiva imagen bajo hr, entonces debe existir una reflexión hiperbólica f respecto a 

la geodésica OX tal que sí coincidan. Así, la isometría f = hfr coincide con p en cada una 

de las bolas con centro en algún punto de OX fl B(X) y radio suficientemente pequeño 

para que esté en el interior de B, (X). 

Por nuestra hipótesis, p es una isometría en una vecindad lo suficientemente pequeña 

de cada punto Y e OX fl B(X) distinto de X. Sea Y uno de esos puntos y supongamos 

que p y f coinciden en B5  (Y) con 6> 0. Por la definición de p, notamos que f y p deben 

coincidir en la prolongación de los rayos hiperbólicos que parten de O y que pasan por 

B(Y) ya que f preserva longitudes y ángulos. 

Notemos que la unión de todos estos segmentos contiene un disco alrededor de X, 

por lo que p es isometría en un disco alrededor de X lo cual es una contradicción pues 

habíamos supuesto que p no era isometría alrededor de X. 

Parte ji,). Sea y p(0) en S. Existe una geodésica [O, d(p(0), y)] -* 5 tal que 

(0) = p(0), 9(d(p(0), y)) = y. Sea r > O tal que p: B, (0) _* Br (p(0)) es isometría. 

Entonces p 1(([O, fl» fl B,.(0) es un segmento de geodésica en 1H12  que tiene a O como 

uno de sus extremos. Extendemos esta geodésica a 'y : [O, d(p(0), y)] -> H2, con 'y(0) = 

O. Sea x = 'y(d((p(0), y)), entonces la extensión de IB,(.) ('y) debe coincidir on 5 en 

[O, d(p(0), y)]. En particular, p(x) = 7(d(p(0), y)) = y. 

o 

El teorema anterior nos dice que H2  puede cubrir a 5 vía la función lápiz. Ahora veremos 

que S se identifica con H2/]p  para algún grupo F Ç Iso(1H12). 

Definición 4.3.2. Una isometría g : W se dice una isometría cubriente para la 

función lápiz p si (p o g)(P) = p(P) para toda P e 1H12. 
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De hecho podemos observar que P y q(P) cubren al mismo punto en S vía p, para 

cualquier isometría cubriente g. 

Lema 4.3.1. Las isometrías cubrientes para p forman un grupo. 

Demostración: Como las isometrías cubrientes son isonietrías, es suficiente probar la ce-

rradura. 

• Cerradura. Sean g1, g2  isometrías cubrientes y P un punto. Así, p o (gi  o g2))(P) = 

p(gi (g2(P))) = (p(g2(P)) = p(P). Entonces 91  o 92 es una isometría cubriente. 

o 

A continuación probaremos que si P es el grupo de isometrías cubrientes para p, entonces 

S se ideiitifica con 1H12/F. 

Teorema 4.3.3. Si p(P) = p(W), entonces W = g(P) para alguna isometría cubriente 

g. 

Demostración: Por la propiedad de isometría local de p demostrada en el teorema 4.3.1, 

existen discos D(P) alrededor de P y D(W) alrededor de W que son transformados 

isométricaniente por p a un disco p(D(P)) = p(D(W)) de S. Observemos que D(P) 

p(D(P)) D(W), por lo que tenemos una isometría g : D(P) —* D(W). Como D(P) 

contiene tres puntos no colineales, por el lema 3.4.3, existe una única isometría g que 

coincide con (PID(w))'  oPiD(P). Probaremos que g es una isometría cubriente para p, es 

decir, p(R) = (po g)(R) para todo R E H'. 

Supongamos lo contrario, es decir, que existe un punto R e j2  tal que p(R) :~l- (p o 

g)(R). Definimos el conjunto A como el que contiene todos los puntos con esta propiedad, 

y notemos que A es cerrado pues su complemento AC  es abierto. En efecto, sea P' E A', 

entonces existe r > O tal que IB,-(P1)  es una isometría. 

Como A es cerrado, si PT es un segmento de geodésica con T E A, entonces A fl PT 

es un compacto, por lo que existe un punto más cercano a P. (Tiremos R E A fl PT tal 

que p(R) (p o g)(R). Consideremos una sucesión R1, R2, R3,... de puntos entre P y 

R, (Rk) 1  c  (PR)  tal que (Rk ) i  -~ R. Por hipótesis, p(Rk) = (po g)(Rk), para toda 

k E N. Por la continuidad de p y g, tenemos que 

p(
lím H) = (pog) (jíni H) 
z-+oo 1-+30 

es decir, p(R) = (p o g)(R), lo cual es una contradicción. 

Por tanto, p(R) = (p o g)(R) para todo R E 1F 2, entonces g es una isonietría cubriente. 
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o 

El bosquejo de la demostración del teorema es representado en la figura 1. . 

FIGURA 4.7: Isometrías Cubrientes. 

Gracias a lo anterior es fácil ver que p es una función cubriente y que el grupo de iso-

metrías cubrientes actúa de manera propiamente discontinua. Como consecuenci, hemos 

podido demostrar nuestro teorema principal. 

Teorema de Killing-Hopf 4.3.1. Si S es una superficie hiperbólica completa y conexa 

por trayectorias, entonces debe ser de la forma 1H12/r, donde [' es un grupo que actúa 

propiamente discontinuamente por medio de isometrías hiperbólicas de H. 

Más aún, 7ri(1HE2/[') F. 

Por tanto, tenemos una clasificación de superficies hiperbólicas vía el teorema de 

lil1ing-Hopf. y una manera de calcular su grupo fundamental. 
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4.4. El Caso de la Esfera Agujerada 

En la introducción hablamos un poco sobre el caso euclidiano. Mencionamos que el grupo 

IP no podía tener rotaciones pues no debía tener puntos fijos, sin embargo en el caso 

hiperbólico sí podemos tenerlas, y serán las rotaciones límite de las que hablamos en la 

sección 3.4. 

Consideremos la región R c 1H12  acotada por Re(z) = +1 y los semicírculos Iz± I = 

Hacemos topológicamente a R una esfera menos tres puntos identificando a Re(z) = 1 

con Re(z) = —1 y Iz 
- 

11 = con Iz + = mediante las isometrías hiperbólicas 

g(z) = z + 2 y  h(z) 
=

respectivamente. Llamaremos al cociente resultante como 

S = 1H12 /F, donde F = (g, h). 

Ambos casos se muestran en las figuras. 

R 
Re() - 1 -1 

1 1 

( 

1 1 
2 

FIGURA 4.8: Region R. 

la 

FIGURA 4.9: R con las identificaciones. 
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Cada punto z E R tiene una vecindad hiperbólica D a su alrededor y cada z en la 

frontera de R está en dos discos, un disco es la imagen de otro bajo g o h según en la parte 

de la frontera de dónde se encuentre z. Notemos que S no es una superficie completa por 

lo que no podremos utilizar el Teorema de Killing-Hopf. No obstante, demostraremos que 

S es de la forma H'/F. 

Teorema 4.4.1. La región R es una región fundamental para 1' = (g, h). 

Demostración: Demostraremos que las regiones wR de R, w E (g, h) llenan 1H12  y solamente 

se intersectan en los bordes. Para probar lo primero, utilizaremos la siguiente flotación. 

Si R1, R2, R3  son cualesquiera wR regiones, escribimos 

IR3  

para denotar que R2  separa a R1  de R3. En particular, R1  nR3  = 0. Más aun, si R1  1? 2!R3 

y R2IR3IR4, entonces  R11R21R4  y  R1IR3IR4. 
Si F actúa sobre R, entonces nos quedará la región como en la figura de abajo. Nos 

damos cuenta de que wR tiene a su alrededor áreas de la forma wgR y whR que sólo 

se intersectan en sus bordes. 

FIGURA 4.10: R bajo la acción de F. 

Para cada £, £' E {g, g 1 , h, h-'}, wR separa a weR de we'R. En términos de la anterior 

flotación, tenemos 

wtRlwRIw/!'R. 

Ahora probaremos que si w = 4. . .  Ll  es un producto reducido de al menos dos térmi-

nos g y h, entonces wR es disjunto de R. 
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Consideremos la región £k. . . £1R = £k. . .4 £1R. Ya que w es reducido, 
concluimos que 

4. . . £2 £1R4 . . . 4R4. . . £ . 

es decir, 

4. ..e2L?1R14...4R14..J?3R. 

Procediendo de manera similar tenemos 

4.. .t2R4. ..e3RI4.. .e4R, 

y finalmente 

44_1R14R1R. 

Por tanto, 

4 ... e1Rl4 ... .e2RIR, 

lo que quiere decir que wR = £k. . . £R es disjunto de R. 

Como ya sabemos, las regiones wR sólo se intersectan en los bordes cuando w E 

{g,g',h,h'}, por tanto wR sólo se traslapa con R si w = 1. 

Ahora mostraremos que las regiones wR llenan lP 2. Primero notemos que la unión de 

ellas es un área 1H12-convexa, es decir, si la unión contiene dos puntos P y Q también 

debe contener a la geodésica que los una. Si P E R y Q E £k . .. £21R, entonces las 

celdas adyacentes sucesivas 4. . . £21R, 4.. . £2R,.. . , R es un 1H12-polígono con todos sus 
vértices en 51H12. Por ello, dicho polígono es convexo en ]H12  y la geodésica que une a P 

con Q está contenida en él. 

Finalmente, es suficiente mostrar que hay regiones wR arbitrariamente cercanas a 

cualquier punto de 09H2,  y para esto veremos que los vértices de las regiones son densos 

en 51H12  pues cada punto sería separado por pequeños bordes de regiones. Probaremos que 

todo número racional en M2  es vértice de alguna región wR. 

Consideremos un número racional M y veamos cómo es transformado por g, g 1, h, h 1: 

g()
m±2n g_1) = 

rn-2n 

¡lfl\ m -1 flfl\ m
h—j= , h -j= 
\ni 2m+n \ni —2m+n 

Si representamos el número por (m, n), podremos formar a los pares 

(m', n') = (m ± 2n, n), (m, ±2m + n) 
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mediante g'  y h'. 

Si O 96 Imi < ¡ni, tenemos l2m + ni < In  o 1 - 2m + ni <¡ni. Si O  ¡ni < mi tenemos 

Im+2n1 < ml o im-2n1 <lml. 

Por tanto, para ¡mi¡ni, con ¡mi, ¡ni > O , tendremos que al menos unos de los pares 

(m', n') satisface que: 

lm'l + ln'I < ml + ni. 

Aplicando continuamente g y h±l obtendremos ya sea m' = O, u' = O o lm'l = In'I. En 

consecuencia tendremos algunas de las siguientes posibilidades: = O, = 00 0 - ±1. 

Como 0, 00, 1 son vértices de R, se sigue que aplicando de manera inversa las isometrías 
g±l y h±l  que M  es un vértice para alguna región wR. 

E 

Corolario 4.4.1. El grupo r = (g, h) actúa en 1H12  sin puntos fijos. 

Demostración: Será suficiente probar que no hay punto en R que sea fijado por algún 

elemento w e (g, h) distinto de la identidad porque R es región fundamental. Recordemos 

que w ?1, h no deja ningún punto fijo ya que las regiones yR, hR son las 

únicas que tocan a R. Puesto que las transformaciones g y h sólo dejan fijos a oc y a O, 

respectivamente, se sigue el resultado deseado. 

E 

El teorema 4.4.1 junto con el corolario 4.4.1 asegura que 1H12/r es un espacio topológico 

homeomorfo a la esfera con tres agujeros, pues R resultó ser una región fundamental. 

Más aun, 1H12  /F es una superficie hiperbólica. Para probarlo, necesitamos que la acción 

del grupo r sea propiamente discontinua y en el ejemplo anterior solamente hemos demos-

trado que R es una región fundamental. De hecho una acción  propiamente discontinua 

implica la existencia de una región fundamental al menos en el caso de que el grupo [' 

sea generado por isonietrías. 

Es fácil ver del teorema 4.4.1 que el grupo r = (g, h) actúa de manera propiamente dis-

continuamente, pues sólo cuatro elementos de F transforman una región fundamental en 

otra que la intersecte. 
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