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Introducción 

El objetivo principal de este trabajo es presentar de manera accesible el cálculo del grupo 
fundamental de la circunferencia usando la teoría de espacios cubrientes y transformaciones 
cubrientes. 

En el primer capítulo comenzaremos por definir algunos conceptos topológicos corno tra-
yectorias, homotopía y hornotopía relativa lo cual nos permitira definir. para cada espacio 
topológico con punto base x0  E X. un grupo llamado el grupo fundamental de X que de- 
notamos por (X, XO).  Resulta ser que este grupo es un invariante topolólogico, es decir, 
si dos espacios son homeomorfos sus grupos fundamentales son isomorfos. Esto es conse-
cuencia de que una función continua entre dos espacios topológicos induce un homomorfis-
mo de grupo entre los grupos fundamentales asociados. donde además dicho homomorfismo 
cumple una propiedad llamada propiedad de funtorialidad. 

En el segundo capítulo introducimos el concepto de espacio cubriente. se  enuncian y de-
muestran el teorema de levantamiento de trayectorias y el teorema de levantamiento ho-
motopía. definimos una acción del grupo fundamental del espacio X sobre la fibra de un 
cubriente X y demostramos que dicha acción es transitiva. Además se demuestra que todas 
las fibras de un espacio cubriente tienen la misma cardinalidad. Dado que cada fibra es dis-
creta. tenemos que cualquier par de fibras son homeomorfas. 

Finalmente, en el tercer capítulo como nuestro principal objetivo es calcular el grupo fun-
damental de la circunferencia, vemos la estrecha relación que existe entre el concepto de 
grupo fundamental y la teoría de espacios cubrientes, para eso enunciamos y demostramos 
resultados importantes como lo es el criterio del levantamiento, este criterio nos da un ejem-

plo de un teorema bueno de topología algebraica. Más adelante vemos que el teorema 3.9 
amplía dicho criterio. Además definimos el espacio cubriente universal de un espacio X. 
(Esto es un espacio cubriente que es conexo y simplemente conexo) y mostrarnos que de 
existir el espacio cubriente universal es único. 

Por otra parte dada una aplicación cubriente p X X considerarnos el conjunto de 
todas los homornorfismos de Xen X tales que ph = p. Dicho conjunto resulta ser un grupo 
el cual denotaremos por Cov(X/X). Demostrarnos que dicho grupo actúa transitivamente 
en la fibra del punto base del cubriente X y también definimos la equivalencia entre espa- 
cios cubrientes. p : X ' X y q : X ' X de un espacio X si existe un homeornorfisrno 

entre ellos tal que ph = q.
- 

Después demostramos que el normalizador del subgrupo prr 1  (X) del grupo fundamental 
Ti i (X) cociente el subgrupo PI  (X) es isomorfo a Cov(X/X). es decir. (Cov(X/X) 

N(p7rl(X)) //p1rl(X)). Dicho resultado es el más importante de este trabajo pues des- 
pués observamos que si p : X X es un cubriente universal de X (es decir, rr1(X) = 1 

con X conexo) entonces el homomorfismo inducido p 7r1 (X) ; r1 (X) es tal que 

5 



6 INTRODUCCIÓN 

pri(J) es el grupo trivial (pues 7r1(X) = 1) y  así el normalizador del grupo trivial 
p7ri (X) es 7r1  (X) (pues el normalizador del subgrupo trivial de 7r1  (X) es por definición, 
el subgrupo más grande de r j (X) que contiene a el grupo trivial como subgrupo normal, es 
decir es iri(X)) y concluimos que Cov(X/X) es isomorfo a ni (X) cuando X es conexo 
y simplemente conexo. 

Usando estos hechos y que (, e27nit)  es el cubriente universal de Si  consideramos el gru-
po de transformaciones cubrientes Cov(R/S') y por cálculo directo demostramos que 
Cov(Il/S1 ) es isomorfo a Z. Por lo que concluimos que el grupo fundamental de la cir-
cunferencia es Z. 

1 



Capítulo 1 

El grupo fundamental 

En este capítulo vamos a considerar trayectorias sobre un espacio topológico X y una re-
lación de equivalencia entre ellas conocida como homotopía relativa. Posteriormente, defi-
niremos cierta operación sobre la colección de estas clases de equivalencia que la convierte 
un grupo. Llamaremos a dicho grupo el grupo fundamental del espacio X. Además ha-
blaremos de algunos resultados relativos a la conexidad para mostrar algunos resultados 
importantes en los siguientes capítulos. 

1.1. Definición de trayectoria 

Definición 1.1. Sea X un espacio topológico y XO, x1  E X, una trayectoria en X de xo a 
x 1  es una función continua f : [0, 1] ' X tal que f(0) = XO y f(1) = x 1. 

Obsérvese que la trayectoria es la función f y no la imagen f([0, 1]); a la imagen se le llama 
una curva en X. 

   

0 1 

 

1.2. Homotopía 

Definición 1.2. Sean X, Y espacios topológicos y fo, fi : X - Y funciones  continuas. 
Se dice que fo, fi son homotópicas si existe una función continua E : X x [0, 11 Y tal 
que para todo x E X 

F(x,0) = fo(x) 

F(x, 1) = f 1  (x) 

7 



8 El grupo fundamental 

La función E se llama una hornotopía entre fo y ,f. Cuando tal hornotopía existe escribi- 

rnos fo fi. 

Observemos que para cada t E [0. 1]. F define una función continua F : X Y dada 

por Ft(x) = F(x, t) para cada x E X. 

De modo que podernos imaginar una hornotopía como una familia de funciones continuas, 
donde fo  se deforma continuamente en fi. 

Si fo y fi son dos trayectorias, es decir, con dominio X = 1 = [0, 11, existe una relación 
más fuerte que es la homotopía relativa definida de la siguiente manera. 

Definición 1.3. Sean fo. fi : [0. 1] Y dos trayectorias en Y. diremos que fo fi 
re! {0, 1} sil' sólo si existe F : 1 x 1 - Y continua tal que para todo x, t E 1 

F(x.0) = fo (x) 

F(x, 1) = ,fi(x) 

F(0, t) = XO  

F(1, t) = Xi 

Esta definición nos dice que los puntos coinciden en los extremos de las trayectorias fo y 

fi así estos permanecen fijos durante la deformación corno en la siguiente figura. 

    

    

t 

   

   

   

1xi 



1.2 Homotopía 9 

A continuación introducimos un resultado clásico en topología, conocido como el lema. 
de pegado el cual nos permitirá demostrar que la concatenación de trayectorias es nueva-
mente una trayectoria. 

Lema 1.4. Supongamos que un espacio X es una unión finita de subconjuntos cerrados 
X = U1 X. Si para algún espacio Y existen funciones continuas f : X - Y tales 
que coinciden en sus intersecciones, (fi lX  fl XJ =  f j  1 X fl X para cada i, j) entonces 

existe una única función continua f: X ' Y con f ¡Xi =  f i  para todo í. 

Demostración: 

Es claro que f definida por f(x) = f(x) si x E Xi  es una única función bien definida 
f X - Y con restricciones f ¡Xi = fi  para todo i. Así que sólo falta probar que f es 
continua. 

Sea C un subconjunto cerrado en Y, entonces 

Xnf'(C) 
/ 

= ux)nf-' c) 
\z 1 

= 

 

U(x¡ nf-1(c» 

= (Xfl fi— '(C)) 

= 

 

Uf  1  71(C) 

Luego. como cada f7 es continua, se tiene que f 1  (C) es cerrado en x; además, como X, 
es cerrado en X, se sigue que f(C) es cerrado en X. Por lo tanto f(C) es cerrado en 
X. siendo la unión finita de los conjuntos cenados fi—'(C) se concluye que ¡ es continua. 

Definición 1.5. Sean f, g : 1 - x dos trayectorias tales que f(1) = g(0). 
El producto de trayectorias denotado por f * g es la trayectoria definida de la siguiente 
manera: 

2 (f * 9) (t) 
- {

f(2t) O ~ t ~. 
- g(2t-1) <tÇ1. 

Notemos que efectivamente la función f * g está bien definida en 1 y  es continua por el lema 
de pegado, basta tomar los subconjuntos cerrados Xo = [O, ] y X1 = [, 1] para verificar 
que f y g satisfacen las condiciones del lema de pegado. 

Sin embargo. la  multiplicación de lazos no es asociativa, es decir, (f * g) * h f * (g * h). 

f 1 (C) = 

1 1111 11 



10 El grupo fundamental 

Definición 1.6. Sea X espacio topológico y f : [0. 11 - X, una trayectoria en X. Defi-

namos la trayectoria inversa de f, por f 1(t) = f(1 - t). 

   

f -1  

0 1 

 

Definición 1.7. Sea xo E X fijo, definimos la trayectoria constante X 1 —+ X por 

10 para todo t E [0, 11. 

  

X() 

  

0 1 

Definición 1.8. Sea xO E X. Decimos que una trayectoria f 1 ' X es un lazo basado 
CI? X0 si f(0) = f(1) = X. 

Observemos que el producto f * q está bien definido para todo par de lazos con punto base 
en algún xo E X. 

I1 

Introducimos una relación de equivalencia en el conjunto de lazos basados en Xíj. 

Definición 1.9. Sean f, g 1 ----> X lazos basados en xO.  Decimos que f y g están rela-
cionados si y sólo si f g rel {0, 1}. 

Se dice que dos lazos f y g en X son quivalentes si .f y g son homotópicos relativamente al 
{ O, 1}. La relación en la definición 1.9 cumple con las propiedad de ser reflexiva, transitiva 

y simétrica. 

Definición 1.10. Sea [f]la clase de equivalencia del lazo f. Definimos ahora un producto 

de clases de equivalencia de lazos por 

[f][g] = [f * 9]. 



1.3 El grupo fundamental II 

Observemos que la relación de equivalencia y el producto que hemos definido son compa- 
tibles en el siguiente sentido: Si fo ' ,f y Po Pi. entonces  f * yo fi * Pi. 

Veamos que la homotopía buscada es: 

H
f(2x,t) O<x( 

(x.t)
g(2x 1t) <x <  1. 

para toda x, t E [0. 1] 
Así, es posible multiplicar clases de equivalencia de lazos: Si f y 9 son trayectorias tales 
que f(1) = g(0). entonces tenemos que PI es continua por el lema de pegado, así tiene 
sentido definir el producto de sus clases [f][,q] = [f] * [g]. es decir, la equivalencia de su 
trayectorias es compatible con su producto. 

1.3. El grupo fundamental 

Lema 1.11. Sea X un espacio topológico y xo  E X ¡i/o. Veamos que estas propiedades 
/rinan 1(11 grupo, esto es, 

1. [f ] * ([g] * [h}) = ([f] * [a]) * [h] 

2. [f[ * [XO] = [xü] [f] = [f] 

3 [.f 1 * [f'[ = [.f'] [f] = [xo 

1. Tenemos que ver que ,f * (g * h) es homótopo a (f * g) * h para ello basta definir la 
siguiente hornotopía; 

 

( 
Ç g(4x—t--1) 
1 ¡.j4x—t--2 
.. 2—t 

 

F(x.t) = 

o < x < Li 

1 <x<L+2  
t-2 <  x <1. 

 

 



12 El grupo fundamental 

y comprobar que, 

F(x. 0) = f* (g*h)yF(x.l) = (f*g)*h 

2. Considerando 

F(x,t) 
f(,) o 

{ 

Se tiene que ¡ (tómese a t = O) y f * X (tórnese a t = 1) son honiotopos. Un razonamiento 
simétrico cambiando en la formula anterior x por 1 - x y a ¡ por f' esto prueba que x0  * f 
también lo son. 

3. Definiendo, 

F(x, t)
{

f(2xt) O x : 1 

= f(2t(1—x)) < x<1. 

Se tiene que F(x, O) = xO y F(x, 1) = (f * ,f') donde  [f} * [f'] = [xo] Cambiando x 
por 1 - x se tiene que [f'] * [f] = [xo]. Ver la demostración en [4] pag. 44. 

Definición 1.12. El grupo del ¡cina 1. 11 se llama el grupo fundamental de X con punto 
base XO y se denota por 7, 1  (X, x0). 

1.4. Funtorialidad 

Intuitivamente está claro que el grupo fundamental es un invariante topológico del espacio 
X, pues espacios homeomorfos tendrán grupos isomorfos y la composición de funciones es 
preservada. Una forma de probar este hecho es introduciendo el concepto de "homomorfis-
mo inducido" por una aplicación continua, teniendo en mente la siguiente figura. 

  

  

o 
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1.4 Funtorialidad 13 

1.4.1. Homomorfismo inducido 

Si go : (X, XO)  —* (Y, goX) es una función continua entonces tenemos una aplicación 
W. : ir (X, X) —+ iri(Y, go(xo)) definido por ;P. [f = [go of]. 

Veamos que go., esta bien definida. 

Sea fo fi re] {O, 1} entonces existe F: 1 x 1 —+ Y continua tal que 

F(x,O) = fo(x) 

F(x,1) = fi (x) 

para todo .r E X 

F(05  t) = XO 

F(1,t) = Xi 

para todo t E 1 

Definiendo G: 1 x 1 —+ Y como 

C(x,t) = çooF(x,t) 

entonces, 

G(x, O) = go o F(x, O) = go(fo(x)) 
G(x, 1) = go o F(x, 1) = ço(fj,(x)) 

G(O, t) = go o F(0, t) = 

G(11  t) = 9oF(1,t) = ço(xi ) 

Por lo tanto, y o fo ° fi re! {O,l}y se sigue que go está bien definida. 

Probaremos enseguida que go es un homomorfismo de grupos, i.e ço([f][gJ) = ço([f])ço([g]). 
Sea ,f y g lazos en X con punto base xo y recordemos que 

í f(2t) O<t< 
(f*g)(t)=

g(2t-1) <t1. 
(1.1) 

Sabemos que ;o*  ([f * 9]) = [y(f * 9)] 

Así, tenemos que: 

= y([f * g]) = [go(f * 9)1 
= [çof * çog] por (1.1) 

= [gof] [gog] 

por lo tanto y([f][g]) = (go[f])(go[g]). 

111 II 



14 El grupo fundamental 

Lema 1.13. Si (Y, y(xo)) —+ (Z. 2/'y(xo)) es también una aplicación continua, en-
tonces tenemos las siguientes propiedades: 

1. (o)*=* 

2. id = id donde id: (X, xo) — (X, xo)  es la aplicación identidad. 

Para demostrar la primera propiedad sea [h] e 7r1 (X, xo), entonces 

(vy)[h] = 

 

( p) h] 

= 

= 

= bço[h]. 

Si id : X -> X es la identidad y  [g] e iri(X,xo) entonces id ([g]) = [id 09] = [g] de 
sigue que id ese! homomorfismo identidad en iri(X, xo). 

Este homomorfismo inducido será extraordinariamente importante en el estudio del grupo 
fundamental. Usando las propiedades de funtorialidad (anteriores) probaremos el si-
guiente teorema. 

Teorema 1.14. Si o : X —* Y es UFI homeomoifisino tal que W(xo) = Yo, entonces 
iri(X, X) —+ 7ri(Y, yo) es un isomoifisino de grupos. 

Demostración: 

Dado que y : X —4 Y es homeomorfismo entonces existe : (Y, yo) —+ (X, xo) conti-
nua tal que y o = id( y, 0)  y /' o y = id(x, 0)  entonces (y o J))* = id y (y1,  o ço) = id 
esto implica que y o = id y o = id por las propiedades 1 y  2. 

Por lo tanto ço es isomorfismo de grupos. 

u 

1.4.2. Ejemplos 

1. Si hay únicamente una clase de homotopía de trayectorias que conectan al punto base 
x0  con el mismo, es decir, de trayectorias cerradas x0  entonces 7r1  ({x0}, x0) = 1 

2. Para S1 , intuitivamente podemos ver que iri(S', xo)  Z, donde a cada clase de lazos 
en S1' está caracterizada por el número de vueltas que le da la circunferencia. Más a 
delante mostraremos formalmente que iri(S', xo) Z una vez que estudiemos los 
espacios cubrientes. 



1.4 Funtoriaidad 15 

Más adelante estudiaremos la teoría de espacios cubrinles para así calcular el grupo funda-
mental de la circunferencia, y para eso recordaremos algunos conceptos que usaremos más 
adelante, como conexo, conexo por trayectorias y simplemente conexo. 

Definición 1.15. Decimos que el espacio X es conexo si, para todos los conjuntos abiertos 
UyVenX tales que Xc UUV,setieneUflVø. 

Definición 1.16. Decimos que un espacio topológico X es conexo por trayectorias si para 
cada x. y E X existe iiiza trayectoria de x a y. 

Definición 1.17. Un espacio topológico X se dice que es simplemente conexo si es conexo 
por trayectorias y iri(X, x) = {1 } para algún x E X. 

Observación 1.18. S' es simplemente conexo para ¡'oc/a n 2 

Aunque ya hallamos definido el grupo fundamental, hasta el momento no es suficiente cal-
cular el grupo fundamental de la circunferencia, ya que para que eso sea posible es impor-
tante, hablar de espacios cubrientes, levantamiento de trayectorias, homotopias y tranforma-
ciones cubrientes. De esta manera ver como el grupo fundamental y los espacios cubrientes 
estan muy relacionados, y como no resulta ser trivial calcular el grupo fundamental de la 
circunferencia, que es nuestro principal objetivo. 

111 11111 
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Capítulo 2 

Espacios cubrientes 

Pasaremos a estudiar uno de los conceptos más importantes de la topología algebraica, como 
lo es el espacio cubriente, en este capítulo introducimos este concepto así como el teorema 
de levantamiento de trayectorias y levantamiento de homotopía, de esta manera definimos 
la acción del grupo fundamental del espacio X sobre la fibra de un cubriente X y decimos 
cundo dicha acción actúa transitivarnente, también hablaremos del espacio cubriente regu-
lar donde en el tercer capítulo estos resultados se veran mas estrechamente relacionados 
con el grupo de tranformaciones cubrientes para así cálcular el grupo fundamental de la 
ciercunferencia. 

Definición 2.1. Sean X, X espacios topoiógicosvsea p : X X continua. Un conjunto 

abierto U cii X está parejainente cubierto por psi p-1  (U) es una unión ajeiia de conjuntos 
abiertos Si C X, llamadas hojas, con Si ,  U liii homeonioifisino para cada Í. 

Ejemplo 2.2: Consideremos la aplicación exponencial compleja exp :R S' dada por 
exp(t) = e27n1 .  Entonces el conjunto abierto U = S' - {— i} está parejamente cubierto por 
exp; en efecto, de la formula de Euler 

exp(t) = e2t = cos2irt + isen27rt. 

Sea  E exp-  '(U) o bien exp(t) —1. Al ser la exp periodica con periodo 2r, exp ~ —1 
si y sólo si - + 27, n < 2rt < r + 27rn, para algún n E Z. o equivalentemente, - + n < 
t < + ri para algún ri E Z. 

111) 

Por lo tanto 

exp- 1(U) = 
( 1 1 

Ti - -, fl + - 
2 2 

nE 

17 
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18 Espacios cubrientes 

Así, las hojas en este CUSO SOfl intervalos abiertos. Notemos que 

1 1 / 1 , 1 
(n -  .n + )fl(n - .ri ± 0 

para todo n n"enteros y 

CXP(! fl+ 1) : (n - n + Si  - {i} = U 

es un homeomorfismo para todo n E  E. 

2.1. La definición de espacio cubriente 

Recordemos que un espacio topológico es conexo por trayectorias si todo par de puntos se 
pueden unir por una trayectoria. 

Definición 2.2. Sea X un espacio topológico, entonces un par ordenado (, p) es un es-
pacio cubriente de X si. 

1. X es un espacio topológico conexo por trayectorias. 

2. p : X X es una función continua. 

3. Cada x E X tic/le una vecindad abierta que está pare/amente cubierta por p 

La función p se llama proyección cubriente, Y un conjunto abierto que es parejamente cu-
bierto por p se llama p-admisible, o simplemente. admisible. 

Es claro que el conjunto de abiertos admisibles en X forman una cubierta abierta para X. 

Gráficamente, podemos tener en mente la siguiente figura. 

2.1.1. Ejemplos 

La función exponencial compleja en el ejemplo 2.2 junto con R. define un espacio cubriente 

de 8'. 
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1. Definamos p : IR. ' S' por p(t) = (sen(27rt), cos(27, t)) para todo t E IR. entonces 
(R, p) es un espacio cubriente de la circunferencia unitaria S'. Pues E es conexo, p 
es continua y de hecho todo arco abierto de longitud 2 (o bien. 1) del circulo 1 

puede servir como vecindad parcjarncnte cubierta. 

Ox 

2. Otro ejemplo similar al anterior es utilizando coordenadas polares (r. O) en el plano 
2• Entonces la circunferencia unidad está definida por la condición r = 1. Para cada 

entero n O. definimos una función pn  : S1 . 
51 por la ecuación: 

pi(l.G) = (1. no). 

La función p enrrolla la circunferencia n veces sobre si misma, observemos que si 
n O, el par (S',p71 ) es un espacio cubriente de De nuevo el arco propio de S1  
es una vecindad parejamente cubierta. 

3. Si X es un espacio conexo por trayectorias e id : X X la identidad entonces 
(X, id) es un ejemplo trivial de espacio cubriente de X. Análogamente, si f es un 
homeomorfismo de Y sobre X. entonces (}' f) es un espacio cubriente de X. 

4. Si (.,p)es un espacio cubriente de X y (Y. q) es un espacio cubriente de Y. en-
tonces (X x Y,p x q) es un espacio cubriente de X x Ydonde la función p x q 
está definida por (p x q)(x, y) = (p(x), q(x)). Además, si U es una vecindad pareja-
mente cubierta del punto x E X y V es una vecindad parejamente cubierta del punto 
y E Y. entonces U x V es una vecindad parejamente cubierta de (x, y) E X x Y. 

Recordemos que una función continua f : Y - X es un homeomorfismo local si cada 

y E Y tiene una vecindad abierta V y con y : V -+ f(V) homeomorfismo. 

Notemos que en particular una proyección cubriente es un ejemplo de homeomorfismo 
local. 

Lema 2.3. Sea (X, p) un espacio cubriente de X. Entonces la aplicación continua p es 
abierta.i , sobrevectiva, esto es, ziiia identificación. Además, X es conexo por trayectorias. 

Demostración: 

Veamos primero que y  es sobreyectiva 
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Sea x E X. Entonces existe U admisible, esto es, x E U entonces p1(U) = U1 S 
donde {Sj} iEI  es el conjunto de hojas. 

Luego 
/ \ 

p(p-'(U))=p(U S =U p(s=UU=U. 
\iEI / 

Por lo tanto x E U = p(p'(U)) es decir x E Im. p. 

Veremos que p es una función abierta. 

Sea V C Ñ abierto. Para mostrar que p(V) es abierto, probaremos que para cada x E p(V) 
existe una vecindad abierta de x completamente contenida en p(V). De hecho, el abierto 
será de la forma p(5 0  fl V) para alguna hoja Si,, en X. 

Sea x E p(V). Notemos que p-' (x) fl V :~ 0. Pues dado que x E p(V) entonces x = p() 
para algún i E V, entonces ± E p-' (x) y ± E V entonces ± E p-' (x) fl V 

Consideremos ahora ± E p-' (x) fl V y V una vecindad admisible que contiene a x. 

Dado que x E U 

± Ep'(x) Çp'(U) = U si 
iEI 

donde {Sj}jE I es la colección de hojas. Así, ± E S 0  para algún jo E I. Entonces como 
± E y, Si,)  fl V es un abierto en Si,, que contiene a ±. 
Por lo tanto que pi s,,, : Si,, - U es un homeomorfismo entonces p(S 0  fl V) es un abierto 
en U que contiene a x. (ya que ± E p 1  (x)). Dado que U es abierto en X entonces p(S 0  fl 
V) es abierto en X que contiene a x. Además, como p(S 0  nV) Ç p(V) entonces p(S. 0  flV) 
es el abierto que buscabamos. Concluimos que p es abierto. 

Finalmente la imágen continua de un espacio conexo por trayectorias es conexo por trayec-
torias, de modo que al ser X el espacio cubriente, y en particular conexo por trayectorias se 
sigue que también X lo es. 

u 

Nota: La proyección cubriente p : .k - X en general no es cerrada. Para probarlo, 
consideremos nuevamente la proyección cubriente del ejemplo 2.2. El conjunto discreto 
A = {n + n ~ 3} es un subconjunto cerrado de R. 

1 1 1 
R\A =  U (n+

_7
n+1+ ) U (—oc)  3 + es un abierto de R. 

n+1 

Sin embargo, la imagen de A bajo la exp no es cerrada en SI  pues: 

si B = exp(A), entonces 

B = {y E S1 1 y = 27n2() para algún n E Z y n > 3}. 

Ti n>3 
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Dado que 

e2 *) = e2 M 7 

= e27..e  
2iri 

= 1•en 
27r8 

= en 

tenemos que B = {y E S1  y = e para algún ri E Z y n > 3}. 

Por otro lado, recordemos que B es cerrado si y sólo si B D B'2 , donde B es el conjunto 
de puntos de acumulación de B. Veremos a continuación que para este caso no se cumple 
que B D B. 

Por definición 

B1  = {x E S' 1 (U - {x}) fl B 0 para toda vecindad abierta U de x } 

entonces 1 E pues Sin embargo 11 B 

Por lo tanto B no contiene a todos sus puntos de acumulación de modo que B = exp(A) 
no es cerrado. 

u 

Proposición 2.4. Si (, p) es un espacio cubriente de X y si XO E X, entonces la fibra 

p' (XO) es un subconjunto discreto de X, esto es, p'(xo) tiene la topología discreta como 
subespacio de X. 

Probaremos que todo subconjunto de p 1 (xo) es abierto. 

Sea U una vecindad parejamente cubierta de xo y E p'(xo). Entonces, 

P-1 (X0) Cp'(U)=  U  si 

donde {Sj}jE J es la colección de hojas. Entonces i E Si. para algún i0  E 1, por lo que 

E p 1(xo) nS0. 
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Afirmamos que de hecho p'(xo) fl S0 = {}. Para probar qué p 1(xo) nS 0  
supongamos que existe XI e p 1(xo) fl S0  con i. Entonces i, ' p(xo) 
así tenemos que p() = p(') pero ¡,:V E Si,, y i V, entonces p is,,, : S0  - U 
no es uno a uno, lo que contradice el hecho de que pis o  sea un homeomorfismo. 

Por lo tanto 

p'(xo)flS0 = {}. 

Así todo punto enp 1(xo) es abierto y por lo tanto todo subconunto dep'(xo) es también 
abierto en p 1(xo). Por tanto p(xo) tiene la topología discreta como subespacio de X. 

Lema 2.5. Sea (X , p) un espacio cubriente de X, sea Y un espacio conexo y sea f 
(Y, Yo) - (X, xo) continua. Entonces, dado o  en la fibra de X, si existe una función 
continua f: (Y, Yo) — (X, io) tal que pf = f, esto es, el siguiente diagrana connzuta 

(;•,) 
1 

J - p 

(Y, YO) j 
(X,xo) 

(2.1) 

 

 

 

entonces f es única. 

Demostración: 

Demostraremos la unicidad de f. esto es, si f existe entonces es única. 

Sea f' : (Y yo) (, o) que satisface que pf' = f. Probaremos que .f .f'. 

Sean 

A = {;v E Yf(y) = 

B = E Yf(y) f'(i)} 

entonces tenemos que Y = A U B. A fl B 0 y si / existe, entonces A Z. pues yo E A 
porque f(o) = ±o y ['(yo) = á'0 . Si probamos que A y B son abiertos, entonces la cone-

xidad de Y forzará a que B = 0. y entonces f 
Probaremos primero que A es bierto. 

Sea a E A y Sea U una vecindad parejamente cubierta de f(a). Dado que por hipótesis 

f(a) = pf (a) = pf(a) entonces 
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J(a) = [' (a) E p'(f(a)) Ç p'(U) U1 S de modo que 

[(a) = f' (a) e S para alguna hoja S sobre U. 

Afirmamos que 147 = f'(S) fl f'-1(S) es una vecindad abierta de a en Y. En efecto, 

a E J'(J(a)) fl f'(f'(a)) J(S) fl f''(S) 

además 1,17  es abierto en Y pues 5 es abierto en Á7  y J, f' son continuas. Finalmente. se  
tiene que W C A. pues si w E TV = f(S) fl f'-'(S). Entonces w E f'(S) y 
M7 E f(S) así tenemos que f(w) E S y .f'(w) E S, pero como por hipótesis pf (w) 
f (w) = pf'(w) y p 8 U es homeomorfismo. se  sigue que f(w) = f(w) 

Por lo tanto w E A y concluimos que TV C A. 

Hemos probado que para todo a E A arbitrario existe TU abierto en Y tal que a E TV Ç A. 
Por lo tanto A es abierto. 

Probaremos ahora que B es abierto. 

Sea b E B y sea V una vecindad parejamente cubierta de f(b). Tenemos que f(b) = 

pf (b) pf'(b)  entonces  f(b).f'(b) Ep(.f(b)) Cp'(V) loqueimplicaque .f (b), E 

Si f(b) y f(b) están en la misma hoja S" sobre V, entonces por ser p s» : SI' ,' 17  un 
homeomorfismo, p.f(b) = f(b) = pf») implica que ,f(b) 
Pero esto contradice el hecho de que b e B. Por tanto .f(b) 8 y  f(b) e 5' donde 5 y 8' 

son distintas hojas. 

Afirmamos que W'= f'(S) fl f''(S') es una vecindad abierta de b. En efecto, tene-
mos que b E f-'(f(b)) fl f''(f'(b)) C f'(S) fl f(S) = VV. Además S y S' son 
abierto y .f. .f' continuas, esto implica que TV es abierto. Ahora mostraremos que 147' B. 
Para ésto, consideremos w' E T'V' = f'(S) fl .f' t(S'). Entonces w' E f(S) y w' E 

S') implican que f(w') E 5 y ,f' (w') E S'. 

Así, dado que 8 fl 5' = .0 entonces J(w') 71 .f'(w'). Por tanto tenemos que w' E B. 
Por lo tanto te'  C B. Dado un b E B arbitrario hemos probado que existe un abierto W' en 
Y tal que b E TV' C B. Por lo tanto B es abierto. 

9 
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2.2. Teorema de levantamiento de trayectorias 

El teorema de levantamiento de trayectorias es uno de los mas imporatantes en este trabajo, 
ya que para llegar a nuestro objetivo es de mucha utilidad. 

Teorema 2.6. (Teorema de levantamiento de trayectorias). 
Sea (X, p) un espacio cubriente de X y sea f : (1, 0) —+ (X, xO) una trayectoria. Si XO 
está en la fibra de xO,  entonces existe una única trayectoria f (1, 0) — (X, i0) con 

Pf = f. 

(o) 
p 

/ 

(1,0) (X,xo) 

fi 

 

 

 

Demostración: 

La unicidad de f se sigue del lema 2.5 (basta tomar (Y, Yo) = (1, 0) pues 1 es conexo.) 
Probaremos la existencia de f. 

Supongamos que [a, b] Ç 1 es tal que f([a, b]) Ç U con U una vecindad admisible de 
x=f(a). 
Si E p-1 (x) entonces i está en una única hoja sobre U, digamos S. Dado que pis  
S ---> U es unhomeomorfismo existe (p)1 : U — S. Definamos la aplicación 
([a, b}, a) —* (X, ) como = (ps) -' O(fl[a,b]). 

Notemos que p = fitabi, pues si k e [a, b] entonces p(k) = p o (pis)-' o f(k) = f(k). 
Por lo tanto p. = fl[a,b]. 
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Para cada t E 1, sea Ut,  una vecindad admisible de f(t). 
Ahora {f'(U)}j  es una cubierta abierta para el espacio métrico compacto 1, entonces 
tiene un número de Lebesgue 6. Esto significa que si Y Ç 1 con diámetro menor que 6, 
entonces Y Ç f(Ut) para algún t E 1; esto es f(Y) Ç Ut. 

Entonces podemos particionar 1 con puntos ti = O, t2, ..., tm = 1 donde t 1  -  ti  <6 para 
todo i = 1, ..., m — 1. 

Por nuestra observación inicial, existe una función continua 

[O, t2] —+ X con P.i = fl[O,t2] y 9~  i (0) = 

de la misma manera para cada i = 1, .., m — 2 existe una función continua 

92 {t 2 , t 3 ] —+X con pg2 = fI2,3j y92(t2) = 1(t2 ) y 

i+i : [t 1, t±21 , X Col' P.i+i = fIt +1,,21 Y +i(t±i) = 

Entonces definimos  f:  1 •+X por f(t) = (t) si t E [t, t +1]. Aplicando nuevaente el 
lema de pegado, se sigue que f es continua pues 1_= U'[t, t1] es una unión finita de 
subconjuntos cerrados así cada 1 : [ti, t 1] —4 X es continua, además de que coinciden 
en las intersecciones de los intervalos. 

Por lo tanto una trayectoria en X 

2.3. Teorema de levantamiento de homotopía 

Teorema 2.7. (Teorema de levantamiento de homotopías) 
Sean (X, p) un espacio cubriente de X, y Y cualquier espacio topológico. Sean f y 
continuas dcque hacen al siguiente diagrama conmutativo: 

(Y, yo) (LEo) 

j1
IP 

(Y x I,(yo,O)) E 
> (X,xo ) 

(2.3) 

 

 

 

 

donde j(y) = (y. O). y E Y. Entonces existe una función continua fr : Y x 1 —4 X 
que hace conmutar los (los triángulos en el diagrama siguiente. Más aún, si Y es conexo 
entonces F es única. 



26 Espacios cubrientes 

(Yo) ) (,a0) 

fr 

V 

(Y x I. (yo.  O)) 

Demostración: 

Probaremos primero que si Y es conexo entonces F es única. Supongamos que existe F tal 
que hace conmutar al diagrama (2.4) Como Y es conexo entonces Y x 1 es conexo así por 
el lema 2.5, E Y x 1 X es la única tal que el triangulo inferior de 2.4 

(P ) 

fr —e- 

(Y x i,(yo,O)) 
17 

>(X,xo) 

es conmutativo. 

Por lo tanto ..' es única tal que el diagrama 

 

(Y, Yo) > (,o) 
fr -. 

11 p 

X I.(oTO)) (X,xo) 

(2.6) 

 

  

  

 

 

conmuta. 

Probaremos ahora que es suficiente trabajar localmente, probando que F existe si cada 

y E Y tiene una vecindad abierta N tal que hay una funcion continua F,, que hace conmutar 
el diagrama siguiente. 

N y X 
 

Fr,,- 

-
7 7) 

NxI 

(2.7) 

 

 

 

 

Donde las funciones horizontales son las restricciones de f y F respectivamente. 
Dado que {N x I}0 es una cubierta abierta de Y x I. basta probar que las F coinciden 
en sus intersecciones por el lema de pegado. 

Supongamos que y' E N, fl N entonces, 

(2.4) 

7) 

(X,xo) 

(2.5) 

0(y' O) = J(y') =  TI, (y'. O). 



F.F2 

- 

Ut 
F(',j, t) 

M { Yo 

It 

2.3 Teorema de levantamiento de homotopía 27 

Además para todo t E 1 se tiene 

py(y t) = F(y', t) = Pz(Y', t) 

entonces P y ft, son levantamientos de Fi{,/}I  que coinciden en (y', O). 

(, J(y')) 

p 

(2.8) 

({y'} x 1.0) (X, F(y 0) = f(y)) 

Dado que {y'} x 1 es conexo entonces, por el lema 2.5 tenemos que 

F{I}I = FZI{y/}XI. 

Como y' es un elemento arbitrario de N fl N entonces .t y -P coinciden en 
(N n N) x 1 = (N x 1) n (N x 1). 

Ahora construiremos las vecindades Nq  y las funciones continuas F,. Sea Yo E Y fijo. 
Para cada t E 1, sea Ut  una vecindad admisible de F(yo, t) en X; dado que F es continua, 
existen vecindades abiertas 111t  e It  de Yo y t respectivamente con F(M1  x i)  C U. 

Dado que 1 es compacto y {It}tE j-  es una cubierta abierta de 1 entonces {It}tel  tiene una 
subcubierta finita; denotémosla por It 1 , ..., Ita . Definimos 

N 0  = M11  n ''2 n M. 

Entonces N1,,0  es una vecindad abierta de yo.  También la cubierta abierta I......It  tiene 
un número de Lebesgue ,N, esto es, si O < 8 < ). y A c 1 tiene diámetro menor que 
8 entonces A Ç It  para algun i = 1, ..., n. Entonces partimos 1 de la siguiente manera. 

O = t0  < t1 < ... < tm = 1 tal que t - t_i < 6 para toda i = 1, ..., m. 

entonces [t_1, t] Ç '1k para algún k = 1, ..., n y para cada i = 1..... m. 
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Así N /()  Y [t - _i, t] C A1j,,  x I,, para algún k = 1, ..., n y para cada i = 1.....m 
entonces F(N O  x [t_1, t]) 9 F(Mt , X '1k) U1  donde U1  es una vecindad admisi- 
ble de X que depende dei = 1. ....  ni. 

Es suficiente ahora construir funciones continuas C : N.  x [t_1. t] - para ¿ = 

1..... m tales que para cada y E Y fijo: 

(i) pGi = FIN, X{t7_1.tj para cada  = 

(ji) G, (y'. O) = J(y') para toda y' E N 

(iii) C_1(y', t_1 ) = C(y', ti —  1 ) para toda y'E N y para toda i = 2 

pues tales funciones pueden pegarse y dan como resultado 

N x 1 - 

con las propiedades requeridas (Se pueden pegar por (iii) y porque N x [t_1, t] es cerrado 
en N, x 1). 

x 1 Y 

y 
- --. 41 - 

1 1 1 

t() t 1 t2 f: i ti 

Para definir Ci  : x [O. ti] -+Ñ sea U una vecindad admisible abierta con F(N x 
[O. t1]) C U. Sea {S.)}EA el conjunto de hojas de X sobre U. 

Afirmamos que {j 1(S)}.E  es una cubierta de conjuntos ajenos de Ni,. 

En efecto, F(N J  x [O, ti]) U entonces pff(N11 ) = F(N 1  x {O}) U esto implica que 
p (Pf  (N))  C  p'(U)  =UA SA  entonces f(i) C p  (Pf  (N)) ç UXEA S>,  por 

tanto N C f'(f(N)) ç f'(U. S) = U,\E.\ f(S). 
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Por lo tanto Al J '(U ) = U.\ J1 ($Á) 

Definirnos G1  : N x [0, t, -  X en el abierto '(S) x [0. t., Ny  x [0. ti] por la 
composicion 

1- PS 
f (S) x [O, t1 ] U S 

Dicho de otra forma C1 (y'. t) = (p S,\  )F(y', t) si y' E .f'(S). t E [O, t11. 

C1  está bien definida pues f'(S) fl f'(St) = 0 para todo \ ' y es continua pues 
es la restricción (le una función continua. 

Además. C1  satisface (i): 

Sea y' E N. t E [O, t1] entonces y' E J-1(5) para algún A entonces pCi (y', t1 ) = 

p(p[s\ ) 1 F(y', t) = (p[s)(p[s'F(y', t) = F(y'. t) 

por lo tanto C1  satisface (i). 

C1  satisface (¡l): 

Sea y' E N, entonces y' E f 1 (5) para algún A E A. entonces f(y') E S 
esto implica que 

C j (y'.0) = (ps'F(y'O) 

= (ps,\)p!(Y') 

= (p[s'(p[s)f(y') 

= 

por lo tanto G1  satisfacc (ji). 

Construiremos C : x [t1 . t2 ] X 

Sea U' tal que F(NI x [t1 , t2]) U' y sea definida por 

C í  (y') = C1 (y'. t  1  ) para todo y' E N. 

Sea {S/}'EJ\ ' el conjunto de hojas de X sobre  
Afirmarnos que {C»(S/)}/E\/ es una cubierta de abiertos ajenos de Ni,. 

Tenernos que F(N J  x [t1, t2]) Ç U' entonces F(y', t 1 ) Ç U' para todo y' E esto implica que 

pF(y'.t i ) p-1  (U') 
 = U'E.\' S1 para todo y' E X entonces p(pC1 (y',t i )) Ç 

por tanto G(y') Gi(y'.ti) e pp(C j (y',t i » SA' para todo 
ç U'' SA' lo cual tenernos que N. C(UA/EA/ SA') = 
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Por lo tanto es una cubierta de abiertos ajenos de N 1. 

Definimos C2  N x [t 1 . t 2 ] en el abierto C(S1) x [t 1 , t 2 ] x [t 1 , t 2 ] por 

la composición; 

 

C(S1) x [tt] E > 1  (p!s,Y 

Dicho de otra forma, 

G2 (Y', t) = (Ps, )'F(y', t) 

siy' e {t1,t]. 

Veremos ahora que C2  satisface (i): 

Sea y' E N. t E [t1 , t2 j entonces y' E C(S1) para algún )' E V. 

pC2(y',t) = p(ps'F(y',t) 

= (ps,)(pjs,Y'F(y'.t) 
= F(y',t) 

Por lo tanto C2 satisface (i). 

C2 satisface (iii): 

Sea y' E Nt,. Entonces y' E C(S1) para alguna ! E A' implica que G' (y) E S,\ I 
por tanto Ci(y'ti) E S,\/ 

Entonces, 

C2(y',t1 ) = (pJs,\,)F(y',t I ) 

(ps,)'pCi(y',ti ) 

= 

= C1 (y',t i ) 

Por lo tanto G2  satisface (iii). 

Continuamos así hasta definir todos los C1. 

1 

Observación 2.8. Bajo las condiciones del teorema 2.7 tenemos g Y X por g(y) = 

F(y,1)v(y) Y - X por (y) = F(y,1). Entonces p = gvf mediante E. Por 
tanto, si f 9 entonces sus respectivos levantamientos f y j  son homotópicos también. 



(I,0) _ j (1 x 1, (0.0)) 
F (X.xo) 

— (o) 

IP 
f --- 

- - - 
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Corolario 2.9. (Levantamiento de trayectorias relativas). 
Sea (X, p) un espacio cubriente de Xy sean xo, x1  puntos en X. Sean 

f, g: 1 - X trayectorias en X de x0  a x1  y sea ao E p 1(xo). 

(i) Si F : 1 x 1 —y X es iiiia honiolopía relativa F f g reí {0, 1} entonces existe tiiia 
única/unción continua F 1 x 1 - X con pF = F  F(O, O) = io, y además: 

(ji) Si fy son levantamientos de ,f y g respectivamente, con f(o) = = (0), entonces 
f(1) =(1)yF: fre/{O,1}. 

Demostración 

(i) Por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) existe una única f continua tal que 

conmuta. 

Entonces por el teorema 2.7 existe E tal que 

(.i) 

(Ix I(0.0)) 
E (X,xo) 

conmuta. 

Por el lema 2.5, E es única, esto es, E es única tal que pF = F con F(0. 0) = 

(u) Definimos E0  
F(t. 0) = f(t). 

1 —+X por P0  (t) = P'(t, 0) entonces pPo(t )  = pP(t, 0) = 

Por tanto pEO = f yP(0)= (0. 0) = x0. Por el teorema 2.6 (levantamiento de trayec-
torias) tenernos que F0 = f. esto es. F(t. 0) = [(1) para todo t cE I. Ahora, FI{o}xJ es 

una trayectoria en X tal que pF 40}xl = F X 1 = xo y F{O}J(0) = fr(O,O) = 

Entonces por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenernos que P'(O, t) = io para 
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todo t E I. 

(,io) 

7 
- 

/ 
(1.0) (X. XO) xo  

(,ao) 
- -1 

7 
p / 

(1.0) XO > (X. XO) 

Similarmente es la trayectoria constante en ,f(i) pues tenemos que 

P{1}xJ = F {i}j  = X1 y F{l}I(0) = fr(i. 0) 1(1) 

(.J(i)) 

7
4,  

(1,0) x (X, x1) 

(,!(1)) 
j(1) 

p 
y 

(1,0) (X,x1XI  

y por e! teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemos que P(i. t) = J(i) para todo 
t E 1. 

Finalmente, sea F, : 1 X definida por Él (t) = (t. 1). Entonces PPI  (t) = pP(t, 1) = 

F(t, 1) = g(t) para todo 1 E I. 

Por tanto PFI = g y P(0) = P(0. 1) = o (pues FJ{o}J  es constante). 

Entonces por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemos que = 

esto es. 

fr(t.1) =(t) para todo t ;E: I. 
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Por tanto (1) = = (1.1) = J(1)y: ,f qre1 {O.1}. 

. 

Al enunciado (ji) a veces se le llama Teorema de monodrornía. 

Recordemos que el grupo fundamental ir1 es un funtor, de espacios topológicos punteados 
a grupos. En particular si : (X', x) (X. x0) es continua, entonces existe un horno- 
morfismo. llamado homomorfismo unducido, : ir1 (X'. x) ' 1(X, xo) definido por 

Teorema 2.10. Sea (,p)  un espacio cubriente de X. Si o E p'(xo ) entonces 

iri(X,io) —+ iri(X,xo) 

('5 /)lOflüfllOijl,V/flü. 

Demostración: 

Probaremos que p tiene kernel trivial. 

Sea 7: (1, {O, 1}) í' (, g) una lazo en X basado en XO, tal que 

p4f] = [pf] =1= [xO] 

Entonces por la definición de relación de equivalencia, existe una homotopia 

F : pf xo rel {O. 1}. 

Notemos que 7v a son levantamientos de pf y xo respectivamente tales que f (0) = = 

xo (0). Entonces por el corolario 2.9 existe un levantamiento F de F 

F: fio rel {O.1}. 

Por tanto {,7] = [o] = 1, se sigue que p es un monornorfismo. 

. 

En el caso particular del espacio cubriente (R, exp) de S'. el corolario 2.9 permite definir 

la función grado 

Ó : iri(S', 1) — exp'(l) -- Z 

en 
relativa 
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por [f] —+ J(i) donde J es el levantamiento de f tal que J(0) = O e R. (Esto es, 6 
está bién definida pues si [9] E ir (S1, 1) es tal que g f rel {O, 1} y b ese! levantamiento 
de g tal que (0) = O E IR entonces por el corolario 2.9 (levantamiento de homotopías) 
tenemos que f rel {O, 1}. En particular f(1) = (1). Por tanto 6 está bien definida.) 

2.4. La acción del grupo fundamental 

Definición 2.11. Sea G un grupo y sea Y un conjunto. Entonces G actúa por la izquierda 
en Y si existe una función. 

GxY —>Y 

denotada por 

(9, y) 9 .  y, 

tal que 

1. (gg') 
. y = g• (g' y) para todo y E Y y para todo 9, 9' E C 

2. 1 y = y 

Aquí 1 es la identidad en G. 
Llamamos a Y un G-conjunto si G actúa en 1 

Definición 2.12. Decimos que C actúa transitivamente en Y si, para cada y, y' E Y existe 
g E C con g 

. 
y = y'. Llamamos a Y un G-conjunto transitivo en este caso. 

Observación 2.13. Sea G un grupo que actúa en un conjunto Y. Para cada g E C la 
función 9 : Y - Y definida por 9q y —+ g y es una permutación de Y (su inverso 
es 09-i). Notemos que si Y es un C—espacio entonces Og  es un homeomoifismo para toda 
gEC. 

Definición 2.14. Sea C un grupo que actúa en un conjunto Y, y sea y E Y. Entonces la 
órbita de Y es 

O(y) = {gyg E G} ç Y. 

y el estabilizador de y (también llamado el subgrupo de isotropía de y) es 

C ={gEGg.y=y}Ç G. 

Lema 2.15. G actúa transitivamente en Y sij' sólo si 0(y) = Y para todo y E Y 

Demostración: 

Supongamos que G actúa transitivamente en Y y sea y E Yentonces existe 
. E C tal que 

g• y = y'. Entonces y' E 0(y) y por tanto Y Ç 0(y) 

Luego como claramente 0(y) Ç Y se tiene que Y = 0(Y) 

Ahora, supongamos que O(y) = Y para todo y E Y y sean y. y' E Yentonces y E 
0(y') esto implica que y = gy' para algún y E C. 

Por lo tanto C actúa transitivamente. 
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u 

Lema 2.16. Si un grupo G actúa en un conjunto Y entonces para cada y E Y, 

O(y) = {G: CJ 

donde IO(y)I es el orden de la órbita de Y y [G : C11 ] denota al índice de G, en G En 
particular, si G actúa transitivamente, entonces YI = [C : C,j. 

Demostración: 

Primero notemos que g y = h y si y sólo si (,q— 'h) 
. y = y así que es necesario y suficiente 

que g 1 h E C', Y  por lo tanto qC,, = hCb,. 

Sea W : 0(y) - C/C definida por ço(g  y) gG, 

• está bien definida. 

Tenemos que g - y = h 
. y E 0(y) entonces •qC 1  = hC, por la observación anterior. 

Entonces (g y) = y). 

• es inyectiva. 

Sean g y, h y E 0(y) tales que (g y) = (h y) entonces gG, = hC 1  implica 
que q y h y por la observación anterior. 

Por lo tanto y es inyectiva 

• W es sobreyectiva 

La clase lateral gC, E C/C J  procede del elemento g y E 0(y). 

u 

Nota: Si existe una función C x Y Y denotada por (y. y) y 
. 

y tal que 

y (gg') = (y . 9) . 9' 

y . i =y 
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para todo y e Y y g, g' E C, llamamos a Y un C-conjunto derecho si tal función existe; 
llamamos a Y un G-conjunto izquierdo cuando la definición original se cumple. Nos vemos 
forzados a considerar ambos tipos de G-conjuntos por nuestra elección de notación. Cuando 

f y q son trayectorias, entonces f * g significa primero recorrer ,f y luego g; cuando f y g 
son funciones entonces su composición f o g significa aplicar g y luego f. No hay proble-
ma con esto, pues uno puede convertir un G-conjunto derecho en un C-conjunto definiendo: 

9 . y = y 

Notemos que la definición se cumple: 

g(g'•y) = g.(y.g'1) 

= (y . g'_' ) . g_ 1  

= y . (g'__ 19_ 1) 
= y.(gg')' 

= (99') . Y. 

Teorema 2.17. Sea (,p)  un espacio cubriente de X, xo E X, y sea Y = p 1 (xo). En-
tonces; 

i) 7r, (X, x0) actúa transitivainente en Y. 

"ii,) Si o E Y, entonces el estabilizador de o,  7r 1 (X, XO)0,  es p 7r1(, go). 

(iii) YI = [iri(X,xo) : p 

Demostración: 

Probaremos primero que Y = p' (xo) es un 7ri(X, xo)- conjunto derecho. 
Sean [f] E ir1(X, xo) , e Y = p-1  (x0). Definamos 

: p (x0 ) x 7r,(X,xo) p'(xo) por • [f]  

donde 7 es el único levantamiento de f con 7(0) = i. (por el teorema 2.6). 

• está bien definida:
- 

Note que f(1) E p'(xo) pues pf (1) = f(1) = f(0) = xo. 

Sea g f rel {0, 1}, (esto es, [y] = [f]) entonces • [g] = (1) donde es el único 
levantamiento de y tal que (0) = o. Así, por el corolario 2.9 (levantamiento de 
homotopías) tenemos que f rel {0, 1} y j (1) = f(1). Por lo tanto • [g] = 

• [f ]. 
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es acción. 

Sea ± E p 1(xo) y sea [xo] E iri(X,xo) donde xO es la trayectoria constante 
entonces ±• [x0] = ± pues p± = XO con ±(0) =  i. 

Por lo tanto ± - [xo] = ± para todo ± E Y = p'(xo). 

Sean!!]' [g] E iri(X, xO) y sea ± E Y = p 1(x0). 
Sea f el levantamiento de f con f(0) = i y sea el levantamiento de y con 
y(0) = f(1). Entonces f * es el levantamiento de f * y tal que (f * y)(0) = ±; en 
efecto, pues recuerde que: 

- ( f(t) 
f*(t) = 

(2t-1) <t<1. 

  

Ç 
pf(2t) Ot~' 2 

1  p(2t-1) < t~1. 

entonces p(f*)(t) = 

  

=
f(2t) O<t

=f*g(t). 
g(2t-1) 

Entonces 

±.[f][g]±.[f*g]J* (1)(2(1)-1)(1).  Por otra parte, - 

[f 1) [y] = f( 1) -  [g] = (1) pues b es el levantamiento de  tal que (0) 

Por lo tanto ± [f][g] = (±. [f]) q] para todo ± E p 1 (xo), y [f], [9] E iri(X.xo ) 

así tenemos que es acción. 

Geométricamente tenemos lo siguiente: 

y 

(i) Demostraremos que 7r1 (X,xo) actúa transitivamente en p'(xo). 
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Sean o.  X-1  E p'(xo). Dado que X es conexo por trayectorias (note que es la prime-
ra vez que usamos esta propiedad de X de ser espacio cubriente) existe una trayectoria 

1 X de o a X, (es decir, (0) = o y  )(1) = j0 ) entonces p\ es una tra-
yectoria cerrada en X con punto base xo cuyo levantamiento con punto inicial ±o es  A. 
Entonces {p.\] E 1 (X, X0)  y xo [p.\] = = 

Por lo tanto 71(X, xo)  actúa transitivamente en p'(xo). 

(ji) Probaremos que: 

= {[f] E ir j(X,xo) 1 X0 [fi =¡o}= p1(io). 

Si f es una trayectoria cerrada en X basada en x0 . denotaremos por f el levantamiento de 

f con f(0) = jo. 

(C) Sea [f] E 7r1(X. xo)0;  el estabilizador de j. 

entonces ±o = ±o .  [f] = J(i). Pero ,f(0) = ±o = f(1) por lo tanto [1] E 7, 1 (X. X) 

implica que [f] = [p1] E p7ri(X,±o). 

() Sea  [f} E pri (X, ±o) entonces [,f] = [pp] para algún 7, 1  

implica que ZO  [f Zo [P.] 

= (1) pues es ci levantamiento de p tal que (0) = o . 

= j0  pues (0) = g(1) = io. 

Entonces [f] E 7,1(Xx)50 . 

(iii) Por (1). 7, 1 (X. x0 ) actúa transitivamente en p'(xo) entonces por e! lema 2.16 se tiene 
que 

Y = [ i (X.xo ) : 7r1 (X.xo ) 0 ] = [i(Xxo) : p* 1(,o)]. 

Donde la última igualdad se cumple por (u) 

u 

Recordemos que un espacio topológico es simplemente conexo si es conexo por trayectorias 
y su grupo fundamental es el grupo trivial. 

Corolario 2.18. Si  : X , X es un cubriente donde X es simplemente conexo, entonces 

el núni ero de hojas es igual al orden de ir1 (X Xg). 
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Demostración: 

Supongamos que X es simplemente conexo, esto quiere decir que, es conexo por trayecto-
rias y que iri(X, o) = {1} entonces por (iii) del teorema 2.17 tenernos que 

Ip 1(x0)I = [iri(X,xo) : p. iri(.,io)] 

= [iri(X,xo) : 1] 

= [iri(X.xo)] 

Teorema 2.19. Sea (X, p) un espacio cubriente de X, sea xO,  x 1  E X. 
Enionces ¡p 1(x0)I = p 1 (x0I. 

Demostración:
- 

Sea to E p'(xo) y  «ti  E p' (x), sea  Á una trayectoria en X de o  a ti y sea ). = p) la 
correspondiente trayectoria en X de xo a x1. 

Afirmamos que el siguiente diagrama conmuta. 

(2.10) 

7r1 (X,XO) > 7r1(X,x1) 

donde A4fl = i 1.7I y A.V1 = 

En efecto; sea [7] ri(,io). Entonces, 

p[f] = p.[15t] 

= '*pf*PA ] 

['pJ,\] 
= 

(donde la cuarta igualdad se cumple pues recordemos que el producto de (_1j)  de tres 
lazos está dado como; 

¿Pa 
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(4s) O 1: 

(4s-1) 

)(2s- l) <8< 1 

PA-1 (48) 

entonces = Pf (48 - 1) 

p\(2s- 1) s1 

 

p_I  

Por lo tanto, el diagrama conmuta. 

Afirmación: Tenemos una biyección 

: i(Xxi)/pi(.i) 

definida por 

[f]p i (,io ) ;, 

e está bien definida: 

Es claro del hecho de que (p7ri(, fo)) Ç P7r1(X, i1). vcamoslo en detalle: 

Sean [,fj pi(,o), [g]p7ri(,io) E 1(X, x0)/p r 1 (k, 0 ) tales que 

[f]p7ri(.io) = [gIp  ¡Ti (,o) 

entonces [f] 
[g]-1 E p7ri (, go). 

Implica que [f g— '] = p*  [h] = ph] para algún[h] E 7r1(X,i0). Entonces 
= )[ph] = ,\p [h] = p ,\[h] con  )[h[ E 'ri(X.i) donde la última igualdad 

se cumple porque el diagrama de la afirmación conmuta. Por tanto 

)[.fg'] E p7ri (X.i). Pero, [f q— '] = [f]([q]) entonces 
E ) esto es, [f]p(, i) = [g]pi(, ii). 

implica que ([f]pr1(X. o )) = 

Por lo tanto está bien definida. 

es uno a uno 

Es consecuencia del hecho de que cualquier elemento [a] E 7r, (X, x0 ) tal que 
A. [a] E p7, 1(X, ) cumple que (A. [a]) = [a]. 

Por lo tanto [a] Epiri(X,io); 

Veamoslo en detalle: 
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Entonces ([fj)pi (, ') = (A. [g])p,7,1  (, ) esto implica que ([f])([g]) '  E 

Pi (X, ) entonces ([f])()[ g ']) E p7ri (X. por tanto [fg'] E prri  (X. 

usando esto último y el diagrama conmutativo probaremos la siguiente afirmación. 
El elemento /\'p»[f q'] E rr,(X.xo) es tal que 

p('p'4fg'}) = [fg']. 

En efecto, pues 

[,fg_1 ])  

= 

donde la primera igualdad se cumple porque el diagrama de la afirmación conmuta. 
Dado que A, es isomorfismo, entonces p('p;1 )4fg']) = [f g-'] 

esto implica que [fq 1 ] E pi(X, o) entonces [f][g] 1  E prr1(X, por tanto 
{f]prri(X,ao) = 

Por lo tanto es inyectiva. 

es sobre 

Claro, pues si [g]p  /T I  (k i ) E 

entonces 

[g']pi(ko) E 7rl(X.xo)/pi(k.o) 

es tal que 

1) 

= 

= 

Por lo tanto j es una biyección; esto es. 

[,(X, XO) : so)] = [,(X, x1) 

Aplicando el teorema 2. 17(111) tenemos que 

p(xo) p'(xi) 
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Hemos probado que todas las fibras en un espacio cubriente tienen la misma cardinalidad. 
Dado que cada fibra es discreta, tenemos que cualquier par de fibras son homeomorfas. 

Definición 2.20. La multiplicidad de un espacio cubriente (, p) de X es el cardinal de 
una fibra. Si la multiplicidad es m, también se dice que (X, p) es un espacio cubriente de 
X de m-hojas. 

Definición 2.21. E/plano proyectivo P' es el espacio cociente obtenido de S 
identificando cada punto x de S'2  con su plinto antipoda —x. 

(Sa, p) es un espacio cubriente de IltP donde p es la aplicación que identifica puntos 
antipodas. 

Corolario 2.22. Si n > 2, entonces 7r1  (RP'1) Z/2Z. 

Demostración: 
Sabemos que (Sa, p) es un espacio cubriente de RP de multiplicidad 2. Como se puede 
ver en [4] pag. 282 

por tanto [7r1 (RP, xO) : p7r1  (Sn, io)] = 2. Dado que S es simplemente conexo para 
todo n > 2 entonces un (RP, xo)I = 2. 

Por lo tanto 7r1  (RP ) xo)  Z/2Z. 

Corolario 2.23. Sea (Ñ, p) espacio cubriente de X, sea XO E Xysea 
Y = p'(xo). 

(i) Si jffo, £1  E Y, entonces p7ni(5 )  io) y p7n1(, a 1) son subgrupos conjugados de 
71 (X, Xc). 

('Ii,) SiSes un subgrupo de ini(X, xo) que es conjugado de pini(, o ) para algún 
o E Y, entonces existe ii E Y tal que S = piri (X, i ). 

Demostración: 
(i) Recuerde el diagrama conmutativo del teorema 2.19 (con xo = x1) 

- 

ini(X,xo) - 
_____ ini(X,xi ) 

iri (X.xo) > 7r1(X,xo) 

(2.11) 

donde )[f] = 

PA. 
-lf Al y = ['f] y donde A es una trayectoria en )iT de o  a a y 

Entonces 

pii(,ib) =p*ini(,i) = A*p*iri(,io) = 

y así los subgrupospini(.,i1) ypini(.,io) son conjugados por [\] E iri(X,xo). 
(Note que )s  es una trayectoria cerrada en Xçj pues o,  X~  1 E Y = p'(xo).) 
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(ji) Suponga que S = [\']p7r1  (2, o)[)]  con [Al E iri(X, xo). Sea \ la única 

trayectoria en X tal que p\ = ) y = io. Note que )(1) E Y p'(xo) (pues 
pX = .X), digamos, )(1) 
Usando el diagrama conmutativo en el teorema 2.19 tenemos 
S = [h]p*rri(2,a 0)[)] = )p7ri(2,.ffo) = p.iri(2,o) = pi(2,i). 

u 

2.5. Espacio cubriente regular 

Definición 2.24. Un espacio cubriente (2,p) de X es regular si p7ri(X, o) es un 
subgrupo normal de w1  (X, X) para todo xO E X 

Observación 2.25. Si (2, p) es un espacio cubriente regular de X, entonces 
p7ri(2, &o) = p7ri(X, i1) para todo ZO, fi en la misma fibra. 

Demostración: 
Por el corolario 2.23(i) prri(X, i) = [A ]p>,  (2, io)[]  para alguna [] E rri(X, Xc). 

Pero como además p7ri (X. o) < -Fi i(X, Xü), entonces 

pi( 2, = = p*  71 fo). 

u 

Observación 2.26. Si 2 es simplemente conexo, entonces (2, p) es regular 

Demostración: 
Corno es simplemente conexo, entonces tenemos que ir1  (X. o) = {1}. Así, 
prri(X. T) = p. (1) = 1. Por lo tanto (X ,p) es regular. 

u 
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Capítulo 3 

Transformaciones cubrientes. 

En esta sección investigaremos aplicaciones entre espacios cubrientes de un espacio X. 
Empezamos por recordare! teorema 2.7 (levantamiento de homotopías.) Si (X,p) es un 
espacio cubriente de X y si f : X —+ Y es una función continua que tiene un 
levantamiento f : Y —+ X, entonces cualquier homotopía que empiece con f se puede 
levantar a una homotopía que empiece con f. Así, si f g y f tienen un levantamiento f, 
entonces g tiene un levantamiento y f . El siguiente resultado da una condición 
necesaria y suficiente para que f : Y —+ X tenga un levantamiento. 

3.1. Criterio de levantamiento 

Teorema 3.1. (Criterio de levantamiento). 
Sea Y localmente conexo por trayectorias, y sea f : (Y, Yo)

_
, (X, XO) continua. Si 

(X, p) es un espacio cubriente de X, entonces existe un único f : (Y, Yo) — (X, o) 
('donde o E p' (x0)) levanta,nie,zto de f si y sólo si firi(Y, Yo) C piri(X. to). 

(,i0 ) 
fr r P 

(Y, YO)
> 
(X,xo) 

Demostración: 

Supongamos que existe un levantamiento 7 de  f, esto es, p7 = f y f(yo) = 'o. Entonces 
por funtorialidad tenemos el siguiente diagrama conmutativo; 

7r1(, ffo) 

IP. r 

i(Y,Yø) f 1(XXO) 

(3.2) 

 

 

 

Entonces firi(Y,yo) =pjri(Y,yo) Ç piri(kao). 

45 

(3.1) 



Ñ 

1? 

(0) 

X 

() 
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Por otro lado, supongamos ahora que f7r1 (Y, yo) Ç p,7,-, (Ñ,  x0). Probaremos que existe 
un único .f : (Y. Yo) —+ (X, x0 ) levantamiento de f, el lema 2.5 nos dice que de existir el 
levantamiento es único (pues Y es conexo) por lo que sólo necesitamos considerar la 
existencia. 

Recordemos que un espacio conexo y localmente conexo es conexo por trayectorias. 
Por lo tanto Y es conexo por trayectorias. 

Sea y E Y y sea h 1 -+ Y una trayectoria de Yo  a y, así f Ii es una trayectoria de 

f(o) = xo a f(y). 
Por el teorema de levantamiento de trayectorias existe un único levantamiento ) en X que 
levanta a f  y con )(0) =rzTo.

- - 

Notemos que definiendo f: Y —+ X por f(y) = )(1). se cumple que 
pf (y) = p\(l) = fh(1) = f(y) esto es, f es un levantamiento de f. 
Pobaremos que f está bien definida, es decir, no depende de la elección de la trayectoria h 
y que efectivamente es continua. 

—II 
/ - 

jíy" >x 

Como se muestra en la siguiente imagen 

Para ver que (i) es independiente de la elección de la trayectoria hsea h1  otra trayectoria 
de Yo a y, y sea la única trayectoria en X tal que pi = f h  1  con )(0) = f0. Entonces 
h * h 1  es un lazo en Y basado en yo.  Así, f(h * h 1 ) = (fo h) * (f o hl  1) es un lazo en 
X basado en f(o) = x0. 

Dado que [(foh) * (fohj')] = f[h*hj 1 ] E firi(Y,yo) Ç p 1(J,ao) 
(la inclusión es por hipótesis), entonces, 

[(f oh) * (fo hz')] = p[] = [p] para algún [] E 7ri(,ao). 

esto es, es un lazo en Ñ basado en ao 

entonces (f o h) * (f oh') p.rel {O, 1} esto implica que 

(f oh) * (f ohj 1) *p\ rel{O. 1} entonces f o h * pAl  rel {O, 1} pues 
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Ahora, tenemos que * son levantamientos de f o h y p(* 5) respectivamente 
tales que \(0) = ( * ))(0) = o• Por el corolario 2.9 tenemos ) * ~\ 1  rel {O. 1}, en 
particular )(1) = ( * )i)(1) = como queríamos probar. 

Por lo tanto 1 está bien definida. 

Finalmente veremos que f: Y —4 Ñ es continua. Sea y E Y, sea ± = J(y), y sea ú, una 
vecindad abierta de c , debemos encontrar una vecindad abierta V de y con f(V) C U1. 
Sea x = p± E X, sea U una vecindad admisible abierta de x, y sea S la hoja sobre U que 
contiene a i . 
Remplazando U1  por U1  fl Sde ser necesario, podemos suponer que U1  Ç S (recuerde que 
S es un conjunto abierto en X). Dado que p es una aplicación abierta, el conjunto U1  
definido por p(U1) es una vecindad abierta de x con U1  C U. Dado que f es continua, 
f(U 1 ) es una vecindad abierta de  en Y. Dado que Y es localmente conexo por 
trayectorias, entonces existe una vecindad abierta conexa por trayectarias V con 

y E V c f'(U 1 ). Afirmamos que f(V) C Ui lo cual completará la prueba. 



X) 
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Sea h 1 -+ Y una trayectoria de Yo  a y y . el levantamiento de f  con (0) = a. Sea 
y E V, dado que V es conexo por trayectorias existe una trayectoria h2  : 1 -+ V de y a y; 

así 
h2  (I) CV C f(Ui)yfh2(I) C U1. 

Sea )Tí 1 - el levantamiento de fh2  con a(0) = 

Dado que U1 Ç U y U es admisible entonces = (ps)(fh2) implica que 
(1) E S  U1  = U1. Recuerde ahora que habíamos definido i = f(y) donde 

f(y) )(1) donde ). es el único levantamiento defh tal que )(0) = o. 
Por tanto tenemos que )(1) = = 4 (0), entonces \ * ,ü está definido. 
Pero, 

p(*)=p*p=fh*fh2=f(h*h2) 

donde h * h2 es una trayectoria de Yo  a y; además 

(*i)(0) = (0) 

Por tanto f(v) = (5¼ * = (1) e U1, como queríamos probar. 
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Nota: El criterio de levantamiento es un ejemplo de un teorema bueno de topología 
algebraica. Un resultado topológico (en este caso la existencia de una cierta función 
continua) es equivalente a un problema algebraico (en este caso un subgrupo contenido en 
otro subgrupo). 

Corolario 3.2. Sea Y simplemente conexo y localmente conexo por trayectorias, y sea 
f: (Y, Yo) —4 (X, xO)  continua. Si (Ñ, p) es un espacio cubriente de X y si 

o E p'(xo), entonces existe un único f: (Y, Yo) - (X, io) que levanta a f. 

Demostración: 

Se sigue directamente del teorema, pues dado que Y es simplemente conexo. 
iri(Y,yo) = {1} entonces f*iri(Y,yo) = {1} Çpiri(.,io) 

u 

Observación 3.3. Ponemos la hipótesis de que Y sea localmente conexo por trayectorias 
en ci corolario 3.2 pues recuerde que un espacio simplemente conexo no necesariamente 
es localmente conexo por trayectorias. 

Corolario 3.4. Sea X conexo y localmente conexo por trayectorias y sean (5C, p), (i" 5  q) 
espacios cubrientes de X. Elamos puntos base XO E X, ffo E X y Ijo E Y con 

po = xo =  qjo. Si qiri(Y, ho) = piri(X, ib),  entonces existe una única función 
continua h : (Y, ho) —4 (X, 5)  con ph = q. Además h es un homeomorfismo. 

Demostración: 

Sabemos que es conexo por trayectorias por definición de espacio cubriente, además 
es localmente conexo por trayectorias pues Y es localmente homeomorfo a X. También 
por hipótesis qiri(Y,7o) = piri(X,io), así en particular q7ri(Y,o) Ç pir1(X,io), lo 
cual implica que existe por el teorema 3. 1, una única función continua 
h: (Y, j) - (X, io) tal que el diagrama siguiente conmuta; 

(,ib) 

Ip 

p/ !¡o) q >-(X,xo) 

Análogamente por ser q7r1(, 770) Ç piri (k, io)  existe una única función continua 

k: (, io) —+ (Y, ho)  tal que el diagrama siguiente conmuta; 

(, ho) 

q 

(,io) p  > (X,xo) 

Como (3.3) y (3.4) conmutan entonces, 

(3.3) 

(3.4) 



(,i0) 

(x, x0) 
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(t a° )
hk

> (.ffo) 

(x, x0 ) 

conmuta. 

Pero id (Í, i0 ) (, io) es tal que al sustituirla por hk en el último diagrama 
también lo hace conmutar. Pero por la unicidad de h y k dada por el teorema 3.1 
entonces hk = idi. 
Análogamente kh = id. Por lo tanto h es un homeomorfismo. . 
Observación 3.5. Sea p: X -+ X continua y sea U un conjunto abierto en X que es 
parejainente cubierto por p. Si V es un subconjunto abierto de U, entonces V es 
parejainenre cubierto por p. 

Observación 3.6. Sean (, q) y (, p) espacios cubrientes de X. Si existe una función 
continua h : Y -+ X con ph = q, entonces h es sobreyectiva. 

(Usando el teorema 2.6 de levantamiento de trayectorias) 
Sea Zjo E Y, o = h(jo), xO = P(o) entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo; 



... 

/p 

3.1 Criterio de levantamiento 51 

Sea Í E 2 y sea una trayectoria de 0 a i. Sea ) = p., entonces ) es una trayectoria de 
XO  = p(io) a x= p(). Sea )': 1 - Y el q - levantamiento de ). tal que .\'(0) = 

Notemos que hA' : 1 -- > X es tal que p(hA')= qA' = A con hA'(0) = h(j0) = i, esto 
es, hA' es un p — levantamiento de A con hA'(0) = i, por unicidad entonces. hA' = A. 
En particular h(A'(l)) = A(1) = i con .X'(l) E Y. 

Por lo tanto h es sobreyectiva. 

El siguiente teorema amplía el criterio de levantamiento. (Teorema 3.1) Y para probarlo 
usaremos la observación siguiente. 

Observación 3.7. Sea (2, p) un espacio cubriente de X. Si X es Hausdoiff, localmente 
compacto, localmente conexo o variedad topológica entonces también X lo es, ya que 
toda propiedad local de X es heredado por X. Como se puede ver en /4/ pag. 275. 

u 

Teorema 3.8. Sea X conexo y localmente conexo por trayectorias, sea (2, p) y q) 
espacios cubrientes de X. El/amos puntos base x0  e X, ffo E 2jo  e Y con 
pio=xo=q7o. 
Si qiri(i', Yo) Ç piri(X, fo), sea h: (Y, o) —+ (X, o) una única funcion continua 
tal que ph =q. se cumple que (Y, h) es un espacio cubriente de X, y así X es un espacio 
cociente de Y. 

Demostración: 

Por definición de espacio cubriente, ambos 2 y? son conexos por trayectorias. Además 
X es localmente conexo por trayectorias entonces, por la observación 3.7, X y Y son 
también localmente conexos por trayectorias. 
Dado que qiri(Y, ,To) Ç piri(X, o) entonces por el teorema 3.1 existe una única 
función continua. 

h: (?,io) —+ (2,) tal que ph = q. 

Queda demostrar que (?,h) es un espacio cubriente de 2; una vez demostrado esto 
último, aplicamos el lema 2.3 y  obtenemos que h es identificación, de aquí que X es un 
espacio cociente de Y.

- - 

Probemos pues, que (Y, h) es un espacio cubriente de X. Sea ' e X y x = pX~ e X. Sea 
U1  una vecindad abierta p-admisible de x y sea U2  una vecindad abierta q-admisible de x. 
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Entonces U1  fl U2  es una vecindad abierta de x, y dado que X es localmente conexo por 
trayectorias, existe una vecindad abierta conexa por trayectorias U tal que 
x E U C U1  fl U2. 
Por la observación 3.5, U está parejamente cubierto por p y q. Entonces p'(U) = U S 
donde las S son hojas en X; Sea 8 = S 0  la hoja que contiene a i . Es suficiente probar 
que S está parejamente cubierto por h (pues h es sobre, por la observación 3.6) 
Ahora, q' (U) = U Tk, donde Tk son las hojas en Y; así las Tk son abiertas, ajenas por 
pares y qIT Tk - U son homeomorfismos, entonces cada Tk es conexo por 
trayectorias. 
Notemos que, (p o h) = q entonces (p o h) (U) = q 1 (U) esto implica que 

= UTk entonces h'(US) = UTk por tanto h'(S) Ç UTk- 

Por otre parte, para cada k se tiene que, 

entonces 

Y en particular tenemos que 

ph(Tk ) = q(Tk ) = U 

h(Tk) p-  '(U) = USj. 

h(Tk) = (U8j)flh(Tk) 

= 

 

U  (SJ  n h  (TAJ  

Dado que h(Tk) es conexo por trayectorias entonces h(Tk) es conexo. 
Notemos que h(Tk) fl S 0 paraj's distintas no es posible pues h(Tk) sería unión de 
dos abiertos ajenos no vacíos en h(Tk ). (Pues los S son abiertos y ajenos por pares). 

Entonces, 

h(Tk) c Sóh(Tk)flS= o. 

Así Tk  C h'(h(Tk)) h'(S)Ó Tk- flh 1 (S) = ø por tanto 

Tk h 1 (S)ÓTk flh'(S) = o. 

Considere UkEK' Tk donde Tk es tal que Tk h-1  (S) para todo k E K'. Afirmamos que; 

U Tk=h'(S) 
kEK' 

En efecto, por un lado Sea y E UkEK' Tk entonces y E Tk para alguna k E K' 
implica que y E h'(S). Así UkEK' Tk C h'(S) 

Por otro lado sea y E h'(S) entonces y E Tk para alguna k E K entonces k E K' 
(pues de no ser así Tk fl h'(S) = 0 lo cual no es posible.) así h'(S) ç UK' Tk 
Finalmente, si h(Tk) C S entonces existe el siguiente diagrama comutativo 
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U 

Dado que qT  y pis  son homeomorfismos, se sigue que h(Tk) es un homeomorfismo, 
pues, 

(pls)(hlTk ) = qTk  entonces hT. = (pjs) ' q'1 . 

Así hemos probado que S está parej amente cubierto por h. 

3.2. Espacio cubriente universal 

Definición 3.9. Un espacio cubriente universal de X es un espacio cubriente (X, P) CO!? 

X .siniplem ente conexo. 

Nota: A veces se abusa de la flotación y se dice que Ñ es un espacio cubriente universal de 
X cuando X es simplemente conexo. 

Teorema 3.10. Sea X conexo y localmente conexo por trayectorias, y sea (', q) un 
espacio cubriente de X. Si (X, p) es un espacio cubriente universal de X, entonces existe 
una única función continua h: X - Y que hace conmutar el siguiente diagrama. 

(tao) 
h 

(X,xo) 

Demostración: 

Dado que X es localmente conexo por trayectorias, por la observación 3.7 entonces 
también es localmente conexo por trayectorias.Además por ser X cubriente universal, es 
simplemente conexo. Entonces, por el corolario 3 .2existe un único levantamiento 
h : X —+ Y, esto es, un único h que hace conmutar el diagrama. 

u 

Corolario 3.11. De existir el espacio cubriente universal, es único. 

Demostración: 
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Sean (.t, p) y (', q) espacios cubrientes universales de X. Sea x0 E X, 
io E p 1(xo), 27o E q 1(x0). Por el teorema 3.10 existe una única función continua 
h: (X, i0) (Y, 110) y existe una única función continua k: (Y, j) —+ (X, ) tales 
que los siguientes diagramas conmutan: 

h - 

(.,.'Eü) ' (Y,ffo) 

(X,xo) 

- 

(Y, ¡o)
k

(X,io) 

(X,xo) 

Entonces, 

kh - 

(-0) (X,) 

~p 
(X,xo) 

- - h - - 
(y, %¡o) > (,yo) (3.5) 

(X,xo) 

conmutan 
Aplicando la unicidad de h y k dada por el teorema 3.10 entonces kh = id ç  y hk = idi,, 
y por lo tanto k y son homeomorfos. Por lo tanto el cubriente universal es único. 

1 

3.3. El conjunto de transformaciones cubrientes 

Definición 3.12. Si (.,p) es un espacio cubriente de X, una transformación cubriente es 
un homeomoifismo h : X - X con ph = p; esto es, el siguiente diagrama conmuta: 

X 

  

h 

/p 

(3.6) 

\p 

 

X 

Definimos Cov(/X) como el conjunto de todas las tranformaciones cubrientes. 

Observación 3.13. Cov(5/X) es un grupo bajo composición defunciones. 
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Graficamente podemos tener en mente los siguientes diagramas, si componemos h1  o h2  
h 1 - - - h2oh 1  

X >xX X ?X 

\p Iq  \V  Iq \1) /(I  

Nota: Antes de continuar, mencionaremos una analogía entre grupos de transformaciones 
cubrientes y grupos de Galois. Suponga que F es un subcampo de un campo E. 

Recuerde que; 

Cal(E/F) = {automorfismos a : E —> E 1 a(a) = a para todo a E F} 

Sí i : F E es la inclusión, entonces un automorfismo a de E está en Ca1(E/F) si y 
sólo si el siguiente diagrama conmuta: 

E (3.7) 

7\ /i 

Dado que todas las flechas están invertidas, uno debe esperar que las transformaciones cu-
brientes den una teoría de co-Galois, esto es, hay resultados "duales"para espacios cubrien-
tes con respecto a los resultados usuales de los grupos de Galois. En esta analogía, los 
espacios cubrientes universales juegan el rol de cerraduras algebraicas. Corno se puede ver 
en [4] pag. 309. 

Comparando el siguiente resultado con el teorema 2.17, vernos que Cov(JC/X) tiene pro-
piedades parecidas a iri (X, XO). 

Observación 3.14. Cov(X/X) actúa en la fibra de xo E X. 

Demostración: 

Sea : Cov(kIX) x p'(xo) —* p 1 (xo) definida por h . x = h(x). Probaremos que. 
está bien definida, es decir, que efectivamente h(x) E p 1 (xo). 
Sea  E p'(xo) 

entonces p(h(x)) = p(x) pues h E Cov(S/X), pero p(x) = XO, entonces h(x) E 
p 1(xo). 
Probaremos ahora que• es una acción 

E
a 
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Sean h1 , h2  E Cov(/X) y sea x E p 1 (xo) entonces; 

(hi.h2).(x) = (h1  o h2)(x) 

hi (h2(x)) 

= hi (h2 .x) 

= hi .(h2 x) 

Además Id e Cov(X/X) y Id x = Id(x) = x para todo x E p'(xo). 

Por tanto, es una acción. 

u 

Teorema 3.15. Sea X conexo y localmente conexo por trayectorias y sea xo E X. Entonces 
un espacio cubriente (X, p) de X es regular siv sólo si Cov(X/X) actúa transitivamente 
en la fibra sobre xo. 

Demostración: 

Supongamos que Ñ es regular. Probaremos que Cov(i/X) actúa transitivamente en la fi-
bra de xo.  
Sean i E p 1(x0). Dado que (Ñ, p) regular y por el corolario 2.23 tenemos que 
piri(X, f 0 ) = piri(X, ffi).  Así por el corolario 3.4 existe un único homeomorfismo 
h : (X, i0 ) (X, Ei)  con ph = p; esto es, existe h e Cov(X/X) con h(io) = i. 
Por lo tanto Cov(XIX) actúa transitivamente en p 1(xo). 

Por otro lado, Sea [.\] E iri(X. x0) y sea ao E p'(xo). Entonces, por el corolario 2.23 (ji) 
tenemos que 

[)C']piri(, io)[)] = p*iri(, ) para algún e p-1  (x0 ). 

Por otra parte que Cov(JC/X) actúe transitivamente en p' (xo) implica que existe h E 
Cov(X/X) tal que h(0) = i, entonces h-¡7i(X, io) = iri(X, ii),  pues h es homeomorfismo, entonces 

es isomorfismo, y aplicando p*  en ambos lados tenemos que; ph'rri(X, o) = pr1(X, fo), 
pero por otra parte, ph7ri(X, ayo) = piri(X, i1) pues h es isomorfismo. Por lo tanto 

p*i(,o) = p7ri(X,a1). 

Así, 
[']p*i(,io)[Al= p*7r j (Ñ- ,Z j) =p7ri(,io) 

por tanto piri(t aYo ) 7r ]  (X, xo) para todo aY0  E p 1(xo), y se sigue que Ñ es regular. 

Teorema 3.16. Sea (,p) un espacio cubriente de X. 
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(i) Si h E Cov(5/X) y h 1, entonces h no tiene puntos fijos. 

ii Si h. h2  E Cov(/X) y existe i E X con = h2(), entonces h1  = h2. 

Demostración: 
Probaremos que si h tiene puntos fijos, entonces debe ser la identidad. 

(i) Suponga que existe i E X con h() = y sea x = p. Considere el diagrama, 

(,±) (3.8) 

~p 

(X. X) 

Dado que X es conexo por trayectorias entonces X es conexo. entonces por el le-
ma 2.5, hay a lo más una sola manera de completar este diagrama tal que conmuta. 
Como h y IÑ completan ci diagrama. h = 1. 

(u) Si h 1  () = h2(), la aplicación h 1 /22  E Cov(k/X) tiene un punto fijo. . entonces 
por (i) tenemos que hj'h2  = 1. Por lo tanto h1  = h2. 

u 

3.4. Equivalencia entre espacios cubrientes 

Definición 3.17. Dos espacios cubrientes (, q)y  (, p) de un espacio X se dicen equi- 
valen/es si existe un ho,neomoríis,no : Y X tal que el siguiente diagrama conmute; 

(3.9) 

\q /p 

Teorema 3.18. Sea X localmente conexo por trayectorias, y sea XO E X. Sean (q) y 
(X, p) espacios cubrientes de X, y sea Zo E p'(xo)v sea yo E q 1 (xo). Entonces (Y. q) 
v (X, p) son equivalentes su' sólo si q7r (Y, 'o) y p7r1  (X, 'o)  son subgi'iipos conjugados 

de 7r1(X. xO). 

Demostración: 

Supongamos primero que (Y. q) y (X, p) son equivalentes, y sea : Y un ho- 
meomorfismo tal que p'p = q. Entonces p(o) = q() = x0  esto implica que (o) E 
p'(xo). 

Además por ser homeomorfismo, : ir1(, 'o) " ni  (X, ('o))  es un isomorfismo. 
Entonces. 

qi(, o) = pi( o) = pi( (o)). 

11 - 
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Luego. como ±. Jo) E p 1 (xo) por el corolario 2.23 (i) ypi(,y(jo)) 
son subgrupos conjugados. Por tanto p(X, x0 ) y q7r (Y, Jo) y q1(}. o) son sub- 
grupos conjugados de 7, 1  (X, xo). 

Por otro lado notemos que X es conexo porque p es una aplicación cubriente y X es conexo 
por trayectorias. 

Supongamos que qi(Y. 7o) y pri(X, o)  son subgrupos conjugados de ir i (X, XO).  Por 
el corolario 2.23(1), entonces existe il E p ' (xo) tal que 

q1(',70) = piri(,ij). 

Luego por el corolario 3.4 existe el homeomorfismo : Y - tal que p = q 
Por lo tanto (Y, q) y (X, p) son equivalentes. 

u 

Recordemos que si (,p) es un espacio cubriente de X y si x0 E X. entonces 71 (X,xo) 
actua transitivamente en la fibra p'(xo) de la siguiente manera: Si [f] E iri(X,xo) y 
± E p'(x0 ), entonces ±' [f] = f(1) donde f es el único levantamiento de f con f(0) =  i. 

Definición 3.19. Sea C un grupo y sean Y v Z G-conjuntos. Una función : Y Z se 
llama G-ecuivariante si (g y) = g ç(y) para toda g E G.vpara toda y E Y. o bien, si 
el siguiente diagrama es conmutativo. 

T 

z 

(3.10) 

 

 

 

donde para cada g E C la función 9. : Y - Y definida por O : y - g - y es una 
permutación de Y. 

Definición 3.20. Un G-isomorfismo es una función G-equivariante que también es una hi-
vección. Denotaremos Aut(Y) e/ grupo ('bajo la composición) de todos los C — isornorfisrnos 
(le Y en sí mismo. 

Vamos ahora a probar que un espacio cubriente (X, p) de un espacio X (con punto base x0 ) 
está completamente determinado por la fibra p 1 (x0) vista como un irj (X. x0  )-conjunto. 
Necesitamos algunos resultados de teoría de grupos. 

Lerna 3.21. Sea C un grupo. sea H iin subgrupo de C ('no necesariamente normal), y sea 

G/H /afóini/ia  de clases latera/es izquierdas de H en C. Entonces, 

1. C actua en C/Ji por traslación izquierda. 
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2. C/H es un G-conjuiito transiti%o. 

3. II es el esicibilizador de la clase de H. 

Demostración: 

(1) Veamos primero que C actua en C fi por traslación izquierda. 

En efecto, definamos 

C x C/H C/H por a (gH) = agH 

entonces 

(i)i.(gH)iqiI=qH 

(u) (al  a2) . (gH) = (a1 a2 )qH = ai(a2g)H = a (a2gH) = a1 (a2  (gH)). 

Por lo tanto es una acción. 

(2) Para ver que G'  'H es un C-conjunto transitivo, sean 91 H. q2H C/H y sea a = 

Entonces. 

(92 H) = ag2H 

Y192-192 H  

= g1 H 

(3) H es el estabilizador de la clase (le H. 

En efecto. 

{gECgH=H} 

= {qECJqH=H} 

= {gECgEI-I}=H. 

1 

Lema 3.22. 

'¡, Si X es 1(11 G-conjunto transitivo y H es el estabilizador de ini palito, entonces X es 
G-isomorfb a C/H. la f.zinilia de ¿'ocias las clases laterales izquierdas (le H en C donde C 
actúa por translación izquierda. 

(Ji.) Si H y K son subgrupos de tui grupo C, entonces C/H y C/K son G-isomorfbs si y 
sólo si H y K son conjugados en C. 
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Demostración: 

Sea H el estabilizador de un punto en X entonces H = C 0  para algún xO e X. 
Dado que X es un C-conjunto transitivo entonces para cada x E X existe un gx  E C tal 
que g = x. Entonces definimos 9: X - C/H por 9(x) = gH. Probaremos que 9 
es un C—isomorfismo 

• 9 está bien definida. 

Sea x E X y sean 9x g E C tales que 9x = x y g XO = x entonces 

9x = x0  esto implica que g.,, ' g1  x = x0  así tenemos que g'g. E C 0  = H 
se sigue, gH = gH. 

Por lo tanto O está bien definida. 

9 es sobreyectiva. 

Sea gH e C/H. Sea x = .q• XO e X 9(x) = gH. Por lo tanto 9 es sobre. 

• 9es uno auno. 

Sean x1, x2  e X tales que 9(xi) = 9(x2) 

entonces g 1  H = g 2  H con xo = xj., 9X2  x = x2  esto implica que g 1gx2  E 
H = G 0  así tenemos que g 1  19x2  x0  = XO por tanto g 1  x0 = 9X2 x0  . Esto 
implica que x1  = x2, y por lo tanto O es uno a uno, se sigue que 9 es una biyección. 

• O es G-equivariante. 

Sean a E C y x E X. Entonces por ser X transitivo existe gx  tal que x = 9XXO y también existe 9ax tal que a 
xo =a.x=a.(gx .xo)=agx .xo. 

Entonces gTagx Xçj = xo esto implica que g;agx  e C 0  = H entonces ga.H = 

agH por tanto O(a. x) = a0(x). Así 9 es C-equivariante. 

Por lo tanto O es un C - isomorfismo. 

(u) Suponga que O: C/H -+ G/K es un G-isomorfismo. 
Existe g e C tal que 0(H) = gK. Notemos que para cada h e H gK = 0(H) = 

O(hH) = hO(H) = hgK = g'hg E K, por lo tanto g'Hg C K. 
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Por otra parte. 

i9(g'H) = 9'9(H) 

= g 1 (gK) 

=K. 

Entonces, 9'(K) = g'H. Además, si k E K entonces g'H = 0 1(K) = 

0'(kK). 

Por otra parte tenemos que 9(0 1 (kK)) = kK y O(k9'(K)) = k9(9(K)) = kK 

Por tanto 

0(0 1(kK)) = O(k8 1 (K)) entonces 0'(kK) = k0'(K) = kg'H 

Entonces 

9k9' E H entonces k E g'Hg esto implica que K C g'Hg 

por lo tanto g'Hg = K. 

Por otro lado supongamos que H. K son subgrupos conjugados de G. y notemos que para 
a, b E C se tiene que aH bH si y sólo si a 1 b E H luego g'a'bg E 9 1 H9 = K si 
y sólo si agK = bqK. 

Afirmamos que O: C/H C/K definida por O(aH) = agK es un C-isomorfismo. 

• 9 está bien definida: 
Sean aH - bH 

O(aH) = agK 

= bqK por la observación anterior 

= 19(bH). 

• O es inyectiva: 
Supongamos que 9(aH) = O(bH). Entonces 

gK = bgK así, aH = bH por la observación anterior. 

Por tanto 0 es inyectiva. 
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• 9 es sobreyectiva. 

Sea bK E C/K. Entonces b9-'H E C/H es tal que 

9(bg'H) = bg'gK = bK. 

Por lo tanto O es sobreyectiva. 

. O es G-equivariante. 

pues 
9(abH) = (ab)gK = a(bgK) = a 9(bH) 

1 

Lema 3.23. Sea X localmente conexo por trayectorias, y sea xo E X. 
Dos espacios cubrientes (X, p) y (Y, q) son equivalentes si Y,  sólo si las fibras p'(xo) y 
q'(xo) son 7r1 (X,xo) - conjuntos isomorfos. 

Demostración: 

Sean Eo E p'(xo) y o E q 1(xo). Por el teorema 2.17, la fibra p 1(xo) es un ni (X, Xc)-

conjunto transitivo y prri(X, fo) es el estabilizador de o•  Similarmente q'(xo) es un 
ir(X, xo)-conjunto transitivo y q,rr (Y, 7o)  el estabilizador de 7o.  Luego por el lema 3.22(i) 

iri(X, xo)/piri (, fo) es iri(X, xo)-isomorfo a p-' (X0) 

y 

ir(X, xo)/qiri(, Jo)  es iri(X, xo)-isomorfo a q-1 (Yo) 

Por otra parte, por el teorema 3.18 

tenemos que (,p) y (, q) son equivalentes si ysólo si o) y qiri(', o)  son sub- 
grupos conjugados de rri(X, x0). Pero esto es equivalente (por el lema 3.22(u) ) ya que 

y rri(X,xo)/qiri(Y,jo) sean iri(X,xo)-isomorfos. Y por nues-
tra observación esto equivale a su vez a que p'(xo) y q 1(xo) sean iri(X, xo)—isomorfos. 

1 

Lema 3.24. Sea C un grupo que actúa transitivamente en un conjunto Y. y sean x, y E Y. 
Entonces los estabilizadores Gx  y C. son iguales si y sólo si existe E Aut(Y) tal que 
;o (X) = y. 

Demostración: 

Suponga primero que existe e Aut(Y) con (x) = y. 

II it! 
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Si h E C1  entonces h x = x implica que y(h x) = y(x) = y. Por otra parte, y(h x) = 

h y(x) = h 
. y así tenemos que h 

. y = y entonces h E C por lo tanto C 

La otra inclusión se demuestra de manera similar veamoslo en detalle: Sea h E C11  entonces h 
y = y esto implica que y) = y'(y) = x. Por otra parte y es C-isomorfisrno 
pues y es C-isomorfismo. Así h = i implica que h E G1. así G. C Go.. 

Por tanto G = 

Por otra parte suponga que C = Ci,. Sea z E Y entonces existe 9 E C tal que y x. 
Definamos y: Y i Y por y(z) = y(g . x) = g y. 

o y está bien definida, estú es, no depende de la elección de y. 

Si 9 = 91 x entonces gj'g . x = x por tanto qj 1g E C = C Entonces qj'q 1 y = Y. 
por lo que q - y =g, y, por tanto y(g x) = y(q x). 

• y es una función C-equivariante. 

Si /1 E C y z E Y tal que = g - x. entonces 

y(hz) = y(h(g.x)) 

= y(hg.x) 

= h9y 

= h(g.y) 

= h.ço(z). 

es una biyeeción. 

Sea g" E C y además O una función C—equivariante, así tenemos que O : Y - Y esta 

definida por O(g" y) = x. Entonces 9y(g. x) = O(g y) = g - x 

así tenemos que Oy = id : Y Y Análogamente yO(g y) = x) = g y 
entonces yo = id : Y - Y. Por lo tanto y es biyección. 

Finalmente notemos que: 

y(x)=(P(1x)=1y=y 

a 

Lema 3.25. Sea (X, p) es un espacio cubriente de X. donde X es loca/mente conexo 
por trayectorias y sea xO E X. Dados xo. xi E p 1 (x0), existe h E Cov(X/X) con 
h(io) = siv sólo si existe y E A'ut(p'(xo)) con y(fo) = 
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Demostración: 

Suponga que existe h E Cov(/X) tal que h(± ) ) = :/j. Entonces los siguientes diagramas Zr 
conmutan: 

(X,aT1 ) 

7) 

  

p  l. 
 (Xxo) 

(,i0 ) 

(,:Ei) 7) > (Xxo) 

Entonces cumple con las hipotesis del teorema del levantamiento, así tenernos que p7í 1  (X. o) 
pni(X,±1)ypiri(X,aYo) 3 =p7ri(X.ai). 

Por otro lado, supongamos que p* i(, o) = p7ri(X i)  entonces por el corolario 3.4 
existe h E Cov(X/X) tal que h(x0 ) = x, así tenernos que existe h E Cov(X/X) tal 

que h(xo) = si  sólo si (X. i0 ) = p7r1  (X. ). 

Dado que p7ri (X, aro) es el estabilizador de o  (por el teorema 2.17 (u)). Entonces existe h E 
Cov(X/X) tal que h(o) = ¡,si y sólo si los estabilizadores de o y x, coinciden. Por 
el lema 3.24 tenernos que esto ultimo ocurre si y sólo si existe y E Aut(p'(xo)) con 

= 

1 

Lema 3.26. Sea (, p) un espacio cubriente de X, donde X es localmente conexo por Ira-

vector/as, sea xO E X, y sea p-' (x0 ) la fibra de XO vista como un 7r1(X, xO) - conjunto. 
Entonces tenernos un isomorfismo  de grupos. 

Cov(/X) - Aut(p 1 ( 
h i' hI7)-l(0) 

)) 

 

Demostración: 

Probaremosprinieroquevi está bien definida, esto es, si h E Cov(/X) entonces efectivamente hlj)-1(X0) E 

Aut (p'(xo)). 

• h(p'(xo)) = p'(xo): 
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Por un lado, sea z E h(p(xo)) entonces z = h(±) para algún E p'(xo). 
Ahora, ph = p entonces ph(±) = p(±) = X esto implica que h() E p 1 (xo ). 
Por lo tanto h(p (XO)) Ç p 1  (xo) 

Por otro lado, sea E p(xo) entonces existe ± E Ñ tal que h(±) = z de modo que p(±) = 

ph(±) = p() = x0  así ± E p'(xo) y entonces z = h(±) E h(p'(xo )). Por lo tanto p' (x0 ) Ç 
h(p'(xo)) 

Además h - 1( 0) p(xo ) p(xo) es una biyección, pues por lo anterior h 

es sobreyectiva . Además es inyectiva por que h : X , X es inyectiva al ser un horneo- 
morfi srn o. 

• 1ip'(r) p'(xo) p(xo) es un 7r1  (X. o - isomorfismo. 

Sea [fj E 7, i (X,xo) y± E p 1 (xo). 
h([f] . = h(f(1)) donde f es el levantamiento de f tal que f(0) =±. Por 
otra parte, [f} ' h(±) =f(1) donde fi es el levantamiento de f tal que fa (0) = 

h(±). Pero p(hf) = pf = ,f y h,f(0) = h(±). Entonces por unicidad hf = f 
por lo tanto h([f] . = Lfi h(±). 

1-Ternos probado que h »  1 ( ü ) E Aut(p' (x( )). 

Probaremos ahora que e' es un isomorfismo de grupos. 

• i es homomorfismo: 
pues 

h2 ) = (h1  h2)1 - 1( 0 ) XO = 

por lo tanto 'o' es un homomorfismo. 

• ) es inyectiva. 

Sea  E Cov(TIX) tal que t'(h) = id :p(xo ) p-' (x0 ) entonces h_1( 0 ) = 

id : p'(xo) —+ p(xo) entonces h = id: . —+ . por el teorema 3.16 (i). 

Por lo tanto m es inyectiva. 

• t es sobreyectiva. 

Sea E Aut(p'(xo)) y sea ± E p 1 (xo). Por el lema 3.25 existe /2 E Cov(5/X) 
tal que h(±) = (±). Dado que -,T I  (X. XO)  actúa transitivamente en p 1 (xo). enton-
ces para cada a~l  E p'(xo) existe [f] E 1(X,xo) tal que ZI = [f] 
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Por tanto h(ii) = h([f] = [f] h() = [f] = = 

Así tenemos que h-1(T0 ) = p esto es, = hIn. '(XO) = y. Por lo tanto es 
sohreyectiva. 

Recordemos que si H es un subgrupo de un grupo G, entonces su normalizador es el sub-
grupo; 

NG'(H) = {g E G H} 

Note que H es un suhgrupo normal de Nc(H); más aún, si 1-1 es un subgrupo normal de 
C, entonces N(H) = G. 

Lema 3.27. Sea C 1111 grupo actundo transitivamente en un conjunto Y, y sea y E Y. 

Entonces Aut(Y) NG(CO)/GO  donde Co  es el estabilizador de Yo. 

Tiene sentido hablar del cociente, pues Co es el subgrupo de C, entonces N(C0) es el 
mayor subgrupo de C en el cual Co es un subgrupo normal. 

Demostración: 

Sea y E Aut(Y). Dado que C actúa transitivamente en Y, existe g E C tal que y(yo) = 

g yo. Probaremos primero que, g E Nc(Co). 

Sea h E C0. Entonces, u Yo = o y Yo = y(o) = y(h 'Yo) = h y(yo) = hg• yo; 
entonces .o = g 1 hg Yo  así tenemos que 9 1h9 E Co  esto implica que g 1Co g C Co. 

Por lo tanto 9 E Nc(Co). 

Note que si y(yo) = g Yo = 91 Yo entonces ggi = Yo entonces ggi  E 
Co  entonces 9C0  = 91 C0. Por tanto, la función 

4 .i(17\ T ír ir 
1 . riU&i ) JV(..7)/ 

definida por F(y) = gGo  donde Y(Yo) = g Yo  es una función bien definida. Probaremos 
que de hecho es un isomorfismo de grupos. 

• F es homomorfismo: 
Sean O. y E Aut(Y) y sean y(yo) = g Yo. O(Yo) = g' Yo 
Entonces Gy(yo) = G(gyo) = g9(.yo ) = g.q'yo. Por lo tanto F(Oy) = (gg') 1 Co. 

Por otra parte. F(0) F(y) = gC0gC0  = g' 1 q 1Co = (gg'C0  = F(9(p) 

se sigue que F es homomorfismo (Ahora se ve por qué la definición de F es con in-
verso. 
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• F es inyectiva. 

Suponga que F(p) = C0  entonces Y(Yo) = yo esto implica que (h Yo) = h 
= h Yo  para todo h E C. Entonces deja fijo todo elemento cii Y de la 

forma h yo con h E C. Dado que G actúa transitivante en Y entonces = ¡di-
por lo tanto F es inyectiva. 

. F es sobre. 

Note que si g E N(C0 ). definimos : Y - Y por (y) = hg yo donde y = h 
(h E C) entonces W E Aut(Y) y F() = g'Go: cii efecto: 

!,Io 

. está bien definida. 

Entonces y = hijo  y y = h1  Yo esto es, hy0  = h1  -yo  entonces hj'h.yo = Yo esto implica 

que hj'h E Go entonces g'hj'hg E 9 1C0g Ç C0(donde la contención es porqueg 

E NG(CO)) esto implica que g'hj'hg Yo = Yo esto es (h1g)'/iy Yo = yo por tanto 

h1g Yo = hg y. 

Por lo tanto está bien definido. 

es invectiva. 

Sean y  y E Y tales que (y) = 

entonces hg - yo = hig.yo donde y = / yo y  Yi = h1  y0  esto implica que (hig)hg.yo 
Yo entonces g'hj 1 hg Yo = Yo entonces ghj'hg E Co  esto implica que h, 'h E 
gGog' = Co entonces h'h Yo = Yo esto es, h 

. Yo = h1  Yo  por tanto y = 

Por lo tanto es inyectiva. 

. ' es sobre. 

Sea z E Y. probaremos que existe y E Y tal que (y) =  21. 
Dado que G actúa transitivamente en Yentonces existe h E C tal que h (y Yo) = 

Definamos y = h 
. Yo E Yentonces y(y) = hg. Yo = h - (g 

. Yo) 

Por lo tanto es sobre. 

p es C-equivariante. 

Sea 9i  E C. y E Y. Dado que C actúa transitivamente en Y. existe h. h1  E C tales que 

y=hyo, 91  Yhi Yo. 
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entonces 

W(91 Y) = h19 Yo 

91 (Y) =g, •  (hg. 

Pero g1  -y = h1  y0  y  = 

entonces 91  (h - Yo) = Yo esto implica que hj'gih Yo = yo entonces hj'gih E Co 
Así tenemos que g 1hj 1 g1 hg E 9'Gog = G0  entonces gh1 g1hg. Yo = Yo esto es, 
(hig)gihg. Yo = Yo por tanto g1hg Yo = h19. yo. 

Esto es, w(i y) = 91 

por lo tanto es C-homomorfismo. 

Por último, dado que Yo = 1 Yo  entonces  W(Yo) = 1g Yo = g Yo 

por lo tanto F(c,o) = 9-'c;0 . 

Entonces para probar que 1' es sobre 
sea gCo  E N(C0)/Co entonces 9 E N(G0) esto implica que g 1  E N(Co) entonces 
definiendo w: Y -+ Y por ço(y) = hg Yo  donde y = h - Yo  entonces, por la afirmación 
anterior, p E A'ut(Y) y además () = (g-1)-1G0  = gC0  

por tanto f es sobre. 

Así tenemos que F es un isomorfismo. 

u 

Teorema 3.28. Sea (X, p) un espacio cubriente de X, donde X es localmente conexo por 
trayectorias. Entonces, para xo  E X y X~0  E p(xo ) 

Cov(/X) 

donde ir denota iri(X, xO). 

Demostración: 

Por el lema 3.26, Cov(JC/X) Aut(p(xo)) donde la fibra p'(xo) es vista como un 
7r1 (X, xo )-conjunto transitivo. A su vez,como el estabilizador de ffo  es piri(X, io) (por el 
teorema 3.16 (ji)), el lema 3.27 nos dice que Aut(p'(xo)) N(pir (X, &o))/piri(X, io). 

Por lo tanto 

Cov(5/X) 

u 



3.5 Grupo de monodromía del espacio cubriente regular 69 

3.5. Grupo de monodromía del espacio cubriente regular 

Corolario 3.29. Sea (Ñ, p) un espacio cubriente regular de X, donde X es localmente 
conexo por trayectorias. Entonces, para x0  E X y E p 1 (xo) 

Cov(/X) 7rl(X,x0)/p7ri(t0). 

es llamado grupo de monodromía del espacio cubriente regulai: 

Demostración: 

Dado que (, p) es regular entonces p7ri (, aro) ,i 7r1(X, x0), entonces N(p,.ir1(, fo)) = 

ir1 (X, xO).  Esto implica que Cov(XIX) ir i (X, xo)/piri(X.  fo) por el teorema 3.28. 

u 

Corolario 3.30. Sea (., p) un cubriente universal de X, donde X es localmente conexo 
por trayectorias. Entonces, para xO E Cov(X/X) irl(X, xO). 

Demostración: 

Dado que Ñ es simplemente conexo y cubriente universal, ir1  (X, aYo) = {1 } para todo aYo E 
p(xo) entones piri(X, aYo) = {1}, de modo que X es regular, entonces del corolario 
3.28 se sigue que 

Cov(5/X) /Ti (X,xo)/{1} iri(X.xo) 

u 

3.6. El cálculo del grupo fundamental de la circunferencia 

Observe que el último resultado da una descripción del grupo fundamental que no requiere 
del punto base. 

Finalmente en la presente sección calcularemos el grupo fundamental de la circunferencia. 

Aplicación: Usaremos el corolario 3.30 para probar que iri(S', 1) 

Dado que R es simplemente conexo, (IR, exp) es un cubriente universal de Si, (claro, sabe-
mos que S' es localmente conexo por trayectorias) entonces el corolario 3.30 nos dice que 
Cov(IR/S') iri(S', 1). Probemos que Cov(]R/S') Z. Sea  E Cov(JR/S1 ) entonces h 
es un homomorfismo tal que; 

h: IR - IR y exp(h(x)) = exp(x) 
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esto es, = e27rzx.  Entonces 27, h(x) = 2x ± 27,-n(x) donde n(x) E Z para cada 

x E IR. así tenemos que n(x) = h(x) - x es continua (pues es suma de dos funciones conti- 
nuas). Dado que IR. es conexo, entonces n(x) es constante, digamos n(x) n. por lo tanto 

h(x) = x + n para n E Z. 

Por otro lado, notemos que si n E Z y definimos h(x) = x + n, entonces h es un horneo-
morfismo y 

exp(h( )) = exp(x+n) 

= exp(x) 

por lo tanto h(x) E Cov(R/S') 

Por lo tanto 

Cov(\S') = {h(x) = x + n 1 n E Z}. 

Notemos que Cov(IR/S') Z mediante el isomorfismo y definido por; 

Z -4 Cov(IR/S') 
rn ', h(x) = x + M. 

• y es homomorfismo. 

veremos que y(m. + ri) = y(rn) o y(n) tal que, para toda x E IR. 

h(x) = x*-(m+rt) 

= (xH-m)±n 

=171 o h2 (X) 

donde h1(x) = x + m y h2(x) = x + n 

• yes uno auno. 

Si y(rn) = id entonces x + m. = x para todo x E IR. 

entonces rn = O por lo tanto y tiene kernel trivial, y y es uno a uno. 

• y es sobre. 

Sea h(x) = x + m E Cov(R\S') 

entonces rn E Z es tal que y(m) = h(x). 

Concluimos que 7, 1(S', 1) Z. 
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