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Introducció n 

En física, un sistema Hamiltoniano es un sistema conservativo, es decir, un sistema dinámi-

co en el que la energía se conserva, determinado por una función escalar llamada el Ha-

miltoniano la cual representa la energía del sistema. En este trabajo se estudiarán cierto 

tipo de sistemas Hamiltonianos llamados sistemas Hamiltonianos S0(3)-invariantes. Para 

ello, es necesario definir el concepto simetría de un sistema, la cual se define como un 

difeomorfismo que deja invariante al retrato fase. En particular, el conjunto de simetrías 

de un sistema tiene estructura de grupo, por lo que es posible estudiar los sistemas 

Hamiltonianos cuyo grupo de simetrías es SO(3), estos son los sistemas Hamiltonianos 

S0(3)-invariantes o sistemas Hamiltonianos rotacionalmente invariantes. El objetivo de 

este trabajo es estudiar algunos sistemas Hamiltonianos que tienen como grupo de si-

metrías a SO(3). 

En el Capítulo 1 presentaremos la teoría básica de grupos y álgebras de Lie, centran-

donos en los conceptos de grupo de Lie matricial y álgebra de Lie asociada a un grupo 

de Lie matricial, y resultados de estos, con el propósito de introducir al grupo especial 

ortogonal en R3  y a su álgebra de Lie zo(3). 

Más adelante, en la primera parte del Capítulo 2, se presentan los conceptos de repre-

sentación de un álgebra de Lie y representación de un grupo de Lie en un espacio vectorial, 

junto con algunas propiedades que estas poseen. En la segunda parte de este capítulo se 

introduce el concepto de acción de un grupo en un conjunto, junto con conceptos re-

laciones como el operador de promedio de una acción y los generadores infinitesimales 

de una acción, los cuales nos serán de utilidad en los capítulos posteriores al estudiar y 

caracterizár a las funciones, campos y sistemas so(3)-invariantes. 

Posteriormente en el Capítulo 3 procederemos a desarrollar los elementos necesarios 

para obtener la medida de Haar en SO(3) mediante una parametrización de los elementos 

de SO(3) en término de los ángulos de Euler. 

1 



Introducción 7 

Durante el Capítulo 4 nos enfocaremos a estudiar las acciones canónica y diagonal 

de SO(3) en R3  y R6  respectivamente, ya que estas son las acciones que consideraremos 

en el ejemplo de reducción y reconstrucción de soluciones de un sistema Hamiltoniano 

o (3)-invariante. 

Por último, en el último Capítulo 5 estudiaremos qué es un sistenia Haiiiiltoniano 

S0(3)-invariante. nos haremos uso de los resultados obtenidos en los capítulos anteriores 

para dar un método de reducción de un sistema Hamiltoniano rotacionalmente invariante 

en R6. junto con un método de recontrucción de soluciones a partir de soluciones del 

sistema reducido, y realizaremos los cálculos correspondientes para encontrar la solución 

en un ejemplo de un sistema Hamiltoniano S0(3)-invariante en R6. 



Capítulo 1 

Grupos y álgebras de Lie matriciales 

El propósito de este capítulo es introducir los conceptos de grupo de Lic matricial y 

álgebra de Lie asociada a un grupo de Lie matricial, estudiar algunos conceptos y resul-

tados importantes relacionados a estos, los cuales serán utilizados frecuentemente en los 

capítulos posteriores, y presentar los ejemplos clásicos de grupos de Lie y sus respectivas 

álgebras de Lie asociadas, entre los cuales se encuentra el grupo SO(3) y su álgebra de 

Lie o(3). 

Para cumplir con dicho propósito, el desarrollo de este capítulo será el siguiente. Pri-

mero se estudiará la teoría general de álgebras de Lic. Posteriormente se introducirá el 

concepto de grupo de Lie matricial y los ejemplos clásicos de grupos de Lie niatriciales. 

Más adelante se presentará la definición de la exponencial y el logaritmo de una matriz, 

junto con algunas propiedades de estas funciones, seguido de la definición del álgebra de 

Lie de un grupo de Lie matricial, y los ejemplos de las álgebras de Lie asociadas a los 

ejemplos clásicos de grupos de Lie ma.triciales presentados previamente. 

1.1. Álgebras de Lie 

Antes de definir el concepto de grupo de Lie matricial y definir el álgebra de Lie asociada 

a un grupo de Lie matricial, es conveniente presentar la teoría básica de álgebras de 

Lic, junto con algunos conceptos importantes relacionados a estas, los cuales pueden 

consultarse en [1, 2]. 

3 
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1.1.1. Definción de álgebra de Lie 

A continuación se presenta una definición de álgebra de Lie. la cual fue tomada de [1]. 

Definición 1.1.1. Un álgebra de Líe, es un par (g. [ , ]), donde g es un espacio vectorial 

sobre un campo F, junto con una operación binaria. [ , ] g x g —* g, llamada corchete de 

Líe, la cual. para cualesquiera X, Y Z E g y a E F, cumple las siguientes propiedades: 

(i) Linealidad: 

[X+ ay. Z]=[X.Z]+(,Y[Y, Z]. 

) Arttisimetría: 

[X, Y] = — [Y X]. 

(iii) Identidad de Jacobi: 

[X.[Y.Z]] + [Y [Z., x]] + [Z.[X,Y]] = O. 

A partir de la propiedad de linealidad y la propiedad de antisirnetría se sigue que 

[X. Y + aZ] = —[Y + aZ. X] = —[Y X] — a[Z, X] = [X, Y] + a[X, Z], 

por lo que el corchete de Lie es en realidad una operación bilineal. 

En general, se denotará al álgebra de Lic (g, [ , ]) únicamente como g siempre que sea 

claro cual es la operación definida en 

Ejemplo 1.1.2. R es un álgebra de Líe si se doto con el corchete de Líe trivial: 

[x,y]=O Vx,yER. 

En este ejemplo, es claro que el corchete definido en R satisface  las propiedades de 

linealiad, antisimetr'ía y la identidad de Jacobi, por lo que en efecto, (R, [ , ]) es un 

álgebra de Lic. 

Notemos que en el ejemplo anterior, es posible cambiar R por cualquier otro espacio 

vectorial g y se mantiene que el par (g, , ]) es un álgebra de Lic. Es decir, cualquier 

espacio vectorial g es un álgebra con el corchete de Lie trivial. Por otra parte, en estas 

álgebras se satisface que [X, Y] = [Y. X] = 0 para cualesquiera X, Y E g. Las álgebras 
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de Lie con esta propiedad son llamadas álgebras de Lic abelianas. y en general. se  dice 

que dada cualquier álgebra de Líe Ej. dos elementos H1  1 2  E Ej conmutan si y sólo si 

[H1,  H2]  =0. 

Ejemplo 1.1.3. Sea M(R) el espacio vectorial de las matrices de u x n con entradas 

en R y el producto usual de matrices. M, < (R) junto con el corchete [ , ] -> 
M(R) definido por [X, Y] = XY - YX forma un álgebra de Lic. Para probar que, en 

efecto, (M(R), [ , ]) es un álgebra de Lic, es necesario demostrar que [ , ] satisface las 

propiedades de un corchete de Lic. Para ello, basta ver que M(R) con el producto y 

suma usual de matrices, es una álgebra asociativa. Esto porque en el Teorema 1.1.5, que 

aparece a continuación, se demuestra que en toda álgebra asociativa existe una estructura 

de corchete de Lic natural dada por el conmutador de elementos en el álgebra, definido 

por (1.1). y el corchete definido en este eeniplo coincide con el conmutador en el álgebra 

asociativa (A1171(R), .) 

Definición 1.1.4. Sea (1/, *) un álgebra asociativa. Definamos el corchete [ , ] : V x 1/ -* 
\T por 

[X,Y]=X*Y—Y*x (1.1) 

para cualesquiera X. Y E V. El corchete definido de esta manera es llamado el conmutador 

de X y Y. 

Teorema 1.1.5. Toda álgebra asociativa (V *) es un álgebra de Lic con el conmutador 

como corchete de Lic, definido por (1.1). 

Demostración. Sea (y, *) un álgebra asociativa y sean X. Y. Z c V. (r, , B c F. A partir de 

la definición del conmutador, tenemos que 

[X+ ay. Z]=(X+ ay) *Z—Z*(X+ay) 

=X*Z+oY*Z—Z*X—Z*iY) 

=X*Z—Z*X+ci(Y*Z—Z*Y) 

=[X,Z]+a[Y,Z], 

Así, el conmutador es una operación lineal en V. Además, es claro que 

[X. Y] = X * Y - Y * X = —(—X * Y + Y * X) = —(Y * X - X * Y) =  
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por lo que el conmutador es una operación antisimétrica, y utilizando la propiedad de 

asociatividad del producto en V, se tiene lo siguiente: 

[X,[Y,Z]]=[X.Y*Z—Z*Y] 

=X*(Y*Z—Z*Y)—(Y*Z—Z*Y)*X 

=X*(Y*Z)—X*(Z*Y)—(Y*Z)*X+(Z*Y)*X 

=(X*Y)*Z—(X*Z)*Y--(Y*Z)*X+(Z*Y)*X. 

Por lo anterior, es claro que 

[X.[Y.Z]]+[Y,[Z, XII +[Z. IX, Y]]=(X*Y)*Z — (X*Z)*Y — (Y*Z)*X 

+(Z*Y)*X+(Y*Z)*X—(Y*X)*Z 

—(Z*Y)*X—(X*Y)*Z—(Y*X)*Z 

=0. 

Lo cual implica que el conmutador satisface la identidad de Jacobi. Por lo tanto, el 

conmutador es un corchete de Lie en V, y así, (y, [ , es un álgebra de Lie. u 

Este teorema es de gran utilidad ya que permite construir álgebras de Lie a partir de 

álgebras asociativas. 

Definición 1.1.6. Una suba'lgebra de Lie [j, de un álgebra de Lie g, es un subespacio 

vectorial de g cerrado bajo el corchete de Lie, es decir, si X. Y E Ej entonces [X, Y] E Ej. 

De la definición anterior se sigue que si Ej es una subálgebra de Lie de un álgebra de 

Lie g, en particular. Ej es un álgebra de Lie. 

Definición 1.1.7. Una subálgebra b de un álgebra de Lie g es un ideal en g si [X. H] E Ej 

VX E g y VH E :i• 

Notemos que el espacio total y el espacio nulo siempre son ideales de cualquier álgebra 

de Lie g. 

Ejemplo 1.1.8. El espacio vectorial de las matrices triangulares superiores de n x n con 

entradas en R es un ideal del álgebra de Lie de matrices de rt x n con entradas en R con 

el conmutador como corchete de Lie (Ejemplo 1.1.3). 
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Para ver lo anterior, notemos que para cualesquiera dos matrices X, Y E 

triangulares superiores, se satisface que [X, Y] = XY - YX es una matriz triangular 

superior, pues la suma y el producto de matrices triangulares superiores son de nuevo 

matrices triangulares superiores. 

Un álgebra de Lie g  es llamada irreducible si satisface que sus únicos ideales son {0} 

y g. Un álgebra. de Lie se dice ser simple si es irreducible N dim(g) > 2. 

Definición 1.1.9. El centro de un álgebra de Lie g  es el conjunto de todos los X E g 

tales que [X, Y] = O V  E 9, el cual se denota como C(g). 

A partir de la definición del centro de un álgebra de Lie g, es claro que C() 0 para 

cualquier álgebra de Lic g. Esto se debe a. que 

[0., Y] = [0+0,Y] = [O.Y]+[O,Y] = [0.Y] =OVY E 9 

lo que implica que O E C(g), y así C(g) 0. Más aún, el centro de g es un ideal de g. 

Definición 1.1.10. SZ91 y 92 son álgebras de Lic, la suma directa de gi Y.92 es la suma 

directa de los espacios vectoriales 91  y 92 con la operación: 

[(X1. X2). (Y1. Y2)] = ([X1, Y1 ], [X2, Y2]) 

Si g y son subálgebras de Lie de una álgebra de Lic g. se dice que g se descompone 

corno suma directa de las álgebras de Lic g. ygz  si g es suma directa de g, y como 

espacios vectoriales y [X1, X2] = O para cualesquiera X1  E g y X9 E 9z• 

1.1.2. Álgebras de Lie clásicas 

En esta sección se presentan algunos ejemplos importantes de álgebras de Lie, las cuales 

son conocidas como álgebras de Lie clásicas, que serán utilizadas en las secciones poste-

riores de este capítulo. En cada uno de estos ejemplos. U es un espacio vectorial finito 

dimensional sobre un campo F. 

El álgebra general lineal 

El espacio de todos los operadores lineales de U, el erial de ahora en adelante denotaremos 

como 91(V), es un álgebra asociativa respecto a la composición de operadores. Por el 
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Teorema 1.1.4 se tiene que gí(V) es un álgebra de Lie con el corchete de Lie dado por el 

conmutador, es decir. (gí(V), [ 
, J) es un álgebra de Lic llamada el álgebra general lineal. 

A partir de la definición de un subálgebra de Lic, es claro que cualquier subespacio 

S de í(V) que sea cerrado bajo el conmutador es un álgebra de Lic. En los siguientes 

ejemplos de álgebras de Lic clásicas se usará este hecho para comprobar que efectivamente 

cada una es un álgebra de Lic. 

El álgebra especial lineal 

Antes de hablar del álgebra especial lineal de V es necesario recordar la definición de la 

traza de un operador lineal en V. Para ello. sea T E 9((V) y sea B una base de V. Se 

define la traza de T como 

tr(T) = tr([T]B) 

donde [T]B  es la representación matricial de T respecto a la base B. Es bien conocido 

que el valor de la traza de ÍT]B  no depende de la base elegida. [1] 

Sea ((V) el conjunto de todos los operadores de traza cero en í(V). Sean Ti , T2  e 
arbitrarios, por propiedades de la traza se tiene que 

tr([Ti.T2]) = tr(Ti  oT2  - T2  oTi) = tr(Ti  oT2) —tr(T2 oTI) = O 

lo que implica que [T1, T2] E [(V) para cualesquiera T1. T2  E 5((V). es decir, í(V) es 

un subconjunto de g[(V) cerrado bajo el conmutador. Por lo anterior ([(V). [ ]) es un 

álgebra de Lic. llamada el álgebra especial lineal de V. 

El álgebra ortogonal 

Para definir al álgebra ortogonal de un espacio vectorial V sobre R. es necesario recordar 

algunos conceptos de operadores usados en álgebra lineal. Un producto interior, es una 

transformación ( , ) : V x \7  -* R tal que para cualesquiera u, y, w E 17  y a E F se 

satisfacen las siguientes propiedades: 

1. (y, iv) = (iv. y). 

2. (u + v, iv) = (u. w) + (i), ,tv), 

3. (cv, iv) = ce (v iv). 
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Notese que la propiedad 1 establece que el producto interior es simétrico, y por las 

propiedades 2 y  3 se sigue que 

(u, y + aw) = (u, y) + c(u, w), 

por lo que el producto interior es un operador bilineal. 

Sea (y, (,)) un espacio vectorial con producto interior. Dado un operador T E g[(V) se 

define Tt:  V - V, llamado el operador transpuesto de T, como el operador que satisface 

la siguiente relación: 

(T (v), w) = v, T t (w)) (1.2) 

para cualesquiera y, w E V. 

Un operador lineal T E g((V) es llamado simétrico respecto a ( ) si satisface que 

T = Tt, y es llamado antisimétrico respecto a ( , ) si se cumple que T = _Tt. 

Sea so(V) el conjunto de todos los operadores en gl(V) que son antisimétricos con 

respecto a ( , ), es decir, 

o(V) = {T E g((V) 1 T t  = —T}. 

Por definición, lo anterior es equivalente a definir a o(V) como 

so (V) = {T E g[(V) 1 (T(v).w) = —(v.T(w)) Vv,w E V}. 

Sean T1 , T2  E o(V) arbitrarios, es claro que 

([T1, T2] (V)-, w) = ((T1  o T2  - T2  o T1) (V), w) = (T1(T2(v)), w) - (T2 (Ti  (v)), w) 

= —(T2(v). T1  (w)) + (T1(v), T2(w)) = (y, T2((T1(w))) - (y, Ti(T2(w))) 

= (v.(T2 oTi  —T1 oT2)(w)) = (v,—[Ti,T2](w)) 

= -(y, [Ti . T2](w)), 

lo cual implica que [T1. T2] E 50(V) para cualesquiera Ti . T2  E s (1 ). es decir. so(V) es 

cerrado bajo el conmutador. Por lo tanto, (50(V), [ ]) es un álgebra (le Lic, llamada el 

álgebra ortogonal de V. 

El álgebra unitaria 

Para introducir ésta álgebra, es necesario definir lo que es un producto hermitiano en un 
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espacio vectorial sobre C. Un producto hermitiano es una función 

que para cualesquiera u, u, w E V, (1 E C se satisface lo siguiente: 

/ x V - C. tal 

1. (y, w) = (tu, u), 

2. (u + y. w) = (u. w) + (y. w), 

3. «x v, = &(v,w). 

A partir de las propiedades 1 y  2 se tiene que 

(u, aw) = (u. tu). 

Un espacio unitario, es un espacio vectorial V sobre C con un producto hermitiano 

( , ) y una norma dada por y = /(v M. 

Sea. (1/, ( , )) un espacio unitario sobre C. donde ( , ) es un producto hermitiano. y sea 

T E g(V). Se define el operador adjunto de T CO() el único operador lineal T : V - \/ 

tal que 

(T (u), y) = (u, T* (y)) (1.3) 

para todo y E V. 

Un operador se dice ser hermitiano si T* = T: análogamente, T se dice ser antihermi-

tiano si T* = —T. 

Se denota por 5u(V) al conjunto de todos los operadores T E gí(V), que son antiher-

mitianos con respecto a ( , ), esto es: 

u(V) = {T E g[(V) T'=—T}. 

Comprobemos que u(V) es un álgebra de Lic. Dados T1, 7 2  E u(V) cualesquiera, se 

tiene que 

([T1, T2] (V), w) = ((T1  o
- 7 2  o Ti)(t'), w) = (TI (T(v)), tu) - (T(T(y)). tu) 

= (T2 (V), —Ti(w)) - (Ti  (v) —T2  (w)) = (y, T2(Ti(w))) - (y. Ti(T2(u))) 

= (y, —[T2, Ti]  (w)), 
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por lo que [T1 . 7 2 ] es decir, u(V) es cerrado bajo el conmutador, por lo que 

(su(V) r . es un álgebra de Lic con el conmutador como corchete de Lic, llamada álgebra 

unitaria. 

El álgebra simpléctica 

Para definir el álgebra simpléctica es necesario introducir algunos conceptos. Una forma 

bilineal B : V x V —* IF se dice ser no-degenerada si para todo y E V tal que B(v, w) = O 

para todo w e V, se tiene que y = O. Es antisimétrica si B(v, w) = —B(w, y) para 

cualesquiera y, w E V. Un espacio vectorial simpléctico sobre IF, con IF C 6 F = R, es 

un par (y, { , }), donde V es un espacio vectorial sobre IF y {, } : y x V - IF es una forma 

bilineal, antisimétrica y no-degenerada. Un operador T e gl(V) es llamado hamiltoniano 

si satisface lo siguiente: 

{T(v),w} + {v,T(w)} = 0, 

para cualesquiera y. w E V. 

sp(V) denota al conjunto de todos los operadores hamiltonianos en gl(V). Para probar 

que sp(V) es un álgebra de Lic, sean T1. T2  e 5p(V) cualesquiera. Por definición se tiene 

que 

T2]('v). w} + {'e. [T1 , T2](u')} = {(T1  o T2  — T2  o Ti)(v), w} 

+{v,(TioT2 —T2 oTi )(w)} 

= {Ti(T2(v)),w} - {T2  (Ti  (v)),w} 

+ {v, (TI  (T2(w))} - {v, T2(T(w))} 

=0, 

por lo que [T1. 7 2 ] E sp(V), y así, sp(V) es cerrado bajo el conmutador. Por lo tanto. 

(sp(V), [ , j) es un álgebra de Lic, llamada álgebra simpléctica. 

Notemos que las álgebras de Lic clásicas mencionadas en ésta parte de la sección se 

pueden representar como álgebras de Lie matriciales, tomando la representación matricial 

de cada operador en el álgebra respecto a una base fija de V. 

1.1.3. Homomorfismos de álgebras de Lie 

En esta parte se presenta la definición de homomorfismo entre álgebras de Lic, así como 

sus propiedades. 
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Definición 1.1.11. Sean (g, [ , ]) y ([j, [ , ]) álgebras de Lic. Una función lineal ç 

es llamada un homomorfismo de álgebras de Lic si ç([X, Y]9 ) = [q(X), «Y)] 

para cualesquiera X, Y E 9 . 

En adición a la definición anterior, llamaremos isomorfismo de álgebras de Lic a un 

homomorfismo de álgebras de Lic que es inyectivo y suprayectivo. 

Por otra parte, un homomorfismo de álgebras de Lic ç : (g, [ , ]) -* (g, [ , ]) es 

llamado un endomorfismo de g. Si : g -+ g es un isomorfismo, entonces es llamado un 

automorfismo de g. 

Definición 1.1.12. Sea g un álgebra de Lic real o compleja de dimensión finita, y sean 

X1, X2, - - - -, Xn elementos básicos de 9 como espacio vectorial. Entonces las únicas cons- 

tantes ckl  tales que [Xi, Xk] = CX1 son llamadas las constantes de estructura de 

9. 

A partir de la definición se puede ver que las constantes de estructura satisfacen las 

siguientes relaciones 

Cjki + ckl = O 

y 

E(CiklCilm + CkilCjlm + cijtcklm) O. 
1=1 

Lo anterior se verifica, a partir de la propiedad antisimétrica de la operción, de la siguiente 

manera 

O = [Xi, Xk] + [XI.-, X1 ] 

= CiklXj + Ec.flX 

1=1 1=1. 
Ii 

(c1,1 + ckjj)X/, 
1=1 

lo que implica Cjkl + Ckjl = O debido a la independencia lineal de la base {X1, X2. .... X11 }. 

La segunda igualdad se da a partir de la identidad de Jacobi como se sigue 
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O = [Xi, [Xi, Xk]] + [Xi, [Xk, X4] + [Xk. [Xi. X]} 

= [xicJk1Xl ± vi, ckiiXi] + [Xk-EcijiXI 

= (fjki[X, Xj] + c[X. X1] + cj1[Xk, X1]) 

n / n n n 

=
Cjki > CjjmXm  + Ckil E CjimXm + Ciji 57,  Ck1mX7r, 

1=1 ni=1 m=1 m=1 
n Ti 

=: (CjklCiim  + CkitCjlm + C-ijlCklrn)Xm, 
,n=1 1=1 

de lo cual se obtiene que i(Cjk1Cilm + Ckjjcjlm + CjjiCkim) = O. 

La relevancia de las constantes de estructura de un álgebra de Lie, es que mediante su 

análisis es posible determinar si existe un isomorfismo entre dos álgebras de Lie, como se 

establece en el siguiente teorema. 

Teorema 1.1.13. Sean (g, y ([j, [ , ]) dos álgebras de Lie de dimensión n sobre un 

campo F. Entonces g y í son isomorfos si y sólo si existe una base {X} 1  para g y una 

base {}'}L para b tales que 

t'jki - Cjki 

para 1 <ijk < n. 

Demostración. Si existe un isomorfismo de álgebras de Lie : —+ i y se tiene una base 

{ X}L1  de g, entonces tomando 

= 

para 1< i < n, se tiene que {Y¡}", es una base de lj, que satisface lo siguiente 

É=  [, Y] = [ (X.)] = (cx» Xk]9) = klXi, 

1=1 

para cada 1 < i, j, k < n. Por lo tanto Ck, = ckl para 1 ~ i, j, k ~ n. 

Ahora bien, si c1ki = 
ch 

ki para 1 ~ i, j, k n, donde k! Y Ck1 son las constantes de 

estructura obtenidas con las bases {X} 1  y {Y} de g y brespectivamente. Definiendo 

como 0 (Xi) = Y para 1 < i < n, se tiene que q5 es un isomorfismo de 

álgebras de Lie, esto es porque dados Z1, Z2  e 9 existen {a} , {fi} Ç F tales que 

a - - n 1 r 



ki (X1) j/3k 

j13k {Y, Yk] CkiY> 
j=1 k=1 

(z1, Z2] g) 
j=1 k=1 

n n 

j=1 k=1 
n n 

k[XiXk]g) = 

)= 

n n 

1: j a/3q [Xi, Xk]9 
j=1 k=1 

n n n 

1=1 j=1 k=1 
fl n 

í3kYk = 

j=1 k=1 

k=1 

1=1 

n 

iI3k 5 ( 
g 

Cjki 
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zi = C,  2 X 
y Z2 = 8X. Solo resta probar que q es un homomorfismo de 

álgebras de Lic. Por cálculo directo, se tiene que 

para cualesquiera Z1, Z2  E g. Por lo tanto, g y Ej son isomorfos. • 

1.2. Grupos de Lie matriciales 

En la siguiente sección se presentará la definición general de un grupo de Lie matricial, 

ejemplos de grupos de Lie matriciales, junto con algunos conceptos y resultados impor-

tantes. 

1.2.1. Definición de un grupo de Lie matricial 

Antes de introducir el concepto de grupo de Lie matricial, vamos a recordar la definición 

de un espacio métrico, la cual está dada de la siguiente manera. 

Definición 1.2.1. Un espacio métrico es un conjunto Al junto con una función d 

M x M —* R llamada métrica, la cual, para cualesquiera x, y. z E M, satisface las 

siguientes propiedades: 

(i) d(x, y) > O. 

(u) d(x,y)=Osiy sólo six=y. 

d(x,y) = d(y) x). 

(i v)  d(x, y) = d(x, z) + d(z, y). 



xl 

2 

cj  ) (1 

2\ 

/ 
2 2\ 

/ 

(1:  xikYki) 

1 

= (ÉÉIxikl2)2 
(k=1 

YkiI2)2

i=1 k=1 j=1 

/ 
IIXYII = 

\i=1 j=1 

1 

I(XY)l2) =(ÉÉ 
i=1 j=1 

TI 

(É xlk ) 

2 
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De ahora en adelante, se utilizará la flotación M(C) para referirse al espacio de 

todas las matrices de n x u con entradas en C. Procederemos a definir una métrica en 

M(C), para lo cual utilizaremos la norma de Hilbert-Schmidt para matrices definida 

como se sigue. 

Definición 1.2.2. Para cada X E M77 (C) se define la norma de Hilbert-Schmidt de X 

como se sigue 
/ 
>> 
11 3=1 

Notemos que la norma de Hilbert-Schmidt de una matriz X se puede calcular como 

IIXII = (tr(X2)). 

Proposición 1.2.3. La norma de Hilbcrt-Schrnidt satisface las siguientes desigualdades: 

(i) IIX+Yll : IIXII+l YIL 

(u) IIXYII 5 IXHYI 

para cualesquiera X, Y E M(C). 

Demostración. 
(i) Sean X, Y E M(C). por la desigualdad del triángulo de la norma en C. se tiene 

que 

JX + Y (É (X + y)l2 
 = ( 

 2  
lxii + Y12  ) 

/ .n 11 2

(í=1 

n

(lXjl2 +lYjl2) ; l(X)iil2
i

+ 
i1 j1 / 1 31 j1 

= 11X II + IlYli. 

(u) Para cualesquiera X. Y E M(C) se tiene que 

)* 

1 1 

i=1 j=1 / \ ¿=1 j=l 
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por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 

A partir de la proposición anterior, es claro que podemos definir una métrica en 

M(C) mediante la norma de Hilbert-Schmidt de la siguiente manera, 

d(X,Y)= IIX 
- 

para cualesquiera X, Y e 

Ahora, recordemos la definición de una topología en un conjunto Al, la cual está dada 

de la siguiente manera. 

Definición 1.2.4. Sea M un conjunto arbitrario. Una topología sobre M es una familia 

r de subconjuntos de Al con las siguientes propiedades 

(i) 0 E r, Al E r. 

(u) Si {Xa}aEA  C r, entonces UEAX E r. 

Si {X} L1  c r, entonces flt 1 X e -. 

(M, r) se llama un espacio topológico. y cada elemento de r es llamado abierto en M. 

Se dice que un conjunto es cerrado en Al si su complemento es un abierto en Al. 

Podemos definir la topología métrica en M(C) mediante la métrica inducida por 

la norma de Hilbert-Schmidt (ver [18]). De ahora en adelante, al hablar de conjuntos 

abiertos o cerrados, continuidad de funciones, y cualquier otra propiedad topológica en 

M(C), lo haremos en base a esta topología. 

Definición 1.2.5. El grupo general lineal sobre IR, denotado GL(n, R), es el grupo de 

matrices invertibles de u x n con entradas en R. El grupo general lineal sobre C, denotado 

por GL(n. C), es el grupo de matrices invertibles de u x u con entradas en C. 

Notemos que tanto GL(n, IR) como GL(n, C) son grupos con respecto al producto usual 

de matrices, teniendo como elemento neutro a la matriz identidad. 

Definición 1.2.6. Sea {Xm}mEN una sucesión de matrices en M(C). Se dice que 

{X,}, {X,},EN converge a una matriz X si cada entrada de Xm  converge a la entrada co- 

rrespondiente de X. Es decir, X, -* X Si -+ (X)ij cuando m -+ oc para toda 

1 < j, < Ti. 



,1 

1 
m 

1 
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Ejemplo 1.2.7. Sea {Xir.}ir, EN  una sucesión de matrices en M22(C) donde X está 

dada de la siguiente forma 

En este caso corno (Xm)ii  = (Xm )22 = 1 Vm E N, (Xm)12 = - - O cuando in - oc y 

(X7 ) 21  = -+ O cuando rn -> oc, se tiene que 

 

(i o\ rn
_ 

1 / \ O lj 

 

  

= = 1 cuando in - ce. 

  

Se define un subgrupo de GL(n, R) como cualquier subconjunto G de GL(n, R) tal que 

la matriz identidad está en G. y para X, Y E G cualesquiera, se tiene que XY E G y 

X-' E G. 

A continuación se presenta la definición de un grupo de Lie matricial, la cual fue 

tomada de [2]. 

Definición 1.2.8. Un grupo de Lie matricial es un subgrupo C de GL(n, C) con la pro-

piedad de que si {X?fl }?flE  es una sucesión cualquiera en C y X7  -+ X entonces X E G 

o X no es invertible. 

Nota. Se sigue de la definición anterior que un subgrupo G de GL(n. C) es un grupo de 

Lic si y sólo si G es un subgrupo cerrado de GL(n, C). Esta equivalencia será utilizada 

más adelante como criterio para verificar que ciertos ejemplos de grupos son en realidad 

grupos de Lic matriciales. 

La Definición 1.2.4 sólo tiene sentido para grupos de matrices. La noción general de 

grupos de Lie se reduce a la Definición 1.2.4 justo para el caso matricial. La definición 

general de grupo de Lic puede ser consultada. en [3, 4]. 

1.2.2. Los grupos de Lie clásicos 

A continuación se presentan algunos ejemplos importantes de grupos de Lie, los cuales 

son conocidos como grupos de Lic clásicos. 

El grupo general lineal y el grupo especial lineal 

La definición del grupo general lineal se sigue de la Definición 1.2.5. Es claro que GL(n. C) 

es un subgiupo (le SÍ misnio, ya que para cualesquiera X. Y E GL(n, C) entonces X1 
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XY son matrices invertibles, es decir, XY X' E GL(n, C). Además, dada una sucesión 

{ Xm}m j GL(n, C) tal que Xm -* X, es claro que X es una matriz invertible por lo 

que X E GL(n, C), o bien, X no es invertible, por lo que GL(n. C) es un grupo de Lie 

matricial. 

El grupo GL(n, R) se puede pensar como un subgrupo de GL(n, C). Si {Xm}mEN  Ç 

GL(n, R) es una sucesión que satisface que Xm  -+ X, como (Xm) jj  E IR para toda. 

1< Í. j fl y (Xm ) jj  -+ X, entonces Xjj  E R. Así X E GL(n, IR) o X no es invertible. 

Por lo tanto GL(n, IR) es un grupo de Lie matricial. 

Se define al grupo especial lineal de V sobre IF, donde 1? = C o IF = IR, como 

SL(n, F) = {X E GL(n, F) 1 det(X) = 1}. 

Corno GL(n, C) y GL(n, IR) son grupos de Lie matriciales, para ver que SL(n, C) y 

SL(n, IR) también son grupos de Lie matriciales únicamente es necesario probar que si 

X, Y E SL(n, IF), entonces det(X') 1 y det(XY) = 1, pues ya se tiene que XY X' E 

GL(n, F). Ahora bien, como det(AB) = det(A)det(B) para cualesquiera Al B E M(C) 

se tiene que det(XY) = det(X)det(Y) = 1 y como det(I) = 1 también se tiene que 

det(I) = det(XX 1) = det(X)det(X') = det(X-1). Por todo lo anterior, XY,X 1  E 

SL(n, F), y así. SL(n, F) es un subgrupo de GL(n, C). 

Sea {Xm}mEN  C SL(n, IR) tal que X. 4 X, entonces X no es invertible o bien 

det(X) = 1, esto es porque det(Xm) = 1 para toda m E N y det : M(F) --> 1? es 

una función continua. Por lo tanto, SL(n, C) y SL(n, IR) son grupos de Lie matriciales. 

El grupo unitario y el grupo especial unitario 

Una matriz X E M7,1(C), se dice ser unitaria si los vectores columna de X son ortonor- 

males con respecto al producto hermitiano en C, es decir 

>XkjXkj = f5ii, 

donde 6, de la delta de Kronecker, la cual esta dada por 

(1 si i = j. 

1  0 en otro caso. 
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Lo anterior equivale a. decir que X es una matriz unitaria si 

J:(X%kXkj = su, 

donde X*  es la matriz adjunta de X definida corno = donde es la transpuesta 

de X y (X) = Xjj  para toda. i,j = 12, n. 

Por lo tanto, X es una matriz unitaria si y sólo si XX = I. Lo anterior implica que 

toda matriz unitaria X es una matriz invertible con X = X'. 

Se define al grupo unitario U(n) como el conjunto de todas las matrices unitarias 

X e GL(n, C): 

U(n) = {x E GL(n,C) 1 X * = X-1 } - 

A partir de la definición de X se tiene que (XY)* = para cualesquiera X, Y E 

M(C), ya que 
(XY)* = = 

yTT 
= 

Por lo tanto, para cualesquiera X, Y E U(n), se tiene que XY, X' E U(n), esto es 

porque (X_l)* = (X*)* = X, por lo que (X)* = (X_1)', además se tiene que 

(XY)* XY = Y*x*xY =1, 

lo cual implica que (XY)* = (XY)'. Por lo anterior, U(n) es un su6grupo de GL(n, C). 

Sea {Xm}mEN Ç U(n) tal que Xm -+ X. Si X es invertiblc, entonces es posible definir 

S: M(C) - M(C) como S(X) = XT. Luego, es claro que S es una función con-

tinua pues es la composición de funciones continuas. Por lo anterior, {S(Xm )}mEN  = 

{xM  } converge a S(X) = XT, lo que implica que TX = XX = 1, pues 
mEN 

y_TX = X1 ,Xrn  1 para toda m E N. Por lo tanto, X E U(n) o X no es inver- 771 
tible. 

Se define al grupo especial unitario SU(n) como el conjunto de todas las matrices 

unitarias X E U(n) con determinante 1, es decir, 

SU(n) = {X E U(n) 1 det(X) = 1}. 
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De la demostración de que U(n) es un grupo de Lie matricial y la demostración de que 

si det(X) = 1, det(Y) = 1 y que {Zm }inEN  se satisface que Zm —> Z con det(Z,) = L SC 

tiene que det(X') = 1, det(XY) = 1 y det(Z) = 1, que se realizó para demostrar que 

SL(n R) es un grupo de Lie matricial, se sigue que SU(n) también es un grupo de Lie 

matricial. 

El grupo ortogonal y el grupo especial ortogonal 

Para definir al grupo ortogonal primero recordemos la definición de una matriz ortogonal. 

Se dice que X E M(R) es una matriz ortogonal si los vectores columna de X son 

ortonormales, lo que implica que X es una, matriz unitaria, sobre R. Por lo tanto, si X es 

una matriz ortogonal es claro que X = X • Por lo anterior. X es una matriz ortogonal 

si es una matriz invertil)le que satisface que X' = 

Se define al grupo ortogonal como el conjunto de todas las matrices ortogonales, es 

decir. 

0(n) = {X E GL(n.R) xt = 

Dados X. Y E 0(n) es claro que X, Y E U(n), por lo que XY. X 1  E U(n). y como 

(X) jj  (Y) jj  E R para 1 <i.j <n entonces (XY) , (X') E R para 1 < i,j < u. por 

lo tanto XYX' E 0(n). y así 0(n) es un subgrupo de GL(C). Además, dada una 

sucesión {X 1} 1eN  C 0(n) tal que Xm —> X. se tiene que {X 1,} U(n) por lo que 

X E U(7/), y  COIIiO (Xm ) jj  — y (Xrn ) jj  E R para 1 < i,J < u, entonces X j3  E R 

para 1< i,j < n. Por lo tanto, X E 0(n). lo cual implica, que 0(n) es un grupo de Lic 

matricial. 

Se define al grupo especial ortogonal corno el conjunto de todas las matrices X E 0(n) 

con det(X) = 1. es decir. 

SO(n) = {X E 0(n) 1 det(X) = 1}. 

La derirostración de que SO (n) es un grupo de Lic iiiatricial se sigue de la demostración 

de que 0(n) es un grupo de Lic matricial y de la demostración de que si det(X) = 1. 

det(Y) = 1 y que {ZTH}?flEN se satisface que Zm  —+ Z con det(Z,,) = 1, se tiene que 

det(X') = 1, det(XY) = 1 y det(Z) = 1, que se realizó para demostrar que SL(nR) es 

un grupo de Lic matricial. Por lo tanto, 50(n) es un grupo de Lic rnatricial. 
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El grupo simpléctico 

Sea { . }F2  la forma bilineal antisimétrica no-degenerada en R2  definida por 

{xy}2;? = (:r jijn+j  - Xn+iiji). 

i=1 

Consideremos la matriz 1 E i1J22 (R) como 

/ o 
—I 0 / 

donde 0, 1 E 1t1(R). Se puede probar que 

{x. y}27 = (x, Jy) (1.4) 

para cualesquiera x, y E R2 . 

Sea. Z E M22 (R) una matriz que preserva la forma bilineal { esto es, 

{Zx, Zy}2n = {x. 3T}p2 n  

para cualesquiera x. y E De la relación (1.4) se sigue que 

(Zx, JZy) = (x. Jy), 

por lo que 

(x.Z t.JZy) = (x,Jy). 

Como lo anterior se satisface para cualesquiera x. y E R  2n  y el producto interior es no-

degenerado, se tiene que 

Z 11Z = J. (1.5) 

Por tanto, Z es invertible, lo que implica que Z E GL(2n. R). Recíprocamente, se puede 

probar que toda. matriz Z E GL(2n, R) que satisface (1.5) preserva la forma simpléctica 

{ 

El conjunto de matrices Z E M9712  (R) que preservan la forma simpléctica { 
forman un subgrupo de CL(2n. R), llamado grupo simpléctico, se define por 

Sp(n.. R) = {z E GL(2rt.11) = —izt.i}. 

1= 
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Probaremos que Sp(n, R) es un grupo de Lie matricial, para ello sean X, Y E Sp(n., R) 

arbitrarios, se tiene que X' = _JXtJ y = _Jj/tJ, por lo que 

(x-1) 1  = - (JXtJ) = _J_ l  (x J
- I. = -j (X_1) t  j 

(XY)' = Y 1X 1  = JYtJ (_jxtj) = _jytxtj = —J(XY)t ], 

lo que implica que XY,X' E Sp(n. R), y así Sp(n, R) es un subgrupo de GL(2n,C). 

Sea {Xm }mEN Ç Sp(n. R) una sucesión tal que Xm  —* X. Es claro que X es invertible y 

(Xm ) 1  = —J (Xm)t  J para toda m E N, entonces X = _JXtJ. Por lo tanto, Sp(n. R) 

es un grupo de Lie matricial. 

Es posible definir una forma simpléctica en C2n  de forma similar a corno se definió 

{, }R2n en R2 , mediante la transformación { , }C2. dada por 

{Z) W}2. = (z, Jw) 

para cualesquiera z, w E C2 , donde 

(z, w) = j 
ziIÇ. 

El conjunto de todas las matrices Z E M22(C) que preservan la forma { , }c2. 

es  llamado el grupo simpléctico complejo. Mediante un análisis similar al realizado con 

las matrices en M22(R) y { , }R2n se concluye que las matrices Z E M22 (C) que 

preservan la forma { , }cn satisfacen que JZtJ = por lo que 

Sp(n, C) = {Z E GL(2n. C) = 

De la misma manera que se demostró que Sp(n. R) es un grupo de Lie matricial se 

demuestra que Sp(n, C) también es un grupo de Lie matricial. 

1.2.3. Propiedades topológicas de los grupos de Lie matriciales 

En esta parte se presentan algunas propiedades topológicas importantes para grupos de 

Lie matriciales. 



(XX ,) Xíj (yt) = XX = (X) 2>  (X)2. 
31 
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Definición 1.2.9. Un grupo de Lie matricial G se dice ser compacto si es compacto en 

ci sentido topológico usual como sv.hconunto de M(C). 

Como M7,1(C) es isomorfo a C 2  (ver Definición 1.2.14), por el teorema de Heine-Borel 

se tiene que un grupo de Lie matricial G es compacto si y sólo si es un cou.juiito cerrado 

en M(C) tal que si {Xm }mEN es una sucesión de matrices en G. entonces {X,,}, 

converge a una matriz X E C, y además existe una constante K > O tal que (X) < K 

para toda 1 <i. J <u. 

Ejemplo 1.2.10. El grupo ortogonal 0(n) es un grupo de Lie matricial compacto. 

Para ver que 0(n) es un grupo de Lie matricial compacto, consideremos la suce-

sión {Xm }m  Ç 0(n) tal que Xrn  - X cuando m - oo. Es claro que la sucesión 

{ (Xm) t }rn 0(n), y  además (X,,) t  - X t  cuando m —* oc. Por lo tanto, 

\TX t  = 1 í X,,(Xm)t = línri (X7 )' = lím 1 = 1. 
m—cc 

análogamente, XtX = 1, por lo que = X y así X E 0(n). Esto implica que 0(n) 

es un subconjunto cerrado de A'I(C). 

Por otra parte. como X E 0(u) entonces XX' = I. De esto se sigue que (XXt) 

(I),, = 1, lo cual implica que 

1  = 

 

Por lo tanto, IYij  1 < 1 para cualesquiera 1 < ij u. y a 0(n) es un grupo de Lie 

matricial compacto. 

Del ejemplo anterior, y tomando en cuenta que el determinante de matrices es una 

función continua (ver Ejemplo 1.2.15). se sigue que SO(n) también es un grupo de Lie 

matricial compacto. 

Definición 1.2.11. Un grupo de Lie matricial G se dice ser conexo por trayectorias, 

si para cualcsquira X1. X2  E G existe una función continua 7(t) : [a, b] —+ C tal que 

y(a) = X1  y 7(h) = X2 . 

En general diremos que un grupo de Lie matricial es conexo si es conexo por trayecto-

rias. 
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En la práctica, para probar que un grupo de Lie matricial G es conexo es suficiente 

demostrar que para cualquier matriz X e C existe una trayectoria que conecta a X con 

la matriz identidad 1 e G. Esto es porque si para cualquier matriz X e G existe una 

trayectoria que conecta a X con la matriz identidad 1 e G, entonces para cualesquiera 

X1, X2  e G, sin perdida de generalidad, existen 'y1(t) : [0, 1] - G y 'y2(t) : [0, 11 - G tales 

que -y, (0) = X1, 'y(1) = 1, ̂ 12 (0) = X2  y 'y(l) = 1, entonces la curva -/3 (t) : [0,1] —* G 

definida por 'y3(t) = -y2(t)+(I—X2)(i—t)+(X2 —I)t satisface que 73(0) = 1 y 73(1) = X2. 

Así, existe 'y: [0, 1] --> G tal que 'y(0) = X1  y 'y(l) = X2, y por tanto, G es conexo. 

Ejemplo 1.2.12. El grupo general lineal GL(n, C) es un grupo de Lic matricial conexo. 

Toda matriz X e GL(n, C) es similar a su forma de Jordan, la cual es una matriz 

triangular superior B, tal que A = CBC' con 

/ Al b1 

O A2  ...0 

O ... )\ n j 

con O para todo i = 1, . . . , u, pues det(A) = det(B) = fl ) 0. Luego, existe 

'y: [0,2] -->GL(n,C) dada por 

/Al (1—t)b12  

O ..0 
C-' si O < t < 1, 

O '\nj 

1 f1 (t) O ... O 

O .f2(") ... O 

O O ... 

C 1  si 1 < t <2. 

'y(t) = 

donde 
í 2±1 + .1ei(t_1)1r si A

j E ii, 2 2 

(,
), + (t — 1)(1 — )) en otro caso. 

para todo i= 1...,n. SiAj  e1, el hecho de que fi(t)-0 implica que t= 2 +1> 2 

para ) > O ó t E C si A j  < 0. Por otro lado, si ), e C entonces t E C. Por lo tanto, y 

tomando en cuenta que 'y(o) = X y 'y(l) = 1, entonces GL(n. C) es conexo. 
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1.2.4. Homomorfismos de grupos de Lie 

En esta parte se presenta la definición y ejemplos de homomorfismos de grupos de Lie. 

Primero recordemos la definición de un homomorfismo de grupos. 

Definición 1.2.13. Sean (G1,.) y (G2, *) dos grupos. Se dice que So : C1  - C2  es un 

homomorfismo de grupos si cp(x 
. 
y) = (x) * (y) para cualesquiera x, y e G1 . 

A partir de la definición anterior podemos definir qué es un homomorfismo de grupos 

de Lie como se muestra a continuación 

Definición 1.2.14. Sean G1  y G2  grupos de Lie matriciales. Una función 4) : G1  -> G2  

es llamada un homomorfismo de grupos de Lie si satisface que 4) es un homomorfismo de 

grupos y (D es una función continua. 

En adición a la definición anterior, si 4) es un homomorfismo de grupos de Lie inyectivo 

y suprayectivo, tal que es también una función continua, entonces 4) es llamado un 

isomorfismo de grupos de Lie. 

Ejemplo 1.2.15. El determinante es un homomorfismo de GL(n, C) en C. 

Para ver que el determinante es un homomorfismo de GL(n, C) en C, tomemos a cada 

elemento en C como una matriz de 1 x 1. Es necesario probar que det: GL(n, C) —+ C 

es un homomorfismo de grupos, para ello, sean X, Y E GL(n, C), por propiedades del 

determinante se tiene que 
det(XY) = det(X)det(Y) 

lo que implica que el determinante es un homomorfism.o de grupos. 

Ahora bien, para ver que el determinante de matrices es una función continua, usare-

mos la fórmula de Leibniz para calcular el determinante de una matriz, la cual nos dice 

que 

  

n 

sgn(a) JJ 
i= 1 

det(X) = 

 

 

E S 

con S,, el grupo de permutaciones de {1, n}. 

Por lo anterior, dado E > O, tomemos 

m = máx 
1i.3n 



< 
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de esta forma, si 11  
- 

Y 1 < 6, entonces 1 Yjj  1 < m + 6 para todo 1 < i,j < n. Así, para 

cualquier valor de  <1 se tiene que IXI,lYi i < rn+1 para todo 1< i,j < n, de lo cual 

se sigue que 

  

n n 

sgn(o) H X ()  - sgn(o) fi 
crESa i1 crESa i=1 

idet(X) - det(Y)i 

 

  

  

  

I: sgn()  (ñ - fi }1(i)) 
i=1 i=1 

   

    

     

     

- 

= x1(1)x2(2)  . . . x ()  - (1)Y2(2) 
... Ynn 

cTE S 

(x11  - . . . Xn + 
(7 ES, 

Y1c7(1)(X20 (2) - . . . Xnn + 

Y1(7(1) Y2(7(2)  . . . ( - 

< 
 

Y~(M + 1)' Y~  6 = n(m + 1) '6 < n!n(m +  
t7ES i=1 

( 
Por lo tanto, para 6 = mín 

2n!ir, + 1)»» i} 
se tiene que idet(X) - det(Y)i 

si IIX 
- YII <6. Así, el determinante de matrices es una función continua. 

Proposición 1.2.16. Sean Cl , C2  y C3  grupos de Lic rnatricialcs, 1 : C, —* C2  y 
G2  —* G3  homomorfismos de grupos de Lic. Entonces A: G1  —+ G3  dado por A = Wo 

es un homomofismo de grupos de Lic. 

Demostración. Sean x, Y E G1, se tiene que 

A(XY) = (W o (I)(XY) = = 

= W((X))W((Y)) = ('Ji o o 

= A(x)A(Y), 

por lo que A es un homomorfismo de grupos. Además, como Ji y \1I son funciones continuas, 

se tiene A es continua, pues es composición de funciones continuas. Por lo tanto A es un 

homomorfismo de grupos de Lie. u 
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1.3. Exponencial y logaritmo de una matriz 

En esta sección se presenta la definición general de la exponencial de una matriz, la 

definición del logaritmo de una matriz para cuando este exista, y algunas propiedades 

que surgen de estos conceptos. 

1.3.1. Exponencial de una matriz 

Definición 1.3.1. Sea X E se define  la eaponencial de X, denotada por eX 

como 

ex = 

OC 
- /1 

 

k=O 

Otra manera de denotar la exponencial de una matriz X E M(F) es exp(X). 

Proposición 1.3.2. converge para toda X E M(C), y ex es una función 

continua en X. 

Demostración. Sea X E I0 (C). A partir de la Definición 1.2.2 y la Proposición 1.2.3 

se sigue que 

< X k 

para toda k > 1, por lo que 

OC 

  

X I' 

   

IM+ 

 

      

l~ 
k=O 

    

= e1 <oc. 

    

       

oc lo que implica, que k—Q converge absolutamente. Además, es una función continua 
OC de X. por lo que por la. prueba M de Weierstras, se tiene que -- converge para 

toda X E M(C). 

Para ver que ex  es una función continua en X. notemos que Xk  es una función continua 

en X para toda k E N. por lo que las sumas parciales son funciones continuas en 

X para toda ni E R. Además, por la prueba M de Weierstrass, se tiene que eX  converge 

uniformemente en cualquier conjunto {X E M0(C) < R}. por lo que eX  es una 

función continua en X para toda X E 1 

Las propiedades básicas de la matriz exponencial se presentan en la siguiente proposi-

ción. 



Así, 

e' 
= >; 

(X 

k=O 

(x)k(y)k 

)=0 z-0 k-O 

k=0 

E k 

k=O 
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Proposición 1.3.3. La función exp : M7(C) —* M,(C) posee las siguientes propie-

dades: 

(i) e0  =  J. 

(u) (ex)* ex*.  

(iii) Si XY = YX entonces eX+Y = eXe' = eYeX .  

(iv) Para toda matriz X e M,xlL(C), ex es una matriz invertible, y (ex)' = 

(y) e()X = eaXe .  

(vi) Si C E GL(n, C) entonces e' = CeXC_l ,  para toda matriz X E Jf(C). 

Demostración. 

(i) Considerando X° = 1 VX E M(C), se obtiene 

e0 =>=I+1=I. 

(u) Para toda matriz X e M(C) se sigue 

°° Xk

co 

--T 

= k! =  

Oc 
 -A ) 

M 
k =0 

(e )* =  

(iii) Si XY = YX se tiene que 

(X + y)k 

=

(k
¡

) Xkyk—i = >-~(k) ykXk-j. 

= eXeY,  

análogamente eX = eXe'l' .  
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(iv) Corno X(—X) = (—X)X = —X 2, del inciso anterior se sigue que 

1 = e° = eX_X = eXe_X' = e_XeX 

por lo que ex  es invertils)le y (ex) 1 
= e X. 

(y) Corno cX(flX) = í3X(cX) = ü.flX2, por el inciso (iii) se tiene que e(')X = 

= e \'eBX.  

(vi) Sea C E GL(n. C), entonces 

eCX
OG 

=

(CXC_1)k 
= cx:_l  = ( ) (71 = CeXC_l 

para. toda C E GL(n, C) y toda X e 

Proposición 1.3.4. Si X E M(C), entonces etX es una curva suave en M(C) tal 

que 

dt 
etX = XetX, 

en particular 

=x. 
(=0 

Demostración. Sea X E M7171(C). corno 

(e). = 
((tX) )k 

es posible calcular la derivada de etx  mediante la derivada término a término en su serie 

de potencias, por lo que 

etV = t A 1: t =Xe 
(L — i)T 

Además, evaluando en t = O es claro que 

d 
C(X 

di (=0 
=x, 

  

para. toda X E M7(C). 

d etx 
dt 



OC 

1 loa  (y) — (1.7) 
n=1 n= 1 

00 1\fl 
n+1 

(
y ) 

n 
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1.3.2. Logaritmo de una matriz 

A continuación veremos como está definida la función logaritmo para matrices. Es im-

portante señalar que la función logaritmo no está bien definida para todas las matrices 

de ii x u con entradas en C. por lo que procederemos a estudiar el conjunto de matrices 

para el cual si está bien definido. 

Lema 1.3.5. La función 
00 

 

( i\ 
) k \k+1 

k 

 

 

log(z) = (— (1.6) 

 

está bien definida y es holomorfa en el círculo de radio 1 con centro en z = 1. Además, 

para toda z tal que 1  — 11 < 1 se tiene que 

= Z. 

y para toda z con Iz1 <log(2) se cumple que J ez — 11 < 1 y 

log(e0) = z. 

Demostración. La función logaritmo para números reales satisface que 

d 
—log(1 — x)

dx 
= 

para los x E R tales que Ixi < 1. Integrando término a término y tornando en cuenta que 
log(l) = O obtenemos la siguiente relación 

log(1 - x) = — 

 

n=1 

Así, tomando y = 1 - x obtenemos que 

 

1
00 

x  
1—x

n=O 

La serie (1.7) tiene radio de convergencia igual a 1 y define una función holomorfa en 

{y E R y — 1J < 1}, la cual coincide con el logaritmo usual para y E (0, 2). Ahora 

bien, elog(Y) = y para y E (0, 2) y  como ambos lados en la igualdad anterior son funciones 

holomorfas, esta relación se preserva para el conjunto { y E IR 1 ¡ y — 11 < l}. 



u = 1 

00 n 

< =e —1<1. e v 
- 1 
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Por otra parte, notemos que si Iwi < log(2), entonces 

Por lo tanto, log(ew)  está bien definido para todo w con Iwi <log(2). Como log(e") = w 

para los valores de w tales que IwI < log(2), del hecho de ser una función holomorfa se 

sigue que para todos los complejos z tales que I z1 <log(2) se satisface log(ez) = z. • 

Definición 1.3.6. Sca X e M(C), se define el logaritmo de X como 

log(X) = (1)k+1 (X j)k 

k 

siempre que esta serie converja. 

Teorema 1.3.7. La función 

00 

log(X) = k+1  (X - T\k 

k 

está bien definida, y es continua en el conjunto de matrices de n x n tales que 1 X—IM <1. 

Además, para toda X e M71(C) tal que IlX - I 

Iog(X) =  X. 

< 1 se satisface que 

y para toda X e con HXM < log(2) se cumple que Jlex  - I < 1 y 

log (eX) = X. 

Demostración. Supongamos que X E M(C) satisface que lix - III < 1. Si X es 

una matriz diagonalizable, denotemos a sus eigenvalores como ),,. . . , ). Así, podemos 

expresar a la matriz X como CDC' para alguna matriz C invertible, y con D la matriz 

diagonal que tiene a los eigenvalores de X en la diagonal, por lo que 

k=1 

(X - j)k = 

o 
o (A2 1)k 

o 
o C-1. 

0 0 ... 
( \ _i)k 



xjj. <e' 

X 
log(I + X) - X = (1)k+1

= 
()h+1 

xk--2 oc 

k=2 

x 

2) xj 
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Como IIX - Ij < 1, cada eigenvalor /\ i  de X satisface que j ) - lj < 1. Así tenemos que 

/ log( 1 ) O 

(X j)k 
=

O log() 

o 

O (11 

O O .. log(X72) / 

y del Lema 1.3.5 se sigue que 

e1°' = C 

/ l0g(X) 

O 

o 
Iog2) 

o 

O  
c-1 =x. 

O O .
log7) 

/ 

Si X no es diagonalizable, podemos dar 

{ X7, }iiEN  que converja a X y usar el hecho 

funciones continuas. Así, 0g(x) 
= X para 

Ijx — I' <1.  

una sucesión de matrices diagonalizables 

de que el logaritmo y la exponencial son 

toda matriz X E M(C) siempre que 

Proposición 1.3.8. Existe una constante e tal que para todas las matrices X 

con 1 X < 1,  se satisface que 

log(I + X) - X 

Demos traczón. Sea X c M(C) tal que I IXII < . Notemos que 

Como  XII < , tenemos que 

log(I+X)—X 
CC 2 

2 

por lo que la constante e que satisface la proposición es e = 
k 

A partir de la proposición anterior, podemos decir que log(I + X) = X + O( 
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1.3.3. Otras propiedades de la exponencial de una matriz 

Teorema 1.3.9 (Fórmula del Producto de Lie). Para cualesquiera X. Y e Iti(C) 

se tiene que 
eX' = lírn (ee)m .ni 

Demostración. Sean X, Y e M(C). De la definición de la exponencial de una matriz, 

se sigue 

lfl-400 

por lo que ee 

00 00 (y)k
X Y / 1 \ 

ee = = 1+ - + - + O 
~771 
-) (1.8) 

k! k! m m j 
k O k O == 

-* 1 cuando m -+ 00. Notemos que ee satisface que IIee - 111 <1 

para m suficientemente grande, de lo cual, por la Proposición 1.3.8, se sigue que 

 2 I+—+—+O 
lfl Tít (;;)) log (eler) = loa (
X Y 

X Y (x Y 
=I+—+—+o —+—+ 

\ 

 ) - 

X Y (1 
=—+ 

m m 
—+Ot— 

Así, se tiene 

lo cual implica 

ee = exp ( 
X 
— + 

Y 
- +0  ( 

\mm 
(1 \ 

(ee = exp (X + Y + 0 — nl
m ( 1  ) ) 

Por lo tanto, como la exponencial es una función continua, 

lím (ee)m = ex 

para cualesquiera X, Y E M(C). 

Teorema 1.3.10. Toda matriz invertible de n x n puede expresarse como eX'  para alguna 

matriz X e M(C). 

Teorema 1.3.11. Para cualquier matriz X e M(C) se tiene que det (ex) = et(X).  

Demostración. Si X es diagonalizable con eigenvalores ), ..., ), entonces existe Y E 

M(C) tal que X = YAY 1, donde (A) 3  ) si i = j y (A)jj  = 0 en otro caso. Por lo 

m -*00 

m m m m m2  

2) 

. 
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anterior, se tiene que 

tr(X) = tr(YAY') = tr(AY'Y) = tr(A) = + ... + , 

y del inciso (vi) de la Proposición 1.3.3, ex = YeAY_l se sigue que 

det(eX) = det(YeAY_l) = det(e') = e' eÁ = e 1+ . = et .  

Si X no es diagonalizable. podemos dar una sucesión de matrices diagonalizables 

{ X11 }I1 N tal que X - X cuando ri - oc, y usar que la exponencial es una función 

continua. 

Definición 1.3.12. Una función diferenciable ij R —+ GL(n, C) es llamada un subqrupo 

uniparamétrico de CL(ri : C) si satisface las siguientes propiedades: 

(i) 77 (0) = 1. 

(u) ij(i + s) = i/(t)i/(s) para cualesquiera 1, s E R. 

Teorema 1.3.13. Si ij es un subgrupo uniparamétrico de GL(n, C), entonces existe una 

única matriz X E M(C) tal que 77(t) = e. 

Demostración. Tomemos X = i)(0). Probaremos que i7(t) es solución del sistema y(t, 1) = 

I), 7(0,1) = I. Para ello, consideremos t = f(s) = ± s con fijo, entonces 

f(0) = r. ij(s)() = ij(s)i(I) \ r(t) = (j(s)). por lo que 

= (f(s)) = (r + s) = 
dt 

para toda s E R. en particular para s = 0. lo cual deja el sistema = i(0)ij(t) y  

y por el Teorema. de Existencia y Unicidad tenemos que i(t) = et(0) = e'- 

1.4. El álgebra de Lie de un grupo de Lie matricial 

En esta sección se presentará el álgebra de Lic g asociada a un grupo de Lie matricíal 

C. Para esto, primero se definirá a g como un conjunto de matrices que satisfacen cierta 

propiedad dada en terminos de G. y depués se procederá a probar que 9 tiene estructura 

(le álgebra (le Lic bajo el conmutador (le matrices. 
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1.4.1. Definición del álgebra de Lie de un grupo de Lie matricial 

Definición 1.4.1. Sea C un grupo de Lie rnatricial. El álgebra de Líe C, denotada por 

g, es ci conjunto de matrices definido por 

g = {X E M(C) 1 e txE  G Vt E R} 

Teorema 1.4.2. Sea g el álgebra de Líe de un grupo de Líe mat ricial C. Para cualesquiera 

X, Y E g. /1 E (7 y (1 E R se tienen las siguientes propiedades: 

(i) AXA' E g. 

(ji) OX E 9. 

(iii) X + Y E g. 

(iv) XY - YX E g. 

Demostración. 

(i) Sea g el álgebra de Lie de un grupo de Lie matricial G. Si X. Y E g,  entonces 

para cualquier matriz A E G. por el inciso (vi) de la Proposición 1.3.3 se tiene que 

et( 4 X 1 ) = eA(tX)' = Ae`XA-1  E G para toda t E R, por lo que .4XA-' E g. 

(u) Para toda a E R se tiene que et() = e(' E C para cualquier t E R. pues X E g 

y ta E R. 

(iii) A partir ele la fórmula del producto de Lie se tiene que 

= etX+ = 
lím (eeE)m. 

Corno X. Y E g. se tiene que (ee)m  E (7 para toda m E R. y corno (7 es un 
1 tx 

grupo cerrado. entonces 1írn7 eae) E C. Así, et E C para toda t E R. 

lo cual implica que X ± Y E g. 

(iv) De la Proposición 1.3.4 se sigue que

dt 

rn-+oc 

(e Ye x) = 

[(dt 
e' Ye_tX+ etx 

=0 J ) 1 \\ dt  t =0 
= XY - YX. 

   

Como X E 9,  del inciso (iv) de la Proposición 1.3.3, se sigue que e, e_tX  E G para 

toda 1 E R. Así. por (i) se tiene que e1XYe_tX  E 9 para. cualquier t E R. Además, 
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por (u) y (iii) se tiene que g es un subespacio real de M11(C), de lo cual se sigue 

que g es un subconjunto cerrado de M(C). por lo que 

XY - YX = (etXYe ) 
1=0 

= lím 
e(O+h)XYe_(0+l)X - eOXYe_OX 

h-~0 h 

= lírn 
eXYe_/lX 

- Y 
! -0 h 

Esto es XY - YX E g,
- 

y 
pues

h
E g para toda h E u 

Del teorema anterior se sigue que el álgebra de Lie g de un grupo de Lie matricial G es 

un álgebra (le Lie bajo el conmutador de matrices, pues el teorema implica que [X, Y] E g 

para cualesquiera X. Y E g. Finalmente, como g es un álgebra asociativa respecto al 

producto usual de matrices, por el Teorema 1.1.5 se tiene que (g, [ ]) es un álgebra de 

Lie. 

Proposición 1.4.3. Si G es un grupo de Líe conmutativo, entonces su álgebra de Lic g 

es abeliana. 

Dcmo.stración. Sean X, Y E g, entonces etx.  e E C para cualesquiera (,s E R. Si { . 

denota al conmutador, se tiene que (g. [ ]) es un álgebra de Lie que satisface 

[X, Y] = XY - YX = X 
(ds

e 

= -- (eL'' --e e_tX 
dt \ ds 

8=0) 

s0) 

- 
d ( d etXeSYe_LX 
dt 1s.ds 

- 
d (d 8  

dt k\ ds
s=0 

- 
d ( d 

etxe-txesl-
dt ds 

esy  
\ ds s=0) x 

t=0 

s=0) / = 0 

=0. 

para cualesquiera X. Y E g. Por lo tanto. g es un álgebra de Lie abelia.na. u 

1.4.2. Álgebras de Lie de grupos de Lie clásicos 

En esta parte se presentan la álgebras de Lie de los grupos de Lic clásicos vistos es la 

subsección 1.2.2. 

El álgebra de Lie del grupo general lineal 

El álgebra de Lie de GL(nC), denotada por í(n,C). es todo M(C), ya que dado 



tr(Z) = 
d
—e 
dt 

= etr(t 
dt 

= clet (e
t=O dt 

tz 
 =1 

(=0 dt 
=0. 

(=0 
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X E Vi,17 (C) se satisface que tX E M7171(C), además por el inciso (iv) de la Proposición 

1.3.3. se tiene que e E GL('n., C) para todo ¿ E R. para toda matriz X E M(C). Así. 

M(C) C 91(n. C). y como por definición del álgebra de Lie de un grupo de Lie matricial 

se tiene que g((n, C) C M(C), se sigue que g((n, C) = 

El álgebra de Lie del grupo especial lineal 

El álgebra de Lie de SL(n. C), denotada por í(n. C). consiste de todas las matrices 

complejas de n x n de traza cero, esto es 

((n.. C) = {X E ((n. C) tr(X) = 0}. 

Para comprobar lo anterior, sea Z una matriz arbitraria de traza cero, entonces tr(tZ) = 

O para toda t E R y por el Teorema 1.3.11 se tiene que det(etz ) = et(tZ) = e°  = 1 para 

cualquier ¿ E R. Por lo tanto {X E g[(n. C) 1 tr(X) = O} C s[(n, C). Por otro lado, dada 

Z E 51(n. C) arbitraria, se tiene que etZ E SL(n, C) para todo t E R. por lo que 

Así, Z E {X E 9 í(n,C) 1 tr(X) = 0} para toda matriz Z E zí(n,C). Por lo tanto. 

(n. C) = {X E gí(n.C) 1 tr(X) = O}. 

Siguiendo el mismo razonamiento, se prueba que el álgebra de Lic de SL(n. R) es 

sí(n.R) = {X E í(n.R) 1 tr(X) = O}. 

El álgebra de Lie del grupo unitario 

El álgebra de Lie de U(n) se denota por u(n) y está formada por el conjunto de todas las 

matrices complejas X de u x n tales X* = —X. donde X = X. Esto es porque dada 

una matriz Z E {X E gí(n., C) 1 X = —X} arbitraria, por los incisos (u) y (iv) de la 

Proposición 1.3.3, se satisface que 

(etz)* 
= e = (e_tz) = (etZ) Vt E R E U(n) V  E R. 

Así, {X E 91(n,, C) = — X} C 

Por otra parte. si  Z E u(n) entonces etZ  E U(n) para todo t E R. por lo que (etz)* = 

(e) '  para cualquier t E R. y por los incisos (u) y (iv) de la Proposición 1.3.3 eso 
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implica que 

etZ* = e_tZ Vt 
dt 

d e_tz 
dt t=0 

z*=_z.  

  

Por lo tanto, u(n) = {X E g((n.C) 1 X'' = X-1}. 

El álgebra de Lie del grupo especial unitario 

El álgebra de Lie de SU(rt), denotada por su(n), es el conjunto de todas las matrices 

complejas X en u(n) de traza cero. Primero, tomemos Z E u(n), entonces etZ E SU(n) 

para todo t E R, es decir, etZ E U(n) y det (etz) = 1 para todo t E R. Recordemos que 
etz E U(n) si Z = —Z. Como det (etz) = 1 entonces tr(Z) = O, det (etz) = et(Z). De 

ésta manera se obtiene que su(n) {X E u(n) 1 tr(X) = O}. 

Por otro lado, si Z E {X E u(n) 1 tr(X) = O} es claro que etZ E U(n) para todo t E R, 

pues en Z E u(n), y det (etz)= et) = e0  = 1 para todo t E R. Por lo que Z E u(n), de 

lo cual se sigue {X E u(n) 1 tr(x) = O} Ç u(n), y así, su(n) = {X E u(n) 1 tr(x) = O}. 

El álgebra de Lie del grupo ortogonal 

El álgebra de Lie de 0(n), denotada como 90(n), es el conjunto de matrices reales anti- 

simétricas de n x n, es decir, es el conjunto de matrices reales de n x n que satisfacen que 

X I  = —X. Esto es porque si Z E {g((n,JR) 1 X —X}, en particular Z E g((n,IR) por 

lo que X = = , por los incisos (u) y (iv) de la Proposición 1.3.3 se tiene que 

(etz)t  =  (etz 1 ) = e_tZ = (etZ) Vt E IR => etZ E 0(n) Vt E R. 

Por lo anterior, se tiene que {X e g((n,R) 1 = —X} C so (n). 

Por otra parte, si Z E o(n) entonces etz E 0(n) para todo t E IR, por lo que (etz)t = 

_etZ para todo t E R. y por el inciso (u) de la Proposición 1.3.3 eso implica que 

etZt = _etZ Vt E IR => etZt 
dt 

= ( —ea) 
t=O dt t=0 

=:> zt= —z. 

  

Por lo tanto, so(n) = {X E g((n,R) 1 Xt = —X}. 

El álgebra de Lie del grupo especial ortogonal 

El álgebra de Lie de SO(n) es la misma que el álgebra de Lie de 0(n). Lo anterior se sigue 

de que si Z está en el álgebra de Lie de SO(n) entonces etZ E SO(n) para todo t E R. 

es decir, etZ E 0(n) y det (ez) = 1 para cualquier t E R. Recordemos que etZ E 0(n) 
si (etz)t _etZ. La condición det (ez) = 1 implica que tr(Z) = O, pero esta. condición 
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es redundante, pues en el caso real Z = —z implica que tr(Z) = O. Recíprocamente, si 

Z es una matriz antisimétrica, entonces tr(Z) = O, lo cual implica que e1z E SO(n) para 

todo t E R. 

El álgebra de Lie del grupo simpléctico 

El álgebra de Lic de Sp(n, R), denotada como 5p(n, R), es el conjunto de todas las matrices 

X E g((n, IR) tales que X = JX tJ•  Esto es porque dada una matriz cualquiera Z E 

{X E g((n, IR) 1 X = JX tJ},  por los incisos (u) y (iv) de la Proposición 1.3.5 y  corno 

J 1  = —J, se tiene que para todo t E 1,11 se satisface lo siguiente 

_J(etz)tJ = _ietz t J = _Jet'ZJ' J = _ietJZJJ  

= —J 
(
1: 

(_1)1_ 1J(tZ)kJ 

) = e'>. 
()k) 

= e_tZ = (etZ)_1 .  

k=0 

por lo que etZ  E Sp(n. IR) para todo t E R. Así, {X E gí(n. R) X = JX t J} 5p(n,R). 

Por otra parte, sea Z E 5p(n, IR) arbitraria, entonces etZ E Sp(IL, IR) para todo t E IR, 

lo cual. por los incisos (u) y (iv) de la Proposición 1.3.3, implica que 

(e) = —J (et[)tJ = _Je1 Z I J.  

y como 

 

(t Zo)k) 00 _J(tZt)k .J 
=

(t (_JZIJ))k 
= et(JZ 11) .  

k! k! 
_JetZtJ = 

 

 

 

k=() 

entonces 

e = et(_jz t j) = 

ds =0 
= et (_ JZtJ ) 

dt 
—z= —,Jztj => z=,Jzt,J. 

(=0 

  

Por lo tanto, sp(n,R) = {X E g((n.IR) 1 X = JX t J}. 

1.4.3. Homornorfismos y álgebras de Lie de grupos de Lic 

Teorema 1.4.4. Sean G y H grupos de Lie matriciales, con g y Ej sus respectivas álge-

bias dc Lic. Dado un homomorfismo de grupos de Lic cJ : C —+ JI existe una única 
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transformación lineal : 9 —+ í tal que 

(J) (ex) = 

para toda X E g. Además 0 satisface que 

(i 0 (AXA 1) = (A)(X)(A)-' para toda X EE g, A e C. 

(ji) ([X, Y]) = [(X), ó(Y)] para cualesquiera X, Y E 9 . 

(iii) (X) = J (ea ) I t=o  para toda X E g. 

Demostración. Como es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces es una función 

continua, entonces (eX)  es una función continua con respecto al tiempo, ya que es una 

composición de funciones continuas. Además, (etX')  satisface que si t = O entonces 

= = 1 y  como es un homomorfismo de grupos de Lie también tenemos que 

(e()x) = I (exe) = II (e x) (esx). Así. (e) es un subgrupo uniparamétrico 

de H para cualquier matriz X E g. Entonces, por el Teorema 1.3.13, se tiene que existe 

una única matriz Y tal que 

1 (etx) = e1  

para todo t E R. Definamos ó : g ---> í dada por Q(X) = Y para toda matriz X E g. 

Notemos que tomando t = 1 se tiene que 

(ex) = e' = 

para toda matriz X E g. Así, por la unicidad en el Teorema 1.3.13, se tiene que ó(X) = Y 

es la única transformación lineal i tal que 

(ex) = e 

para toda X E g. 

Para ver que ó es una transformación lineal, notemos que para todo 1 E R se tiene que 

e t') = 1 (et') = et, 
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por lo que «tX) = t(X) para todo t E R. Además, haciendo uso de la Fórmula del 

Producto de Lie tenemos que 

et\'+ = et' = (e) = <T> (líni (etet)m) 

= 1111.1(4) (e'! 
m

líiii (et"°e
moo

) (J)  (e'-")) = ?nm 
ce 

= et@'».  

De lo cual, derivando respecto a t y evaluando en t = O se sigue que 

ç(X + Y) = O(X) + ç(Y) 

para cualesquiera X, Y E g. Así, 0 es una transformación lineal. 

(i) Sea A E G y X e g. Se tiene que 

etA 4 = etA= (1) (eA(tA_ 1 ) = (J) (Aet'A_l) 

= 4)(A)(I)(etX)4)(A_ 1 ) = (I)(A)et(I)(A_l).  

Así, derivando y evaluando en t = O tenemos que 

(AxA') = 

para cualesquiera X E g y A E G. 

(ji) Sean X, Y E g arbitrarias. Por cálculo directo, tenemos 

([X. Y]) = ø ( (etXYe_tX) = (e XYe X) 
1,=O
) 

 = ( (etX) «Y) (e_tx)) = (et(Y)e_t) 

= [c(X),çb(Y)]. 

(iii) Corno (elx) = e'), se tiene que ç5(X) =  dt 
CI (etX') para. toda. X E g. 

Del inciso (u) de la proposición anterior, se sigue que la transformación 0 es un ho-

momorfismo del álgebra de Lie g en el álgebra de Lie Ej. 

Proposición 1.4.5. Sean G, H y  grupos de Lie matriciales yCI) : H —+ K y  : G —+ H 

hoinornosfirrnos de grupos de Lic. Sea A : G —+ K dada por A = 1 o I1  y sean 0, ij' y ). 

t=o 
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las transformaciones lineales asociadas a W y A respectivamente, dadas por el teorema 

anterior. Se tiene que 

Demostración. Para cualquier matriz X E g, con g el álgebra de Lie de G, se tiene que 

A (etX) = (d> o 'Ii) (etX') = I) (w (etx)) = (J) (e') = et( = 

por lo que, .\(X) =  (o o V»(X) para toda X e g. • 



Capítulo 2 

Teor ía de representaciones y 

acciones de grupos 

En este capítulo nos dedicaremos a estudiar la teoría necesaria para definir el operador 

de promedio de una acción de un grupo de Lie G en conjunto X. Para ello, primero se 

introducirán los conceptos de representaciones de álgebras y grupos de Lie, el concepto 

(le acción de un grupo en un conjunto y se estudiarán algunas propiedades que estos 

poseen. Posteriormente, definiremos la medida de Haar sobre un grupo de Lie compacto 

C, y haciendo uso de esta, definiremos el operador de promedio de una acción de G en 

conjunto X. 

2.1. Teoría de representaciones 

En la teoría de álgebras y grupos de Lie existen una herramientas que nos permiten 

relacionar a cada álgebra de Lie g  con el álgebra de Lie g[(V) de cualquier espacio vectorial 

V, y a cada grupo de Lie G con el grupo GL(V). Estas herramientas son llamadas 

representaciones de álgebras y grupos de Lie. 

2.1.1. Representaciones de álgebras 

Antes de definir el concepto de representación de un álgebra de Lie, recordemos que dado 

un espacio vectorial V el conjunto de operadores lineales de V tiene estructura de álgebra 

de Lie con el conmutador como corchete de Lie, y se denota por 

43 
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Definición 2.1.1. Sea 9  un álgebra de Líe compleja y sea V un espacio vectorial finito 

dimensional. Una representación complca de g en V es un h.omomorfi,sm,o de álgebras de 

Lic ir : g —* g((V). Si g  es una álgebra de Lic real, una representación real de g  en V 

es un homomorfismo de álgebras de Líe ir g — gJ(V), donde V es un espacio vectorial 

dimensionalmente finito sobre R. 

Ejemplo 2.1.2. Sea g 'un álgebra de Lic y V un espacio vectorial sobre F, con F = C o 

= R. Entonces ir: g — g((V), dada por ir(X) = O VX E g, es una representación de g 

en V. 

Probemos que 'ir es un homomorfismo de álgebras de Lic. Sean X, Y E 9 y y E V, 

entonces se tiene que 

(ir ([X. Y]g)) ('e:) = O = [O, 0]g1(5/)  = [(ir(X)) ('e), (ir(Y)) (V)]V), 

por lo que ir, es un homomorfismo. Así, ir es una representación de g en  V. 

Ejemplo 2.1.3. Si g es un álgebra de Lic y X E g, se define el operador odunto de X 

g — g por 

adx  (Y) = [X, Y]. 

La correspondencia ad : g —+ 91(9) dada por ad(X) = adx, es una representación de g  en 

g llamada la representación adjunta. 

Para probar que ad es una representación de 9 en 9,  sea  9 un álgebra de Líe y X, Y. Z E 

. 
Por la identidad de Jacobi se obtiene lo siguiente: 

ady] (Z) = [[X. Y], Z] = — [Z, [X. Y]] = [X, [Y Z]] + [Y, [Z, X]] 

= [X. [Y. Z]] + [Y, —[X, Z]] = [X. ady (Z)] — [Y, adx  (Z)] 

= (adx  o ady — ady o adx)(Z) = [adx, ady](Z) 

para todo Z E 9. Así, ad[x,y] = [adx, ady], por lo que ad : 9 —* es un homomorfismo 

de álgebras de Lic. Por lo tanto. ad  : 9 —+ gí(g) es 'una representación de g  en  9. 

Definición 2.1.4. Sea 9  un álgebra de Líe compleja, V un espacio vectorial y ir : 9 —+ 

g[(V) una representación de 9  en V. Se dice que ir es fiel si es un homomorfismo inyectivo. 

Definición 2.1.5. Sea 9  un álgebra de Líe 'rnatricial, ir una representación de 9 en el 

espacio vectorial V y a una representación de 9  en el espacio vectorial W. La función 

lineal ó : V —+ W es llamada una función entrelazante de representaciones si 

Ó (((x)))) = (a(X)) ((v)) 
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para todo X E g y para todo y E V. Si además 0 es invertible, entonces 0 es un isomor-

fismo de representaciones. 

2.1.2. Representaciones de grupos 

Sea V un espacio vectorial real ó complejo finito dimensional. Recordemos que el grupo 

de las transformaciones lineales invertibles de V en sí mismo se denota como GL(V). Por 

resultados de álgebra lineal, sabemos que fijada una base 5 del espacio vectorial V, toda 

transformación lineal T E GL(V) tiene una única matriz asociada [T]5. De esta forma 

podemos pensar a GL(V) como GL(n,lF), donde n = dim(V) y IF = IR ó IF = C. 

Definición 2.1.6. Sea C un grupo de Lic matricial complejo. Una representación com-

pleja dimensionalmente finita de C en V es un homomorfismo de grupos de Lic H : G — 

GL(V), donde V es un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre C. Una represen-

tación real dimensionalmente finita de G en V es un homomorfismo de grupos de Líe 

II : C —* GL(V). con V un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre R. 

Si H es un homomorfismo inyectivo, entonces se dice que II es una representación fiel. 

Ejemplo 2.1.7. Sea G un grupo de Lic matricial, y A e C, se define el operador adjunto 

de A AdA  : g — g por Ad A  (X) = AXA'. La correspondencia Ad: G —+ GL(g) tal que 

Ad(A) = AdA  es una representación de C en g llamada la representación adjunta. 

Para probar que Ad es una representación de C en g,  es necesario probar que Ad es 

un liomomorjismo de grapos de Líe; de G y GL(g), para lo cual, scan A. B E C y X E 

arbitrarios, entonces se tiene que 

AdAB(X) = (AB)X(AB) 1  = (AB)X(13-1A-1) = A(BXB')A' 

= A(Ad B(X))A' = AdA  (Ad (X)) = (AdA  o AdB)(X) 

para toda X E g. Por lo tanto, AdAB  = AdA o AdB, para cualesquiera A, B E G. Así, Ad 

es un homomorfismo de grupos. 

Definición 2.1.8. Sea [1 una representación real o compleja dimensionalmente finita 

de un grupo de Lic G en un espacio vectorial V. Un subespacio W de V es llamado 

invariante si (fl(A))(w) E W Vw E W, VA E C. Un subespacio invariante W es llamada 

no trivial si ¡4/  7É {O} y ¡'V V. Una representación que no tiene supespacios invariantes 

no triviales es llamada irreducible. 
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Definición 2.1.9. Sea C un grupo de Lie matricial, fi una representación de C en el 

espacio vectorial V y E una representación de C en el espacio vectorial W. La función 

lineal 1 V —* W es llamada una función entrelazante de representaciones si 

(1) ((1I1(A))(v)) = (E(A))('1(v)) 

para todo A E C y para todo y E V. Si además es invertibie, entonces es un 

isomorfismo de representaciones. 

Toda representación de un grupo de Lie G en V induce una representación de su 
¿u1gehra de Lie g en V. El siguiente resultado muestra como se define dicha representación 

sus propiedades. 

Proposición 2.1.10. Sea g es álgebra de Lie de un grupo de Lie matricial C, y sean fi 

una representación real o compleja dimensionalmente finita de G en un espacio vectorial 

V. Entonces existe una única representación ir de g  en V tal que 

11 (ex) = e""  

para toda X E g. La representación ir puede calcularse de la siguiente manera: 

(ex) 
dt 

y satisface que 

ir(AXA') = ll(A)ir(X)rl(A)' 

para toda X E g y para toda A E G. 

Demostración. Por definición de una representación de grupos, tenemos que fi es un 

homomorfismo de grupos de Lie de G en GL(V). Así, la demostración se sigue del Teorema 

1.4.4 el cual garantiza que existe un único homomorfismo de álgebras de Lie ir : g —+ 

es decir, una única representación real o compleja finita dimensional ir de C en V que 

satisface la proposición. . 

Definición 2.1.11. Sea V un espacio vectorial finito dimensional con un producto inte-

rior, y C un grupo de Lie matricial. Una representación de C en V fi : G —+ GL(V) es 

llamada unitaria si 11(A) es un operador unitario en V para toda A E G. 

=0 
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2.2. Acciones de grupos 

En esta sección estudiaremos la teoría necesaria de acciones de grupos para definir el 

operador de promedio y los generadores infinitesimales de una acción. Lo anterior es de 

nuestro interés porque un grupo de Lie tiene estructura de grupo, por lo que podemos 

considerar las acciones de grupos de Lie, en particular de SO(3) sobre ciertos conjuntos 

y determinar el operador de SO(3)-promedio. 

2.2.1. Definiciones básicas 

A continuación se presenta la definición de la acción de un grupo sobre un conjunto, la 

cual puede encontrarse en algunos textos como acción izquierda de un grupo sobre un 

conjunto. 

Definición 2.2.1. Sea C un grupo y X un conjunto. Una acción de G en X es una 

función 4) : G x X -> X que satisface las siguientes condiciones: 

1. 4.(e,x)=xV:rX. 

2. 4)(g,4)(h,x)) = 4)(gh,x) Vg,h cC, Vx EX. 

Sea 4) una acción de un grupo C en un conjunto X, y sea g un elemento fijo de G, 

entonces la acción de g en x suele denotarse como 4)(9, x) = g . x = 4)g(x) para todo x en 

X. Notemos que para cada g € G, la función 4 : X -+ X es una biyección del conjunto 

X en sí mismo, es decir, 4) e S(X), donde S(X) = {f: X -> X 1 f es una biyección}. 

S(X) es llamado el grupo de permutaciones del conjunto X. Efectivamente, S(X) tiene 

estructura de grupo respecto a la composición de funciones y tomando como elemento 

neutro a la función identidad. De esta forma, se puede pensar una acción 4) : G x X -> X 

como un homomorfismo de grupos 

(2.1) 
9 -* 

Ejemplo 2.2.2. La función L : M(C) x C - en dada por L(A. x) = LA  (X) = Ax, 

donde x es un vector columna en C, es una acción de M(C) en C. 

Para ver que L es una acción de grupo notemos que 

L j(x) = Ix = x 
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para todo x E C. Además, dadas dos matrices A, B E M71 ,1(C) se tiene que 

LA(LB(x)) = LA(BX) = A(Bx) = (AB)x = LAB(x). 

Por lo tanto, L es una acción de M(C) en C. 

Notemos que a partir de la Definición 2.1.1 y  la Definición 2.2.1 se sigue que una 

representación de una álgebra de Lie g en un espacio vectorial V se puede expresar como 

una acción de g en V, viendo a g como un grupo abeliano con respecto a la suma de 

vectores. 

De igual manera, a partir de la Definición 2.1.6 y la Definición 2.2.1 se sigue que una 

representación de un grupo de Lie matricial G en un espacio vectorial V se puede ex-

presar como una acción de C en V. En caso de que V tenga alguna estructura adicional 

(topológica, métrica, diferenciable, etc.) se distinguen ciertas clases de acciones que pre-

servan la estructura del conjunto V. Por ser de importancia para el trabajo, presentamos 

la definición de acciones continuas. 

Definición 2.2.3. Si C es un grupo topológico y X es un espacio topológico, una acción 

de G en X, G x X -+ X es continua si es continua. 

Definición 2.2.4. Si T es una acción de G en X, la órbita de x es el conjunto definido 

por 

Orb(x) = { 9 (x) 1 g E C}. 

De la definición anterior se sigue que y E Orb(x) si y sólo si Orb(y) = Orb(x), es- 

to es porque y E Orb(x) si y sólo si existe g E C tal que oP (x) = y, por lo que 

92(Y) = <D92 ( 9 (x)) = <D9291(x) E Orb(x) para todo 192 (y) E Orb(y), lo cual implica que 

Orb(y) Ç Orb(x). Además, como 191 (x) = y entonces x =<I>-1(y) = <D -i(y) E Orb(y), 
91 91  

y por lo anterior esto implica que Orb(x) Ç Orb(y). Así, si y E Orb(x) entonces 

Orb(y) = Orb(x). Por otra parte, si Orb(y) = Orb(x) es claro que y = 'e(Y) E Orb(x). 

Por lo tanto, y E Orb(x) si y sólo si Orb(y) = Orb(x). 

A partir de la observación anterior, es claro que dados dos elementos x, y E X y una 

acción <D de G en X, se tiene que Orb(x) = Orb(y) o Orb(x) fl Orb(y) = 0. Esto implica 

que podemos establecer una relación de equivalencia en X, tal que x y si pertenecen 

a una misma orbita, es decir, si Orb(y) = Orb(x). Esta relación de equivalencia induce 

una partición X/G = X/ '', cuyos elementos son las orbitas de la acción. 
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Definición 2.2.5. Sea C un grupo, X un espacio topológico y 7, : X - X/C tal que 

= Orb(x). El espacio X/C dotado con la topología cociente es llamado el espacio de 

orbitas de X o espacio cociente. 

Definición 2.2.6. Una acción se dice ser transitiva si para cada x1. x2  E X existe un 

9 E C tal que q(XI) = X2. 

La definición anterior es equivalente a decir que una acción es transitiva si Orb(x) = X 

para cualquier x E X. 

Definición 2.2.7. Una acción : G x X —* X se dice ser fiel o efectiva si = idx  

implica que 9 = e. 

Notemos que una acción es fiel si y sólo si el homomorfismo (2.1) es invectivo. 

Definición 2.2.8. Para cada x E X, el grupo de isotropía de G en x se define como 

C={gEC 1 d>9(x)=x}. 

De la definición anterior, es claro que Gx  es un subgrupo de G para todo x E X. 

Proposición 2.2.9. Si es una acción continua, entonces C es cerrado. 

Demostración. Sea C x X - X una acción continua. A partir de , se puede definir 

C x X X x X tal que (g. x) = (x, (1)g (x». Si ) es continua entonces ) es continua, 
por lo que {(X, X)} es cerrado. además 

-1  (x, X) = (_q, x) (g, x) = (XX)} 

= {(g,x) (x, (J (x)) = (X. X) 

={g 9(x)=X}xX 

= x X. 

lo que implica que C 1, x X es un cerrado en C x X. Por lo tanto, C, es cerrado. 

Definición 2.2.10. Una acción se se dice ser libre si la acción no tiene puntos fijos. es  

decir, si I q (x) = x implica que g = e. 

La definición anterior es equivalente a decir que una acción es libre si y sólo si G, = e 

para toda :r; E X. 
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A continuación se presenta la definición de acciones suaves, dada para el caso de 

acciones de grupos de Lie matriciales sobre Esta noción se puede formular de más 

general, pero esto implica introducir la noción de variedades diferenciables, lo cual no es 

de interés en este trabajo. El lector interesado puede consultar [3] y  [9]. 

Definición 2.2.11. Sea G un grupo de Lie matricial. Una acción <D de C en Rnse dice 

ser suave si para cada X E C se tiene que <I)x : W -+ R' es un difeomorfismo. 

Una equivalencia de la definición anterior es pedir que exista una acción continua 

G x lR n --> Rn tal que <Dx : ll n --> lR n  es una función suave para todo X E C. 

Recordemos que una función se dice ser suave en R si es infinitamente diferenciable (ver 

Apéndice A). 

A partir de la definición del Pull-back de una acción para funciones suaves en 

vista en el Apéndice A, es posible definir cuando una función f es C-invariante como se 

muestra a continuación. 

Definición 2.2.12. Sea G un grupo de Lie matricial y 1 : C x W -+ Rn una acción 

suave. Una función f E C°°(W2 ) se dice ser C-invariante si (f) (x) = f( 9(x)) = f(x) 

para cualesquiera x E ll.' y g E C. 

Lo anterior equivale a decir que función suave f en Rn es G-invariante si y sólo si f 

es constante a lo largo de las órbitas de la acción ya que (f) (x) = f( 9(x)), por lo 

que f en Rn es C-invariante si y sólo f( 9(x)) = f(x). De manera similar es posible 

definir un campo vectorial C-invariante mediante el Pull-back de una acción para campos 

vectoriales definido en el Apéndice A, como se ve en la siguiente definición. 

Definición 2.2.13. Sea C un grupo de Lie matricial y : C x W -* Jl n  una ac- 

ción suave. Un campo vectorial X E (W) se dice ser C-invariante si (;X) (x) = 

D 9() IÇ1(X( 9(x))) = X(x) para todo x E R y todo g E G. 

2.2.2. Operador de promedio de una acción 

En el contexto general de acciones suaves de grupos de Lie en variedades diferenciables, 

y en el caso de que C sea un grupo de Lie compacto, es posible construir objetos G-

invariantes (por ejemplo funciones o campos) mediante el operador de G-promedio. Este 
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operador se define haciendo uso de la medida de Haar en C, la cual es una n-forma 

bi-invariante en G tal que 

¡ 
JG 

Por lo que el operador de promedio para un tensor R se define como 

(ffic  = fa9Rdc. 

Se puede probar que el G-promedio de un tensor R es un tensor C-invariante. más aún 

el operador de C-promedio es un operador de proyección [13]. 

En algunos casos particulares es posible obtener el C-promedio de un tensor particular 

mediante cálculos explícitos. Esto se logra haciendo uso de una parametrización de G que 

cubra a G casi en todas partes, es decir, que cubra a todo C menos un subconjunto de C 

de medida cero, en los casos donde sea posible encontrar tal parametrización. 

Vamos a ilustrar este hecho en los siguientes ejemplos. 

1. Consideremos el grupo S'. Notemos que podemos identificar aS' con el subconjunto 

51 ={zEC1IzI=1}SU(1)deC. 

Definamos ço : R/27r —+ S' como = d1O se tiene que 

(8+82 ) = 
¿(01±62) = e1eiO2 = 

por lo que W es un homomorfismo de grupos. 

Sea : x R2  R2  dada por 

( —sc'ri(0) \ 1 .1:1 
= 

\\ sen(8) cos (0) / \\ 2 ) 

Para cada f R2  - R definamos el S1-promedio de f como 

(f)i = 
1

- / f(9(x))d8 
o 

2. Sea. 72  = {z =(z1,z2)EC2 j = 1, i = 1. 2}. Definamos o : IR/2 x R/2 112  

= (e201e292) 

como 
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Sea <D una acción de T2  en R' dada por 

/ xicos(91) — x2sen(91) '\ 

x1sen(01) + x2cos(81) 

x3cos(92) - x4sen(92) 

\ x38en(9) + x4c08(62) j 

Entonces, para cualquier f E C00(It4)  definimos 

1 2i 2ir 

(f)112(x1,x2,x3,x4) 
= (2)2  fo fo 

f(((9i,92),(xi,x2,x3.x4)))dOidO2 

2.2.3. Generadores infinitesimales de una acción 

En esta parte se introduce el concepto de generador infinitesimal de una acción de un 

grupo de Lic matricial en lR, el cual permite asociar un campo vectorial en ]R a cada 

acción suave. Este concepto es de nuestro interés porque en los capítulos posteriores 

estudiaremos acciones de SO(3) en IR3  y IR6  cuyos generadores infinitesimales resultarán 

ser campos Hamiltonianos. 

Definición 2.2.14. Sea G un grupo de Lic matricial y : C x IR n —> R n  suave. A cada 

E g, con g el álgebra de Lic de G, se le puede asociar un campo vectorial en R', definido 

por 

Rn(X) = 
d 

 4D (et,x) 
dt 

El campo es llamado un generador infinitesimal de la acción. 

A partir de la definición anterior se puede probar que la función 0 del álgebra de 

Lic g de un grupo de Lic C en g((IR), definida por «) = n para todo E g, es 

un homomorfismo de álgebras de Lic. Para ver lo anterior, consideremos una acción 

C x IR —* IR suave, con C un grupo de Lic matricial y g su álgebra de Lic. : puede 

interpretarse como un homomorfismo de grupos, como se vio en la Sección 2.2.1, por lo 

que es un homomorfismo de grupos de grupos de Lic que a cada g E C la asocia con el 

difeomorfismo <1>9 : IR' —+ IR'. Además, como Rn es un espacio vectorial, de la Proposición 

2.1.10 se sigue que existe una única representación de álgebras de Lic 0 entre el álgebra 

de Lic g  de C y el álgebra de campos vectoriales X(R') definida de la siguiente manera: 

= 

(2.2) 
t=o 

0(0 = 
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donde está dado por (2.2). 

Corno resultado de la observación anterior, se tiene la siguiente proposición. 

Proposición 2.2.15. Sea C un grupo de Lie matricial, : C x RT' —+ Il una acción 

suave y 9 ci dlycbra de Lie de C. Para cualesquiera ¿. ,q E g se tiene que 

11 [.'1]E = 

Demostración. Sea C un grupo de Lie matricial y g su álgebra de Lie. Dada una acción 

suave : G x R --> Rz y 1, 17 E g arbitrarios, como 0 : g -+ g((R) dada por 

«e) = CR- 

es un homomorfismo de álgebras de Lie, por definición se tiene que 

= 

Así, 

[C , J]IR = [Cgn,)Ln} 

para cualesquiera 1, E g. 
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Capítulo 3 

El grupo especial ortogonal en  --~ 
3 

 

 

Este capítulo está dedicado a estudiar las propiedades del grupo especial ortogonal en 

lR. En el Capítulo 1 se vio que SO(3) es un grupo de Lic matricial compacto. Nuestro 

propósito aquí es desarrollar los elementos necesarios para obtener la medida de Haar en 

SO(3), con la cual definiremos el operador de SO(3)-promedio en el siguiente capítulo. 

3.1. El grupo de rotaciones en 

En esta sección nos enfocaremos en dar una parametrización para las matrices en SO(3). 

Para ello, primero definiremos el grupo (le rotaciones en R3, y a partir de dicha definición. 

veremos que el grupo de rotaciones en R3  es en realidad SO(3). Posteriormente, definire-

mos los ángulos de Euler de una rotación g en R. Por último. daremos la parametrización 

de la matriz asociada a g en SO(3). en término (le los ángulos de Euler. 

3.1.1. Definición del grupo de rotaciones en R3  

Sea C el conjunto de todas las rotaciones en R3. Es claro que G tiene estructura de grupo. 

pues C tiene un elemento identidad el cual está dado como la rotación de cero grados, y la 

inversa de una rotación g  es la rotación que regresa a todo el espacio a su posición inicial. 

Además, para cualesquiera dos rotaciones g, h E C se define su producto gh mediante' la 

aplicación de la rotación Ji seguida de la rotación Y. lo que implica que U actúa en R3. 

A partir de la Definición 2.2.8 se sigue que C0  es un grupo, el cual consta. de todas las 

rotaciones que dejan fijo al vector cero. U0  es llamado el grupo de rotaciones en R3. 

55 



Capítulo 3. Teoría de representaciones y acciones de grupos 56 

3.1.2. Descripción de rotaciones mediante matrices ortogonales 

A continuación probaremos que toda rotación en Co  puede representarse por medio de 

una matriz en SO(3). Para ello, consideremos una rotación 9  E CO . Denotemos por g1, 

92 y 93  a los vectores obtenidos al aplicar g a los vectores e1, e2  y e3, donde {ei , e2, e3} 

es la base canónica de IR3. Es claro que los vectores g1, 92  y 93  están determinados por 

sus proyecciones sobre los ejes de coordenadas, pues gj = (gij, 92i 93i) para i = 1, 2, 3, 

donde 9ji  es la proyección de gj en el j-ésirno eje de coordenadas. Por lo anterior, dado 

un vector x = (xi, x2, x3) e R   tenemos que x = x1e1  + x2e2  + x3e3, por lo que el vector 

obtenido al aplicar la rotación g a x es 

g x = g - (x1e1  + x2e2  + x3e3) = x191  + x292  + x393  

= x1(g11e1  + g21e2  + 931e3) + x2(g12e1  + g22e2  + g32e3) + x3(913e1  + g23e2  + 933e3) 

= (x1g11  + x 2 g12  + x3g13)e1  + (x1921  + x2922  + x3923 )e2  + (x1g31  + x 2932  + x3933 )e3  

((x1911  + x2912 + x3913 ), (x1921  + x 2922  + x3923 ), (x1931  + X2932 + x3933 )) 

/ 911 912 913 / x1 

= 

 

921 922 923 

\931 932 933/ \ X31 

Así, la rotación g queda determinada por la matriz 

911 912 913 

921 922 923 (3.1) 

931 932 933 

Por lo que de ahora en adelante, al hablar de g E C0  nos referiremos a la matriz (3.1), la 

cual llamaremos matriz de la rotación g. Notemos que la matriz (3.1) es la representación 

matricial de la transformación g con respecto a la base canónica de IR3. 

De lo anterior, se sigue que el producto de dos rotaciones gh queda determinado como 

el producto de sus matrices. 

Los vectores e1, e2  y e3  pueden ser transformados en los vectores g1, 92 y 93 por 

medio de una rotación si y sólo si se satisface que g1, 92  y 93 son ortogonales, 1  eI = 1 g 

para i = 1, 2,3, y  g1, 92 y 93  tiene la misma orientación que e1, e2  y e3. Es decir, 

(gi,gj) = 

k=1 

1 si i = j, 
9ki9kj = . . 

1 



/ R11  R12  R13  \ / 

R21  R22  R23 X2 

\\ R31  R32  R33 / 
/ R11.r; + R12x2  + R13.x 3  

R21 x1  + R22x2  + R23 x3  

R3 x1  + R32x2  + R33x3  

(Rx.Ry)= 

/ 
\ 

/ 
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para i, j = 1,2,3, lo cual implica que g1, 92  y 93  son vectores ortonormales. Más aún, de 

lo anterior de sigue que la. matriz (3.1) de la rotación y tiene que ser una matriz ortogonal. 

pues los vectores columna de dicha matriz coinciden con los vectores g1, 92  y g3. 

Por otra parte, es claro que e2  x e3  = e1 . lo que implica que 92 X 93  = 91  pues g1 ,  92  

Y 93  tiene la misnia orientación que e1 , e2  y e3  y g1 = e1  Por lo tanto, 

 

gii 912 913 

921 922 923 

\\ 931  932 933 / 

 

det = (91,92 x 93) = (9n 91) = 1. 

  

Así, la matriz de la, rotación y es una matriz ortogonal con determinante igual a 1, es 

decir, la matriz de la rotación y es un elemento de SO(3) para toda rotación y E C0. 

Ahora. bien, SO(3) es el conjunto de matrices que preservan el producto interior en R3. 

es decir, para. cualesquiera x. y E R3  y para toda. matriz R SO(3) se satisface que 

/ R11  R12  R13 \ / Yi 

R21  R22  R23  

= (R 1  ± R 1  + R 1)x1 yi  + (1?11 1?12  

(R 2  + R 0  + R 2)x2y2  + (R12 R13  

(R 3  + R 3  + R 3)x3y3  + (R11 R13  

= x1'1j1  + x2IJ2 + X33 = (x. y), 

Y2 

\ R3  R32  R33 1 \Y3/ 

( R11y + Ri2y2  + 17,13y3 

R21y1  + R22y2  + R'-)3Y3 

R31y + R32y2  + R33y3 / 
+  1?,21 1?22 + R31 R32)(x1'112  + x2y1 )+ 

+ R22 R23  + R32 R33)(x2y3  + x3 y2)± 

+ R21 R23  + R31 R33)(x1 y3  + x01 ) 

de lo cual se sigue que (Re., Re1 ) = (e., ej) para todo i = 1. 2, 3. y como Re x Re.). = 

R(e x e) para i, j = 1, 2, 3, es claro que la acción de multiplicación por la izquierda por 

una, matriz de SO(3) en es una isometría. lineal que preserva orientación y deja fijo al 

origen en R3. es decir. para. cada R E SO(3) la a.cción que seobtiene al multiplicar por la 

izquierda por la. matriz R es una rotación en C0. 

De esto se sigue que SO(3) es el grupo de rotaciones en R3. 
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3.1.3. Ángulos de Euler 

Nuestro objetivo en esta parte, es estudiar cómo los ángulos de Euler caracterizan a las 

rotaciones en R3, con el propósito de dar una parametrización para los elementos del 

grupo especial ortogonal en R3, que nos permita construir la medida de Haar en SO(3). 

Por los resultados obtenidos en la parte anterior de esta sección, sabenios que toda 

rotación puede expresarse mediande una matriz ortogonal con determinante 1, por lo 

que ahora veremos como son entradas 9ij  de la matriz de g. Para ello, buscaremos una 

parametrización de 9ij  mediante los ángulos de Euler para i, j = 1,2,3. 

Para definir los ángulos de Euler, sea g una rotación en G0  arbitraria. Tomemos Ox, 

Oy y Oz como los ejes coordenados en el espacio R3. Sean Ox', Oy' y Oz' las imágenes 

de los ejes Ox, Oy y Oz bajo la rotación g respectivamente. Además, sea 011a recta de 

intersección de los planos xOy y x'Oy', a la cual le asignaremos una dirección tal que 

vista en esta dirección, el ángulo con el cual la rotación que manda a Oz en Oz' es menor 

o igual que ir si se mide en el sentido opuesto a las manecillas del reloj. Esta condición 

determina la dirección de Ol de manera única, excepto si Oz = Oz' o si el ángulo con el 

cual la rotación que manda a Oz en Oz' es igual que ir. 

Ahora bien, sean (b1  el ángulo entre el eje Ox y la recta 01, 02 el ángulo entre la 

recta 0/ y el eje Ox' y 6 el ángulo entre los ejes Oz y Oz', corno se ve en la Figura 3.1. 

Por último, sean g  y go,  rotaciones en G0  alrededor del eje Oz con ángulos 01  y  02 
respectivamente, y go € Co una rotación alrededor del eje Ox con ángulo O. 

FIGURA 3.1: Ángulos de Euler 
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La rotación g puede representarse como el producto de las rotaciones g, go y 

Para probar la afirmación anterior, consideremos las rotaciones g,  g Ó52 E  G0  alrededor del 

eje 01 y  la recta Oz' con ángulos 9 y 02 respectivamente, es decir, g es la rotación que 

transforma al eje Oz en el eje Oz' y deja fija a la recta 01, mientras que g 2  es la rotación 

que asocia a la recta Ql con el eje Ox' y deja fijo al vector Oz'. Notemos que el eje Ox es 

transformado en la recta Ql y el eje Oz queda fijo al aplicar g, además la imagen del 

eje Oz bajo g es Oz', mientras que la recta Ql es invariante bajo g, y asocia a la 
412 

recta Ql con el eje Ox' y fija. al  eje Oz', así, al aplicar la rotación gj,2gO gç,', a los ejes Ox y 
Oz se obtienen Ox' y Oz' respectivamente. Además, como toda rotación asocia elementos 

ortogonales en elementos ortogonales preservando la orientación, tenemos que la imagen 

del eje Oy bajo g 2gg01  es el eje 0y'. por lo que. g = 

Ahora bien, veamos que gó  = g401 go9 11. Para ello, notemos que bajo g' la recta Ql es 

transformada en el eje Ox y el eje Oz queda fijo, Yo  transforma al eje Oz en el eje Oz' y 

deja fijo al eje Ox, y la imagen de los ejes Ox y Oz' bajo gçj1  es la recta Ql y el eje Oz' 

respectivamente, así al aplicar gçi'1  gg' al eje Oz se obtiene el eje Oz', mientras que 01 

es invariante bajo 9&go9"  lo cual  implica que g = ggeg 1. 

Además, g = 92 (g 
 g)1 pues (g)' transforma al eje Oz' en el eje Oz y 

deja fija a la recta 01, g' le asocia a la recta 01 el eje Ox y deja invariante al eje Oz, 

go2  aplicada al eje Ox genera al eje Ox", el cual forma un ángulo de ç +02 con la recta 

01, y al aplicar g b,  al eje Oz se obtiene Oz, la imagen del eje Ox" bajo g,1  es el eje 

Ox" el cual forma un ángulo de 02  con la recta 01, y la imagen del eje Oz es él mismo, 

y de aplicar gó  a los ejes Oz y Ox" resultan los ejes Oz' y Ox' respectivamente, esto 
último es por el hecho de que g al ser una rotación preserva ángulos y orientaciones, y 

el ángulo entre 01 y Ox" es igual al ángulo entre 01 y Ox', el ángulo entre Oz y Oz' 

es igual al ángulo entre O" y Oz, y por la orientación de Ox' y Ox" respecto a Oz' y 

01 y respecto a Oz y Ql es la misma, esto implica que gó  transforma a Ox" en Ox'. 

Así, (g 01 g) 9q52 (gg 1)' = gg 1gg (g)' le asocia a la recta Ql el eje Ox' y al eje 

Oz' lo asocia consigo mismo, lo cual implica que g 2  = (gg,) 92 (&) 1. Por lo tanto, 

io,  =  1g,  = (Y g01 i = ' = g 2   = g 1g9 2. 

De lo anterior, se sigue que los ángulos O, 01  y 02  que aparecen en la descripción 

anterior, son parametros independientes determinados por la rotación g. Estos parametros 

son llamados los ángulos de Euler,  y que por como están definidos, satisfacen que O < O < 

ir, O < 01  :5 27r y 0< 02 :5 27r. Además, diferentes valores para O, & y 02 corresponden 

a diferentes rotaciones en Go. A partir de las definiciones de gp,  5  90  y 9 2  se sigue que las 
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matrices que representan dichas rotaciones son 

0 0 

yo = 0 cos(0) —sen(0) gç51  = 

0 sen(0) cos(0) 

/ cos() —sen(çb,) 0 

sen(q,) cos(01) O 

0 0 lj 

/ COS(102) —sen(92) O 

g02  = sen(2) cos(92) O 

\ O O lj 

Como la rotación g es igual a aplicar las rotaciones 9ó2 go y  9ó1  sucesivamente, entonces 

la parametrización de g la multiplicación de g 1 , 90 y 902 por lo que 

 

/ cos(Ó1)cos(02) - cos(0)sen(01)sen(02) 
sen(eíi) cos(d9) + cos(0) cos( 1)sen(2) 

sen(e52)sen(0) 

- cos(ó1)sen(2) - cos(8)sen(ói) cos(2) sen(,)sen(0) \ 
—sen(e1)sen(2) + cos(0) cos(ç,) cos(02) - cos(oi)sen(0) 

cos(e52)sen(8) cos(9) 

 

g = g 1 gog02  = 

 

  

  

(3.2) 

A partir de la pararnetrización anterior y del hecho de que g(O, , ) E SO(3) se sigue 

que la rotación inversa de g  esta dada como 9(8. ir - 02- 7 -01 ). pues sustituyendo 8. ó, 

Y02 por 8, 77 -02Y7 -91  en (3.2) obtenemos que g(9, ir -02: 771 - ) = g(O. ¿, ó9 )T = 

g(9. & (22) '. 

3.2. El álgebra de Lie de SO(3) 

El grupo de rotaciones de (R3. ( , )) se identifica con el grupo SO(3). A partir de los 

ejemplos 1.2.10 y  1.2.12, se puede probar que el grupo SO(3) es una grupo de Lie compacto 

N-  conexo con álgebra de Lie 5o(3) = {X E 9((3 : R) 1 X + X = 0}. Por lo tanto. X E 

5o (3) si y sólo si X es una matriz real antisimétrica, esto es, (XX., y) ± (x. Xy) = O para 

cualesquiera x, y E R3. El álgebra de Lie so (3) tiene como corchete de Lie al conmutador 

definido por (1.1). 
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Sea {E1, E2, E3 } una base de so (3), dada por 

/0 o0 o o 1 0 —1 

E1 = 00-1 .E2 = 000 vE3 = 100 (3.3) 

1 0 j \-1 O Oj \O 0 0,/ 

Las relaciones de conmutación de los elementos de la base son: 

[E1 . E2 ] = E3, [E2, E3 ] = E1, [E3. E1 ] = E2. 

Estas relaciones se pueden reescribir como 

E1 ] = 

k=1 

donde 
1siij  qÉ k, 

jk - 

1. O en otro caso. 

En so (3) existe un producto interior k .50(3) xso(3) - R, llamado la forma de Killing, 

el cual esta dado por 

k(X, Y) = —tr(XY) (3.4) 

para cualesquiera X, Y E 50(3). 

Proposición 3.2.1. La forma de Killing (34) tiene las siguientes propiedades: 

(i) k es definida positiva. 

(ii) Para cuales quira X, Y E so(3) se tiene que k(AdR(X), AdR(Y)) = k(X, Y) para. 

toda matriz R E SO(3), esto es, k es AdR-invari ante para toda matriz R E SO(3). 

Para cualesquiera X. Z e o(3) se tiene que k([Z, X], Y) + k(X, [Z. Y]) = 0. 

Demostración. 

(i) Sea X e so (3), entonces existen x1, x2, x3  E R tales que X = xE, por lo que 

O X3 X2 

k(X, X) = —tr x3 O —a:1  

—x2  xi  0 j 

 

=x±x±x ~ o. 
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Además, es claro que k(X, X) = O si y sólo si X = O. 

(ii) Para cualesquiera R E SO(3) y X, Y E 50(3). por propiedades de la traza se tiene 

que 

k(AdR(X),AdR(Y)) = —tr(RXYR') = —tr(R'RXY) 

= —tr(XY) = k(X.Y). 

Así, k es AdR-invariante para toda matriz R E SO(3). 

(iii) Notemos que para cualquier R E SO(3) y cualesquiera X. Y E so(3) se tiene que 

k(AdR(X),Y) = —tr(RXR'Y) = —tr(XR'YR) = k(X,AdR-1(Y)), 

por lo que 

k (Ad(.iz(X).Ad( tz(Y)) = k (x. Ad(etz)  -l(Ad(;Z(Y))) 

= k (.X , Ad(et Z )  - 1  e' Z (Y)) 

= k(X,Y) 

Adernís, para cualquier matriz X E so(3) se sigue que 

Adz (X) 
dt 

= d etZ e _tZ 

d t0 t  

= ZX — XZ = [Z. X]. 
(=0 

 

Por lo anterior, sabemos que 

(Adetz(X), AdLz(Y)) 
dt 

= Y) 
(=0 

 

así. 

k([Z,X],Y) +k(X, [Z. Y]) = O 

Para cualesquiera X. Y. Z E s0(3). u 

Como k es un producto interior en 50(3), del inciso (i) de la proposición anterior se 

sigue que k es una métrica en so(3). 

Definición 3.2.2. Definamos la transformación lineal i so(3) —+ R3  dada por 

i(X) = (x1 x 2 ,x3 ), (3.5) 
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donde 
O —X3 12 

13 0 —x1 (3.6) 

—I r1  0 

Proposición 3.2.3. La transformación i definida por (3.5) tiene las siguientes propie-

dades: 

(i) i es una isometría de (so(3), k) en (R3, ( , 

(ji) j es un isomorphismo del álgebra de Lic (o(3), [ , ]) con el álgebra de Lic (R3, x). 

(iii) i(AdR(X)) = R(i(X)) para toda matriz R e SO(3). 

Demostración. 

(i) Sean X. Y e so(3), con X = 
 E3 e, y Y = Entonces. se  tiene lo 

siguiente 

k(X. Y) = —tr(XY) = X1Y1±X2Y2±103 = ((Xi, 12. 13), (y', Y2, p3))  

(u) Sean X, Y e o(3), con X = xE y Y = y¡  E¡. Entonces, se tiene lo 

i(X. Y) = i El~l~--ijk-XiYjEk-) = ~~~:I:Eijk-XiYj6k ( i=1  j=i k=1 

 

i=1 j=1 k=1 

= (11,12,13) x (y1y2,Y3) = i(X) x i(Y). 

Por lo tanto, i es un homomorfismo de álgebras de Lic. Además, claramente i es 

una transformación linean hivectiva. por lo que i es un isomorfismo del álgebra de 

Lic (so(3), [ ]) con el álgebra de Lic (R3, x). 

(iii) Para demostrar que i es una función entrelazante de representaciones, notemos que 

para cualquier matriz R e SO(3) se tiene que 

(iAd j (X), iAd j (Y)) = k(Ad1 (X), iAd j?(Y)). u 

Proposición 3.2.4. Sea X eso(3) arbitrario. Existe una matriz R e SO(3) tal que 

AdR(X) = 7-El , donde r = X. 

Demostración. Sea X e o(3), entonces existen x1,x2, 13 e R tales que X = 

Si X = 0 entonces para toda matriz R e SO(3) se cumple que AdRX = 0 = 0E1. 

/ 

x = 
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Supongamos que X O, entonces r = lx O y el vector x = (x1, x2, x3) es un vector 

propio de la matriz X correspondiente al valor propio O. • 

3.3. La función exponencial en so (3) 

En esta parte, se presentan propiedades la función exponencial en 50(3), las cuales serán 

de utilidad para realizar cálculos donde aparezca la exponenical de una matriz en 50(3) 

de manera sencilla. 

Proposición 3.3.1. Sea X E so(3), con X distinta de la matriz O. Se tiene que 

sen(r) 1 - cos(r) 2 x 
r r2  

Demostración. Sea x e so(3), con X = Consideremos el polinomio carac- 

terístico de x 

—\ X3 X2 

p\) = det(X — )J) = det x3  —\ —x1  

—x2  x1  -)¼ 

 

—) = _3 
- r2 \. 

 

Por el Teorema de Cayley-Hamilton se tiene que p(x) = O, es decir, -x3 — r2x = O. De 

esto se sigue que x3 =  —r 2X. 

Probaremos por inducción que 

X2n+1 = (-1)r2 x. (3.7) 

para toda n E N U {O}. Para ello, notemos que la igualdad se satisface para u = O y 

n = 1, pues sustituyendo ambos valores de n obtenemos que X2(°»' (-1)°r2(°)X = X 

y X 3  = —r2X respectivamente. 

Ahora bien, supongamos que las igualdades se satisfacen paran = k, es decir 

X2'' = (_1)Jcr 24X .  

Tomando n = k + 1 tenemos que 



_k! I+  E (2k + 1)! 
k2k X 00  

(91--LiNI +E(  

-1)k  r 2kx2 

(2k+2)! 
k=O 

k 2k+1\ x 

( (2k+i)!) 

00 

(2k+2)! 
k=O 

- (1: '\k=O (2k+2)! ) 
X  

2  

/ °° (-1)r x— 
(2n)! ) r2 
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X2±» = X2'X2 = (_1)kr 2kXX2  = (_1)Icr 2!X3  

= (_1)'r2'(_r2X) = (_l)k+1r2 +X.  

Así, se tiene que X2 ' = (-1)r2'X para toda n E N U {O}. De la ecuación (3.7) se 

sigue que X22  = (-1)r2 X2  para. toda n E N U M. 

Calculando eX,  tenemos que 

ex 
= 

=1+ 

=1+ 

sen(r) 
r 

1+ 
sen(r) 

X+ 
 1 
- cos(r)2 = 

r 1.2  

para toda matriz X E o(3). . 

Definamos la función r2  : 50(3) —+ R tal que r2(X) = k(X, X). Como r 2  es una función 

diferenciable, entonces las funciones sen(r) y  1 cos(r) son funciones diferenciables. 

Proposición 3.3.2. Para toda matriz X E so(3) se tiene 

e_X (DeX) = 
1 — 

(3.8) 
adx  

Demostración. Consideremos la función Z : —+ g((3, ) dada por 

Z(s. t) = e_6 _8t 3Xt }' 
at 

Claramente Z(O, O) = O. mientras que 

 09 Z(1, 0) = e_X eX+tY 

=1- 

at t=o 
= e_X (DeX) y 

  



adx  
(Y), 

- ec 

1 
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Además, se tiene que 

1) - + e__8t' 
 092 

e3XtY 
8s at 8s8t 

2 
- (y i v\ —sX—stY sX+stY ,—sX—stY sX+stY 
- -

-r )e —e r (. e 
at 

 a «X  = —(X + tY)e_8X_3tYe3X+3tY  + sXstY + tY)e3X+3tY) 

= e_ 3X 3t'Ye3X+3t' 

1 d r1  
Z(1. O) = —Z(s, O)ds = / eYc ds.  

lo ds Jo 

Notemos que para toda s E IR se tiene que la función 'y3  : so(3) - so(3) dada por 

'y3(Y) = e_8XYe8X es lineal e invertible, esto es porque 

'y3(Y + aZ) = e_SX(Y + a Z)esX = e_8XYe3' + ae_sXZe = 'y5(Y) + cry3(Z) 

y claramente exite 'y;' so(3) —+ so(3) dada por -y;'  (Z) = cZe -". Además, la función 

'y IR —* GL(5o(3)IR) tal que 'y(s) = 'Ys es una función continua la cual satisface que 

'yo(Y) = Y y 

'y8+(Y) = e_(s+t)XYe(8+t)X = e_3Xe_tXYetXe8 = ('ys ° 

lo que implica que es un subgrupo uniparamétrico de GL(o(3), el cual satisface que 

70'(Y) = e_ 8XYe8X 
ds = —XY+YX= —adx  (Y), 

S=O 

 

por lo que 'y'(0) = —adx. Así, 'y es un subgrupo uniparamétrico dado por 'y(s) = e'x, 

por lo que 

z(11  0) = f 'y8(Y)ds = f e-s adx
= ( 

por lo que 
1— —adx 

e '  (De  x)Y=( 
 adx 

)(Y) 

para toda matriz Y E so(3), lo cual implica que 

1 e_X (DeX)
- e'X 

= 

adx 

Por lo tanto 
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para toda matriz X E o(3). u 

3.4. La medida de Haar en SO(3) 

Como SO(3) es un grupo de Lic compacto, existe una medida de Haar en SO(3). Nuestro 

propósito es usar los ángulos de Euler para obtener iixia representación de la medida de 

Haar en SO(3). 

Sea f : SO(3) - R3  una función, y A c SO(3) el conjunto de matrices en SO(3) que 

se pueden representar cii término de los ángulos (le Euler. Si g E CO 3 entonces podemos 

suponer que ,f(çj) = f(8, 01 ,  ). Notemos que f debe satisfacer 

f(9. ç ± 2ir. 2) = f(9, øi  02+2,T) = f (o. c51, 

La integral 

f
2 

f2  
/() 

f(q)w(g)dOdó2d = 

/2 

f 2  f 
7 

1(8, qi, 02 )w(0, çi, 02)d0d02dd1  

es llamada la integral invariante de la función f(g) sobre el grupo CO 3 si el factor w(g) es 

elegido de tal manera que para cualquier función f(g) = f(8, 01.02).  continua respecto a 

las variables 9, 01 y 02.,  se cumpla que 

J
O27-,

f(ggo)w(g)d0d2d1 = 

f2 /2 

f f(g)(g)d8dQ2doi . (3.9) 

Probaremos que esto se logra para w(g) = sen(0). con g = g 1 gg 2 . Es decir, que la 

expresión 

lo  

es una integral invariante sobre el grupo C0. Para esto, consideremos g' = 99o, y sean 

8'. 6' y 04 los ángulos de Euler de la rotación g'. Los ángulos 8', ¿4 y ¿4 están dados 

en función de los ángulos de Euler 9. çi  y 92 de la rotación g, y la condición (3.9) en la 

integral (3.10) implica que es necesario que 

f 

2

fe)
2 
  le) [(81. ¿4, ¿4)sen(0)d8d62d1 

= 

f 12,1, 
[(8, , 2)sen(0)d0d2dØ1. 

(3.11) 

27, 7-1 

lo o 
f(g)sen(8)d0da 2da1  (3.10) 



Ie3 

41 
1 

/ 

crt 1 
14 1 

- 
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Si en la integral de la izquierda cambiarnos las variables de integración 9, y 92 por 

las variables O', ó1,  y ç obtendremos la misma integral que en el lado derecho siempre 

que el cambio de variables transforme a sen(0)d0d 2d i  en sen(O')dO'dd. es decir. la  

ecuación (3.11) se satisface siempre que 

sen(0)d0d02dç i  = sen(O')dO'dct4dçb. (3.12) 

Para demostrar la relación (3.12), denotemos por g1  y g3  a las imágenes de los puntos 

e1  = (1, 0. 0) y e3 _ (0, 0, 1) bajo la rotación 1 respectivamente. Tomemos O como el 

origen en R 3.  corno e1  = (0. 0, 1) está sobre la intersección de la esfera unitaria con el 

plano ortogonal 0e3  que pasa por O se tiene que g1  está sobre la intersección de la esfera 

unitaria con el plano ortogonal 0g3  que pasa por O, a la cual llamaremos C. 

FIGURA 3.2: Representación gráfica de la acción de g' en los elementos e1  y e3. 

De la representación matricial de g dada por (3.2) y  el hecho de que la representación 

matricial de g' está dada por g(O. , 02) '  se sigue que las coordenadas cartesianas de 

93 son 

93  = g(9, 0i, 02)7'e3 

= (sen(02)sen(9), cos(d2)sen(9). cos(0)) 

= (cos ( - 02) sen(9),sen ( - 0) sen(0),cos(8)) (3.13) 

A partir de (3.13), se sigue que las coordenadas esféricas de 93  son (1. -  02- 0). Así. 

sen(8)d0d02  es el diferencial de una superficie esférica sobre 93. Por otra parte, dO1 es el 
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diferencial de línea de la circunferencia C, el cual, fijados los ángulos O y 02,  corresponde 

a una rotación alrededor de 0g3. 

Denotemos por g y g a las imágenes de los puntos e1  y e3  bajo la rotación g' = g90  

respectivamente. Existe una rotación 1 tal que . g1  = gÇ  y g3  = g, esta rotación 

deja invariantes al diferencial de superficie esférica sen(9)d6d62  y al diferencial de línea 

dO1 de la circunferencia C, por lo que sen(9)d9dq52d51  es invariante. Así, el cambio de las 

variables de integración O, 01  y  0  por las variables 9', çA y ç5 satisface (3.12). 

De lo anterior, se sigue que w(g) = sen(0) satisface (3.9). Ahora, como 

[27r [21r fo

ir.'osen(0)d9dO2l4 82! ¡ 

ir 

lo
¿7r 7F 

lo 

. 

o 
sen(0)d6d2dq51 = 8ir2 

se tiene que 

Por lo tanto, la forma diferencial sen(0)d0d02d0i es una realización de la medida de 

Haar en SO(3) en término de los ángulos de Euler. 



Capítulo 3. Teoría de representaciones y acciones de grupos 70 



Capítulo 4 

Representaciones de SO(3) en y 

T ,k3 y el operador de promedio 

Este capítulo está enfocado en estudiar la representación canónica de SO(3) en lR. y la 

representación diagonal de SO(3) en R6, calcular el operador de SO(3)-promedio de la 

acción canónica y de la acción diagonal de SO(3) para funciones y para campos vectoriales 

en R3  y 6,  haciendo uso (le la medida de Haar en SO(3) estudiada en la Sección 3.4, 

y determinar el SO(3)-promedio de algunos ejemplos de funciones y campos vectoriales 

sobre lR. 3 y RI . Lo anterior con el propósito de dar una caracterización para las funciones y 

campos vectoriales SO(3)-invariantes, la cual nos será de utilidad en el siguiente capítulo. 

4.1. Representación canónica de SO(3) en 

En esta sección analizaremos la representación canónica del grupo SO(3) en con la cual 

definiremos el operador de SO(3)-promedio en la Sección 4.4. La representación canónica 

es la correspondencia SO(3) —* GL(R3) dada por 1(R) = R' donde R(x) = J?x 

para todo x E R3. A continuación demostraremos que es una representación de SO(3), 

para ello recordemos que una representación de SO(3) en IR3  es un homomorfismo de 

grupos de Lie de SO(3) en GL(1R3). Dadas dos matrices R1, R2  E SO(3) tenemos que 

R1 I?2 (X) = (R1 R2)x = R1(R2x) = (R1 0  R2 )(X) 

para todo x e IR3. Por lo tanto, IR1 R2 = Así, es un homomorfismo de grupos. 

Sólo falta probar que es una función continua para tener que es un homomorfismo 

71 
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de grupos de Lie de SO(3) en GL(1R3), para lo cual usaremos la definición E-6, pero 

primero recordemos que GL(R3) lo podemos identificar con GL(3, R) es el conjunto de 

matrices invertibles de 3 x 3 por lo que la métrica en GL(1R3) es la métrica inducida por 

la norma de Hilbert-Schmidt. Además, fijada la base canónica 8 = {ei , e2 , e3} de R3  la 

representación matricial de 'R  respecto a 8 es la matriz R para toda R E SO(3). Así, 

dada una matriz arbitraria R1  E SO(3) se tiene que para cada E > O, tomando 6 = E y 

una matriz R2  E SO(3) tal que d(R1, R2) <6 se tiene que 

d(q)R1 , R2) = d(R1. R2) <6 = 

Por lo tanto, 1 es continua en R para toda matriz R E SO(3), y así, T es una represen-

tación de SO(3) en 

4.2. Representación de SO(3) en TR3  

A continuación presentaremos una representación del grupo SO(3) en TR3  inducida por 

la representación canónica de SO(3) en IR3. Antes de continuar es necesario recordar la 

definición del haz tangente TIR3, para ello recordemos que para cada x E IR3, TXIR3  denota 

el espacio tangente a IR' en x (ver Apéndice A). El haz tangente se define por 

TIR3 [j TXTR3. 

xEIR3  

Para cada u y x en lR. 17 denota el segmento de recta dirigido que conecta al origen 

con u, mientras que iZ, denota al vector con punto inicial x, con la misma dirección y 

magnitud que . Como TIR3  es la unión disjunta de los espacios tangente en cada plinto 

de IR3, es posible identificar a TIR3  con IR6  de la siguiente manera 

TIR3 
= U {x} x TXIR3  

xR3  

= {(x,il) x  IR3, E T]R3}. 

Por lo tanto, podemos definir una representación de SO(3) en TIR3  mediante una 

representación de SO(3) en R  x IR3. Así, la función '1' SO(3) -> GL(IR3  x IR3) dada 

por '11(R) = WR donde 'J'R(P, q) = (Rp, Rq) es una representación de SO(3) en TIR3, 

tomando a TR3  como R   x IR3. La acción '1' es llamada levantamiento tangente de la 



( R1  O\ (R2  O 

O R) ko R2  ) 
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acción canónica de SO(3) en R3, [12]. Nos referiremos a la acción W de SO(3) en T 3  

como la acción diagonal de SO(3) en R6. 

Por completez, procederemos a demostrar que '1' es una representación de SO(3) en 

3 R  3 R3  xR,paraeosean 1, 2 E ()y(p,q) e R x arraros,  entonces tenemos 

que 

'I'R1R2(p,q) = ((R1R2)p,(R1R2)q) = (R1(R2p),R1(R2)q)) = 'I' 1 (R2p,R2q) 

= 'IJ1 1 (WR2 (p,q)) = (q'Rj  o 'I' j2 )(p,q) 

para todo (p, q) E IR3  x R3, por lo que 'J!R1R2 = TR1 ° TR2 . para cualesquiera R1, R2  e 
SO(3). Así, J1  es un homomorfismo de grupos. 

Por otra parte, '1' es una función continua de R3  a GL(R3  x IR3), esto es porque 

GL(IR3  x IR3) = GL(IR6) el cual se identifica de manera natural con GL(6, ]R), por lo 

cual, considerando que la representación matricial de 'IJ?  respecto a la base canónica de 

IR6  = IR3  x IR3  es la matriz 

( R O 

k\ oR 

para cada matriz R E SO(3). Además, tomando la métrica en GL(IR6) como la métrica 

inducida por la norma de Hilbert-Schmidt, se tiene que dada una matriz R1  E SO(3) 

cualquiera, para cada E > O, si 8 = y d(R1, R2) <6 entonces 

fR2  O 

O Ra )) 

/ 3 3 
O

) =(2 1: 1: (Rl_R2)ijl2)2 

O R, — R2 i=lj=1 

= 

 

- /2-1101 - 0211 =  fd(R1,R2) < = 

Por lo que Ii  es continua en R1  para toda R1  E SO(3). Así, '1' es una representación de 

SO(3) en TR3, tomando en cuenta que TIR3  se identifica con IR3  x IR3. 

4.3. Espacio de órbitas 

Recordemos que una representación de un grupo C en un espacio vectorial V es esen- 

cialmente una acción I : C x V - V, donde es un isomorfismo lineal para cada 

d(Rl,R2)=dR1 O 

O Rj' 
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g e G. Teniendo esto en cuenta, procederemos a determinar el espacio de órbitas de las 

representaciones de SO(3) en R3  y en TIR3,vistas como acciones de grupos, mostradas en 

las secciones 4.1 y 4.2, respectivamente. Para ello, comenzaremos analizando la acción 

canónica <D de SO(3) en IR3. 

Antes de empezar, recordemos que el espacio de órbitas de una acción 1 : G x V -* V 

es el conjunto de todas las órbitas de la acción. A este conjunto se le puede dotar de la 

topología cociente, y se denota por V/C. Para saber como son los elementos de R3/S0(3) 

para : SO(3) x IR -+ IR3, dada por (R, x) = Rx es necesario determinar como son las 

orbitas de la acción 1. Para ello, tomemos x e IR3  y notemos que, como SO(3) es el grupo 

de rotaciones en IR3, se satisface que para cuales quiera x1, x2  e IR3  tales que lIX1ii = lIX2 11  
existe una matriz R e SO(3) tal que ''R(Xl) = x2. Por otro lado, si x e IR3  se tiene que 

llRxll = Mxli para toda matriz R e SO(3). Por lo cual es claro que 

Orb(x) = {y e IR 3 1 lill = llxil}. 

La interpretación geométrica de lo anterior es que la orbita de x con la acción 1 es la 

esfera de radio lixil si  lixil O y el origen si x = O. Así, el espacio de orbitas R3/S0(3) 

es el espacio de todas las esferas concéntricas con centro en el origen. 

Ahora, procederemos a. determinar como son las orbitas de la acción '1' de SO(3) en 

TIR3  IR3  x IR3  vista en la sección anterior. Primero, notemos que 

'I'R(P,O) = (Rp,O) = (I'R(p),O) 

y 

'1'R (O, q) = (O, Rq) = (O, J?(q)) 

para cualesquiera (p, O), (O, q) e IR3  x IR3  y toda matriz R e SO(3), tomando p O y 

q O. Así, se tiene que 

Orb(p,O) = {x e IR3  1 IIXII 
= iili} x {O} 

y 

Orb(O,q) = {O} x {x IR3  1 lixll = iiqii}. 

Geornetricamente, las orbitas de los puntos (O, O), (p, O) y (O. q) consisten de el conjunto 

que sólo contiene origen en IR6, el producto cartesiano de la esfera en R   de radio iM con 
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origen en R 3 y el producto cartesiano del origen en R3  con la esfera en R3  de radio 

respectivamente. 

Ahora bien, consideremos (p, q) E R3  x E3  tal que p O y q O. Como (Rp, Rq) 

(p, q) para toda matriz R E SO(3), se tiene que 

Orb(p, q) = {x E E3 lxii = llll} x {y E E3  illl =  11l1} 

fl{(x,y) E E3  x E3  1 (x,y) = (p., q)} 

para todo (p, q) E (E3  \ {O}) x (E3 \ {O}). A diferencia de los casos anteriores, es más 

complicado dar una interpretación geométrica a la orbita de (p, q). Sin embargo, podemos 

decir lo siguiente, si p y q son vectores en IR3  linealmente independientes (p x q O). 

entonces Rp y Rq también son linealmente independientes, para toda matriz R E SO(3). 

Si por el contrario, p y q son vectores en IR3  linealmente dependientes (p x q = O), 

entonces Rp y Rq también lo son. Tomando en cuenta que la acción diagonal y la acción 

canónica se relacionan de la siguiente manera WR(P, q) = (R(P) (q)), vamos a dar 

una interpretación geométrica de los siguientes conjuntos 

{'I'R(p,q) 1  R E SO(3)} y {'I'R(p,q) R E SO(3)q}, 

donde SO(3) y  SO(3)q  denotan los grupos de isotropías de p y q con respecto a la acción 

canónica respectivamente. Primero, notemos que 

{WR(p,q) RE SO(3)} = {p} x ({y E E3  ilH = HM} fl {y E E3  (p,y) = (p., q) 

= {p} x {y E E 1 illl = liqil, (p,q—y) = O} 

y 

{j(p, q) 1 R E SO(3)q} = ({x E R3 1  11xil = iiil} fl {x E E 3 1 (x, q) = (p, q)}) x {q} 

= {x E E 1 ilxiI = iliL (p - x,  q) = O} x {q}. 

Lo cual, geometricameute es el producto cartesiano del conjunto que contiene únicamente 

al punto p con la intersección de la esfera de radio ilM y el plano ortogonal al vector 

3 que pasa por q y el producto cartesiano de la intersección de la esfera de radio 11 q  y 

el plano ortogonal al vector que pasa por p con el conjunto que CUYO ÚfljCO elemento 

es q respectivamente, donde j3 y « son los vectores en E3  que salen del origen y llegan 

a. los puntos p y q respectivamente. La utilidad de estos dos conjuntos es que tienen 

la propiedad de que para cualesquiera (x1. q) E {WR(p, q) 1 R E SO(3)q} y (p, x2) E 

{WR(p, q) R E SO(3)} existen R1  E SO(3)q  y R2  E SO(3) tales que Wj (x1, q) = 
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(p, q) y W 2 (p. x2) = (p, q) respectivamente, lo cual utilizaremos más adelante en la 

demostración de la Proposición 4.4.4. 

4.4. Operador de SO(3)-promedio para funciones 

En esta sección definiremos el operador de promedios para funciones sobre el grupo SO(3), 

con base en la definición del operador de promedio vista en el Capítulo 2. 

Para ello, usaremos el hecho de que la medida de Haar en SO(3) está dada por 

-sen(9)d9d02d0i, 

la cual satisface 

Para cada f E C'°(R3), se define el SO(3)-promedio de f respecto a la acción canónica 

de SO(3) en IR  3, corno la función (.f)s0(3)  definida por 

1 2ir ir

(f)so(3) (x) =
127r 

f f 
f(x)sen(9)d9d2dai. 

Como se puede ver en el Apéndice A)  la expresión anterior es equivalente a 

1  ir

(.f)so(3) (x) =
127, 12r 

f 
f((R(O, &, 02), x))sen(9)d9d02d01, 

87, 

donde R(O, 01 02)  está dada por 

(4.1) 

R(9,01,02) = 

( cos(01) cos(02) - cos(9)sen(01)sen(02) 
sen(01) cos(02) + cos(9) cos(01)sen(02) 

sen(02)sen(9) 

- cos(01)sen(02) - cos(0)sen(ç51) cos(02) sen(01)sen(9) 
\ 

—sen(01)sen(02) + cos(8) cos(01) cos(02) - cos(01)sen(0) 

cos(02)sen(9) cos(9) j 

Es decir, R(G, i, 02) es la parametrización de la matriz R en término de los ángulos de 

Euler. 

1  fo 

2ir f 2ir [ir 

sen(9)d9d02d01  = 1. 
8r2 Jo Jo 



9 

xl 

6. Sea p' : IR6  --> IR definida por p1 (p, q) = lll 
de p' está dado por 

2 donde p,  q E IR3. El S0(3)-promedio 

1 
(Pi)SO(3)  (p. q) 

— 2 pl 
9 
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De manera análoga, podemos definir el SO(3)-promedio para funciones en R. Para 

ello, sea 1 E C(R6), se define el SO(3)-promedio de [ respecto a la acción diagonal '1' 

de SO(3) en R6, como la función (f)s0(3)  definida por 

(.f)so(3) (x) =

j,2 

j,2 f f('(R(O. &, 2) x))sen(0)dOdó2d i . (4.2) 

A continuación presentamos los promedios de algunas funciones en R3  o R6. Los pro-

medios de estas funciones fueron calculados usando la fórmulas (4.1) y  (4.2), mediante el 

uso del código mostrado en el Apéndice B inipicinentado en ci software wx-Maxima. En 

los primero cinco ejemplos el promedio se calculó respecto a la acción canónica de SO(3) 

en R3. mientras que en los ejemplos posteriores se consideró la acción diagonal de SO(3) 

en IR. 

1. Sea fi  IR --> R definida por f,  (x) = x. con x = (xi ,x2,x3). Se tiene que 

1 
SO (3) (x) 

= 

2. Sea 12  R3  —> IR tal que f2(x) = xH ,  El SO(3)-promedio de 12  está dado por 

(12)so(3) (x) = MxH. 

3. Sea f : R  —+ R dada por f3  (x) = x1  + x ± x. donde x = (x1. x2 . x3). El SO(3)- 

promedio de f 3  es 

(13)S0(3) (x) = 
1

11xl12 . 

4. Sea f 
R  —+ IR definida por ,/11 (x) = x + X2 X2  donde x = (x1,x2,x3). Se tiene 

que 

(.í)so(3)  (x) =  o- 

5. Sea f : IR3  —+ R tal que f 5  (x) = x1 x2x3, con x = (x1,x2,x3). El SO(3)-promedio 

de . f'5  es 

(.f5)SO(3) (x) =  o- 
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7. Sea p2 : IR -* R dada por p2(P,  q) = IIqII2, donde p, q E TE 3. El SO(3)-promedio 

de P2  es

(P2)SO(,) (p. q) - 1 11qJ1 2 . 

8. Sea p3 : R' ----> IR tal que p3(p,q) = p q, donde p,q E IR3. Se tiene que 

(P3)SO(3) (p, q) = p . q. 

9. Sea p4  : IR -> IR definida por p4(p, q) p' + P2 + p3, donde p, q E II con 

P = (p1,P2,p3) y q = (qi, q2, q3). El SO(3)-promedio de P4  es 

(P4)SO(3) (p, q) = O. 

10. Sea p : IR6  -> IR dada por p5(p, q) = p1q3  + P22 + p3q1, donde p, q c IR3  con 

P = (p1,p2p3) y q = (q1, q2 . q3). Se tiene que el SO(3)-promedio de p5  está dado 

por

(P5)SO(3) (p, q) = 

1
q. 

Como se menciona en el Capítulo 2, es posible demostrar en el contexto general de 

acciones de grupos que el operador de promedio en G de un tensor R es G-invariante. 

En las proposiciones 4.4.1 y  4.4.2 se está considerando el promedio respecto a la acción 

canónica de SO(3) en IR. Para la acción diagonal de SO(3) en IR se tienen resultados 

análogos. 

Proposición 4.4.1. Para toda función .f € C°°(R3) se satisface que (.f)so(3)  es una 

función SO(3)-invariante. 

Demostración. Sea f E C>> (R'). Para ver que (f)so(3)  es una función SO(3)-invariante es 

necesario probar que es constante a lo largo de las orbitas de la acción : SO(3) x IR 3 -+ 

W. Para ello, recordemos que la medida de Haar en SO(3) es 

 

1 /.2ir /.21r [ir 

2/  
olí .10 .10 Q .10 

sen (0) d9dØ2d1. 

Así, 



(f)s0(3)(R,(x)) = 
8

(4'(R(9', 0, ), x))sen(9)d9dó2do1  
r2 

12, 
12, Lir f 
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27, 

 /el* 

2i 

so(3)(R1(x)
/

f(R(&. 5i. 2). R1(x)))sen(9)d9dç2dl 
87,2  o o 

JO,  JO,  = 2  
f(I(R(ELçb1,q52).(Ri,x)))sen(9)d9dçb2dq1 

8 l   

= 82 L / / f((R(8. . )R1. x))sen(0)cIOdQ2d i  

= f f / f(4(R(O'. . ).x))sen(0)dOd02di. 
87,2 

En la Sección 3.4 también se vio que al cambiar las variables de integración 9, Y 02 

por 9', y d obtenemos que 

• 2ir •2ir ir 

= 82 j J f f((R(O',),x))sen(9')d9'd0d0f 

(f)so(x) 

para toda x E R3  y toda matriz R1  E SO(3). Por lo tanto, para toda función f E C°°(R3) 

se satisface que (f)s0(3)  es una función S0(3)-invariantc. u 

De manera análoga a la demostración anterior se prueba de que (.f)s0(3)  es una función 

S0(3)-invariante para toda función f E CCo(R6 ). 

La Proposición 4.4.1 nos ayuda para dar otra manera de determinar si una función 

f E C°°(R3) es SO(3)-invariante, la cual se sigue de la siguiente proposición. 

Proposición 4.4.2. Sea f una función suave en R3. f es SO(3)-invariante si y sólo si 

(f)S0(3) = 

Demostración. Sea f una función suave en R3
. Si f es S0(3)-invariante se tiene que 

2, 

 (.f)s0(3) (x) 
= 8 2  71 1::

12, 
 : 

f((R(9. 1, 2) x))sen(8)dOd2dó1 

/ .10 .10 
1 2ir 2ir ir

f(x)82
JO, 1 1  sen(9)d9d2d0i 

=f(x) 

f(x)sen(8)d9dq52dq51 
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para todo x E 1Ra, lo cual implica que (f)so(3) = f. Para el regreso supongamos que 

(f)s0(3) = f, esto implica que .f es SO(3)-invariante pues de la Proposición 4.4.1 se sigile 

que (f)s0(3)  es SO(3)-invariante. u 

La prueba de que una función suave f en R  es SO(3)-invariante si y sólo Si (f)s0(3) = f 

es análoga a la demostración anterior. 

En los ejemplos anteriores el promedio obtenido en cada una de las funciones es una 

función SO(3)-invariante. En particular, del segundo ejemplo del SO(3)-promedio de fun-

ciones en 1R 3  se sigue que f(x) = lxii es una función S0(3)-invariante. Más aún, probare-

mos que toda función suave en 1I SO(3)-invariante es función de la norma en iRa, como 

se ve en la siguiente proposición. 

Teorema 4.4.3. Toda función f E C00(IR3) S0(3)-invariante se puede expresar como 

función de r = llxil. 

Demostración. Sea f E COO(R3) SO(3)-invariante. Consideremos la función y sobre iR 

dada por g(r) = f(r, 0, 0). Como f es una función SO(3)-invariante se tiene que 

f(J?(x)) = f(x) 

para toda R E SO(3), es decir, 

f(y)=f(x) 

para toda y E Orb(x). 

De la Sección 4.3 sabemos que 

Orb(x) = {y E IR3  1 ilil = ilxll}, 

por lo cual, si 11xil = r entonces (r, 0. 0) E Orb(x). Así, tenemos que 

f(x) = .f(r, 0. 0) = g(r) = g(ilxil) 

para toda xEIR3. u 

Por otra parte, de los ejemplos del 6 al 8 se sigue que (Pi)50(3)(P  q) = p(p. q) para 

i = 

 

112,1 lo cual implica que pi  es una función SO(3)-invariante para i = 1.2.3. A 

continuación probaremos que las funciones pi, P2 y P3 no solamente son SO(3)-invariantes, 



Pi 7 

y 

q1  
2 
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sino que toda función suave en R6  que sea SO(3)-invariante es función de Pi P2 y 3. Antes 

de formular este resultado, probaremos la siguiente proposición. 

Proposición 4.4.4. La función F R3  x IR3  -+ R3  dada por 

F(p.q) = (p1(p.q),p2(p,q).p3(pq)) (4.3) 

satisface las siguientes propiedades: 

i) Para cualesquiera (p. q) E R3  xR3  y R. E SO(3) se tiene que F(R(p. q)) = F(p. q). 

(u) Si 17 (p, q1 ) = F(p2 , q2) entonces existe una matriz R E SO(3) tal que 'I'R(pl,  qi) = 

(p2 q2). 

Demostración. 

(i) Sean (p, q) E IR x IR y R E SO(3) arbitrarios, entonces se tiene que 

('I'R(P. q)) = (Pi (I'R(p, q)),  P2(1I1 J?(P, q)),  p3('I'R(P, q))) 

= (pi(p,q),p2(p,q).p3(p.q)) = (p. q). 

Esto es porque Pi, í [)3 son funciones SO(3)-invariantes. 

(u) Sean (pi, qi), (p2, q2) E IR3  x R3  tales que F(p1, q1 ) = F(p2, q),  es decir 

(pi (pl,qi),p2(pl,ql)p3(pl,qi))= (PI (p2,q2).p2(p2q2).p3(p2.q2)). 

De lo anterior se sigue que 

9 i 
= p2(pi,q1) = p2(p2,q2) = hp2I 

9 - 
= p2 (pi ,q1) = p2(p2,q2) = q2 1 

9 

2 

lo cual implica que 1 P1 11 = Ill y 1 q1  1 q2 1 

Así, si q1 = O se tiene que 1 q2I = IlqilI = O. por lo que q2 = O. Además, corno 

Ili pil = 1 P211, entonces existe una matriz R E SO(3) tal que Rp1  = Rp2. Así. existe 

R E SO(3) tal que 

(p  1 . = (Rpi,RO) = (P2-  0) = (p2,q2) 



Capítulo 4. Representaciones de SO(3) en j3  y T1l 3  y el operador de promedios 82 

Si q1 O, entonces como Ilqili = IIq2II, existe una matriz R1  E SO(3) tal que 

R1  q1  = q2. Además 

F(WR1 (pl.ql)) = 17(p1 .q1 ) = F(p2,q2) 

de lo cual se sigue que P2  q2 = 'I'R1(pl,ql) = R1 p1  R1q = R1 p1  q2,  por lo que 

(R1 p1 
 - P2) q2 = 0, lo cual implica que R1 p1  está en la intersección de la esfera 

de radio IIP2II y el plano ortogonal a que pasa por P2,  donde es el vector que 

sale del origen y llega a q, es decir (Ripi , q2) E {'I'R(p2,  q2) 1 R E S0(3)q2}:  por 

lo cual existe una matriz R2  E SO(3)q2  tal que WR2 (Rlpl, q2) = (P2' q2). Por 1 

tanto, existe R = R2 R1  E SO(3) tal que 

= I'R2 R1 (P1,q1) = (WR2  ° 'I'R1)(pl,ql) 

WR2 ('I'R1(pl,ql)) = '1R2 (R1p1.q2) 

= (p2,q2). 

Así, si F(p1,q1) = F(p2 ,q2) existe RE SO(3) tal que WR(pl .ql ) = (p2,q2). . 

Teorema 4.4.5. Para cada función H E C°°(l1 6 ) S0(3)-invariante existe una función 

h E C00  (U), donde U es un abierto en R, tal que H = h(pi , P2, P3). 

Demostración. Consideremos la función J: R3  x R3  —* R3  dada por J(p, q) = p x q y el 

conjunto V = {(p, q) E R3 x  R3 1 J(p, q) 0} el cual es un abierto denso en IR6, esto es 

porque V = dL'(R6  \ {0}) y como JI es una función continua de IR3  x IR3  en R3  y IR6  \ {0} 

es un abierto en IR, esto implica que V es abierto en IR6. Además, para ver que V es 

denso en IR6  notemos que el origen no esta en V pero xE ((, 0,0), (o, , o)) y ya 

que J(x) = (o, o, E 
2) 

 =,,~ O para todo E > 0, además llxJl = , por lo que x E B(0), de 

lo cual se sigue que O E V' V. 

Sea (p, q) 1 V, sin pérdida de generalidad, supongamos que q = )p para algún 

) E R. Consideremos y = (p, )p) + x, entonces Ily, 
- 

(p, )p) XEII . Tomando 

P = (pi, P2, P3) tenemos que y = (Pi + P2 P3, )'pi, P2 + , P3), por lo que 

J(y) = + P2P3) x 42 + , P3) 

=  
(/\P2P3 — P3 ( /\P2 + 

2) , ( 2) 
+ - (Pi + ) ( + - )\P1P) 

= (_;P3 P3, 
E2 +

+ )P2)) 
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para todo > O. Así. y E B, (p. q) para todo > O, lo cual implica que (p. q) E V' C V 

para todo (p. q) V. Por lo tanto. (p, q) e V para todo (p. q) E x R3, lo que por 

definición implica que V es denso en x R3. 

Consideremos la representación 'II SO(3) x R  3  x R 3 - R3  x R  3  definida en la sección 4.1 

Y la función F : V - (1 R3  definida como en (4.3). donde U = F(V). Notemos que para. 

cada función Ji E Cc(F(V)) existe una única función SO(3)-invariante H e COC(R3 x R3) 

tal que H(p, q) = (Ji o F) (p:  q) y para cada función II E C°(R3  x R3) S0(3)-invariante, 

existe una única función Ji E C00(R3) tal que H(p, q) = (Ji o F) (p. q). Esto se debe 

a que F es una función sobreyectiva en U. por lo que para cualquier x E R3  existe 

(p. q) E R3  x R3  tal que F(p. q) = x, así h(x) = I-J(p. q) para (p, q) tal que F(p. q) = x. 

Además, de la Proposición 4.3.2 se sigue que F(p, q) = F(p', q') si y sólo existe R E SO(3) 

tal que 'j(p' . q' ) = (p.q), entonces F'(x) = {'j(p. q) R E SO(3)} = Orb(p, q), lo 

que implica que Ji está bien definida pues 11 es S0(3)-invariante. Por lo tanto, como 

h(x) = h(F(p.q)). se tiene que H = h oF. lo cual implica que H = h(p1.p2,p3). u 

4.5. Operador de SO(3)-promedio para campos vec-

toriales 

En esta parte veremos como calcular el operador de SO(3)-promedio para campos vecto-

riales, haciendo uso de la medida de Haar en SO(3). 

Dada una. acción 1 SO(3) x R3  - R3, se define el SO (3)-promedio del campo vectorial 

X lI 3 —+ TIR3  por 

1
O 2ir ir

(X)SO(3) (x)
= 8n2  jo*  1 1  (I)X(x)sen(0)dOdç2d1, 

lo cual es equivalente a (ver Apéndice A) 

(X)S0(3) (x) 
= 8n2 

4(R(0. ó 1 
. Ó)'. X (4) (R (0.01, ). x)))sen(0)d0do2dQ1, 

(4.4) 

para el caso de la acción canónica de SO(3) en con R(9, ) la parametrización de 

la matriz R en término de los ángulos de Euler. 

A continuación presentamos los promedios de algunos campos vectoriales con respecto 

a la acción canónica de SO(3) en R3. Los promedios de estos campos vectoriales fueron 
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calculados usando la fórmula (4.4), mediante el uso del código mostrado en el Apéndice 

B, implementado en el software wx-Maxima. 

1. Sea X1  : RI -* TIR3  definido por X, (x) = (1,0,0) donde x E It 3. El SO(3)-promedio 

de X1  es 

(X1)s0(3)  (x) = 0, 

tomando O E IR3. 

2. Sea X2  : R 3 -+ TR3  un campo vectorial dado por X2(x) = (x1, 0,0) donde x e R  

con x = (x1,x2,x3). El SO (3)-promedio de X2  es 

(X2)50(3)  (x)
1 

= x. 

3. Sea X3  : IR -* TIR3  dado por X3(x) = x con x E IR3. Se tiene que 

(X3)s0(3)  (x) = X- 

4. Sea X4  : R3  -+ TIR3  dado por X4(x) = (x, X.  x) donde x E IR3  con x = 

(x1, x2, x3).El SO (3)-promedio de X4  está dado por 

(X4)s0(3)  (x) = 0, 

con O E ii. 

5. Sea X5  : R3  - TR3  dado por X5  (x) = (x1  + x2  + x3, O, O) para x e R3 con 

X = (x1,x2,x3). Se tiene que 

(X5)50(3)  (x) = X. 

6. Sea V1  : IR6  -* TR6  definido por Y, (p. = (1,0.0.0,0,0) donde p,q E IR3. El 

SO(3)-promedio de V1  es 

(V1)50(3) (p,  q) = 01 

tomando O E IR6  

7. Sea V2  IR6  -+ TIR6  un campo vectorial dado por V2 (p, q) = (p, q) con p, q E IR3. 

El SO(3)-promedio de 1/2  es 

(1')so(3) (p,q) = (p.q). 
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S. Sea V3  : IR6  —* TR6  dado por V3(p.q) = (p1ql .p2q2.p3q3, 0, 0. 0) donde p.q E IR3  

con p = (p1,p2.p3) y q = (ql,q2,q3). Se tiene que 

(1')s0(3) (p, q) = 0, 

tomando O E IR6  

' 2 2 2 2 9. Sea V1  IR6  -+ TIR6  dado por 't11 (p.q) = (pj,p2,p3.q1.q9.q) donde p,q E IR3  con 

P = (P1,P2, P3) y q = (q1 , q2 , q3).  El SO(3)-promedio de 174  está dado por 

(V4 )50(3)  (p, q) = 0, 

con O E IR6  

10. Sea V R  --> TR6  dado por 175(p. q) = (Pi + P2  + p3, 0.0, q ± q2  + (13. 0.0) para 

p, q E IR3  con p = P2, P3) y q = «11 q. q3). Se tiene que 

(1')so(3) (p q) (p. q). 

Igual que en el caso de funciones suaves se tiene que el SO(3)-promedio de un campo 

vectorial en IR3  es un campo vectorial S0(3)-invariante, la prueba de esta afirmación se 

sigue de la siguiente proposición. 

Proposición 4.5.1. Para todo campo vectorial X en R   se tiene que (X)SO(3)  es un 

campo SO(3)-invariante. 

Dcmostración. Sea X E 1(R3 ). Para ver que (X)s0(3)  es una campo vectorial SO(3)-

invariante es necesario probar que es constante a lo largo de las orbitas de la acción 

SO(3) x R  - IR3. Para ello, notemos que 

((I); (X)so(3)) (x) 

es igual a 

1 ¡' (R-  1. 
—7.  J 

 12-,, 
J (R(9. Y , '. X((R(0. ç1, 2) R1(x))))sen(G)d9dç2dQl 

8- 

lo cual puede reescribirse como 

(' (R(9, Qi 2Y', X((R(9, i, ), (R1, x)))sen(9)) d0do2d1, 
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y esto es 

 

 

1 
 j

- 2—nj-2-,

7, .0
o9 

    
(R 'R(8. 5i, ) -' X (d) (R  (0.ó1,  0)R1. x))sen(9)) dd 26ai1. 

 

Tomando en cuenta que J?j-'R(8 i.  ó)' = (J?(8 i,  02)Ri 1, lo anterior puede rees-

cribirse como 

f 2  lo
(R(8'. ó. )-', X(1(R(O'. ó. ). x))sen(6)) dOd2d

8n2 J 
 

En la Sección 3.4 también se vio que al cambiar las variables de integración 0. d y 2 

por 8', cf y d obtenemos que lo anterior es igual a 

1 

lo 

21r 

l~) 

21r

Q37r2  lo 
dO'd , (J) (R(o

'''-1 c) . X(l(R(O', d. d).x))sen(O')) ø dc. '  

lo cual es el SO(3)-promedio de X en x. Así, 

( (X)503 ) (x) = (X)s0(3) (x) 

para toda x E R3  y toda matriz J? E SO(3). Por lo tanto, para todo campo vectorial X 

se tiene que (X)s0(3)  es un campo SO(3)-invariante. 

Para la acción diagonal de SO(3) se tiene que el promedio de un campo vectorial en 

R6  es S0(3)-irivariarite. La prueba de esta afirmación es análoga a la demostración de la 

proposición anterior. 

La importancia, de la Proposición 4.5.1 radica en que permite dar una manera alterna de 

determinar si un campo vectorial X E 1(R3) es S0(3)-invariante mediante su promedio, 

la cual está dada por la siguiente proposición. 

Proposición 4.5.2. Sea X un campo vectorial. X en SO(3)-znvariante si y sólo (X)s0(3)  = 

x. 

Demostración. Sea X E 1(R3). Supongamos que X en SO(3)-invariante, entonces tene-

mos que 
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•27r •27r 7t 

(X)so(3)(x) = ¡ ¡ j (R(9, &, 2 ) 1), (X((R(9, , ), x)))sen(9)d9d2di 

= 

f  f 
fx(sen(o)dod 2d i  

= X(x)— lo lo fo
17 

sen(0)d0d 2d i  

=X(x) 

para toda x E R3, lo cual implica que (X)so(3)  = X. Para el regreso de la. proposición, es 

claro que si (X)s0(3)  = X entonces X es SO(3)-invariante, pues de la Proposición 4.5.1 

se sigue que (X)s0(3)  es SO(3)-invariante. 

De manera análoga a la demostración anterior se prueba que dado un campo vectorial 

X E 3C(1R6), X en SO(3)-invariante si y sólo (X)s0(3)  = X. 

A partir de la proposición anterior se sigue que los promedios de los campos vectoriales 

en los ejemplos anteriores son campos vectoriales SO(3)-invariantes. 
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Capítulo 5 

Sistemas Hamiltonianos 

SO(3)-invariantes 

En este capítulo estudiaremos sistemas Hamiltonianos en y que son invariantes con 

respecto a las acciones del grupo SO(3) sobre R 3  y T1 que hemos revisado en el capítulo 

anterior. 

Para comenzar, se hace una breve presentación de los corchetes de Poisson en y los 

campos Hamiltonianos. Para el caso de estudiamos toda una familia de corchetes de 

Poisson en TR 3  la cual se caracteriza en términos de una función de Casimir dada. Luego, 

establecemos condiciones para las cuales algunos corchetes de ésta familia de corchetes 

generan campos Hamiltonianos SO(3)-invariantes. Para el caso de R6, como este espacio 

es de dimensión par,  consideraremos el corchete de Poisson canónico, con respecto al cual 

la acción diagonal de SO (3) en IR6  resulta ser Hamiltoniana con aplicación de momentum 

equivariante, [7, 131. Esto quiere decir que los generadores infinitesimales de la acción 

resultan ser campos Hamiltonianos. 

Nuestro propósito en este capítulo es ilustrar el proceso de reducción y reconstrucción 

de dinámica para sistemas Hamiltonianos SO(3)-invariantes. 

89 
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5.1. Definición y propiedades de sistemas Hamilto-

nianos 

Consideremos el espacio euclidiano lWJ y el álgebra de funciones suaves en 1R, denotada 

por C°°(lI). 

Definición 5.1.1. Un corchete de Poisson en R n  es una operación binaria  
C°°(R) x C°°(R) —+ C°°(R11), tal que para cualesquiera fg,h e C(R) y o' E IR 

se satisfacen las siguientes propiedades: 

(i) Linealidad: 

(u) Antisimetría: 

(iii) Identidad de Jacobi: 

{f + ag,h} = {f, h} + a{g, h}. 

U, g} = —{g,f}. 

{f.  {g, + {g,{h.f}} + {h, {f. = 0. 

(iv) Regla de Leibniz: 

{fg, h} = f{g. h}  + {f, h}g. 

De las propiedades (i), (u) y (iii) se sigue que un corchete de Poisson es una operación 

bilincal, más aún, es un corchete de Lic en C°°(W) visto como espacio vectorial. Por lo 

tanto, (C°(W), { , }) es un álgebra de Lie de dimensión infinita. Dado un corchete de 

Poisson en R7 , al par (R7', { , }) se le llama espacio de Poisson. 

Corchete de Poisson canónico en 

Considerando que los elementos de IR2  se pueden expresar de la forma (p, q) con p. q E 

IR", podemos definir la operación { , } : C°°(R2"') x C°°(IR2"') In) dada por 

{f,g}= 
-(3f59 8f 3g 

c)pi  8q: aqi  api 
(5.1) 

para cualesquiera f, g E C00(JR2n). 

Proposición 5.1.2. La operación binaria } : C°°(IF 

definida por (5.1) es un corchete de Poisson en IR2". 

C00(R2"') —> Cc(RIn) 
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Demostración. Para ver que { } es un corchete de Poisson en R2  notemos que 

71 
(3(f+ ay) Dh D(f+cg)Dh 

{fagh}=1 - 

. 
\\ Dpi  Dq Dq 

" 
fí Df 

ce 
 Oq\ Dli (Df Dq\ Oh 

(Of Oh D• f Dli ç L (Dg Oh Dg Oh 
\Op Oq - Oqj   api) 

+ a Ls \, api  Oq - 

= U., h} +a{g.h.} 

para cualesquiera f, g E C(2T)  y cualquier a E R. Además, 

(OfOg OfOg'\ 
OpOq {f, g} 

para cualesquiera f. g  E C°0(R2 ). Para demostrar que { , } satisface la regla de Leibniz 
recordemos que las derivadas parciales satisfacen la regla de Leibniz, por lo que 

(

o9(fq) Oh D(fg) Dh \\ 

Op Dq DPi) 

((.Og a \ 
gj 

Oh 
(j—+— -- 

0Pi 0Pi j Oq 
( 
1— 
.D 

-r 
 Df 

fJ 
 Oh\ 

(. J - Dq Oq j Opj 

{fg h} 57  

=íÉ(-- ± 
i=1 

\api  aqj Dpi  

=f{g,h}+g{fh} 

( (Df Oh Of Oh 

\%\Opi Dqi &jj  Dpi  
g 

para cualesquiera f, g, h E C°°(R2'). Sólo resta probar que { . } satisface la identidad de 
Jacobi para tener que { , } es un corchete de Poisson en R2 . Para ello, notemos que 

{f,{g,h}} = f -..(OgOh OgOh  ) } 
8pOq Oq8p 

- L. (oí 9 (L  (Dg Oh Dg Oh 

- 4- tOp Oq api  Oq ¿3q Dpj  

a  O (- (Dg Oh Dg Oh 
t9q Dpi \Op Oq

)~) 

n n 

j=1 •i=1 

(Df 82  ah 
+ 
 ag  Oh (_a2  ah + a2  - 

Dp 

 ( 
OqOpj  Oq Dp  DqOq OqiOqi Dpi aqj  OqOp 

Df a2  Oh Dg a2 ( a2  Oh o99g O2h 
' \ 

D
( 

qj  tOpOp Oq + Dpi OpOq k,OpOq + Oq OpOp)))' 



5=1 i=1 

(Of. 02g  ah +  
Op 0q5Op Oq 

02h  af 

0Pi Oq5Op Oq 

Of 
Op5  Oq5Opj  0q 

(OhOf 02g 

- \OpOq 
j=1 i=1 

Of 09 O2h 
8p8q 

0g Oh 02! 

Op5  Oqj 

02h + 

0Pj 8Pi 0qi 0q 

¿9g 49h  O2 f 
+ 

OPj 0Pi 49q5Oq 

Oh 0f 02g + 

8Pj 0Pi OqjOqi 

Oa 02h Of 
+-- 

0Pj OqiOqi Opi 

Oh 02f  qg 
+ 49 '9qj9qi OPi 

Of a2g Oh 
+ 

 
apj  OqjOqi 8Pi 
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lo cual puede reescribirse como 

029  Oh Of ay 82h 
EE ( 8 

 íaqiOpi  8qi + 

Of 02g Oh Of 8g 02h 
+ 

oPi8Pi Oqi 0q OpOq 

Por lo tanto 

Of O2g Oh Of 89 O2h 

apj  Oq8qj  OPi 9pj  Oq 0qi0pi 

Of 02g  Oh + Of Og 02h 
aqj ,9pjaq¡ Opi  Oq Oqj 8Pj0Pi 

{f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}} 

es igual a 

(Of O2y  Oh + Of 0g 02h Of 02g  Oh Of Og  92h 

\Op 0qOp Oq Op Op  OqOq Op  OqOq Op Op Oq OqOp 

Of 82y  Oh Of 8g a2  + [ O2g Oh + Of Og 82h + 
8pj49p j  Oq 8q Z7p—j  0py9qj  8qj Opj8qi Opi Oqj Oqi OPjOPi 

ay 82h Of + Oy Oh 92 f 09 a2  Of 8g Oh 82 f 

0p Oq0p 0q 0ri Op OqOq OPj 8qiOqi Opj  OPj Oq 8q 0p 
8g 02h Of OgOh 82! 

+ 
09 82h Of + Og Oh 492f 

+ 
8q OPj0Pi 8q Oq Op OpiOqi  8q  OpjOqj  Opi 8q Oqi 0Pj0Pi 
Oh 02!  Og + Oh Of 02g Oh  02!  0g Oh Of 02g  

Op5  49q50p 8qi 0P OPi aqj.9qi 8Pj OqjOqi Opi Opi Oqi Oqjüpi 
Oh t92 f ag Oh Of 02g Oh O2 f Og + Oh Of O2g '\ 
aqj  9p59p Oq Oq OPi  Op5Oq 

+
aqj   Opj8qi Opi 0q aqj  8PJ0P)' 

lo cual, reordenando los términos en la sumatoria y separándola en dos sumatorias es 

iguala 

Of O2y Oh+0f09 O2h + 

0q 0pjOqi Op Oq Oq 8Pj0Pi 

ay Oh Of + 09 Oh 02! + 

Oq5  Op5  Oqi Op 0q aqj  8Pj8Pi 
Oh 02 f Og + Oh Of 82y 

aqj  app9q,, Opi  Oq5  0q 0PjOPi 

Oh Of 82g ay O2h Of 
+-- +— + 

0P5 Oq aqjapi  Oqj 0PjOPi Oq 

+ 
Of Og 82h Oh 82 f Oy 

— 
ap5  Oq Oq5Op 

-1--  
Oq5 8PjOPi  Oq 

+ 
 

898h 02f +.L. 
829  Oh 

+
0qi0pj 8q5  0Pj8Pi  Oqj 
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que es igual a O. Es decir, 

{f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, O 

para cualesquiera f, g, h e C0o(lI2n1).  Por lo tanto, { , } es un corchete de Poisson en 

R  2n 

Corchete de Poisson en lI 

Para cada función K E C°°(]l 3) definamos el corchete { 
C°°(I1 3) por 

}K 

R 

C°°(R3) x - 

{f,g}K = (7f, VK x y9). (5.2) 

donde VI denota el vector gradiente de f. 

Proposición 5.1.3. Para cada función K E C°°(R3) la operación binaria  

C00(R3) x C°°(1R3) --> C°(R3) definida por (.5.2) es un corchete de Poisson en 

Demostración. Sea K E C°°(lf 3). Para ver que { } K es una operación lineal, tomemos 

.f y E C(R3) cualesquiera y a E R3  arbitrario, tenemos que 

{f + ay, h}K = (V(f + ag), VK x Vh) = (Vf + aVg, VK x Vh) 

= (Vf, VK x Vh) + a'(Vg, VK x Vh) = {f, h}K  + a'{g, h}K 

Lo cual implica que {f + ay, h}K = {.f, h}K + a{q, h}K. Además 

V.f Vp 

VK =det VK 

Vg Vf 

{f.9}K = det = - {gf}K 

para cualesquiera f, y E C°°(I 3). Ahora, comprobemos la regla de Leibniz. 

{fg. h}K = (V(fg), VK x Vh) = (f  17_q + (Vf) y, VK x Vh) 

= .f(Vg, VK x Vh) + (Vf, VK x Vh)g = ,f{g, h}1  + g{.f, /'}K 

para cualesquiera f, y, h E C'°(R3). Así, { , }K es un corchete de Poisson en IR3  para toda 

función K E C°°(1R3). • 

Definición 5.1.4. Un corchete de Poisson { , } en IR se dice ser no-degenerado si para 

cualquier f E C°°(lR) tal que {f, g} = O para todo y E C°°(R), se tiene que f es 

constante. 
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El corchete de Poisson canónico en 2n  definido por la ecuación (5.1) es no-degenerado. 

A partir de la Definición 5.1.3, podernos analizar bajo que condiciones un corchete de 

Poisson { , } en Rn es no-degenerado, corno se ve en la siguiente proposición. 

Proposición 5.1.5. Si un corchete de Poisson { . } en Rn es no-degenerado, entonces 

n. es par. 

La prueba de esta proposición puede ser consultada en las siguientes referencias [8, 10, 

20]. 

Definición 5.1.6. Sean { , y { , } corchetes de Poisson en R' y R respectivamente. 

Una función suave 0 : R —* 1R" se dice ser una función o morfismo de Poisson si 

satisface que 

{f  00-9 00}1 = {f,g} o  

para, cualesquiera f.g E C°° (R). 

Ejemplo 5.1.7. La función F definida en (4.3) de (, { }. , donde  }c,, es el 

corchete canónico en R' dado por (5. 1), y  (R3, con { , }p dado por (5.8) al tomar 

F(x) = 4x X2 — x, es un mor fismo de Poisson. Este hecho lo verificaremos a detalle en 

la Sección 5.3. 

Proposición 5.1.8. Dado un corchete de Poisson { , } R' x R' —* IR" y una función 

suave H : IR" —+ IR. existe un único campo vectorial X H  E X(R") tal que 

r.v1f = {H,f} (5.3) 

para toda función  E C(R), donde .CX H  denota la derivada de Lie a lo largo del campo 

X11  (ver Apéndice .4). 

Demostración. Notemos que {H. } : C°°(R) —* C°°(R") es una, derivación pues es 

una función lineal que satisface la regla de Leibniz. Por tanto, existe un campo vectorial 

X jq  E X(R") tal que 

£X H  = 

11 
() 

i=i 

donde (x) = {H, x}. 

Nota. En la prueba anterior estamos usando el hecho de que toda derivación, del álgebra 

(1°(R") tiene asociado un único campo vectorial. Este hecho se puede encontrar en /9, 10. 
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Definición 5.1.9. Dado un corchete de Poisson { , } : Rn x R —+ R y una función 

suave II R'1  -> R, se define el campo Hamiltoniano XH asociado a H como el único 

campo vectorial que satisface (5.5). 

De la definición anterior, se sigue que XH = {H, }. Además, a partir de dicha definición 

es posible definir lo que es un sistema Hamiltoniano como se sigue a continuación. 

Definición 5.1.10. Dado un corchete de Poisson { , } en Rn y una función suave LI 

R -* R. se define un sistema Hamiltoniano como el sistema de ecuaciones diferenciales 

ordinarias en R definido por 

x = XH(x). 

donde X11  es el campo Hamiltoniano asociado a H. 

La función H de la definición anterior es llamada el Hamiltoniano del sistema. 

Definición 5.1.11. Sea X E (R) y f e C°°(U) con U c R' abierto. f es una integral 

primera de X si .C x f = 0. 

Una integral primera de un sistema es una función f e C°°(U) que es constante a lo 

largo de las trayectorias del sistema, es decir, si a(t) es solución del sistema, entonces 

f(a(t)) = constante. 

Proposición 5.1.12. Sea H E C°(R"). Entonces f e Cc(IRn)  es integral primera de 

X 1  si y sólo si {HJ} = 0. 

Demostración. Sea H E C°°(R'). Por definición se tiene que f E C°°(1R) es integral 

primera de XH si y sólo si £xf = O lo cual es equivalente a. {H, f} = 0. 

Corolario 5.1.13. Si XH es el campo Hamiltoniano asociado a la función H, entonces 

H es integral primera de XH. 

Demostración. Dado un corchete de Poisson { . } : IR" x R' -> W. y el campo Hamil-

toniano XH  asociado a la función H, de la propiedad de antisimetría de { } se sigue 

que 

{H. H} =0, 

lo cual, por la proposición anterior, implica que H es integral primera de XH. • 
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A continuación se presenta la noción de funciones de Casimir para un corchete de 

Poisson. 

Definición 5.1.14. Sea { un corchete de Poisson en R. Una función f E C°°(R) 

se dice ser de Casimir si {f, g} = O para toda función g E C°°('). Al conjunto de todas 

las funciones de Casimir las denotaremos por 

Casim(1) = {f E C°°(R) 1 {f,g} = O Vg E C(W)}. 

De la definición se sigile que dado un campo Hamiltoniano XH E 1(W1), toda función 

f E Casim(W1) satisface que {H. f} = O, lo que por la Proposición 5.1.12 implica que 

f es integral primera de XH.  Por otra parte, si H es una función de Casimir, entonces 

XH = O. Además, dado un corchete de Poisson { , } en se tiene que Casim(R') O 

va que cualquier función constante f es de Casimir. 

Proposición 5.1.15. Si { es un corchete de Poisson en W1, entonces la aplicación 

que a cada función H E C°(R') le asocia su campo Hamiltoniano es un morfismo de 

álgebras de Lic. 

Demostración. Sea { , } : C°°(R) x C°°(R) Cc(W) un corchete de Poisson y 

i: C°°(R') —+ 1(]R) tal que rj(H) = XH . Por definición se tiene que 

77(H1  + aH2)(f) = XH1+H2 (f) 

para todo f C(W1), para cualesquiera H1 , H2  G C°°(W'). a E R. De la linealidad del 

corchete se sigue que X111112  = {H1  + aH2, } = {H1, } + a{H2, } = X- 1  + cEXH25  por 

lo que 

7(H1  + aH2)(f) = (XH,+ Jq2 )(f) = (XH, + aXH2 )(f) = (r1(H1) + c(H2))(f) 

para todo f E C°°(R'2). para cualesquiera H1, H2  E C°°(W1), a E R. Así. i7(H1  + aH2) = 

ij(Hi ) + a71(H2) para cualesquiera H1, H2  E C°°(IR"), a E R, por lo que 77 es una función 

lineal. 

Por otra parte, notemos que 
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77({H1, H2 }) (f) = X{H1 H9 }(f) = {{H1, H2 }. f} = {H1, {H2, f}} ± {H2. {f, H1 }} 

= {H1, {H2.f}} - {H2. {H1.f}} = {Hl ,XH2 (f)} - {H2,XH1 (f)} 

= (X111  o X119 ) (f) - (X112  o X111  ) (f) = [X111 , X112 ] (f) 

= [g(H1 ). 7-1(H2)](f) 

para todo f E C(R'1) y cualesquiera H1. H2  E C°°(R71), por lo que 7({H1  H2 }) = 

[r1(H1). 77(1]2)1  para cualesquiera. R1, 1I2  E Cc(Rh1).  Por lo tanto. 17 es im morfismo de 

álgebras de Lie. 

A partir de lo anterior, fijada una función H E C°°(R) es posible analizar el conjunto 

de integrales primeras de su campo Hamiltoniano XH. Para ello, denotemos por AH = 

{f e C°°(R) {H.f} = O}. 

Proposición 5.1.16. Sea F : R —+ R una función dferenciabie. Para cualesquiera f. g E 

se satisface que 

{f,Fog} = F'(g){f,g}. 

Demostración. Notemos que si Xj = )). entonces 

8(F o g)
71

3(g) 
{fFog} = Lx1(Fog) = Dxi  =

F
(g) Dxi 

i= 1 

0(g) 

0
— F'(g)Lx (g) = F'(q){f.g} 

x 
-  

para cualesquiera. f, g E C(R). 

Corolario 5.1.17. Si F : R —+ R es una función suave, entonces E o f E AH para toda 

.f E A11 . 

Demostración. Sea XH  un campo Hamiltoniano y F —+ R una función suave. De la 

proposición anterior se sigue que dada una función .f E AH arbitraria, se satisface que 

{H. E o f} = F'(f){H. f} = F'(f)(0) = O. 

por lo que F o f E AH para toda f E AH. 

i=1 
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Definición 5.1.18. Sea (R7, { , }) un espacio de Poisson. Un campo vectorial X se dice 

ser un campo de Poisson si satisface que 

£x  {f = {xfg} + {f,lxg} 

para cualesquiera f,g E Coe (R). 

A partir de la definición de espacio de Poisson y de Definición 5.1.14 se tiene la siguiente 

proposición 

Proposición 5.1.19. Sea (lR, { , }) un espacio de Poisson. X jq  es un campo de Poisson 

para toda función H E C30(111 ). 

Demostración. Sea (Ra. { , un espacio de Poisson. 

Ex, {f9} = {H.{f.g}} = —{g.{H.f}} - {f., H}} 

= {{iI,.f},g} + {f, {H, q}} = {rx.f,g} + {.f.rxg} 

para cualesquiera f, g E C°°(R). Por lo tanto, X11 es un campo de Poisson para toda 

función JI E C°°(R). 

5.2. Acciones canónicas y Harniltonianas 

Esta parte está enfocada en estudiar las llamadas acciones canónicas y acciones Hamil-

tonianas sobre R71. 

Definición 5.2.1. Sea (R  n. un espacio de Poisson y 1 : C x W - 1R n  una acción 

suave de G en R11. Se dice que C actúa de manera canónica en R si (D es un 777,07- 9 fi 
de Poisson para cada g E C. La acción se dice ser Hamiltonian,a si los generadores 

infinitesimales son campos Hamiltonianos. 

Vamos a probar que la acción diagonal de SO(3) en es Hamiltoniana. Para ello, 

definanios la función J R3  - C° (R6) dada por 1(x) = donde 

J(p.q) = (x.p x q). (5.4) 

Proposición 5.2.2. La función .1 : R3  - C (R6 ) definida por (5.4)  satisface  las si-

guientes propiedades 
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(i) J es una transformación R-lineal. 

(u) Para cada matriz A e so(3) se satisface que AR3 = Xj, donde x = i(A). con 

Í : 50(3) -4  IR3  la función de la Definición 3.2.2. 

H e C(IR6 ) es SO (3) -invariante si y sólo si {H, J} = O, donde J = Jet , para 

i = 1,23. 

Demostración. 

(i) Sean x, y E IR3  y a E IR arbitrarios. A partir de la definición de la función J y de 

las propiedades del producto interior en R   se sigue que 

Jx+ay(P,q) = (x +oy,p x q) = (x,p x q) ± (1(y.p x q) 

= J(pq) +aJ(p,q) = (J+aJ)(p,q), 

por lo que J(x + ay) = = J. + aJ, = J(x) + aJ(y) para cualesquiera 

X. y E IR3  y cualquier a E R. Así, J es una transformación IR-lineal. 

(u) Recordemos que 

A3(p,q) = 
d tA (e p,etAq) 
dt 

= (Ap,Aq) 

= (x2p3  - x3p2,x3p1  - x1 p3) x1 p2  - x2p1,x2q3 - x3q2, 

x3q1  - x1q3, x1q2  - x2p1) 

Notemos que Jx = X1 J1 + X2 J2 + x3  J3, donde J = Je para i = 1,2,3, ya que 

J, (p, q) = p2q3 - p3q, J(p, q) = p3q1 - p1q3  y J3(p, q) = p, q2 - p2q1. Así, para el 

corchete { , } C°° (IR6) x C°° (R6) - C (IR6 ) dado por 

3.(afag ?L 
aq  ap 

se tiene que 

t=0 
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Xj(p.q) = {J }(p., q) 
a 

= (-7')1)3 - X3p9)—(p. q) ± (x3p1 

a 
(XII)2 - x2 p1 ) (p, q) + G1:2(13 

3p3 
a 

(x3q1  - x1q3)- 
0q2  
--(p. q) ± (x1 q2  - 

(x2p3  - x3p2,x3p1  - x1p35 x1p2  - x2p1,x2q3  -  X3 q2: 

x3q1 - x1(13,x1q2 - X9-P1) 

= A3(p,q) 

para todo (p, q) e 6• Por lo tanto, para toda matriz A E so(3) se satisface que 

A3 = X 1,, donde x = i(A). 

(iii) Del inciso anterior se sigue que J es el Hamiltoniano de 4R  con i(A) = x. El 

flujo del campo Hamiltoniano es la familia de soluciones del sistema Haniiltoniano 

asociado a Xj. Supongamos que 'y(t. (p. q)) denota el flujo del campo Harniltoniano 

Xj,, es decir 

'y(t, (p, q)) = Xj. (p, q))) 

y 

-y(0.  (p. = (p.q). 

Por lo cual, en este caso se tiene que 

d
x1  (p. q) = (A(,tAp  AetAq) = (A,A) = AR3(P,) = Xj

dt 
(p) 

con 3  = = e'-4 q. Así 

(p, q) = Xj (etAp et4q) = X, j  (n ( q)) 

De lo anterior se sigue que si II es SO(3)-invariante, entonces I-I( 1R(p. q)) = 

H(p. q) para toda matriz R e SO(3). Adernás como et e SO(3) para todo 

t e R. i = 1,2,3 con {E1, E2, E3 } la base de so(3) dada por (3.3), se tiene que 

H( etEj (p, q)) = H(p, q) para i = 1. 2 3, por lo que H(F1 1  (p. q)) = H(p, q) 

para i = 1,2.3, lo cual sucede si y sólo si £x,,  H = O. es decir. {Ii. J} = O para 

i = 1,2,3. 

—x1 p3 ) 
a

(pq)+ 
ap2  
a 

- 

aq1  

x2p1) - 
a 
---(p, 

0q3
q) 
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Por otra parte, si {H, J} = O para i = 1, 2. 3 entonces {H. .J} = O para toda x E R3  

pues ,J = x1 ,I1±x2 ,I2 +2,»3 J3 . Sea R E SO(3), entonces existe A = x1 E1+x2 E1±x3 E1  

tal que e  = R. pues la exponencial restringida a o(3) es una función sobre en 

SO(3). Así, 7(t) = e(1+1)(.4) satisface que 7(t) E SO(3) para todo t E R y '(0) = R. 

por lo que {H, J(1±i)n} = O si y sólo si H (Fl (p. q)) = H(p. q). lo cual 

sucede si y sólo si II( e(1- ) A (p, q)) = H(p, q) para todo t E R. Por lo tanto, 

tomando t = O se tiene que H(R(p.  q)) = H(p. q) para toda matriz R E SO(3), 

lo cual implica que H es S0(3)-invariante. 1 

Se sigue del inciso (iii) de la Proposición 5.2.2 que la acción diagonal de SO(3) en R6  

es 1-lamiltoniana. 

5.3. Reducción y reconstrucción de sistemas Hamil-

tonianos SO (3)-invariantes 

A continuación estudiaremos un tipo particular de sistemas Hamiltonianos, los cuales son 

conocidos como sistemas Hamiltoiiianios rotacionalmente invariantes o sistemas Hamil-

tomamos S0(3)-invariantes. Para hablar de este tipo de sistemas, primero daremos la 

definición de un sistema Hamiltonianio S0(3)-invariante. para lo ello, es necesario recor-

dar la definición (le un grupo de simetrías de un sistema autónomo, la cual está dada (le 

la siguiente manera. 

Definición 5.3.1. Sea X E X() y G un grupo. Se dice que C eswn grupo de simetrías 

del sistema 

x = X(x). (5.5) 

si existe 'una acción de C en R' se tiene que para toda curva solución ' : 'E - W' del 

sistema (.5.5,) se satisface que g " está bien definida y también es una solucón de (.5.5) 

para todo 9 E C. 

Un sistema Hamiltoniano es S0(3)-inva.riante si el grupo SO(3) es un grupo de simetrías 

del sistema. Es decir, dado el sistema Hamiltoniano 

x=XH (x) (5.6) 
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con Hamiltoniano H y una acción cf  de SO(3) en W', el sistema es SO(3)-invariante si 

para toda solución 'y : 'E -* W del sistema (5.6) se satisface que 'R o'y está bien definida 

y también es una solución de (5.6) para toda R E SO(3). 

Reducción de sistemas Hamiltonianos SO(3)-invariantes 

Dada una acción de SO(3) en es posible definir que es una reducción de un sistema 

Hamiltoniano SO(3)-invariante de la siguiente manera. 

Sea H es una función SO(3)-invariante en r. H define una función h en R/S0(3) tal 

que 1-1 = hoir, donde ir J —* WL/S0(3) es una función de Poisson. Así, ir transforma al 

campo XH  sobre R  n  en el campo Xh sobre R/SO(3). Se dice que el sistema Hamiltoniano 

definido por XI, sobre W/SO(3) es una reducción del sistema Hamiltoniano definido por 

XH  sobre TR. 

A continuación nos centraremos en trabajar con una acción de SO(3) en IR6, con el 

propósito de dar un ejemplo de cómo llevar a cabo la reducción de un sistema Hamil-

toniano S0(3)-invariante con condición inicial, para posteriormente resolver el sistema 

reducido con una condición inicial que depende de la condición inicial del sistema origi-

naL y dar un método para encontrar una solución del sistema original a partir de una 

solución del sistema reducido. 

Reconstrucción de soluciones 

Sean (IR6, { , }) un espacio de Poisson, y sea H E C00(1R6) SO(3)-invariante. Supongamos 

que se quiere encontrar la curva solución 'y(t, (po, q0)) del sistema 

(\ 

=X11(p.q), 
qj 

que pasa por el punto (po,  qo) en 1 = 0, es decir, se busca la curva 'y(t, (po. qo)) que 

satisface 

'(t, (po, qo)) = XH('y(t, (po, qo))) 

y 

'y(O, (po  qo)) = (po, qo). 

Para ello, consideremos el espacio de Poisson (IR3, { , }K). Sabemos que existe h E 

C00(IR3) tal que H = h o F, donde F es la función definida (4.3), tal que F es un morfismo 

de Poisson, es decir, {f o F. g o  F}RG = {.f. g}p o F para cualesquiera fjj E C0(IR3). 
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Sea x0  = F(po, qo). Consideremos el sistema reducido X,,, tal que a'(t, xo) es la curva 

solución de Xh que pasa por x0, es decir, a(í, xo) satisface que 

¿(t. xo) = Xh(a(t, x0 )) 

y 

(0. xo ) = xo . 

Por el inciso (iii) de la Proposición 5.2.2 sabernos que H es S0(3)-inva.riante si y sólo 

si {H. J} = O para i = 1,2,3, es decir 

J (FlXH  (p,q)) = J(p,q) 

para i = 1, 2, 3, lo cual implica que 

(Fi (p.  XH , q)) = (p., q), 

y así 

( F1XH  (po qo)) = J(po, qo) = :~ O 

con /1. E R3  fijo. Supongamos que p' = (c1,c2,c3), entonces Fi(po,qo ) E 1 (it) = 

{(p.q) E R° J1 (p,q) = e1. J2 (pq) = e2. J3(p,q) = C:3} 

Sea (t, (po,  qo)) una curva, suave tal que 8(0. (po  qo)) = (Po, qo), 8(t, (Po  qo)) E 

JJ'(1i.) para todo 1. y FCS(t, (po, qo))) = o(t, xo). Así, se tiene que F(/(I, (Po, qo))) = 

F('y(t, (po,  q0))) para. todo t, por lo que del inciso (ji) de la. Proposición 4.4.4 se sigue que 

existe R(t) E SO (3) tal que 7(t, (po.  qo)) = R( t ) (po q0») para. todo t. Así, tomando 

= (p(t),q(t)) y (t.(p0 .q0 )) = (p(t).(t)). tenemos que 7(t,(po,qo)) = 

(p(t). q(t)) = (R(t)(t), R(t)(t)), por lo que 

XLJ(7(t. (po, qo))) = (R(t)(t), R(t)(t)) + R(t)p(t). R(t)(t))) 

Por otra, parte, como XI, es SO(3)-invariante, tenernos que X jj (p, q) = X I, (p., q) para 

toda matriz 1? E SO(3), por lo que 

XH (.8(1, (p,  q))) = D<I> R() (fl(t,(p.q)))(I)ft)  (XH (PR(t) (fl(t (p,  q))))) 

= D 1(t.(p q))IR(t)1(XH(/(1, (p,q)))) 

= (t, (p, q)) + (R(tY 1  R(t)(t), R(t)1 
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Como R(t)-'R(t) es una matriz antisimétrica para todo t y AR6(P,  q) = (Ap, Aq) 
dt 

para toda matriz A e o(3), se tiene que existe A e 50(3) tal que 

AR6(p. q) = 

(
R(t)-1 

dt 
 R(t)P

dt 
(t) R(t)-1 R(t)(t)). 

De esta forma, resolviendo 

(A(t))RG( /3(t, (p, q))) = KH(,3(t, (p. q))) - ¡(t, (p, q)) 

se tiene que la matriz R(t) debe satisfacer 

dt R(t) = R(t)A(t). (5.7) 

Por último, una vez encontrada la. matriz R(t) que satisface (5.7), la solución del 

sistema original se obtiene al tomar -y(t, (po, qo)) = 1? R(t) (/3(t, (po, qe))). 

Ejemplo de reconstrucción de soluciones de campos invariantes 

Consideremos 116  con el corchete de Poisson canónico { , }can y la representación del 

espacio de órbitas de la acción diagonal dada por el espacio de Poisson (IR3, { , }j.') con 

el corchete dado por 

{f- 9}F (7f,  17F x 179) 

donde F: IR3  —+ R. dada por 

F(x) = 4x1x2  - x. 

En coordenadas este corchete toma la forma 

— 2x2  ( 
/ Df Dg Df D9) / Df 49g19fDg'\ 

{.f, Y}F = 2x -

'S..DX1  DX3  - Dx3  aXl 

X3(

Dg Df Dg\ 

) 
af

—;i• 

 

(5.8) 

 

 

 

Así, { , }F es el corchete de Poisson definido por (5.2) para la función K = F. Por 

otra parte, { , }can es el corchete de Poisson canónico en IR2  dado por (.5. 1) para el caso 

= 3. Por lo tanto, (IR3, { , }F) y (IR6. { , }can) son dos espacios de Poisson. 



(pi 
 — +qj—) (q¡ 

 0g
+p j 
 

Pi '9P31 8P2 0P3J 

(D(foF)D(goF) 0(foF)3(goF) 

\ Dpi Dq Dq, c9pi  )  

3 

{f o F.goF} a  

3 DfDpJ \(Dg3pj (dfDp)  
(9pj

3
4Dpj Dq j ) \ _ 1 0p2 3q j ) 
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Por otra parte, como se dijo en el Ejemplo 5.1.7, la función r : RI —* R dada por 

(4.3) es un morfismo de Poisson. Para verificar lo anterior, recordemos que 

ti 
F(pq) = (pi(p,q),p2(p,q),p3(p,q)) = 

para cualquier (p. q) E R6. por lo que 

1 
p112, IIqII2  P q 

/ 

Dg ¿)piDp Dp 

0 / 09 Dg\\ 
q pi 

P2 5P31 Dp 
(Of ¡9g(Df Dg 

OP2 C9P3 MOP2)
1

Df 09 —(q+q2
2  +q--- 

(Of Dg Of Og\ p, q,  +p2q2 +p3q3) 
'\8P10p2  - Op2Op1) 

(9f D)
(MM 

Of 09g09f Og
Dp3  D —2P2

P2 Op3 Op1 ) 
Df Dg \ 

Op28ç1) 

01  09) (Df Dg Df  ag 
0x30

—2x2 
Dx1  Dx3  

dgOf Og\
x3 — o

OXj 09X2 0X2 0X1)J (Of 
- {f, 9}F o 

Df Dg 

OP3 OPi 
(Df Dg 

\Dp2  8p3 
(Df c9  

— 

v' DP2  

( (Df C99
= 1 1 - 

\ Ox 2  Ox3  

lo cual implica que 1' : R6  - es un rnorfismo de Poisson. 

Ahora bien, sea H e C°°(i 6) dada por H(p, q) = P2(P q) = IIqII2, la función h 
—> R que satisface H = h o r es h(x) = x2  para todo x = (x1, x2, x3) E R3. 

De lo anterior, se sigue que 

= {h, }F = :1--3 —  ± 2x1 — = (O,x3,2xi) 
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y
0 t9 ¿9 

dq (9q2 &q3  

son dos campos de Poisson. 

Consideremos los sistemas Hamiltonianos para los campos hamiltonianos Xh y XH. El 

sistema Hamiltoniano con Hamiltoniano h es el sistema de ecuaciones en R3  

=0, 

= 

= 2x1. 

Para la función H = IIpII2 5 el sistema Hamiltoniano tiene la forma 

ui = q, 

P2 = q2, 

p3 = q3, 

(Ji = q2 = 13 = O 

Tomemos la condición inicial (p0.qo) = ( \/2ai 3O,0,0, N/-2a2, 0) E IR6, con al , a2  > O 

constantes. Sea M = J(po, qo) = (0, 0, 2/j). Claramente O es constante y x0  = 

17(p0, q0 ) = (a1, a2, 0). Corno la solución a del sistema Hamiltoniano con Hamiltoniano h 

en x0  satisface 

¿E(t, xo) = Xh(a(t, xo)) 

y 

a(0xo) = (al,  a2, 0), 

resolviendo lo anterior obtenemos que 

a(t, xo) = (a1, a3t + 2, 2a1t) 

Sea 8 IR - IR6  dada. por 

8(t. (po.qo)) = ('/cos(1) - /tsen(t), \/2a1sen(t) + '.4/t cos (t),0, 

— \/sen(t), \ cos (t)0) 
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Notemos que /3(0, (Po, qo)) = (Po, qo). además F(,8(t. (Po.  qo))) = c¿ (t.,  xo ) y JCB(t, (po, qo))) = 

JJ(po. qo). Por otra parte, 

XH(f3(t, (po,qo))) = (—,/sen(t), /cos(t),0,0,0,0) 

(po, qo)) = (—\/sen(t) — /2a2sen(t) - /2a2tcos(t), /cos(t) + '/cos(t) 

—/tsen(t), 0, —s/cos(t), —/sen(t), o), 

por lo que 

XH(f3(t, (po, qo))) — ,(t, (Po,  qo)) 

es igual a 

(/2aisen(t) + '/tcos(t), — \/cos(t) + /tsen(t), 0, /cos(t), /sen(t), o) 

Tomando 8(t. (po.  qo)) = (. ), tenemos que 

 

7/ o i o / o i o \ 

—1 0 0 p. —1 0 0 i 

0 0 lj \ 0 0 lj j 

 

 

XH(/3(t, (po, qo))) - (t. (Po. qo)) = 

 

 

entonces 

La solución del sistema 

con condición inicial 

es 

/ 0 1 O\ 

A(t)= —1 0 0 

0 0 1 1 

R(t) = R(t)A(t) dt 

R(0) = 1 

 

/ cos(t) sen(t) O 

—sen(I) cos(t) O 

0 0 1j 

R(t) = c 
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Así, como -y(t, (po) qo)) = I>R(t) (I3 (t, (po.qo))), se tiene que 

, (po. qo)) = (v"2ai, 0, 0 0). 

108 

 

(5.9) 

Ahora bien, para comprobar que 'y(t, (po, qo)) dada por (5.9) es solución del sistema 

original, notemos que 

(po,qo)) = (0, \/2a2, 0, 0, 0, 0) = XHey(t, (Po qo))) 

y 

(O (po, qo)) =  (\/-2al,  0, 0, 0, o) = (Por qo), 

por lo que la curva y(t, (po, qo)) dada por (5.9) es la solución del sistema 

• =XH (p,q), 
\qj 

que pasa por el punto (po,  qo). 



Apéndice A 

Nociones básicas de cálculo 

diferencial 

En este apéndice, denota el espacio euclidiano usual. 

Un vector ÍZ en R representa el segmento de recta dirigido que conecta al origen con 

el punto u E R. Denotaremos por al vector con punto inicial de x y tiene la misma 

dirección y longitud que el vector 7. 

Definición A.1. Sea x e RTL.  Se define al espacio tangente en x a R, como el conjunto 

de todos los vectores 'i7, en T, denotado por Tl1. 

A partir de la definición anterior, es claro que T]R'1  tiene estructura de espacio vectorial 

para todo x E R' si se establece que la biyección T/ : W - TXW, dada por ri(il) = 

es una isometría lineal, es decir. si  77, es una isometría tal que 

ii(ii+ aU) = 17(9) + a?)(i1) 

para cualesquiera vectores Z y U en . De lo anterior se sigue que r/, es un isomorfismo 

de Rn en TXR para cada x E I1. 

A partir de la definición del espacio tangente en un punto x E IR', es posible definir 

cuando una función .f definida sobre un conjunto (1 c 1R' es diferenciable en x. Para ello, 

es necesario recordar la definición de una derivación de un álgebra, la cual está dada de 

la siguiente manera. 

109 
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Definición A.2. Sea A un álgebra. Se dice que D : A -+ A es una derivación de A si D 

es un operador lineal y cumple la regla de Leibniz, es decir, 

D(f + ag) = D(f) + aD(g) 

y 

D(fg) = .fD(g) + D(f)g 

para cualesquiera f, g E A. 

Definición A.3. Sea f
fl Jm Se dice que f es diferenciable en x E Rn si existe 

una transformación lineal T : ]m  tal que 

lím If(x + h) - f(x) - T(h)IIRn = 
0. 

h IlEm 

En la definición anterior, a la transformación T se le conoce como la diferencial de f 

en x, la cual denotaremos como Df.  Diremos que f es diferenciable en U C R si es 

diferenciable en x para todo x E U. 

Se dice que f es una función suave en U, si f es infinitamente diferenciable, es decir, 

D'f es diferenciable U para todo n E N, donde D'2 f es la diferencial en U de D'f, 

tomando D°f = f. El conjunto de funciones suaves en U se denota por C(U). 

Definición A.4. Sea f : Rn -+ ]R. f es un difeomorfismo si f es un homeomorfismo, f 

es diferenciable y f' es diferenciable. 

Existen distintas maneras de definir al espacio tangente en x a R', por lo cual veremos 

una segunda definición de este espacio. Para ello, consideremos -y : 1 -* R n  una curva 

suave, tal que O E 1 y 7(0) = x. Entonces, se dice que "y es una curva que pasa por x. 

Al conjunto de curvas que pasan por el punto x lo denotaremos por C' (x; lR'). Diremos 

que dos curvas 71, 72 E C°°(x; 11v) son equivalentes si sus derivadas evaluadas en cero 

coinciden, es decir, -y1 '- y Si  y sólo Si  (0) = 7(0). Es claro que es una relación de 

equivalencia de curvas. Además, para cada curva -y E C°°(x; R) se tiene que el vector 

-y'(0) pertenece a TXI, por lo que podemos definir al espacio tangente en x a como 

TXI'1  = {y'(0) 1 -y E C°°(x;W)}. 
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Para ver que la definición es equivalente a la Definición A.2, falta demostrar que para 

cualquier vector il, existe una curva suave 'y tal que 'y(0) = x y 'y'(0) = para ello, 

notemos que la curva 'y(t) = ti4( + x satisface ambas condiciones. 

Definición A.5. La unión disjunta de los espacios tangentes en cada punto de R", es 

decir. 

[J TXW, 
xER 

es llamada haz tangente, y se denota por TR. 

Definición A.6. Un campo vectorial es una función X : RT' —> TR' tal que X(x) E TXR 

para toda x E IR. 

A partir de la definición anterior, podemos pensar a un campo vectorial X E X(TR1 ) 

como 

X(x) = (i(x)'\(x)) 

con Xi  : R —* R, ya que TXR es un espacio vectorial. Es decir, podemos definir a un 

campo vectorial por medio de su vector de coordenadas con respecto a una base de TXR. 

Tomando {xi x} como las coordenadas en W, se puede probar que 

X(x) = .(x) 

(ver [19]). 

Al conjunto de campos vectoriales lo denotaremos por 1(W). Considerando el produc-

to escalar y la suma usual de funciones, se tiene que 1(W) tiene estructura de espacio 

vectorial sobre R. Más aún, es posible probar que el conjunto 1(W) se puede identificar 

con el álgebra de derivaciones del álgebra de funciones C°°(W), [3]. Como consecuencia 

tenemos el siguiente resultado. 

Proposición A.7. El espacio de campos vectoriales 1(W) junto con el conmutador es 

una álgebra de Lic. 

Demostración. Ver demostración en [3, 8, 9]. 

Definición A.8. Sea X E 1(W) y f E C°°(W). Se define la derivada de Lie de f a lo 

largo de X como la función Cxf  definida por 

Lxf(x) = 

n 

Oxi 
i=1 

X 
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para todo x E l, donde X = ('Ni,. . . , 

La definición usual de un campo vectorial suave dice que X e es suave si las 

funciones componentes X son suaves para toda i = 1.....n. Sin embargo podemos dar 

una definición equivalente de un campo vectorial suave mediante la derivada de Lie como 

se ve a continuación. 

Definición A.9. Sea X E X(W). X se dice ser suave si para cada función suave f E 

se tiene que £xf  es suave. 

Las siguientes definiciones son utilizadas en el desarrollo de éste trabajo y son puestas 

aquí para usarse como referencia por el lector. 

Definición A.10. Sean X E X(R), Y E X(W) y f : lR jm  X y Y se dicen estar 

f relacionados si Df(X(x)) = Y(f(x)). 

Definición A.11. Sean f : m 
 y g lR" - R funciones suaves en R' 

respectivamente. El pull-back de y bajo f es una función f 1R --> R dada por 

(f*g)(x) = g(f(x)) 

para todo x E W. 

Definición A.12. Sea f un difeomorfismo de R y X E (R"). El pull-back de X bajo 

f es una función f* (W) - (R') dada por 

(f*X)(x) = Df()f 1(X(f(x))) 

para todo x E Jl. 

Definición A.13. Un sistema autónomo es un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias en el espacio euclidiano R, dado por 

dx 
=X(x) 

dt
(A.1) 

donde X(x) = . . . , 'N7 (x)) es un campo vectorial suave definido en un conjunto 

DcI 

Una función suave 'y = I -* D, con I = {t E¡ti <E}, se dice ser una solución de 

(A.1) en un punto x0  si se satisface que 

dt 
(t) = X('y(t)) (A.2) 



Apéndice A. Nociones básicas de geometría dfereneiai 113 

para todo ¿ E I. y 

-y(0) = xo. (A.3) 

Del Teorema de Existencia y Unicidad se sigue que existe una única solución 7(t) para 

el problema con las condiciones (A.2) y (A.3) en el intervalo I. 

En general, la solución -y : 'E - V del sistema (A.i) en el punto x0  se denota corno 

'(t.xo) o bien corno it( x ) 

Por otra parte, la curva suave pararnetrizada que se forma por la imagen de 'E  bajo 

'y(t, xo) es llamada la trayectoria, que pasa por x0  en el tiempo t = O. 

Definición A.14. El flujo de un campo vectorial X E X(RTE) es la familia de funciones 

suaves 1 —+ W determinadas a. lo largo de las trayectorias del sistema (A.i). dada 

por 

F1,  (X0 ) = 'y(t.xo). 
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Apéndice B 

Código para calcular el operador de 

promedio en SO(3) 

Programa utilizado para calcular el SO(3)-promedio de las funciones y campos vectoriales 

presentados en el Capítulo 4, en el software wxMaxima. 

/ Matriz R en SO(3) / 

R11(t,pl,p2) :c0s(pl)*cos(p2)_cos(t)*sin(pl)*sin(p2);  

R12(t,pl,p2) :=_cos(pl)*sin(p2)_cos(t)*sin(pl)*cos(p2);  

R13(t,p1):=sin(p1)*sin(t);  

R21(t,p1,p2):=sin(p1)*cos(p2)+cos(t)cos(p1)*sin(p2);  

R22(t,pl,p2) :_sin(pl)*sin(p2)+cos(t)*cos(pl)*cos(p2); 

R23(t,p1) :=_cos(pl)*sin(t);  

R31(t,p2) :=sin(p2)*sin(t);  

R32(t,p2) : c0s(p2)*sin(t);  

R33(t) :=cos(t); 

R(t,pl,p2) :=inatrix([R11(t,pl,p2),R12(t,pl,p2),R13(t,pl)], 

[R21(t,pl,p2) ,R22(t,pl,p2) ,R23(t,pl)], 

E R31(t,p2) , R32(t,p2) , R33(t) ]); 

115 
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/ Vectores en ii *1 

y: [vl,v2,v3]; 

w: [wl,w2,w3]; 

/ Funciones suaves en R3  *1 

fl(x) :=x[1]; 

f 2(x) :=sqrt(x[1]A2+x[2]A2+x[3]\2); 

f3(x) :=x[1]+x[2]"2+x[3]'3; 

f4(x) :x[11  "3+x[21*x[31'\2; 

f5(x) :=x El]  *x[2]*x[3] 

/ Promedio de funciones suaves en 1I 3 *1 

trigsimp(ratsimp((1/(8* %piA2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(fl(R(t,pl,p2) .v)))*sin(t)  ,t,O, %pi) ,p2,O,2*%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi\2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(f2(R(t,pl,p2) .v)))*sin(t)  ,t,O, %pi) ,p2,O,2*%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%pit\2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(f3(R(t,pl,p2) .v)))*sin(t)  ,t,O, %pi) ,p2,O,2*%p±) ,pl,O,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8* %piA2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(f4(R(t,pl,p2) .v)))*sin(t)  ,t,O, %pi) ,p2,O,2*%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%pi/"2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(f5(R(t,pl,p2) .v)))*sin(t)  ,t,O, %pi) ,p2,O,2*%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

/ Funciones suaves en x IE / 

rl(p,q) : 1/2*p.p; 

r2(p,q) : 1/2*q.q;  

r3(p,q) :=p.q; 
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r4(p,q) :=p [1] +p [2] +p [3]; 

r5(p,q) :=p[1]*q[3]+p[2]*q[2]ip[3]*q[1]; 

/ Promedio de funciones suaves en 1I 3  x 11V *1 

trigsimp(ratsimp((1/(8* %1A2))  *integrate(integrate  (integrate(trigsimp( 

ratsimp(r1(R(t,pl,p2) .v, R(t,pl,p2) .w)))*sin(t)  ,t,O, %pi) ,p2,O,2*%pi), 

p1,0,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%pit2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(r2(R(t,pl,p2) .v, R(t,pl,p2) .w)))*sin(t),t,O, %pi)  ,p2,O,2*%pi), 

p1,0,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%piA2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(r3(R(t,pl,p2) .v, R(t,pl,p2) .w)))*sin(t),t,O,  %pi)  ,p2,O,2*%pi), 

pl,O,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%pif2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(r4(R(t,pl,p2) .v, R(t,pl,p2) .w)))*sin(t)  ,t,0, %pi) ,p2,o,2*%p), 
p1,0,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pjA2)) *integrate(integrate  (integrate(trigsimp( 

ratsimp(r5(R(t,pl,p2) .v, R(t,pl,p2) .w)))*sin(t)  ,t,0, %pi) ,p2,O,2*%pi), 

pl,O,2*%pi))) ;  

/ Campos vectoriales en 11V *1 

X1(x) :[1,O,O]; 

X2(x) :=[x[11 ,0,01 

X3(x) :[x[1] ,x[2] ,x[311 

X4(x) 

X5(x):[x[11+x[21+x[31 ,O,O]; 

/ Promedio de campos vectoriales en 11V *1 

it. 
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trigsimp(ratsimp((1/(8*%pit\2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(invert(R(t,pl,p2)).X1(R(t,pl,p2).v)))*sin(t),t,O,%pi),p2,0,2* 

%pi) ,p1,0,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%pi2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(invert(R(t,pl,p2)) .X2(R(t,pl,p2) .v)))*sin(t)  ,t,0, %pi) ,p2,0,2* 

%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%pi/\2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(invert(R(t,pl,p2)).X3(R(t,pl,p2).v)))*sin(t),t,0,%pi),p2,0,2* 

%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

trigsirnp(ratsimp((1/(8*%pif\2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(invert(R(t,pl,p2)).X4(R(t,pl,p2).v)))  *sin  (t),t,O,%pi),p2,O,2* 

%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%piA2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(invert(R(t,pl,p2)).X5(R(t,pl,p2).v)))*sin(t),t,O,%pi),p2,0,2* 

%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

/* Matriz auxiliar R2 / 

R2(t,pl,p2):=matrix([R11(t,pl,p2),R12(t,pl,p2),R13(t,pl),O,O,0], 

[R21(t,pl,p2) ,R22(t,pl,p2) ,R23(t,pl) ,0,0,0], 

[ R31(t,p2) , R32(t,p2) , R33 (t) ,0,0,0], 

[O , O, O, R11(t ,pl,p2) , R12 (t ,pl,p2) , R13 (t , pl)] 

[O,O,O,R21(t,pl,p2),R22(t,pl,p2),R23(t,pl)], 

[0,0,0, R31(t,p2) , R32(t,p2) , R33(t) ]); 

1* Campos vectoriales en I1 6 / 

Vl(p,q) :=[1,O,O,O,O,O]; 

V2(p,q) :=[p[l] ,p[2] ,p[3] ,q[l] ,q[2] ,q[3]] 

V3(p,q) :=[p[l]*q[l] ,p[2]*q[2] ,p[3]*q[3] ,O,O,O] 

V4(p,q) 

V5(p,q) :[p[l]+p[2]+p[3] ,0,0,q[l]+q[2]+q[3] ,0,0]; 
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/ Promedio de campos vectoriales en IR6  *1 

trigsimp(ratsimp((1/(8* %piA2)) *integrate  (integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(invert(R2(t,p1,p2)).V1(R(t,p1,p2).v,R(t,p1,p2).w)))*sin(t),t,O, 

%pi),p2,0,2*%pi),p1,0,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/(8*%pi'\2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp( 

ratsimp(invert(R2(t,pl,p2)).V2(R(t,pl,p2).v,R(t,pl,p2).w)))*sin(t),t,O, 

%pi) ,p2,O,2*%pi) ,pl,O,2*%pi)));  

trigsirnp(ratsimp((1/ (8* %piA2)) *integrate(integrate  (integrate (trigsimp( 

ratsimp(invert(R2(t,pl,p2)).V3(R(t,pl,p2).v,R(t,pl,p2).w)))*sin(t),t,O, 

%pi) ,p2,O,2*%pi) ,p1,0,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/ (8* %A2))  *integrate(integrate  (integrate (trigsinip( 

ratsimp(invert(R2(t,pl,p2)).V4(R(t,pl,p2).v,R(t,pl,p2).w)))*sin(t),t,O, 

%pi) ,p2,O,2*%pi) ,p1,0,2*%pi)));  

trigsimp(ratsimp((1/ (8* %piA2)) *integrate(integrate  (integrate (trigsimp( 

ratsimp(invert(R2(t,pl,p2)) .V5(R(t,pl,p2) .v,R(t,pl,p2) .w)))*sin(t)  ,t,O, 

%pi) ,p2,O,2*%pi) ,pl,O,2*%pi))); 
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