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Introducción 

La teoría de conjuntos está presente prácticamente en todas las áreas de las 

matemáticas, algunos ejemplos son los conjuntos abiertos y conjuntos cerrados (los 

cuales son esenciales en Topología), o los grupos que son conjuntos con ciertas carac-

terísticas (especialmente estudiados en Álgebra Moderna), etc. En este trabajo nos 

enfocaremos en estudiar los conjuntos compactos, los cuales son de gran importan-

cia en Análisis Matemático y Ecuaciones Diferenciales, sólo por mencionar algunas 

áreas. Específicamente, nuestro objetivo principal será caracterizar los conjuntos 

compactos en los espacios L, y presentar algunas consecuencias importantes de este 

resultado. Para ello desarrollaremos el trabajo The Kolmogorov-Riesz compactness 

theorem elaborado por los matemáticos Helge Holden y Haraid Hanche-Olsen [6]. 

El concepto de compacidad surgió en uno de los períodos más productivos de 

la actividad matemática, a mediados del siglo XIX. Con la intervención de grandes 

matemáticos como Cantor, Weierstrass, Hausdorff y Dedekind, comenzaron a hacer 

rigurosas muchas de las ideas que durante siglos habían sido dadas por sentadas. 

Dos de los primeros matemáticos en dar resultados importantes con respecto a la 

compacidad de conjuntos, fueron Edward Heme y Émile Borel, mientras Heme traba-

jaba sobre funciones continuas, Borel trataba de caracterizar la recta real mediante 

cubiertas abiertas. Gracias al trabajo de ambos se encontró una caracterización de 

los conjuntos compactos en 1, que afirmaba lo siguiente: Un subconjunto de R es 

compacto si y sólo si es cerrado y acotado. Después se demostró que la afirmación 

anterior se cumplía para subconjuntos de W'. Al momento de querer generalizar el 

concepto de conjunto compacto en espacios métricos, notaron que el ser cerrado y 

acotado no implicaba el ser compacto, con ello surgió un nuevo problema. Cuando 

se encontró una caracterización para los conjuntos compactos en espacios métricos, 
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Introducción 

introdujeron el concepto de totalmente acotado, de hecho, en un espacio métrico un 

conjunto es compacto si y sólo si es completo y totalmente acotado. 

Uno de los principales objetivos en esta tesis es caracterizar los conjuntos total-

mente acotados en distintos espacios normados, donde dichos espacios normados son 

de Banach y por tanto caracterizamos los conjuntos compactos en dichos espacios. 

Dos resultados de compacidad de gran importancia en este trabajo son el teorema 

de Arzelá-Ascoli y el teorema de Kolmogorov-Riesz. este útimo siendo el resultado 

principal. 

La tesis consta de tres capítulos distribuidos de la siguiente manera: En el capítu-

lo 1 daremos un repaso acerca de la compacidad en espacios métricos, haciendo es-

pecial énfasis en el teorema Arzelá-Ascoli y tratando de mostrar un breve desarrollo 

histórico del concepto de compacidad. Finalmente definiremos los espacios LP(R') 

y recordaremos algunas de sus propiedades básicas. 

En el capítulo 2 estudiaremos los conceptos de transformada de Fourier y espacios 

de Sobolev que son relevantes en análisis. Para definir la transformada de Fourier 

de forma natural recordaremos los resultados más importantes de los espacios de 

Hilbert, así corno los conceptos de convolución y espacios de Sovolev, para finalmente 

definir la transformada de Fourier para el espacio L2(Rd)  mediante el teorema de 

Plancherel. Por último en este capítulo veremos los espacios de Sobolev, daremos 

algunas de las propiedades principales y demostraremos que son completos bajo una 

norma dada. 

En el capítulo 3 daremos una caracterizacion de los conjuntos totalmente acota-

dos en los espacios de funciones continuas sobre un conjunto compacto K, el espacio 

de sucesiones 1P y el espacio de funciones LP(Rd),  éste último conocido como el teo-

rema de Kolmogorov-R.iesz. Finalmente, se verán tres consecuencias que surgen a 

partir del teorema de Kolmogorov-Riesz la primera de ellas caracteriza los conjun-

tos totalmente acotados en el espacio LP(RT),  tal que el conjunto de la transformada 

de Fourier de las funciones sea uniformemente acotada, la segunda nos da una ca-

racterización de los conjuntos totalmente acotados en los espacios de Sobolev, y el 

último es el llamado principio de selección de Hellv. 
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Capítulo 1 

Historia y Preliminares 

La teoría de conjuntos ha sido (le gran importancia para el desarrollo de la 

matemática en general, en la cual han surgido conceptos de gran importancia, tales 

como los conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, entre otros. En este capítulo nos 

enfocaremos en los conjuntos compactos, estudiaremos como fueron evolucionando 

a través de los años, primero mostraremos algunos resultados de compacidad en 

espacios métricos, y daremos varias equivalencias al concepto de compacidad. En la 

segunda parte del capítulo, veremos un teorema muy conocido que nos caracteriza 

los conjuntos compactos en el espacio de funciones continuas definidas sobre un 

conjunto compacto en R. Por último definiremos el espacio de funciones LP(Rd) y 

veremos algunas de las propiedades que más nos interesan para el desarrollo de este 

trabajo. 

1.1. Compacidad en espacios Métricos 

Recordemos la definición de espacio métrico. 

Definición 1.1.1. Dado un conjunto X, definirnos la función d: X x X u{O}, 

tal que para todo x,y,z E X, tenemos 

1. d(x,y)=Osiy sólo six=y. 

2. d(x.y) O. 

1 



Historia y Preliminares 

3. d(x, y) = d(y,x). 

4. d(x, z) :~ d(x, y) + d(y, z) a esta desigualdad se le conoce corno desigualdad 

del triángulo. 

A la función d se le conoce corno métrica. 

Un espacio métrico es un conjunto X provisto de una métrica d. Lo denotare-

mos (X, d) , o simplemente por X si no es necesario especificar su niétrica. Diremos 

que un espacio métrico es completo si toda sucesión de Cauchy en X es convergente 

en X. 

Desde inicios de la topología se admitió que el intervalo [a, b] tenía una cierta 

propiedad que era de vital importancia para la demostración de teoremas tales corno 

el teorema del valor máximo y el teorema de la continuidad uniforme. Esto llamó 

el interés de muchos matemáticos, se pensaba que la propiedad era el hecho de que 

cualquier subconjunto infinito de puntos de [a, b] tiene un punto límite, y a esta 

propiedad se le llamó compacidad. Con el paso del tiempo encontraron una nueva 

definición en términos mas generales. 

Definición 1.1.2. Sea X un espacio métrico con métrica d. 

i) A la colección {Ca }aEJ  de conjuntos abiertos se le llama cubierta abierta de X, si 

cada x E X pertenece por lo menos a un Ca, c E I. Una cubierta abierta es finita si 

ci conjunto de índices 1 es finito. 

u) X es compacto si cada cubierta abierta de X contiene una subcubierta finita. 

Es posible definir compacidad en un subconjunto del espacio, es decir, si X es 

un espacio métrico con métrica d y sea A c X. Decimos que A es un subconjunto 

compacto si el espacio métrico A con la métrica heredada por d, es compacto. 

Borel y Lebesgue, intentaban caracterizar la recta real en términos de cubiertas 

abiertas, mientras que Bolzano y Weierstrass intentaban caracterizarla en términos 

de sucesiones. Heme demostró en 1872 que una función continua en un intervalo 

cerrado es uniformemente continua. Por otro lado, Borel demostró en 1894 un lema 

que sería de gran importancia para la teoría de conjuntos y para la matemática en 

general. 

2 



Historia y Preliminares 

El lema dice lo siguiente: Si en una línea uno tiene un número infinito de subin-

tervalos, de manera que cada punto de la línea es interior de por lo menos uno de 

los intervalos, entonces uno puede determinar efectivamente un número limitado de 

subintervalos de entre los subintervalos dados, que tienen la misma propiedad. 

Aquí la línea es un intervalo acotado. Schónfiies se dio cuenta de la conexión 

que existía entre el trabajo de Borel y el de Heme, por lo que Sch6nflies hizo una 

generalización de ambos trabajos y lo llamó el teorema de Heine-Borel, el cual afirma 

que un subconjunto de IR es compacto si y sólo si es cerrado y acotado. 

En un espacio métrico general el teorema de Heine-Borel no se verifica, de hecho 

se sabe que si un conjunto es compacto, entonces es cerrado y acotado, pero el 

recíproco no necesariamente es cierto, en la siguiente sección veremos un ejemplo 

de un conjunto cerrado y acotado tal que no es compacto. Una caracterización de 

los conjuntos compactos en un espacio métrico en general es que X es un espacio 

métrico compacto si y sólo si es completo y totalmente acotado, donde un conjunto 

es totalmente acotado si para todo e > O existe una cubierta finita de abiertos con 

diámetro menor igual a e. 

El origen de la compacidad secuencial se remonta a menudo a un teorema, de-

mostrado rigurosamente por Weierstrass en 1877, que se refiere al comportamiento 

de funciones continuas definidas en intervalos cerrados y acotados de la recta real, 

el cual es conocido como el teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual afirma que si 

(x)
00  .1  es una sucesión acotada en IR, entonces (x)1 00 tiene una subsucesión conver-

gente (xnk  )• El cual dio paso a definir espacio métrico secuencialmente compacto, 

diremos que un espacio X es secuencialmente compacto si toda sucesión en X con-

tiene una subsucesión convergente. 

Una de las caracterizaciones más importantes de los conjuntos compactos en 

espacios métricos, es la relación que existe entre ser compacto y secuencialmente 

compacto. Para demostrar este teorema recordemos el siguiente resultado. 

Lema 1.1.3. Sea X un espacio secuencialmente compacto. Sea {CQ }QE.4  una cu-

bierta abierta de X. Existe e > O tal que para cada abierto B con diámetro menor 

igual a e, se tiene que B c G 0  para algún a0  E A. 

3 
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Para su demostración ver [7], página 180. A e se le conoce como número de 

Lebesgue. 

Teorema 1.1.4. Sea X un espacio métrico con métrica d. Entonces las siguientes 

propiedades son equivalentes: 

i) X es compacto. 

Ú) X es secuencialmente compacto. 

iii) X es completo y totalmente acotado. 

Demostración. (i => u) Lo demostraremos por contradicción. 

Supongamos que existe una sucesión {yk}711  tal que no contiene una subsucesión 

convergente, llamemos A = {Yk : k E N}. Existe e > O tal que B,. (Yk) n  A = {Yk} para 

toda kEN. 

Por otro lado tomemos la cubierta de X dada por d = {B (x) : x E X}, como 

X es compacto, existen x1, ...,X,-, E X tal que X c ut1B(x). por el principio del 

palomar existen k1, k2  E N tales que Yk1 , Yk2 E B (x 0 ) para algún i0  = 1, ..., n. Usando 

la desigualdad del triángulo obtenemos que 

d(yk1 ,yk2 ) :~ d(y 1 ,x 0 ) + d(x 0 ,yk2 ) <e. 

Lo cual es una contradicción, de esta manera existe una subsucesión convergente de 

{Yk }- k=1 * 
(ii => iii) 

Sean e > O y A el conjunto de todos los puntos que distan mutuamente más que , 

es decir, si p, q E A, entonces d(p, q) Entonces A es finito, pues si A fuera infinito, 

entonces existe una sucesión en A tal que no tiene una subsucesión convergente, ya 

que cualquiera dos elementos distintos en A, distan más que . Sea A = {x1, .... 

tomemos B (xi), veamos que 2 es una cubierta de X. Sea x E X tal que 

x A. supongamos que x 0 u 1B (xi), entonces tenemos que x 0 B (x:) para toda 

i = 11  ... , n, lo que nos dice que d(x, x) para toda i = 1......n, lo cual implica 

que x E A, que es una contradicción, ya que A sólo tiene a los elementos x1, ..., x. 

Además diam(B(x)) :~ e, por lo que % = {B (x)} es una e- cubierta de X. por 

lo cual X es totalmente acotado. 

4 



Historia y Preliminares 

Veamos que X es completo. Sea {x.}0i  una sucesión de Cauchy en X, usando 

el hecho de que X es secuencialmente compacto, existe una subsucesión convergente 

{xflk}1 de {x}71=1.  Sea x el elemento al que la subsucesión {xnk} 00  1 converge. Sea 

c > O, como {x }0 es de Cauchy, existe Ni  E N tal que si ri, m > N1, entonces 

d(x., x,) < . Por otro lado tenemos que {xflk}°1  converge a x, es decir, existe 

N2  EN tal que d(xnk ,x) < si k> N. Tomemos N = máx{Ni ,N2} y fijemos /c0  > N. 

entonces 

d(x, x) :~ d(x, Xflko) + d(xflk <E si n.>N 

Por lo tanto X es completo. 

(u i) 

Sea d = {CQ }UE A una cubierta abierta de X. Como (ji => iii), tenemos que 

X es totalmente acotado, por lo cual podemos tomar una E- cubierta finita = 

{ B. .... B} de X tal que E es el número de Lehesgue, y cada abierto Bi  E tiene 

diámetro menor igual a c. Usando el lema 1.1.3 se sigue que existen G1, .... C, E . tal 

que Bi  c Gi  para cada i = 1,..., n. De esta manera se obtiene que X c u' 1  Bi  c u 1 C. 

Por lo tanto el subconjunto {C1. .... C} c d es una subcubierta finita de X. 

=> u) 

Sea {x}-1  una sucesión de X y asumamos que X es totalmente acotado y com-

pleto. Como X es totalmente acotado, existe una. 1-cubierta. de X. Por el principio 

del palomar, existe una bola B1  que contiene una infinidad de elementos {x}. por 

lo que podemos tomar una subsucesión {x'} de {x} tal que x' E B1  para toda 

ri E N. Ahora tomemos una.1-cubierta, de X. de nuevo por el principio del palo-

mar, existe B2  que contiene una infinida.d (le elementos de {x}, entonces podemos 

tomar una subsucesión {x 2 } de {x»}  tal que E B2. Procediendo de manera 

inductiva obtenemos que para k > 2 existe una subsucesión {x»}  de {x' 1 } tal 

que está contenida, en una bola Bk de radio 2. 

Tomemos la sucesión {x} 1 , que es una subsucesión de {x} 1. Mostremos 

que {x»}  es una sucesión de Cauch . Sea i ~ j por la. desigualdad del triángulo 

d(x.x) < + + d(x 1  i)
)• 

 

3 
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Observemos que y E B_1, por tanto d(x, x 1 ) ~ 2i. De la desigualdad 

anterior se desprende que 

+ .,. 
+ 22-(i+1) 

Por lo tanto la subsuccsión {X}01  es de Cauchy. Como X es completo, {x} 

converge a un elemento x E X cuando k tienda a oo. Por tanto X es secuencialmente 

compacto corno queríamos. 

E 

1.2. Espacios Normados 

Como mencionamos anteriormente queremos dar una caracterización de los com-

pactos en los espacios L, para ello es necesario ver algunas propiedades en los 

espacios normados. También daremos una caracterización de compacidad en el es-

pacio normado C = {f: [a, b] -> Rl f es continua}, que es conocido como el teorema 

de Arzelá-Ascoli. 

Si tomamos un espacio vectorial X y le definimos una métrica d, podremos 

observar las siguiente propiedades: 

• d(x + a, y + a) = d(x, y), es decir, d es invariante bajo traslaciones. 

• d(cxx,ay) = lald(x,y), es decir, aumenta proporcionalmente a la dilatación. 

Con ésto sólo falta conocer la distancia de x a O (para todo x E X) para conocer 

cualquier distancia entre dos elementos cualesquiera de X, ya que d(x, y) = d(x—y, O). 

Entonces podemos definir una función II 11: X -+ JR u {O} como 11 ll = d(x, 0). De 

manera más formal la podemos definir de la siguiente manera. 

Definición 1.2.1. Definimos una flor-ma sobre un espacio vectorial X como una 

función liii: X -+ R u {O} que cumple las siguientes propiedades: 

1. lixil ~: O para todo x E X. 

2. lix il = O si y sólo si x = O. 

6 
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8. = l\lMxl para todoxEX y)EIK. 

para todo x.y EX. 

Un espacio normado es un espacio vectorial X provisto de una norma  11 

Lo denotaremos (X, , o simplemente por X si no es necesario especificar su 

norma. Diremos que un espacio normado es de Banach si el espacio métrico (X, d) 

es completo, donde d(x, y) = x —  YI Es fácil probar que d es una métrica. 

A la métrica definida de esta forma se le conoce como métrica inducida por la norma 

111 Diremos que la función II es una semi-norma si cumple (1), (3). (4) de 1.2.1, 

y además si x = O. entonces xli = O. En una semi-norma pueden existir elementos 

distintos de O. tal que al evaluados en sea igual a O. 

Para ilustrar las definiciones anteriores, daremos algunos ejemplos de espacios 

normados. 

Ejemplo 1.2.2. En el espacio Rn definamos la función 

donde xER" YX=(Xl,12.....Xn ). 

Se puede probar fácilmente que (JR, 11 2) es de Banach. 

X112 = /x12  + 192 + ... + 

Sea (x) una sucesión en un espacio normado X, diremos que x,, converge a 

X E X en la norma si - x 11 - O cuando n --> 00. 

Ejemplo 1.2.3. Tomemos C = {f : [a, h] — Rl f es continua} y definamos 11fM 00 

sup {if(x)l}, esta función define una norma sobre C. La norma en C es conocida 
x€ la, b] 

como la norma del supremo y es equivalente a la convergencia uniforme, es decir, 

si f, es una sucesión de funciones en C, y f E C, tal que f -+ f en la norma del 

supremo, entonces f converge uniformemente a f. Además se puede demostrar que 

es un espacio de Banach. 

Dado que un espacio normado también es un espacio métrico, de manera natural 

podemos tomar las definiciones de compacidad en los espacios métricos y definirlas 

en un espacio norinado con la iiiétrica inducida por la norma. Por lo que todos 

los resultados de compacidad en espacio métricos, los podemos tomar para espacios 

norniados. Una obsevación fácil de obtener es que si X es un espacio normado, 

entonces X no es compacto. Con anterioridad vimos el teorema de Heine-Borel que 

7 
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nos da una caracterización de los conjuntos compactos en lIi, después se mencionó que 

estas condiciones no son suficientes en espacios métricos, y se dio una generalización. 

Daremos un ejemplo de un subconjunto cerrado y acotado de un espacio normado 

tal que no sea compacto. 

Ejemplo 1.2.4. Consideremos el espacio métrico C = {f: [0, 1] --> JRJ f es continua} 

con la norma del supremo del ejemplo 1.2.3 y  sea 5 = {f E C: Il fII :~ 1} tenemos 

que 5 es cerrado y acotado, entonces tomaremos una subsucesión en 5 tal que no 

contenga una subsucesión convergente. Por el teorema 1.1.4 obtendremos que 5 no 

es compacto. 

Sea (f,)0 una sucesión en 5 tal que f = tenemos que IIfI = 1. Se puede 

demostrar que la sucesión (f) 0  converge puntualmente a la función f tal que 

1 six=1 

O six<1. 

La cual es una función discontinua, por lo que f no esta' en C, lo que nos dice que 

no existe una subsucesión de (f) 0  que converja en C. 

Teorema de Arzelá-Ascoli 

El teorema de Arzelá-Ascoli nos presenta una caracterización de compacidad en el es-

pacio de funciones continuas, este resultado nace en medio del desarrollo de la teoría 

general de conjuntos de curvas y funciones, propuesta y desarrollada parcialmente 

por G. Ascoli y C. Arzelá entre mediados y finales del siglo XIX. 

El primero en querer introducir la compacidad en los espacios de funciones con-

tinuas fue G. Ascoli, intentó usar la teoría de Cantor en los espacios n-dimensionales 

para encontrar resultados, sin embargo, poco tiempo después se tuvo que retirar de 

esta teoría. Ascoli observó que tenía que introducir otras condiciones necesarias para 

que en un conjunto de funciones existiera la función límite. Como primera defini-

ción, Ascoli introdujo el concepto de equicontinuidad que mas adelante obtendría 

alta difusión en teoría de funciones y en análisis funcional. 

Definición 1.2.5. Sea .7  una familia de funciones en C, decimos que T es equí-

continua si para cada e > O existe é = 5(e) > 0, tal que si Ix - y < 5 entonces 

If(x) - f(y)j <e para toda f E .T. 

8 
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Una observación inmediata de lo anterior es que si F es un familia finita, entonces 

es equicontniva. 

Teorema 1.2.6. Arzela-Ascoli 

Sea .7  una familia de C. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes: 

1. La familia F es acotada y equi continua. 

2. Toda sucesión de T tiene 'una subsucesión la cual es'wniformemente conver-

gente. 

Por el teorema 1.  1.4 obtenemos que la familia .F es compacta. 

Para demostrar este teorema necesitamos los siguientes lemas. 

Lema 1.2.7. Si .T = (f)°0 c C es una sucesión de funciones la cual converge 

uniformemente sobre un compacto [a, b] en R, entonces F es acotada. 

Demostración. Como (f es una sucesión uniformemente convergente, eligaiiios 

a f, dado e > O existe N E N tal que si n entonces 

f,, (x) 
- 

f(x) 1 < e para todo x E [a. b] y u ~: N. 

y así ,f(x)I < e + f(x)I para todo x E [o. 1)] y n ~ X. Por otro lado la convergencia 

de las f, es unifome. por lo que f es continua, en el compacto [a. b], de esta manera 

f alcanza su valor máximo, digamos M0. Se sigue que 

f,(x)I <e + M0  para todo x E [ab] y n ~ N. 

Para cada función ,f con i = 1,..., N— 1, existen M1, M2.....MN_1 ta.1 que If(x)I <M 

para todo x E [a, b], tomemos M = máx{Mo + e. M1, ..., M 1 }, y así <M para 

toda n E N. Por tanto .F es acotada. E 

Lema 1.2.8. Si .T =(fjñ=O es  una sucesión de funciones la cual converge unifor-

memente, entonces T es equicontinua. 
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Demostración. Sean e > O, •f el límite uniforme de la sucesión (f)i y sea N tal 

que 1 f, (Z) 
-

< 11  fn  
- f < para toda z E [ab]. Como f es el límite uniforme 

de una sucesión de funciones continuas, se sigue que •f es continua en el compacto 

[a, b]. y por tanto uniformemente continua, existe (e, 1) tal que si x, y E [a, bj y 

I X  - y1 <S(e. f), entonces  If(x) - f(ii)I < 

Por tanto, si n > N 

If (x) - fn (y) 1 :~ If1 (x) - f(x) 

+ f(x) 
- f()I 

+ - fn(Y)1 <e. 

Así tomando ó = mín{8(e. fi), Ó(e, f2), ..., 6(e, fzc_i),  ó(e, f)}. se sigue que si jx—yl < á. 

entonces If(x) — f(y)j <e para toda x.y E [a, b] y para todo n EN. 

Demostración. 1.2.6 (Arzelá-Ascoli) 

(2 1) Demostraremos esta implicación por contraposición, es decir probaremos 

que si .T no es acotada o no es equicontinua, entonces .F no es secuencialmente 

compacto. 

Supongamos que .F no es acotada o que no es equicontinua. Si 1T' no es acotada 

entonces existe una sucesión (fi, )-0 c F tal que 11.f,11 > n para todo n E N. por el 

lema 1.2.7 la sucesión (fi,)i0  no tiene subsucesiones uniformemente convergentes, 71=
y acabamos. 

Ahora supongamos que F no es equicontinua, entonces existe una sucesión 

(fi,)°-0 de elementos en T tal que dado e > O para cada fi, existe ó = á, (c. fi,) ~ 

que hace continua a cada fn, entonces por el lema 1.2.8 se sigue que no existe una 

subsucesión uniformemente convergente. 

(1 => 2) Supongamos ahora que F es acotada y equicontinua, sea (fi,)° 0  una 

sucesión de F . Demostraremos que existe una subsucesión de (fi,  )00  0  la cual converge 71=
uniformemente. 

Como estamos trabajando en [a. b], existe un subconjutno denso y numerable. 

digamos A = {x1 , x2 , x3 . .}. Como .F es acotada, se sigue que (fi,(xi  )) es una 

10 
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sucesión acotada en R. entonces por el teorema de Bolzano-Weiastrass se sigue que 

(f (.ri ) )°-i tiene una subsucesión convergente, digamos 

(.fu(xi))1 = (f11(x1)..f12(x1)). 

Ahora la sucesión (f1k(x2))1  es acotada y de nuevo 

existe una subsucesión convergente, digamos (f2k(x2)) i . 

mente y obtenemos que 

por Bolzano-Weiastra.ss 

Procedemos inductiva- 

f11 (x1 ), f12 (xi ), f13(x1), •••, fi (xi ), 

f21(x2). f 22(x2). f23(x2), 

f 1 (x,). f 2(x). f, 3(x,), •••, 

Tomemos g = f,, prol)arenlos que la sucesión (g ) converge uniformemente 

en [a. b]. Por construcción g converge en A. Dado € > O. por la equicontinuida.d de 

T existe 8 = 8(c) > O tal que hace continuas a gn  para toda u E N. Falta probar que 

converge para todo elemento x en [a, b], como la sucesión (g7 (x j))° 1  converge para 

cada Xi  E A, entonces existe M tal que si n,m ~ M se sigue gn.(x j ) - gin.(x j ) 1 < €. 

Por otro lado sea x E [a, b] sabernos que existe un Xj  E A tal que si Jx - 6 

entonces Igm(x) - <E. 

Ahora si tomamos n, un. ~ Al tenemos 

g1  (x) 
- q. (X) 

Por lo tanto 

~ qn(x) 
- y" («"j ) 1 + q7 (x j ) 

- 
gm(xj) j + gm(xj) -  g,, (x) 1 <3€. 

lig,n - gmll =  SUP g(x) q(x)J :5 3€. 
XE[a.b] 

Usando el criterio de Cauchy, se sigue que (g) 1  converge uniformemente en [a.. b]. 

11 
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1.3. Espacios L 

Los espacios funcionales, en particular los espacios LP, desempeñan un papel 

importante en muchas aspectos del análisis. Se puede decir que la importancia de 

los espacios LP proviene del hecho de que ofrecen una generalización parcial pero 

de gran utilidad del espacio de las funciones integrables cuadráticas L2. De interés 

independiente es el espacio L2, cuyos orígenes están ligados con aspectos básicos del 

análisis de Fourier, el cual estudiaremos más a detalle en el siguiente capítulo. En 

esta sección nos enfocaremos en definir nuestros espacios L, así como también dar 

resultados importantes en esta teoría. 

Definición 1.3.1. Para cada 1 :~ p < 00, definimos ci espacio .CP(R'), de las funcio-

nes medibles f : IR' --> IR tales que 

y para cada f E CP(IRd) 

IRd 
IfIdx < 00, 

IfII = (IRd 
1! IPdx). 

Observemos que para 1 :~ p < oc, .CP(lRd) es un espacio vectorial. Para el caso 

P  = oc, definamos el supremo esencial de una función f medible como 

ínf{a 00 : If(z)I <a c.t.p.}. 

El espacio C(Rd), como todas las funciones tal que el supremo esencial es finito. 

Diremos que 1 <p, q < oc son exponentes conjugados si se verifica que 

1 + 1 = 1. 
p q 

Observemos que si p = 2, entonces q = 2, el cual es un caso especialmente impor-

tante. Por otro lado tenemos que si p --> 1, entonces q - oc. por lo que decimos que 

1 y oc también son exponentes conjugados. 

Tenemos que la función 11 define una semi-norma sobre £P(IR°), puesto que si 

IWI  ~f Ip  = 0  
(1.3.1) 
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entonces f = O casi en todas partes. 

Por lo que no cumple el inciso 2 de la definición de norma. Sin embargo, identi- 

ficando convenientemente funciones podernos conseguir que la función 11 ¡Ip sea una 

norma, más aún. podemos dar una identificación que no depende de p. 

Diremos que dos funciones integrables f. g : Rd -* R son equivalentes. f g. 

si f = g casi en todas partes, es decir el conjunto {x E Rd : f(x) g(x)} es de 

medida cero ([2]. página 19). Es fácil demostrar que es una relación de equivalencia. 

Mediante ella definiremos para 1 :~ p 00 los cocientes 

LP(JR(') = 

Para 1 p :~ 00, es sencillo demostrar que LP(R') es un espacio vectorial con las 

operaciones 

= [a!]. [f + g] = [f] + [q]. 

y además (L'(W'), II es un espacio normado con la norma [f 1 7) .np.  

Para un estudio mas riguroso de los espacios L remitimos al lector a [2]. Nosotros 

usaremos los siguientes resultados. 

Sean f E LP(Rd), y g E L(Rd) tal que p y q son exponentes conjugados. entonces 

fg esta en L1(Rd),  más aún 

fglli :~ J JllJ)IigIJ(l. 

La cual es llamada la desigualdad de H61der. También necesitaremos la de-

sigualdad de Minkowski. la  cual afiriiia que si fg E L7'(R') con p 1, entonces 

f + 9 E p)(yd) y además 

llf + gll :~ 1 f L + llll 

Por otro lado, sabemos que el espacio LP(Rd)  es de Banach con la norma 7) .  

Por último, un resultado importante en teoría de la medida es el Teorema de 

convergencia dominada que dice lo siguiente: 

Sea (jÇ) tina sucesión en LP(R') que converge puntualmente a f. Si existe g E 

L11(R11) tal que para todo n. j f,,j :~ g: entonces f E L11 (R11 ) y (h) converge a f en 

LP(R'). 
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Capítulo 2 

Transformada de Fourier y 

Espacios de Sobolev 

En este capítulo estableceremos las bases para obtener algunas consecuencias del 

Teorema principal de esta tesis, para ello será necesario desarrollar dos conceptos de 

gran importancia en Análisis. El primero de ellos, la Transformada de Fourier. Inten-

taremos definirla de forma natural, para ello estudiaremos, el espacio de Schwartz, 

convolución y la teoría de espacios de Hilbert. Por último definiremos los espacios 

de Sobolev y demostraremos algunos resultados importantes de estos espacios. Ca-

be mencionar que el objetivo principal de esta tesis no es desarrollar la teoría de 

Transformada de Fourier, daremos algunos resultados sin demostración, remitimos 

al lector a [5] para un estudio más profundo. 

2.1. Transformada de Fourier 

2.1.1. Espacio de Schwartz 

Definimos el soporte de una función f como la cerradura de todos los x E Rd  tal 

que f(x) # O, es decir 

{xE]Rd/:f(x)-O}, 

y lo denotamos por sop(f). 
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Si U es un abierto de R y k E N. denotamos por C',  (U) a todas las funciones tales 

que sus derivadas parciales de orden menor o igual a k, existen y son continuas, y el 

conjunto C00(U) = U1 Ck. Además si E c denotaremos por G(E) al espacio de 

todas las funciones en C°°(E) con soporte compacto en E. Denotaremos por CO  al 

conjunto de las funciones tales que If(x)I - O cuando lxi oc. Para reducir notación 

llamaremos a los espacios LP(R') = L, C'(R') = Ck, C00(Rd) = C°°, G(') = C. 

Es conveniente tener una notación compacta para las derivadas parciales. Escri-

biremos 

(.13 
 - 

¿3 axj  

para derivadas parciales de orden superior usaremos la flotación de multi-índices. 

Definición 2.1.1. Un mult.i-índice es una d-tupla de enteros n.o negativos. Si a = 

(a', 1  a) es una d-tupla, entonces 

(1 

Ial = 

i=1  

a! = 
¿ ¿3 \c(i 

- kax1 ) ' ( 8xd) 

Si x = (x1, Xd) E gd y a un multi-índice, entonces 

(12 ,c(d - X 1  X2 d 

Uno de los principales objetivos de este capítulo es definir el concepto de trans-

formada de Fourier y aunque ésta puede introducirse directamente sobre funciones 

de L' y adquiere pleno sentido, comenzaremos estudiándolo sobre el espacio de Sch-

wartz S(R') (por razones que serán expuestas más adelante), constituido por las 

funciones de clase C°° que-Junto con sus derivadas, decrecen mas rápido que cual-

quier potencia de lxi. Más precisamente, para cualquier natural N, y multi-índice a, 

cl cfiiiiiiios 

fil(jv.) = SupTE1{(1 + xi)Ni3f(x)I}. 

El espacio de Schwartz esta definido por 

S(Rd) = {f Rd . CE COo:  11 ll() < oc para. toda N. a}. 
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Jd 
 f(x)kix = 

L d 

< Lf 

(1+1 xl)d+llf(x)I 
dx 

(1 + xl)d+l  

lad 
 dx 

<00. (d+1 0) (1 + yDd+1  
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Para reducir notación, denotaremos al espacio de Schwartz corno S. Un ejemplo 

clásico de funciones en S son f(x) = xaeHI2 , donde a es cualquier rnulti-índice. A 

partir de la definición del espacio de Schwartz, podemos obtener que S es un espacio 

completo con la topología definida por las scminormnas 1 11 

Observemos además que S c L', pues si f E S, entonces 

por lo que f E L. 

Definición 2.1.2. Sean £ = {f : R' - c}. y E Re'. Definimos el operador de trasla-

ción con respecto a y, T : £ £, como 

(Tf)(x) = f(x 
-y) 

Observemos que si f E LP con 1 :~ p :~ 00, entonces 11TfM = f 1 para toda y E R. y 

que = IIf. Decirnos que f converge uniformemente si IlTf -fM --> O cuando 

y - O, equivalentemente a la convergencia dada en el ejemplo 1.2.3 del capítulo 

1. Una observación inmediata de lo anterior es, Si f E C entonces Tf converge 

uniformemente a, f cuando y - O. La demostración se sigue de la COfllpaci(lad del 

soporte de las funciones T,f. 

Proposición 2.1.3. Si 1 :5 p < oo. la  traslación es continua con la norma L. esto 

es, si f E L P q  Z E Rd, entonces T)J f - Tfj 7) 0 si y 

Demostración. Sean T y T operadores de traslación y sea f una función, entonces 

T(T(f)) = p' lo que la proposición 2.1.3 es equivalente a demostrar que 

T(Tf) - T:fllp O cuando y O. Solamente probaremos que ITf 
- f117 O 

cuando y - O. pues en el caso general basta. sustituir f por Tf ya que = 

Para hacer la demostración primero tomaremos el caso que f sea de soporte 

compacto, y usando la densidad de C sobre LP concluiremos la demostración. 
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Supongamos que •f = g E c. por tanto 

T(g) -  glip 
 = 

 j." g(x 
- 

y) - g ( x )Pd r.  

Tomemos y E 1Rd tal que Il :5 1. Necesitamos que 

X 
- y E sop(g), 

es decir 

X E sop(g) + y c sop(g) + B, (0) K compacto. 

Se sigue que 

T(g) -  glipP 
 = f g(x 

- y) - g(x) dx ~ I!T(g) -  gJIP M(K)1  K 

de la observación que nos dice que si f E C entonces Tf converge uniformemente a 

f cuando y - O, obtenemos 

T, (g) - g  11 0 p(K 

cuando y -+ 0. 

Para el caso general, supongamos que f E LP, como C es denso en LP. dado 6 > O 

existe g E C tal que 11/ -  glip   <€. De esta manera obtenemos que 

HT(f) - f 1 = IIT(f) - T(g) + T(g) - g + g - fil 

~ 11W) - T(g)1 + - gil + g - f 1 

=ig- fill1(g)-gll g - -fi 

=2g-f i,(g)-gil  <3 

para y suficientemente pequeña. E 
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2.1.2. Convolución 

La convolución es una operación matemática muy importante entre dos funciones, 

tiene aplicaciones que incluyen probabilidad, estadística, visión por computadora, 

procesamiento de lenguaje natural, procesamiento de imagen y señal. ingeniería y 

ecuaciones diferenciales. Algunas propiedades importantes de la convolución las vere-

mos en este capítulo, además tiene gran relevancia para la demostración de teoremas 

posteriores tales como el Teorema de Plancherel. 

Definición 2.1.4. Dadas f.g l' - C definimos la convolución f * g como 

(f * g)(x) 
=id  f(x - y)g(y)dy, 

siempre que esta integral exista. 

Alguiias de las propiedades importantes de esta operación son: 

Asumiendo que las siguientes integrales existen, tenemos que 

1. f*g=g*f. 

2. (f * g) * h = f * (g * h). 

3. Para todo z E Rd. T(f * g) = (Tf) * g = f * (Tg). 

4. Si A es la cerradura de {x+y : x E sop(f), y E sop(g)}, entonces sop(f*g) cA. 

Para su demostración ver [5], página 240. También sabemos que si f. g son 

funciones tales que f E L', g E Ck y OcIg es acotada para toda a :~ k, entonces 

(.f * g) E Ck y 3(f * g) = f * (ag) para todo H :~ k. 

Los espacios de funciones LP son muy importantes para el desarrollo de este 

trabajo, por lo que sería de gran interés estudiar algunos resultados de convolución 

en este espacio. Algunos de ellos es la Desigualdad de Young, el cual establece 

que si f E L' y g E LP con 1 :~ p < oo, entonces (f * g) existe en casi todas partes. 

(f *g) E LP y además Il f*g < lfIIi! gp. Tanibién tenemos que si  y q son exponentes 

conjugados, además f E LP y g E L .  entonces (f * g)(x) existe para toda x. f * g es 

acotada, uniformemente continua. y 

* g oO~ 1 1 1, g 
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además si 1 <p < 00, entonces f * y E C. 

De este resultado se puede obtener una generalización para la desigualdad de 

Young. llamada la Desigualdad de Young Generalizada, la cual afirma que si 

1 :~ p.q.r oc, tal que 1  + 1  = 1  + 1, y además f E LP y y E L .  entonces f * y E 17 

Lf * g  ¡I r :~ q• 

Por otro lado veamos que 

Proposición 2.1.5. Si f, g E S, entonces f * y E S. 

Demostración. Dado que f E L' y g E COO, tenemos que (f * y) E COO y además 

c9a * y) = * y. Ahora para cada x E RII  se tiene 

(1+ 1 x3(f * = (1+ Ix1)NI(3(f) * g)(x). 

por lo que obtenemos 

(1+ XI)-"' 
fR d 

¡9'f (x - y)g(y)dy ~ (1+ t.I);v f D1f(x - y)g(y)iy 

= Ld 
(1+ xl)f(x - y)g(y)dy. 

   

Por otro lado tenemos que 

(1+ xj) = 
(1± jx+yy)2V 

~ (1+ '- yIlyD 

(1 +Ix - YDN(1 + 

por lo cual 

la d (1+ [9(1/) 1 c1j 1 1 [(1 + a: - y
- )I](' 

+ y)N g(y)jdy  

f d f 1'( A7 .(1 
+ y )N g(y) dy  

   

= I.f:v, r (1+ y)N+d+lg(y) dy 
+ y1)N+d+1 
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dy 
~ lfk,a) I II9II(N+d+1,0) 

 (1 + y j)N+d+1 

= Df II(N,a)IIgD(N+d±1,o) IRd  + y1)N+d±1 < 
OO• 

dy 

Así obtenemos que 

(1 + xl)NJOa(f * <oo para todo multi-índice a y natural N. 

Por lo tanto 

f*gES. 

E 

Para continuar estudiando propiedades de la convolución vamos a introducir una 

nueva notación. Dada una función :Rd -' C y t> O, podemos definir la función 

çbt  : lR' -+ C tal que 

t(X) = t- (t'x) para cada t> O. 

Estas nuevas funciones nos ayudarán para demostrar resultados muy importan-

tes, tales como el teorema de Plancherel. Una observación que se puede obtener 

fácilmente es que si una función 0 E L', entonces Ot  E L' independientemente de t, 

más ai'in, las integrales coinciden, es decir, 

f q(x)dx = f çbt (x)dx para toda t > O. 

Cuando se toma la convolución de una función f y Ot,  tal que 0 E L' y f = a, 

es natural preguntarse cómo es (f * ) cuando t tiende a cero, qué condiciones 

se necesitan para que (f * ) converja, y si converge, a qué función lo hace. En 

el siguiente teorema daremos condiciones necesarias para que (f * converja en 

distintos espacios de funciones cuando t tiende a O. 

Teorema 2.1.6. Supongamos que q E L1  y f cb(x)dx = a, entonces 

1. Si f E LP tenemos que f * Ot converge a (af) en LP si t tiende a O. 
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2. Si f es acotada y uniformemente continua, entonces f * q5t  converge uniforme-

mente a (af) cuando t tiende a O. 

3. Si f E L y f es continua en un conjunto abierto U E IRd, entonces (f*) 

converge uniformemente a (af) cuando t tiende a O. 

Demostración. Ver [5], página 242. U 

Para hacer la demostración del teorema de Plancherel, primero definiremos la 

transfromada de Fourier en un subconjunto denso de L2, y de esta manera obtener 

una extensión en todo L. Para ello usaremos el hecho de que para 1 :~  p < 00 C es 

denso en (LP, 1 .11)' también C°° es denso en (Co, IIII) y por tanto, 5 es denso en 

(CO. III). 

2.1.3. Espacios de Hilbert 

Vamos a desarrollar los resultados básicos acerca de los espacios de Hilbert, un 

tipo muy particular de espacios de Baiiach con propiedades especiales que están muy 

lejos de verificarse en espacios de Banach generales. Los espacios de Hilbert ocupan 

un lugar de enorme importancia dentro del conocimiento matemático. El desarrollo 

de estos espacios son de ayuda para poder dar una introducción a la transformada 

de Fourier. Lo que haremos es dar una base para el espacio de funciones cuadrado 

integrables periódicas, para así definir la transformada de Fourier discreta mediante 

la serie de Fourier. 

Definición 2.1.7. Sea H un espacio vectorial sobre K. Diremos que una función 

( ) : H x H -+ 1K es un producto interior en H si cumple 

1. (x, x) O para toda x EH. 

2. (x.x)-Osiy sólo six=O. 

3. (x.y) = (y, x) para todo x,y EH. 

4. (x+y,z) = (x,z)+(y,z) para toda x,y,z EH. 

.5. Para ) E 1K (\x. y) = 
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Se dice que H es un espacio con producto interno o H es un espacio pre-Hilbert. 

Sea H un espacio pre-Hilbert, entonces el producto interno define una norma 

sobre H, dada por 11 x 1 = (x, x)  12  . A la norma que queda definida de esta manera se 

le conoce como la norma inducida por el producto interno ( , 

Si (H, ( , )) es un espacio con producto interior, y además el espacio es completo 

bajo la norma inducida por el producto interior, se dice que H es un espacio de 

Hilbert. 

Al surgir los espacios de Hilbert de manera natural como una generalización a 

dimensión infinita, de los espacios euclidianos, éstos preservan muchas de sus propie-

dades deseables. Una de estas propiedades es el concepto de ortogonalidad. 

Definición 2.1.8. Sea (H, ( , )) un espacio vectorial con producto interior. Diremos 

que x y z E H son ortogonales si (x, z) = O. Sea A c H diremos que A es un 

subconjunto ortogonal si x y z son ortogonales para todo x, z E A. 

Definición 2.1.9. Sea {Ua} un subconjunto de vectores de H, donde a varía sobre 

un conjunto 1 de índices. Decimos que {Ua } es ortonorinal si 

(ua,u fi) = 

1 sia=/3 

O sia/3. 

Dicho de otra forma {u} es ortonormal si es ortogonal y JJuJI = 1 para todo 

a E I. 

Al agregar a los conjuntos ortonormales la condición de maxinialidad, surgen 

conjuntos de gran importancia para la teoría de espacios de Hilbert: Bases Orto-

normales. La importancia de estos conjuntos radica en el hecho de que cualquier 

elemento de un espacio de Hilbert se puede expresar en términos de su base, así 

como también provee fórmulas explícitas para expresar la norma y el producto in-

terior. 

Definición 2.1.10. Diremos que un subconjunto 9 = {e : i E I} de un espacio 

de Hilbert H, es un sistema ortonor'mal completo o una base ortonormal, si E es 

ortonormal y es maximal con respecto a la ortogonalidad. 
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Esta última condición de maximalidad se puede reescribir como sigue: E tiene la 

propiedad de que si existe algún x E H tal que (x, e) = O para todo e E E. entonces 

Teorema 2.1.11. Caracterización de Bases Ortonormales 

Sea E = {e i E I} un subconjunto de H. Entonces las siguientes condiciones son 

equivalentes: 

1. E es una base ortonormal. 

2. El subespacio generado por E, (E), es denso en H. 

3. Para cada x E H se tiene que x = (x, e)e. 
iEI 

4. Para cada x E H se tiene que 11 X  11 2
= J(x,  U¡) 12.  

iEI 

5. Si x. y E H, entonces (x, y) = (x, e¡) ("y.,  e). 
¡EJ 

Demostración. Ver [3], página 16. El 

La propiedad (3) es llamada la representación en serie de Fourier de x con res-

pecto a la base E. a. los escalares (x, e) se les conoce como coeficientes de Fourier 

respecto a E. y a la propiedad (4) se le denomina "igualdad de Parseval". 

Teorema 2.1.12. Sea {2t¡}-0 una base ortonormal del espacio de Hilbert H, y sea 

X '-+ con = ((x,uj)» 0, entonces ^ es un isomorfismo entre espacios de Hilbert. 

Demostración. Ver [3], página 20. 0 

El resultado anterior establece que todos los espacios de Hilbert de dimensión 

infinita con base ortogonal numerable, son isomorfos. 

Para cumplir el objetivo de esta sección. necesitarnos estudiar el espacio L2(T'). 

donde T' es el toro d-dimensional o bien, el espacio cociente de Rd  con Z'. Los resul-

tados que daremos nos permitirán definir la Transformada de Fourier discreta, 

y de esta manera poder hacer una generalización para el caso continuo. El espacio 

L2 (Td) es el conjunto de todas las funciones cuadrado integrables periódicas, con 
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periodo 2ir. Lo primero que veremos es ver que L2(T') es un espacio de Hilbert. 

Sean f. g E L2(Ta'), definamos la función (.) L2(7') x L2(T') -> K como 

ffqdx,  

para toda f.g E L2(Td). Es fácil demostrar que 2.1.1 es un producto interno en 

L2(Td), y que su norma inducida es 

U 11 
=  (f,-,¡ 

2 (I T) 

Con esto obtenemos que L2 (T') es un espacio pre-Hilbert.de  hecho tenemos que 

el espacio L2(R') es de Hilbert, haciendo unas modificaciones sobre el dominio, se 

sigue que L2(r') es de Hilbert. Por otro lado se puede demostrar que la familia 

{ A : k E Zd} donde ¿k = {e212 }kzd es una base ortonormal de L 2(7,1) (ver [5], 

página 248). 

Por el teorema de caracterización de bases ortonormales, tenemos cualquier ele-

mento de H se puede expresar como su serie de Fourier con respecto a una base, 

en particular tomando H = L2(T') y corno base a {. : k E Zd} De modo que f se 

puede escribir como 

f = J(k)A en L2(T'). 

donde J(k) = (f. A) 
= .fd 

f(x)e 2 x, son los coeficientes (le Fourier. Sea f E 

L2  (T"), por la identidad de Parseval se deduce 

00 
If =

9 

Definamos a la Transformada de Fourier discreta como ci isnionnionfisino 

L2 (7d) 1, tal que 

fF- ((f,A))kEzd. 

Una de las propiedades de la transformada de Fourier discreta, la cual se puede 

generalizar para el caso continuo, es la desigualdad de Hausdorff-Young, la cual 
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afirma que si 1 :~ p 2, q es el exponente conjugado de p, y si f E LP(Td) entonces 

f E l(Z(t) y adenuís 

Lf q  ~ .f M. (2.1.2) 

2.1.4. Transformada de Fourier 

El concepto mateniático que hoy conocemos como transformada de Fourier fue 

introducido por Joseph B. Fourier en 1811. La transformada de Fourier y el análisis 

armónico en general constituye hoy una de las herramientas más útiles para el estu-

dio y el tratamiento de múltiples aspectos de las ecuaciones diferenciales parciales. 

Podría decirse que en este ámbito desempeña un papel análogo al de la transformada 

de Laplace en el campo de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Es también signifi-

cativo el papel que la transformada de Fourier juega en el terreno de las aplicaciones, 

fundamentalmente en teoría de la señal, teoría cuántica de campos, tomografía y tra-

tamiento y digitalización de imágenes. 

Hemos visto cómo las series de Fourier representan un espacio de funciones pe-

riódicas. Ahora nos proponemos extender esto para funciones no periódicas reem-

plazando la serie por una integral. 

Definición 2.1.13. Dado . f E L' (R"). La transformada de Fourier de f la definirnos 

de la siguiente manera 

(f)() J() 
=  fL, d f(x)e2dx. 

Claramente se tiene que Ie2 1 = 1. De esta manera podemos asegurar que la. 

transformación está bien definida pues 

IJ(e)I 
= fRd 

f(x)e2dx ~ 1,d If(x)edx 
=  fp d lf(x)Idx 

Además se puede probar que / es continua. De esta manera / está en BC(R") 

donde BC(R") son las funciones continuas y acotadas. 

Usaremos la notación de de transformada de Fourier para dar claridad en 

ciertas situaciones. Algunas propiedades de la transformada de Fourier son las si-

guientes 

Dadas f,g E L1  (R') 
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1. (Tf)) = e 2 11 Y!() y T(f) = donde /i(x) = e 2 f(x). (2.1.4) 

2. Si T : Rd Rd es lineal e invertible y S = (T*) ,  entonces (f oT)^ = ldetTl'!o 

S. 

3. (f * = 

Por otro lado. se  puede observar que 

1. Si x<xf  E LP para toda la¡ :~ k entonces ¡ € Ck y &f = ((-2nix)f) 

2. Si f E C, Of E L' para todo a tal que la :~ k y &f E CO, Ial :~ k entonces 

(2.1.3) 

El siguiente resultado determina el comportamiento de la transformada de Fou-

rier de cualquier función f E L'. El cual es uno de los resultados más importantes 

del análisis de Fourier y del análisis asintótico. Tiene muchas aplicaciones físicas, 

cspecialnicnte en estudios de fenómenos oiidulat.orios. 

Lema 2.1.14. Lema de Riemann-Lebesgue 

Si f E L', entonces 

1(e) = fpd 
f(x)e 2 dx O cuando ICI 00. 

Demostración. Ver [5], página 249. 

En álgebra lineal se estudian algunos tipos (le transformaciones lineales, si tene-

nios una transformación lineal T. bajo ciertos criterios se puede definir una trans-

formacion lineal S, tal que 5 o T = T o S y esto a su vez sea igual a la transformación 

identidad. A 5 se le llama inversa de T. Es natural preguntarse si existe una transfor-

mación que actúe como inversa de la transformada de Fourier. Una transformación 

que funciona como "inversa" de nuestra transformada de Fourier es la siguiente 

Definición 2.1.15. Transformada de Fourier Inversa 

Sea f E Ll(Rd). Definimos la transformada de Fourier inversa como el operador - 

tal que 

J(x) = () = L f(x)e2dx. 
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Necesitarnos los siguientes lemas para demostrar que efecivarnente la. transfor-

mada -, es la inversa de la transformada de Fourier en el sentido f = f = fo y fo = f 
casi en todas partes. 

Lema 2.1.16. Sea a> O, entonces 

d 

Id 
= íd e

I 2 dx  = 
 (~) 2 

 

Dcmostración. Por un lado tenemos que 

11  fPd 
cdx 

= 1-00 
_ajxj = (1

1
)d.

00  

Ahora tomemos el caso particular donde d = 2, veamos que 

'2 = [ e 2 dx, 
JR2 

haciendo cambio a coordenadas polares, se sigue que 

haciendo un cambio de variable u = ar, así du = 2ardr. entonces 

12 = f edu = —e 
00 

o a 

Por otro lado tenernos que 12 = (Ii)2, entonces '1 = (I2) 

Por tanto obtenemos que 'd 
= ()2.  

Lema 2.1.17. Si f, g E L', entonces  

Demostración. La demostración se sigue de aplicar el teorema de Fubini en ambos 

lados de la igualdad. 

Proposición 2.1.18. Sea a> O y sea f(x) = para x E Rd, entonces 

-d 
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Demostración. Consideremos primero el caso cuando d = 1. como f(x) = 

tenemos f'(x) = (27rax)e' 2 , así 

(!)'() = ((-2ix)f) ) 

= ((-2 rix)e2 ) ) 

= ± (f') ^W 

= 

a 

Por otro lado, usando la derivada del producto tenemos que 

[c2] 
= 
e2 [...7rT] 

+ f() [e] = 

7-1  de esta manera sabemos que ef()  es una constante. Usando el lema 2116 de y 

tomando a = O se sigue que 

J(0) = f f(x)dx = ex2dx = 
00 .100 

por lo tanto 
-1 

f()=aTe a 

Para el caso general, consideremos 

f(x) = _7raIxI2 

= 

aplicando Fubini a J, se sigue que 

f (ii e_) e 2 dx = 
111,  

e_7r(2 e_ 21 jxjdx 
pd 

ji j1 
d 

Para cada j podemos aplicar el caso n = 1, por tanto 

JJ IP, 
e_ e_ 2 jjd x  = fl afe' 

j=1 3=1 
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de esta manera se tiene 

= ae 

En el siguiente teorema mostraremos que la Transformada. de Fourier Inversa 

realmente funciona como inversa" de la Transformada de Fourier. 

Teorema 2.1.19. Teorema de inversión de Fourier 

Si fE Ll(1Rd) y f E L1 (R'), entonces existe una función continua fo  tal que 

.7 = .7 = fo y f = fo casi en todas partes. 

Demostración. Tomemos t > O, x E W1  fijos, y sea = e2 e_t21XI 2 . Veamos como 

es la transformada de Fourier de 

((e t 2 Il 2 )( y )) 

por la proposición 2.1.18. tenemos 

(y) = T (t 1e '2 ) = tet7  = gt(x 
- y), 

donde g(x) = e_IxI2 . 

Notemos que fpd g(x)dx = 1, usando el lema. 2.1.17 se sigue que 

(fl d 
e2et22 7()d 

= 

= 1,d 
 

= 1,d 
f(y)gt (x - y)dy = (f * gt )(x). 

Por las observaciones 2.1.6 sabemos que (. f * gt) converge a f en L1  cuando t tiende 
c l 

a. O. Por otra parte tenemos que e2 xe_t2 I 2 J() - e2  xJ() cuando t .- O. De 

esta manera obtenemos que 
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Por el teorema de convergencia dominada, se sigue que 

líiii f e2 e_1rt22f(e)dx = fR d línie2 e_t22f()dx  
t--+0 JRd t-'O 

= f 
d 

= f. 

Por otro lado, de (1) se tiene 

lím IR 
 e2 xet2 12 f(e)dx = lím (f * gt )(x) = f(x) casi en todas partes. 

t-.O d t-O 

De esta manera obtenemos que f =J casi en todas partes. 

Para ver que / = f casi en todas partes, se hace un cambio de variable = -u en 

(1) y se procede del mismo modo. Como J y J son continuas, se tiene 

/ = 1 = f casi en todas partes. 

u 

Un corolario de gran importancia del resultado anterior es 

Corolario 2.1.20. : S - 5 es un isomorfismo topológico. 

Demostración. Sabemos que : 5 -+ S es continuo y S -+ S es continuo. 

Además, d: 5 - S es tal que d(g)(x) = g(-x) es un isomorfismo topológico. Por 

tanto si f E 5 

/(x) = f(-x) = ( o d)(f)(x), 

es un isomorfismo topológico, y como o o = Id en S. 

De esta manera se sigue que 5 -~ 5 es un isomorfismo topológico. 0 

El siguiente lema se usa para demostrar el teorema de Plancherel. 

Lema 2.1.21. Sean 1 <p < q < r < 0° entonces LP n L' c L. 

Demostración. Si r = oo y Si f E LP n L, se sigue 

f ¡fl =  f fPfP ~ iíiififip < OO 
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Ahora. Si r < 00, tenemos que 1 < 1 < 1 existe ) E (0, 1) tal que = + así r q p' 

1 = + (1)q, por lo que obtenemos que -'a- y r son exponentes conjugados. p r . (1-))q 

Por tanto si f E LP n L' 

1 i f i 
- f fÁ+(l-) 

Por último usando H61der, obtenemos que 

f IfIq
= (1 íi (1 <00. 

(1-))q 

E 

El teorema de Plancherel hace posible extender la transformada de Fourier, me-

diante un argumento de continuidad, a un operador unitario en L2. En L1  n L2, esta 

extensión coincide con la transformada de Fourier original definida en L'. 

Teorema 2.1.22. Teorema de Plancherel 

Si f E L'(ll'1) n L2(R'), entonces f E L2  (W'). Además el operador : L1  (R') n 

L2(R') -+ se puede extender continuamente a todo L2(Rl)  como un isomor- 

fismo entre espacios de Hilbert. 

Demostración. Tomemos el conjunto x = {f E L' : fE L'}. Es fácil demostrar que 

es un subespacio lineal. Observemos que f E L°° ya que f 
= f casi en todas partes 

y sabemos que f E L°°, entonces por lo anterior y por el lema 2.1.21 obtenemos que 

fEL2. 

Dado que 5 c L' y por el corolario 2.1.20 concluimos que S c x' entonces como 

5 es denso en L2  se sigue que x es denso en L2. Más aún (<) = x, pues si g E (x) 

existe f E  x tal que J = g así f E L' y f E L', y por el teorema de inversión de 

Fourier obtenemos que J 
= f(-) casi en todas partes. Así g E X y análogamente 

para el recíproco. Por tanto ":. - x es biyectiva. 

Ahora tomemos el producto interior de L2  y veamos que ^ preserva el producto 

interior en X. Sean f, g E x lo que haremos es ver que (f, g)  

Definimos h = ., y veamos como es 
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ii() 
=IRd  h(x)e2dx 

=fRd 
_277i.xdx 

=  fpd 
(x)e2'dx 

= fp, d 

(x)e2tdx = g(x). 

Ahora veamos como es el producto interior de f y g 

(f,g) 
=  fad f (x)g(x)dx 

=  fRd 
f(x)(x)dx. 

Usando el lema 2.1.17 

, = f (x)h(x)dx 
= Ld 

f(x)(x)dx = (f. ). 

Así : x x es un isomorfismo de espacios con producto interior y x es denso en 

L2. Por tanto ^ : y - x se puede extender continuamente a todo L2  como isomorfismo 

entre espacios de Hilbert. Definimos a la extensión de ^ como una función : L2 - L2  

tal que .(f) := lín (fl?),  donde (f)1 es una sucesión tal que (f7? ) 1  c y y 

converge a f en L2. La cual esta bien definida pues 

11 YV71) - •(frn) 2 = - fm)II2 = 11 f - fm M2 O cuando ri.m - 00. 

por tanto lírn (f) existe. 
n-+00 

Observemos que (f) no depende de la sucesión elegida, pues si (f7?), (g7? ) son 

sucesiones de x tal que (f71 ) y (g71 ) convergen a f en L2. entonces f - - O en 

L2. Por lo que (f71  - g7? ) converge a O, ya que es continua en X. Así obtenemos 

lím(f7?.) = lím(g71 ). 

Por lo que podemos definir a corno 

:= lím f f7? ()e 2 dx para   E L2. 
7?-00 

Por definición L2  - L2  es continua, veamos que Y preserva la norma. Dado 

f E L2  existe (f7?) 1  c  x tal que .f - f en L2, entonces 

= 11  lím f7? 2 = 1 í 11 ,51' f, 2 = fM2. 
7? -+00 7? -.00 

Por último : x - x es continuo. preserva la norma y (y) = X. Aplicando los 

mismos argumentos que usarnos para definir , podemos mostrar que existe una 

extensión : L2  - L2  que preserva la noriiia y es continua. Se puede probar fácilmente 

que = 

Falta demostrar que si f E L' n L2  entonces J = 
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En efecto: Sean f E n L2  y g(x) =
J .,~,12 

E S. 

Notamos que f gdx = 1. 

Ahora. por la desigualdad de Young obtenemos que (f *g) E L' nL2  y (f *g,) = 

E L'. 

Por lo tanto (f * g1 ) E L' y (f * E L1  por lo que tenemos que (f * q) E x para 

toda. t > O. Además (,f * g) - f en L2  cuando t - O. Entonces Y (f * q1 ) 
- (f) 

en L2  cuando t O. 

Tenernos que existe una sub-red ([5], página 126) de ((f*g))t>o  tal que (f* 

gt) converge a (f) casi en todas partes. Por otra parte (f *q1 )() = (f *g)) = 

se sigue que 

1( C )et22 1(e) cuando t O. 

Por lo tanto (f) = J casi en todas partes. 

Por último para el caso general también tenemos la desigualdad de Hausdorff-

Young. que afirma que si 1 :~ p :~ 2, q es el exponente conjugado de p. y Si f E L. 

entonces (f) E L 
p.  

2.2. Espacios de Sobolev 

En la siguiente sección estudiaremos los espacios de Sobolev que resultan ser 

iniportantes en análisis funcional para obtener información sobre ecuaciones dife-

renciales parciales, y será un espacio en el que posteriormente caracterizemos los 

conjunto compactos. 

Sea U un abierto de Rd. Tomemos f E Cl (U). y Ó E C(U) usando integración 

por partes y el hecho de que ó vale cero en la frontera de U por estar en Q- (U). 

tenemos 

I 
fdx = f 

- f fdx = 
- 

f of.,  

De forma general, si k es un entero positivo, y f E C'(U). para cada rnulti-índice 

a tal que a :5 k, tenemos que 

fu fD(Q)dx = (_1)1ÜI fu D(f)dx. (2.2.1) 
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Lo que haremos será estudiar la ecuación 2.2.1, sabemos que la ecuación 2.2.1 se 

cumple si la función f esta en Cc (U), pero nos preguntamos qué pasará si la función 

f no es k veces diferenciable. El problema radica en que si f 
1  Cc (U), entonces el 

término Da (f) del lado derecho de la ecuación 2.2.1, no tiene sentido. Para resolver 

esto queremos ver si existe una función localmente integrable y, tal que cumpla la 

ecuación 2.2.1, es decir 

fu 
fDa()dx = (1)a 

fu vdx, 

para toda 0 E C°°(U). 

Definición 2.2.1. Sean u, y E L(U), y a un rnulti-indice. Decirnos que y es la lo 

a-ésirna derivada débil si 

fu 
uD)dx = (_1)a 

fu Ovdx, 

para toda función 0 E G(U). 

En otras palabras diremos que y es la derivada cii sentido débil de u, y a y 

lo denotaremos por Da(u). Si no existe y tal que cumpla. 2.2.1, entonces diremos 

que u no tiene a-ésima derivada en sentido débil. Un resultado que se puede seguir 

fácilmente es que si la a-ésima derivada débil de una función u existe, entonces es 

única salvo conjuntos de medida cero. La demostración se puede ver en [4], página 

243. 

Para ilustrar los resultados anteriores daremos un ejemplo sencillo. 

Ejemplo 2.2.2. Sean n = 1, U = (0,2) y 

X siü<x<1 

1 sil<x<2. 

Definamos 
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1 siü<x<1 
v(x)= 

O sil<x<2. 

Demostremos que u' = y en sentido débil. Sea ó E G, necesitamos probar que 

lo 
2 
tup'dx= l

o
vçbdx. 

Veamos que 

lo u'dx 
=lo 

 x'dx + 11 O'dx.  
2  

Usando integración por partes en la primera integral e integrando en la segunda 

fo 
2 1 rl 2 
uçb'dx=ud 

- / Ø'dx+q 
O JO 

Como 4 esta en C°°  (U) tenemos que «O) = 0(2) = O. De esta manera 

fo 
2 

uq5'dx = f
o

vbdx. 

Así obtenemos que y es la derivada de u en sentido débil. 

Para definir los espacios de Sobolev, fijemos 1 :~ p:5 00 y k un entero positivo. 

Tornaremos el conjunto de todas las funciones que tienen derivadas débiles de orden 

menor o igual a k, que estén en el espacio LP(U). 

Definición 2.2.3. Definimos el espacio de Sobolev como el conjunto WkP(U)  de 

todas las funciones localmente integrables u : U -> 1I tales que D°(u) existe en 

sentido débil para toda Ial :5 k y Da(u) E LP(U). 

Es decir el espacio de Sobolev es un subconjunto de LP(U), tal que todas sus de-

rivadas débiles estén en LP(U). Algunas propiedades básicas de las derivadas débiles 

en los espacios de Sobolev son las siguientes: 

Teorema 2.2.4. Supongamos que f,g E WlcP(U) y al :5 k, entonces 

1. D'(f) E W!c_IaIP(U) y D(D(f)) = Df3 (Da(f))  para todos multi-índices a, 

fi, tal que ¡al + fil :~ k. 
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2. Para cada A, i E R, Af + pg E WkP(U) y además Da(f + g) = Da(f) + 

pD(g). con < k. 

8. Si 17 es un subconjunto abierto de U, entonces f E T/Vkv(V). 

4. Si (E C'°, entonces (f E 141,kP(U) y 

3:~a 

donde 8) 
= (a - 8)! 

El número 4) es conocida como la fórmula de Leibniz. 

Demostración. Ver [4] página 247. E 

El inciso 2 del teorema 2.2.4 nos dice que el espacio W"P(U) es un espacio 

vectorial, nos preguntamos si podemos definir una nornia sobre este espacio, como 

cada función en W'P(U) junto a sus derivadas pertencen a LP(U), es natural pensar 

en una norma que tenga algo en común con la norma conocida para los espacios L. 

Definición 2.2.5. Si f E TV'P(U). entonces definimos la norma de f por 

  

(

fiDfl7dx) 

> esssupD&f 
IoI5k Li 

  

    

    

f 

 

si 1 < 7) < 00 

(2.2.2) 11  "k",, 

SZp = 00. 

    

Para ver que 2.2.2 es una norma en 147 "P (U) solamente nos enfocaremos en la 

desigualdad del triángulo, para demostrarlo usaremos la desigualdad de Minkowski 

primero para integrales y después para sumas finitas. Sean f. .q E T'V'. entonces 

Lf + gwk,l) = ( D(f) + Da(q) 
la l~k 

~ 

 (

Da(f) + 
O!<k. P) 

 



Transformada de Fourier y Espacios de Sobolev 

~ ( 'IP 

)* 
+( D(g) 

\H~k 

1' 

7) 

+ 

por lo que 11 11 1,1,,k, define una norma sobre Wk,P.  Para el caso p = 00 se usa la 

desigualdad de Minkowaki. 

Definición 2.2.6. Sea (fm) una sucesión en Wk,p.  Decimos que (f,) converge a f 

si para cada conjunto compacto V c U, (fm) converge a f en la norma de 147''P(V) 

En el primer capítulo se estudiaron los espacios LP, algunas de las propieda-

des más importantes (le ellos era el hecho de que son espacios completos bajo la 

métrica inducida por su norma. Ahora que estudiarnos un nuevo tipo de espacios, el 

cual va vimos que son normados, es lógico preguntarse si estos nuevos espacios son 

completos. En el siguiente resultado mostraremos que el espacio 147k,p  es un espacio 

completo con la norma 2.2.2. 

Teorema 2.2.7. Para cada k = 1. 2. 
... y 1 :~ p :~ oo, el espacio de Sobolev es de 

Banach. 

Demostración. Sea {frn}i  una sucesión de Cauchv en 14/1kP(U).  entonces 

- D(f)M1, 
= (f D'(fi  

(
fDa(f)Da(f)lPd X  

IaIh
L 

= (
flDu -  fwdx 

= Lf - fMl r k , P -' O Si  i,j •-+ 00. 

De aquí se tiene que para cada ¡al :~ k la sucesión {D'(f,)} 1  es una sucesión 

de Cauchy en LP(U). Corno el espacio LP(U) es de Banach, entonces para cada a 

existe f tal que 

Da(fm ) --> f1 en LP(U). 
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en particular para a = (O, ..., O). se tiene que 

f(O. f en LP(U). 

Vamos a probar que f E WkP(U), que sus a-ésirnas derivadas débiles satisfacen la 

ecuación 

Daf 
= 

y que f converge a f en Wk,P. 

Sea a un rnulti-índice tal que la¡ :~ k, y o E C,°°, entonces para cada m tenemos 

que 

fu D(f77»dx = (_1)1Ü1 
fu f71D(ó)dx. 

Usando la desigualdad de Hólder, el hecho de que D(f 7 ) f en L' (U) y de que 

E C, obtenemos que 

lu- D (fm )OLL 
-  fu f (D(f7)Ø 

- M) dx 

   

~ f(Da(fm)f aI IDdx 

(f IDa(.frn) - fad (f 
dx)  

= i (f D(frn) - falPdX) - si m - oo. 

donde M 
= (f Iodx). Por tanto 

Hm fruj D°(fm)ød 
= fu fadX. 

De forma análoga se puede obtener que 

lím 11U) f
77  D)dx 

= fu  
fD)d. 

m-oo  

de esta manera tenemos que 

fu fdx = (_i)H 
fu fD)dx con ó E 

por lo que las derivadas en sentido débil existen y además 

Da(f) = f, E LP(U). 
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en consecuencia se tiene que f E W/cP(U). 

Finalmente 

\IaI~k
L. 

Pues D"(f) - - O cuando i - 00 para todo multi-índice a. con a :~ k. 

FI 

1' 

D(f) - D° (f)I7 dx - O cuando i . oo 

39 



Capítulo 3 

Teorema de KoImogorov-Riesz 

La compacidad en los espacios LP(R')(1 :~ p < oo) es a menudo vital en las 

pruebas de existencia para las ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Una 

condición necesaria y suficiente para que un subconjunto de LP(R') sea compacto 

se obtiene en el teorema (le compacidad de Kolmogorov. o también llamado teorema 

de compacidad de Kolmogorov-Riesz. Las pruebas de este teorema se basan frecuen-

temente en el teorema de Arzelá-Ascoli. En este capítulo mostramos cómo se puede 

deducir tanto el teorema de compacidad de Kolmogorov-Riesz, como el teorema de 

Arzelá-Ascoli (le un lema sobre compacidad en espacios métricos, que se basa en la 

generalización del teorema. de Heine-Borel visto en el capítulo 1, que nos dice que 

un espacio iiiéti.ico es compacto si y sólo si es completo y totalmente acotado. Otro 

teorema que estudiaremos en este capítulo es el principio de selección de Hellv. 

3.1. Teorema de compacidad de Arzelá-Ascoli 

El siguiente lema es de gran importancia, pues a. través de el obtenemos una 

caracterización (le los conjuntos totalmente acotados en los espacios métricos, y nos 

ayudará a mostrar los siguientes tres teoremas, entre ellos el teorema (le Arzelá-

Ascoli y el de Kolmogorov-Riesz. 

Lema 3.1.1. Sea X un espacio métrico. Asumamos que para todo c > 0, existe 

algún á > O, un espacio métrico W y un mapeo : X 14 continuo tal que (X) 
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es totalmente acotado, y para todo x, y E X tal que d(4) (x), I(y)) < 6, se tiene que 

d(x,y) <e. Entonces X es totalmente acotado. 

Demostración. Para cualquier e > O, tomamos 6. TV y que existen por hipótesis. 

Como (X) es totalmente acotado, existe una 6-cubierta {Vi. ....  V,} de I(X). así 

obtenemos que {_1(ii) .I'(T,)} es una cubierta de X. 

Veamos que el diam(I(I')) :~ e para toda i = 1.••.n. Sea x,y E como 

x.y E '(V) se tiene que I(x),2(y) E V. lo que nos dice d((x),I(y)) < 6. 

entonces por hipótesis se sigue d(x, y) <e. Como x.y son arbitrarias se cumple para 

toda x,y E I)_1 (1/), en particular para el supremo, por lo que diam(I'(V)) :~ e, así 

obtenemos que { 1 (V1 ) es una e-cubierta de X, de esta. manera X es 

totalmente acotado. El 

El primer teorema que mostraremos usando el lema anterior es el teorema de 

Arzehi-Ascoli, en el primer capítulo ya lo probamos usando la técnica de diagoia-

lizacián. Daremos ahora una caracterización de los conjuntos totalmente acotados 

en el espacio (le funciones continuas definidas sobre un espacio topológico compac-

to (anteriormente nuestro espacio tolológico compacto era. el intervalo [a.b]). Para 

demostrar el regreso del siguiente teorema daremos una función definida en el sub-

conjunto de funciones sobre el espacio Rd  y veremos que esa función cumple las 

hipótesis del lema 3.1.1. 

Teorema 3.1.2. Arzelá-Ascoli 

Sea 2 un espacio topológico compacto. Entonces un subconjunto .T de C(Q) es to- 

talmente acotado con la norma del supremo si y sólo si 

1. es puntualmente acotado. 

. es equicontinuo. 

Demostración. () Asumimos que .T c C(Q) es puntualmente acotado y equicon-

tinuo. Sea e > O. como el conjunto .T es equicontinuo, existe 6 = 6(e) > O tal que si 

x.y E Ç2. d(x,y) <6, entonces If(x) - .f(y) 1 <e. 

Por otro lado tenemos que Q es conipacto, podemos encontrar una familia de 

abiertos {V. .... 1'}, tal que es una 6-cubierta de Q. por la equicontinuidaci de ..T 71 
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y la manera que tomamos la 6-cubierta de Q, se tiene que si x. y € V. entonces 

c para toda f E y para toda i = 1,••,n. 

Para cada V elijamos xi  fijo. Definirnos (1): F -± como: 

(1(f) = (f(xi). .... f(x)) 

como 7 es puntualmente acotado, se tiene que 1(Y) es acotada, y corno estamos en 

dimensión finita, se tiene (.F) es totalmente acotada. 

Mís aún Si f.g E con I(f) - < c, para cada. x E ft existe 3X  con 

j = 1. n tal que x E V,. de esta manera se obtiene que: 

If(x) - g(x) :~ If(x) - f(r 1 + f(x 3.) - g(xj + g(xi ) - g(x) 1 <3€, 

tomando el supremo sobre las x E ft obtenemos 

Mf - g _ :~ 3€. 

Por el lema 3.1.1 F es totalmente acotado. 

() Sea .F un subconjunto totalmente acotado de C(Q). 

Entonces para cada € > O, existe una c-cubierta finita, de F,  claramente F es 

acotado, así existe M E R tal que 

fI! < M para toda f E .F. 

de manera que 

se sigue 

por lo tanto 

supf(x)I <lvi para toda f E F. 

XEf 

f(x)I < M para toda f E .F y para toda x E ft 

sup f(x) M para toda x E Q. 

JE1 

Así obtenemos que T es puntualmente acotado. 

Veamos que .T es equicontinuo. Sea € > O. Consideremos la -cubierta {U1 , , U1J 

de .F. y para cada * E {1, , n} tomemos gj E U fijo. Como gj es continua en Q, para 
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cada x E f podernos elegir un conjunto abierto T' tal que Ig(x) 
- g(y)  para. 

toda. y E  VIXI 

Tomamos ahora V = fl 1  1'. Notemos que {V1} es una cubierta abierta de 2, 

por la compacidad de íl existen x1, •••, x E 12 tal que 

çcu-1vxi. 

Sea 6> 0 el número de Lebesgue de la cubierta {V1, •••,Vxj. Si f , entonces 

f E U para algún j E {1, •••, n}, por lo cual 

00 < 

luego, Si x,y E íl COfl I x 
- 

y <6, existe i E {1,».,n} tal que x.y E Vs,, se sigue que 

If(x) - f(y) :~ If(x) - f(x)I + f(x) - f(y). 

Para ci primer término 

If(: - f(x :~ IfM - gj(x) + 1.M.,0 - + - f(x)I 

00 + qj (x) - gj(xj) 

( ( € 
<2— + - = - 

6 6 2' 

donde la segunda desigualdad se sigue de la continuidad de gj. De forma análoga se 

tiene que 

f(x) - f()I < 

En consecuencia. Si x, y E Q con IX  
- 

y1 <6, 

f(x) 
- f(y) 1 <€ para toda. f E . 

Por tanto F es equicontinuo. 

E 
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3.2. Teorema de compacidad para espacios 1P 

Antes de ver el teorema de Kolmogorov-Riesz daremos una caracterización de 00 
los conjuntos totalmente acotados en los espacios P = {(x)00 1 IxI < La 

demostración del siguiente teorema es similar a la demostración del teorema de Ar-

zelá-Ascoli (Teorema 3.1.2), encontraremos una función que cumpla las condiciones 

del lema 3.1.1. A menudo los espacios 1P se estudian por separado de los espacios L. 

pero estos se pueden ver como un caso particular de los espacios L, donde el espacio 

que se trabaja son los naturales N con la medida de contar. Un dato interesante es 

que el primer matemático en demostrar el siguiente teorema fue Fréchet en 1908, 

pero solamente lo demostró para el caso p = 2. 

Teorema 3.2.1. Sea F es un subconjunto de IP,  donde 1 :~ p < oo, entonces F es 

totalmente acotado si y sólo si: 

1. Es puntualmente acotado. 

2. Para todo c > O , existe una n E N tal que para toda x en el subconjunto 

> 
k>n 

Demostración. (=) Asumimos que F = {x() }j E J satisface las dos condiciones del 

teorema. Dado E > O tomemos la n que existe por hipótesis, definamos el mapeo 

4) :.F - R' por 

1(x)=(x1..... 

ya que T es puntualmente acotado, para cada j = 1, ... n existe M tal que 

sup{IxI} < M. Tomando lvi = mx{M}, obtenemos que VI(x°)I < nM para 
iEI j=1,n 

toda i E 1, por lo que es acotado. Como estamos en un espacio de dimensión 

finita se tiene que IT) es totalmente acotado. 

Ahora bien, si x,y € tal que lI(x) - (Y)IIp = ( xk - YkIP) <, usando la 

desigualdal de Minkowski obtenemos que 
k=1 
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1 
- - 11 p) 

k>n 

-

)1 

 + (
IXkIP) 

+ (
Yhi') <3c. 

k>n 

Si 
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Por el lema 3.1.1, 2 es totalmente acotado. 

(=) Sea J = {x() }j E J un subconjunto totalmente acotado de l. 

Entonces para cada e > O. existe una. e-cubierta finita de F, claramente .F es 

acotado, por lo que existe M E IR tal que 

< lvi para toda i El, 

de manera que 

1X (') J <M para toda i E 1 y para toda j E N, 

por lo tanto 

sup < M para toda J E N. 
iEI 

Así obtenemos que . es puntualmente acotado. 

Veamos ahora que para todo e > O, existe N € N tal que para toda x E , se tiene 

que > IxkI < e". Sea e > O, como ..1 es totalmente acotado, existe una es-cubierta 
k>N 

{U,, ..., Um} de 2. Para cada j m elijamos xU)  = {X E U. Como X() E 1P, 

existe N  E N ta 

YkIP 11. 

l que > Ix»IP <e", veamos cómo es YkI" cuando y = {yk} 0 l  E 

k>N k>N, 

U. Primero observemos que si y E U, entonces lx(i) 
-

=
-

< J. Por 

lo tanto <e. Ahora 

(
YkI") 

k>N1  
= 

 (

YkX+Xl' 
k>N y. 
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Usando desigualdad de Minkowski para series se tiene que 

(
JYk - + ir) ~ 

(
iYk - ir) 

+ (
1 

xPiP) <2f. 
k>N3 k>N3  

Tomando n = m ' {N : j = 1, ..., m}, se tiene que para cualquier y E j 

(
iP 

k>n

) 

De esta manera concluimos con la demostración. ü 

3.3. Teorema de compacidad de Kolmogorov-

Riesz 

En esta sección estaremos exponiendo y explicando el teorema de compacidad 

de Kolmogorov-Riesz, un poderoso teorema del análisis funcional, que caracteriza la 

noción de totalmente acotado en los espacios LP(ld).  Antes de exponer el teorema, 

mostraremos la desigualdad de Jensen para funciones convexas en lRd  que es de 

importancia en la demostración del teorema de Kolmogorov-R.iesz. 

Definición 3.3.1. Sea 5 c 1Rd un conjunto convexo y no vacío, sea f S -+ 

decimos que f es convexa en 5 si y sólo si 

f(..\xi  + (1— .\)X2) :~ )f(x) + (1 - 

para toda ) E IR y para todo x1, x2  E 5 

Algunas observaciones son que una función convexa f definida en un abierto C es 

continua en C y diferenciable en todos los puntos menos en un conjunto de medida 

cero, además si f 1 -+ IR es convexa y x0  un punto interior de 1, entonces existe 

tal que f(x) ~: f(xo) + a(x - x0) para toda x E I. 

Lema 3.3.2. Desigualdad de Jensen 

Sean E un conjunto medible de IRd, p una función no negativa e integrable en E tal 
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que 

= 1. 

Sean 1 = [a. b] un intervalo en R, 1 - R una función convexa, y f E 

una función tal que f  y (y o  f)p son integrables en E. Entonces fE fp E 1 y ademós 

(ffP) (yo f)p 

Demostración. Primero mostremos que fE f  E I. Si f ~ a para toda x E E, tenemos 

que f  ~ ap, por tanto f ,fp ~ a. De manera similar obtenemos que f fp :~ b, así 

fE f  E I. Tomemos e 
= fE fp, supongamos que e pertence al interior de 1, sabemos 

que existe a, tal que 

y(t) ~ y(c) + - e) para toda t E 1, (3.3.1) 

a.1 sustituir en 3.3.1 t por • f(x) y multiplicando por p(x) obtenemos 

(y o f)(x)p(x) ~ y(c)p(x) + a(f(x) - c)p(x) para toda x E E, 

integrando en ambos lados, se sigue que 

E y o f(x)p(x) y(c) + (f f(x)p(x) - = (c) = (f .f(x)p(x)). 

Ahora veamos que pasa si e es alguno de los extremos, sin pérdida de generalidad 

supongamos que e = a, por lo que fE fp = a implica que f = a casi en todas partes 

en el conjunto 5 = {x E E : p(x) > O}. De esta manera se sigue que 

f (y o f)(x)p(x) 
= f (y o . f)(x)p(x) = y(a) fp(x) = y(a). 

Por tanto y (f .i) = f (y o  f)p. El 

Teorema 3.3.3. Teorema de Kolmogorov-Riesz 

Sea 1 :~ p < oo. Un subconjunto F de LP(Rd)  es totalmente acotado si y sólo si: 

1. .F es acotado. 
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2. Para cada e > O, existe algún R tal que para toda f E T 

If(x)I'dx < E. 

3. Para cada e > O, existe algún p> O tal que para cada f E T. y E Rd con y <p 

I 1f + y) - f (x)I'dx < J. 
pd 

Demostración. () Supongamos que cumple las tres condiciones. Primero, dado 

e > O tomemos R de la segunda condición, y p de la tercera condición. 

Sea Q un cubo abierto centrado en el origen tal que y < para toda y E Q. 

Sean Qi....., Q j r translaciones de Q tal que Qj  n Qk = {ø} si k J. y la cerradura de 

U Q contenga la bola de radio R centrada en el origen. Sea P el mapeo proyección 
i=1.N 

que va. de LP al espacio de funciones características en los cubos Qj  dada por 

i f f(z)dz x E Q. i = 1... 

O otro caso. 

Pf (X) 

Se puede probar fácilmente que P es lineal. Veamos que P es acotado. 

Por demostrar que 11P(f)II :~ M  11 f 11 p  para. alguna M> O. en efecto 

ITMIIII
= (L1 P(f)(x)IPdx) 

= ( f P(f)(x)IPdx)'. 

+ 
 (fmiQT 

P(f)(x)IPdx) 

   

   

Usando la desigualdad de Minkowski para series 

  

P(f)(x)I Pdx) P(f) 
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ji (L If(z)Idz)P)1. 
i=1 Q 

 

 

(3.3.2) 

 

 

Por otro lado usando Hólder, se sigue 

     

1 1 

r If(z)Idz ~ (IQi  If(z)Idz) ( f dz ~ IIfIIIQI
\JQ )  JQ \ 

de esta manera 

(f If(z)Idz) 5 

sustituyendo en 3.3.2, obtenemos 

IIP(f)II :5

N 

 (J fQ  
i= 1 

N (IQ,IIQ,I'!

)

pI

i=1 IQI  
Observemos que 

1 ) 11 

( IQIIQI ' IQIIQI =IQI q =IQI°='. 
= IQI 

Por lo tanto 

:5 

de esta manera mostramos que P es acotado. 

Ahora sea f E F. entonces 

U - Pf II f a  If(x) - Pf(x)Idx 

= fRd, u1Q If(x) - Pf (x)1'dx 
+  LA If(x) - Pf(x)j'dx. 

Usando la condición 2, y que BR(0) c U Q, obtenemos 
i=1,N 

jf - PflI + fullQi  If(x) - Pf (x)Idx = + 

f If(x) - Pf(x)Idx. (3.3.3) 
i=1 
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Por otro lado, para cada i fijo, tenemos que 

¿f (x) - Pf(x)I = f(x) 
- Al-  f f(z)dz 

= 1ff(x)dz jf f(z)dz 

Ii 

=

(f (x) -f(z))dz 

Sustituyendo en 3.3.3 

    

p 

dx. Cp 

 
 iií -íii<+f Jf(x)Pf(x)IPdx=P+

L i=1 i=1 

 

ir 
(f(x) - f(z)) dz 

 

     

Por la desigualdad de Jensen, se obtiene 

IP 

fQ¡ H fQ¡ 
f(x)-f(z)dzl dx~€P+f f f(x)-f(z)Idzdx. 

i=1 IQI 1 i=' IQI Q 

Notemos que z - x E 2Q, cuando x, z E Q, tomando el cambio de variable y = z - x 

IIf-PfII<?+fff(x)-f(z)IPdz dx 
i=l

< Cp +f Q1fIf(x)f(x+Y)IdY dx. 

Por el teorema de Fubini, usando que IQI = Ql y que los Q j  son disjuntos 

1LlQl' lf(x)-f(x+y)ldy dx=f >fIf(x)-f(x+Y)ldx dy 
2Q 

IQ  f.d 
lf(x) - f(x + y)tdx 

de esta manera 

lif - Pf II + j fQ  f,,d lf(x) - f(x + y) Idx dy, 
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por la condición 3 

Lf - Pf < f P +
L In-' lf(a) - f(x + y)Pdx dy 

Ql 

+ 1  fEdY = (2d + 1)E. 
Ql 

Entonces 11 f - Pf 11 1, < (7d + 1)c. Así obtenemos fM7 < (2 11  + 1)c + 

linealidad de P. Si f.g E F y JI Pf - Pgj <E, entonces 

Pf 
,,. 

Por la 

Mf - <(2+1)E+Pf-Pq P < «2 + 1) + i) E. 

Más aún, como P es acotado y esta acotada por (1), la imagen P() es acotada. 

Además el espacio de funciones características en los cubos Q j  es de dimensión finita 

por lo que P(.F) es totalmente acotado. Tomando 5 =C por el lema 3.1.1. 
(2'+l)P-.-1 

se sigue que F es totalmente acotado.. 

() Asumamos que F es totalmente acotada. La existencia de una E-cubierta 

finita de F. para todo E > O, claramente implica que .T es acotado. Estableciendo la 

condición 1. 

Para la condición 2, dado E > O, sea {U1 , U2, ..., Um} una E-cubierta de T, tomemos 

g tal quegEU, para cada i=1,....m. Sea R con j=1,....m. tal que para cada j 

11 X I >R j  
gj(x)Pdx < E. 

Tornando R = máx{R : j = 1..... m}. se sigue que 

fla,j>R

<fP para todo j = 1, ..., m. (3.3.4) 

Si f E  Uk. entonces ILf - 9kM E. y además 

(fIXI>R I! (fx>R I
f(x) - gk(x) + gh.xIdx 

p 
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Por la desigualdad de Minkowski, se tiene 

11xi>R  
f(x)dx (' 

 

por último, usando que f E (Jk y 3.3.4 

1)cLr) + 
(11X I >R 

jgk- (x) ¡Pdx) 

(fl,I >R 
If(x)IPdx <  U -  gkII 

+ (L>R Igk()I(1x 
 

de esta manera se cumple la condición 2. 

Ahora sólo falta deniostrar la condición 3. Por la proposición 2.1.3, tenemos que 

para cada f E F existe p = p(f) tal que 

fRd 
f(x + y) - f(x)jdx < si y <p. 

Dado c > O, sea {U1, ..., Urn } una c-cubierta de F, tornemos gj tal que 9j E U para 

cada i = 1. .... in. Para cada i, existe p tal que 

IR d 

Tornando p= mín{p : i = 1..... m}, Si f E U, se sigue 

la d 
f(x + y) - f(x)l Pdx) = 

If(x + y) - gj(x + y) + gj(x + y) - qj (x) + gj (x) - f(x)I'dx 

por la desigualdad de Minkowski 

f td 
f(x + y) - f (x)I1c1x) 

= (f f(x + y) - qj(x + y)IPdx) 

+ 
(f

gj(x)Pdx
)1 

gj(x+y)_ 
  

+ ( g(a) - f(x)dx) P  <3c, 

para toda f E T, siempre que l y1 <p. Así, la condición 3 se cumple. 

Los siguientes dos resultados son corolarios del Teorema de Kolmogorov-Riesz. En 

el primer corolario daremos una caraterización de los conjuntos totalmente acotados 

en los espacios L2(Rd). usando la Transformada de Fourier, en sí lo que haremos es 

.52 
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demostrar que el corolario verifica las hipótesis del teorema de Kolmogorov-Riesz. 

Primero daremos un resultado que nos ayudará en la demostración del corolario 

posterior a el. 

Lema 3.3.4. Sean p> O, y E Rd fijo, entonces sup Ie - 112  < p21y12. 
Ik 

Demostración. Veamos cómo es Ie' - 112  

- 112 = (e - i) (e*Y - 1) 

= (e' i) (e - 1) 

= - - 
e1 + 1 

= 2-2cos(.y) 

= 2(1 - cos( 
. 
y)) 

Por tanto es suficiente probar que 2(1 - cos( 
. 
y)) :~ p21y12. Si probamos que 2(1 - 

cos(e.y)) :~ Iyl2, ya acabaríamos. pues IyI2 < p21y12  por la desigualdad de Schwartz. 

Como la función Ç + cos(x) ~ 1 para toda x E R, tomando x = y, se sigue que 

+ cos( y) ~ 1, por tanto 2(1 - cos( 
. 
y)) ~ . y 2. De ésta manera obtenemos 

que 2(1 - cos(e . y)) :~ I y12. por lo tanto le¡ ' - 112 < p21y12  de donde se sigue el 

resultado. O 

Corolario 3.3.5. Sea F ç L2(1R'), tal que el sup 11  112 :~ M < oo. Si 
fE 

lím supf
ix 

lf(x)I2dx = O y lím supf Ii()I 2d = O, r-oo fE I~r '°° f ll>17 

entonces F es totalmente acotada en L2(W). 

Demostración. Lo que necesitamos hacer es probar las condiciones del teorema de 

Kolmogorov-Riesz para p = 2. Por hipótesis tenemos la condición 1 del teorema de 

Kolmogorov-Riesz, para obtener la condición 2 usamos que 

líni sup fix1 
f(x)I2dx = O, 

roo fEF ~r 
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de esta manera, dado E > O existe R E R tal que 

sup
111.Xi~R  

f(x) 2dx <E, 
fE.  

por tanto 

fixi~R f(x)12dx <€ para toda f E Y. 

Finalmente para la propiedad 3. por el teorema de Plancherel 2.1.22 tenemos que 

Mf M2 = 11!112. Así dado c > O, para f E Y 

j,td 
f(x + y) - f(x)I2dx 

= d 1 
(.f(x + y) - f(x)) I2dx. 

Por linealidad y la propiedad 2.1.4 de transformada de Fourier, se sigue 

f(x + y) - f(x)2dx 
= L1 J(e - 1))2d 

=  f (e'Y - 1))2d 
+ f (e - 1)j( 2  d .  

I<7) 

(3.3.5) 

Por otro lado tenemos que 

-1 < e2/ + 1 = 2. 

sustituyendo convenientemente en 3.3.5 

f t d 
f(x + y) - f(x)j2dx 

< f (e - 

+4f IJ(x)I 2d. 
l>ii 

Usando que f f 2 y para 'rj fijo suficientemente giande, se sigue 

1 f(x + y) - .f (x)2dx < M 2  SUp - 1 2  + 
pI<7/ 
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Usando el lema 3.3.4, tenernos 

fr- d 
If(x + y) - .f(x)I2dx < + . 

si I < , obtenemos 

1,d 
If(x + y) - f(x)I2dx < 2€. 

Por lo que la condición 3 del teorema de Kolmogorov-Riesz se cumple. Por tanto el 

conjunto .T es totalmente acotado. U 

El siguiente resultado da una caracterización ele los conjuntos que no son total-

mente acotados dentro de un espacio normado X, el resultado se usa para demostrar 

el corolario 3.3.7. 

Lema 3.3.6. Sea X un subconjunto de un espacio normado, entonces X no es 

totalmente acotado si y sólo si existe e> O tal que podemos encontrar una sucesión 

(x) 1  tal que 11 x, - Xm e para toda m ~ n. 

Demostración. Supongamos que X no es totalmente acotado, entonces existe e > O 

tal que no podemos encontrar un número finito de bolas de radio e que cubran 

a X. Sea x1  E X, como X no es totalmente acotado existe x2  tal que x2  0 B(xi ). 

Nuevamente usando el hecho de que X no es totalmente acotado, podemos conseguir 

X3 e X tal que x3  1 u 1 Bf (x). Procediendo inductivamente podemos encontrar una 

sucesión (x J-1  tal que IXk - X,,1! ~ e si k m. 

Ahora para demostrar el regreso supongamos que existe e > O tal que podemos 

encontrar una sucesión (x7 ) 1  con 11Xn - x77 j ~ e, basta tomar una cubierta de 

diánietro , si xi  pertenece a una bola. B. entonces x j  1 B para todo j # i ya que 

11 xi - x ~ e. Por tanto X no es totalmente acotado. U 

Una caracterización de los conjuntos totalmente acotados en los espacios de So-

1)01ev. la  obtenemos en el siguiente corolario, observemos la importancia de este 

resultado, pues dada la completez de los espacios de Sobolev, también obtenemos 

una caracterización de los conjuntos compactos en este espacio. 

Corolario 3.3.7. Un subconjunto F Ç 11 (lR') es totalmente acotado si y sólo si 
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1. T es acotado, es decir, existe alguna M tal que 

la, d 
Df(x)dx < 1\i. f E 1.  ¡(.V I :~ fr. 

2. Para cada c > O existe algún R, tal que para toda f E F 

li.,l >R Df(x)Idx < J. 

8. Para cada c > O existe algún p> O, tal que para cada f E .F, y E Rd con II <p 

17-, d 
Df(x + y) - Df (x) IPdx < c. 

Demostración. Para demostrar el corolario anterior veremos que un subconjunto 

T E 1i7P(Rd)  es totalmente acotado en T,VC,P si y sólo si D(F) := {D(f) f E 

es totalmente acotado en L", pues usando el teorema de Kolmogorov-Riesz en cada 

uno de los conjunto DF), se obtiene que cada uno de ellos es totalmente acotado. 

Supongamos que ' es totalmente acotado, entonces existen fi. f2, .... f E .F tal 

que {BL (fi)  j = 1. .... ri} forma una cubierta de F. Demostraremos que el conjunto 

{B£ (DI,  (fi»  : i = 1, ...,n} forma una cubierta de DI,  (.F) para cada o con a  

Veamos primero que si Il f - gIk,P  :~ c , entonces jD(f) - Da(g) :5 e. Es fácil 

probarlo pues 

DaO(f) 
- D 0̀  (g) D'(f) - D(g) JIP = Lf - g Wk,P 

< 
kil~k 

Sea {B* (D(f)) : i = 1.....n}, y sea U g' una función en D(.F)  tal que 

g' U D'(f). Sea g la función tal que su a-ésima derivada débil sea g', como 
i= In 

el conjunto {B (f) : i = 1, ...,n} es una cubierta de F. g E Bt (f) para algún j. Por 

lo que U - 7k,J) :~ , y así D11(f) 
- g'jI,, :~ . lo cual es una contradicción. Por 

tanto {B(D(f)) : i = 1. ...n} es una cubierta de DT) y el diámetro de cada 

abierto es menor o igual a e. 

Para demostrar la otra implicación lo demostraremos por contraposición. Existe 

e > O tal que podernos encontrar una sucesión de elementos {f} 1  que cumplen que 

56 



Teorema de Kolmogorov-Riesz 

- f1nllwk.p 2: e para toda n.rn E N. Sea r el numero de rnulti-índices tales que su 

orden sea, menor o igual a k. Tomemos n = 1 y rn = 2. entonces 

!fi  - f2jj,k, = > IID'(f) - D' (.f2) > 
IaI:5k 

existe un al  tal que 11 DI,,  (f) - (f2 )JIPI >~ . Ahora tomamos n = 2 y m = 3 y 

veamos que 

If2 -  f3 11 pjJ,'k,p  =
jDa(f2) 

- D(f 3 ) 11 P > c, 
IaI~k 

existe un a2 tal que IjDa2(fl ) - DQ2(f2 ) ~ L . Procediendo inductivamente genera-

mos una sucesión de multi-índices {a} 1. Por el principio del palomar existe una 

subsucesión {a} 1  de {a} 1  tal que a 1  = a1  para todo j E N. Tomemos la sucesión 

{Dai1fi } 1  en D"¡1 (F), para cada n * m se tiene que IID'(f) - D'(fm)lIp rp 
De esta manera por el lema 3.3.6, Daui (fl no es totalmente acotado. 

Aplicando el teorema de Kolmogorov-Riesz en cada en cada conjunto D7:), se 

sigue que Da(.7:)  es totalmente acotado para cada la¡ :5 k, por tanto .7: es totalmente 

acotado. 

FI 

3.4. Principio de selección Helly 

El teorema de Helly se utiliza a menudo como un reemplazo para el teorema de 

compacidad de Kolmogorov, en particular en el contexto de leyes de conservación 

hiperbólicas no lineales, a pesar de ser más especializado. Demostraremos a conti-

nuación que el teorema de Helly es una consecuencia fácil del teorema de compacidad 

de Kolmogorov. Antes de iniciar con el teorema hablaremos sobre algunas propieda-

des de las funciones sobre conjuntos compactos de R, particularmente funciones de 

variación acotada. 

Definición 3.4.1. Sea !: [a, b] - IR y sea P = {a = xo,x1, .... x = b} una partición 

del intervalo [a, b] diremos que f es de variación acotada en [a, bj, si existe M E N, 
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tal que 

Sili) V (x) - f(x)I < M. 
i= 1 

dode el supremo se toma sobre todas las particiones del intervalo [a, b]. 

Definición 3.4.2. Sea f una función de variación acotada y sea (P) la suma 
fl 

f(x)-f(x_ 1 ) 1 correspondiente a la partición P = {a = x0.x1.....x,, = b} de 
i= 1 

la, b]. Al número 

TV(f. [o. b]) = sup{>(P)}. 
P 

se le llama variación total de la función f en el intervalo [a, b]. 

Diremos que una función es localmente de variación acotada sobre R , si para 

todo intervalo [a, b] se cumple que TV(f. [a. b]) < oo. Si ocurre que 

V(f,ll) = sup TV (f. [a, b]) <00, 
[a.b]cR 

entonces se dice que f es de variación acotada sobre R. 

Teorema 3.4.3. Sea f definida sobre R, entonces f es de variación acotada si y 

sólo si se puede expresar como dferencia  de dos funciones crecientes. 

Para la demostración del teorema ver [1], pág. 159. 

Lema 3.4.4. Consideremos una sucesión de funciones {f,}1 definida en los en-

teros positivos y que toma valores en los reales. Asumimos que la sucesión es uni-

formemente acotada, es decir, existe M tal que para toda u E N 

f(x)l :~ M para toda x EN. 

Entonces existe una subsucesión nk tal que fflk  converge para todo x E N. 

Demostración. La demostración del lema usa el arumento diagonal de manera si- c)

inilar a la demostración del teorema 1.2.6 del capítulo 1. E 

Para el siguiente resultado es necesario recordar el concepto de integral impro-

pia. Sea f definida en el intervalo [a, oo) se dice que f es integrable si para cada 
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sucesión {x} 1  que tiende a oo se tiene que la sucesión de integrales definidas 

{ L 
Xn 00 

f(x)dx converge a un límite en comiín L E R. A L se le llama integral 

impropia de f en [a, oo) y se denota por f f(x)dx, es decir, 

f f(x)dx = Hm fa 

Lema 3.4.5. Sea u una función de variación acotada en R. Entonces 

f u(x + y) - u(x)Idx yITV(u) 

para toda y E R.  

Demostración. Sin perdida de generalidad podernos suponer que y> O. Calculando 

1
00 r(i-lh' 

u(x + y) - u(x))dx = > J u(x + y) - u(x))Idx, 
00 joo 3Y 

Haciendo el cambio de variable para cada j fijo x = z + jy, tenemos que da,  = dz. y 

por el teorema de convergencia monótona 

00 y 11 00  

f u(z +jy + y) - u(z +jy))Idz 
= 

 

< TV(u) 
f 

ciz = yTV(v). 

z +jy))jdz 

Por tanto 

f °° 
Iu(x + y) - u(x))dx <- yTV(u). 

u 

Teorema 3.4.6. Teorema de Helly 

Sea (u7 ) una sucesión de funciones de variación acotada en el intervalo acotado 

[a, b]. Si existe una constante Al tal que TV (u) :5 Al y 11 u7  11 00  :~ Al para toda n, 

entonces existe una subsucesión de (un,) que converge puntualmente a u en todas 

partes y en norma L' ([a. b]), más aún, u es de variación acotada. 
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Demostración. Extendemos cada función Un  a todos los reales corno 

= 

Sin pérdida de generalidad podemos llamar u, a su extensión. Se sigue que TV (u) :5 

Al para todo n E N. Por hipótesis tenemos que la condición 1 del teorema de 

Kolmogorov-Riesz se cumple. Para la condición 2, sea € > O, basta tomar R sufi-

cientemente grande tal que [a, b] c BR(0), entonces 

11XI>R 
lun (x)ldx = O <e. 

El lema 3.4.5 demuestra que todas las funciones u, satisfacen la condición 3 del 

teorema de Kolmogorov-Riesz. Por tanto el conjunto (un ) es totalmente acotado. 

Además tenemos que Un E L' ([a,  b]) para todo n E N, pues 

j,, udx = 
 fía,b] 

luldx :~ llun ll fía,b) 
 dx :~ M(b - a). 

Por el teorema 1.1.4 obtenemos que existe una subsucesión (un ) tal que converge en 

L1  ([a, b]) y además que también converge casi en todas partes (la cual denotaremos 

de la misma manera para aligerar la notación). Por el lema 3.4.3 para cada i, el 

término (un ) se puede escribir como resta de dos funciones crecientes, es decir u. = 

v—w. Las sucesiones vi y wi  satisfacen las condiciones del teorema actual, aplicando 

la misma argumentación tenemos que v,- y w,- convergen en L' ([a, b]) y casi en todas 

partes a las funciones y, w respectivamente. 

Como v,- es monótona creciente, se sigue que y es creciente, en los puntos de 

convergencia puntual. Sin pérdida de generalidad supongamos que y es creciente en 

todas partes, después de redefinirla posiblemente en un conjunto de medida cero. 

Para ver que Vn converge a y en todas partes, primero veamos que v converge a 

y en los puntos donde y es continua. Sea x un punto donde y es continua, dado 

e > O tomemos 6 tal que si lx - l < S, entonces lv(x) - v(y) < e. Sean z,y tales 

que Vn(y) -> v(y) y v(z) - v(z) y además x - ó < y <x < z <x + 6, así para n 

Un, (X) x E [a, b] 

O otro caso. 
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suficientemente grande y usando el hecho de que 
- l <6 y - <6 se sigue que 

v(x) —2€ <v(y) - € < 'vi(y) :~ v1(x) :~ v(z) <v(z) + € <v(x) + 2€. 

Por tanto Ivn(x) - v(x)I < 2€ para i suficientemente grande, de esta mane-

ra lím v(x) = v(x) para cada x, donde y es continua. Solamente falta ver que 

lím v(x) = v(x) para cada x donde y es discontinua. Como y es de variación aco-

tada, tenemos que el conjunto de discontinuidades en y es a lo mas numerable, por 

el lema 3.4.4 se sigue que existe una subsucesión que converge en todo punto dis-

continuo de y. Por tanto tenemos convergencia puntual en todas partes. De manera 

similar podemos demostrar que w converge a w para toda x E [a, b]. Entonces 

Ui -+ y - 

puntualmente para toda. x E [a, b] cuando i - oo. y además y - u es de variación 

acotada. n 
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Conclusiones 

El objetivo principal de esta tesis fue caracterizar los conjuntos compactos en el 

espacio de funciones LI)(Rd),  conocido como el teorema de Kolmogorov-Riesz, para 

dar esta caracterización utilizamos el resultado de Heine-Borel generalizado para 

espacios métricos, que dice que un conjunto es compacto si y sólo si es totalmen-

te acotado y completo. Como siempre trabajamos en espacios completos, sólo nos 

enfocamos en caracterizar los conjuntos totalmente acotados. 

Para llegar al resultado mencionado anteriormente hicimos un desarrollo históri-

co, mencionando los principales resultados de compacidad, empezando con la com-

pacidad en espacios métricos. Uno de los resultados de gran interés en el Análisis 

Matciiiático sobre compacidad os ci teorema do Arzolá-Ascoli, os por ello que lo pre-

sentamos en el primer capítulo, y en el último dimos una demostración alternativa 

utilizando un lema sencillo de espacios métricos, el cual también nos sirvió para 

demostrar el teorema de Kolmogorov-Riesz. 

También caracterizamos los conjuntos compactos en otros espacios métricos, co-

mo el espacio de funciones continuas sobre un conjunto compacto K, y el espa-

cio de sucesiones P. Por último desarrollamos algunas aplicaciones del teorema de 

Koliuogorov-Riesz, para ello en el capítulo 2 estudiamos la Trasformada de Fourier 

y algunos conceptos básicos como el de Convolución, el espacio de Schwart, y los 

espacios de Sobolev. Finalmente, se dernostrarnó el principio de selección de Helly, 

como una aplicación directa del teorema de Kolmogorov-Riesz. 

Aún queda mucho por estudiar en la teoría de compacidad, algunas preguntas 
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que me han surguido en lo personal son, si se puede dar una caracterización de los 

conjuntos totalmente acotados en el espacio LP(X), donde X es un espacio métrico 

completo. En lo personal me parece muy interesante seguir investigando sobre el 

tema y espero en un futuro poder retornarlo. 
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